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1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Definition 1.1 (topologische Mannigfaltigkeit). Eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimen-

sion n ist ein topologischer Raum, der

1. Hausdorff'sch ist,

2. eine (zweit-) abzählbare Basis besitzt und

3. lokal homöomorph zum Rn ist, d.h.

∀p ∈M ∃(x,U)Karte um p, d.h.

U = U(p) ist eine offene Umgebung von p, V ⊆ Rn ist offen und

x : U → V ⊆ Rn

ist ein Homöomorphismus.

Eine Menge von Karten

A := {(xα, Uα)|α ∈ A}

mit
⋃
α∈A Uα =M heißt Atlas .

Ein Atlas A heißt C∞-Atlas, falls für alle α und β aus A

xα ◦ x−1
β : xα(Uα ∩ Uβ)→ xβ(Uα ∩ Uβ)

glatt ist.

Abbildung 1: Entnommen aus [1]

Eine Karte (x,U) ist verträglich mit einem C∞-Atlas, falls für alle α aus A

xα ◦ x−1 : x(Uα ∩ U)→ xα(Uα ∩ U)

ein Diffeomorphismus ist.

Ein C∞−Atlas Abestimmt auf eindeutig einen maximalen Atlas Amax, der alle mit A ver-

träglichen Karten enthält.
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Definition 1.2 (glatte Mannigfaltigkeit). Eine differenzierbare, glatte oder C∞-Mannigfaltigkeit

ist eine topologische Mannigfaltigkeit mit einer differenzierbaren Struktur.

Beispiele 1.3. 0. Der euklidische Raum Rn mit der differenzierbaren Struktur, die durch

A = {(x,U) = (idRn ,Rn)} bestimmt ist.

1. Jede offene Teilmenge U ⊆ Rn, mit der differenzierbaren Struktur, die durch den Atlas

A = {(idRn |U , U)} bestimmt ist.

2. Endlich dimensionale R-Vektorräume. Wähle als Basis B = (b1, . . . , bn). Dann ergibt

sich die Kartenabbildung zu:

xB : V → Rn,
∑
i

αibi 7→
∑
i

αiei

3. Sphären: Snr =
{
(x0, . . . , xn) ∈ Rn|

∑
i x

2
i = r2

}
Ein Atlas lässt sich wie folgt auf Snr definieren: A = {(pN , UN ), (pS , US)}, wobei

UN = Snr \N N := (r, 0, . . . , 0)

pN : UN → Rn, pN (x) =
r

r − x0
(x1, . . . , xn)

und

US = Snr \ S S := (−r, 0, . . . , 0)

pS : US → Rn, pS(x) =
r

r + x0
(x1, . . . , xn)

4. Projektive Räume:KPn = {V ⊆ Kn+1|V ist ein eindim. Unterraum}mitK ∈ {R,C,H}
Ein Punkt l ∈ KPn ist gegeben durch (x0, . . . , xn) ∈ l \{0}, l = [x]. Weiterhin kann fol-

gendermaßen ein Atlas für KPn definiert werden: A := {(bi, Ui)|i = 0, . . . , n}, wobei:

Ui := {l ∈ KPn|xi 6= 0}

bi : Ui → Kn = Rm, [x] 7→ 1

xi
(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

m :=


n K = R
2n K = C
4n K = H

5. Offene Teilmengen U ⊆M :

Falls (x,U ′) eine Karte vonM ist, so ist (x|U , U ′ ∩ U) eine Karte von U .

6. Produkte: Seien M,N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, dann ist M × N eine diffe-

renzierbare Mannigfaltigkeit mit der Produkttopologie und den Karten(
(x, x′), U × U ′) : U × U ′ → x(U)× x′(U ′)

wobei (x,U) eine Karte vonM und (x′, U ′) eine Karte von N ist.
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Definition 1.4 (Glatte Abbildung). SeienM,N differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

Eine Abbildung f :M → N heißt glatt, falls für jeden Punkt p ∈M eine Karte (x,U) vonM
um p und eine Karte (y, V ) von N um f(p) existiert, so dass y ◦ f ◦ x−1 glatt ist.

C∞(M,N) bezeichnet dieMenge der glattenAbbildungen vonM nachN . F(M) := C∞(M,R)

Beispiele 1.5. 1. Die Identität id :M →M ist glatt.

2. Sei U ⊆M eine offene Teilmenge.

Dann ist die Inklusion ι : U ↪→M glatt

3. SeiM ×N eine Produktmannigfaltigkeit, dann sind die kanonischen Projektionen πM :
M ×N →M und πN :M ×N → N glatte Abbildungen.

4. Die Abbildung

Rn+1 \ {0} → Sn, x 7→ x

‖x‖

ist glatt.

5. Die Abbildung

Kn+1 \ {0} → KPn, x 7→ [x]

ist glatt.

Definition 1.6 (Diffeomorphismus). Eine glatte Abbildung f : M → N heißt Diffeomorphis-

mus, falls f eine Bijektion und f−1 glatt ist.

Die Menge aller

Diff(M) := {f :M →M |f ein Diffeomorphismus}

aller bildet eine Gruppe. Sie heißt die Diffeomorphismengruppe vonM .
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Definition 1.7 (Untermannigfaltigkeit). Sei N eine n dimensionale, glatte Mannigfaltigkeit.

M ⊆ N heißt Untermannigfaltigkeit, falls für alle p ∈ M eine Karte (x,U) von N um p
existiert, so dass

x : U → V := V ′ × V ′′ ⊆ Rn

mit offenen Mengen V ′ ⊆ Rm und V ′′ ⊆ Rn−m und

x(M ∩ U) = V ′ × {z0}

für ein z0 ∈ V ′′.
Eine Einbettung ist eine glatte Abbildung f : M → N , so dass f(M) ⊆ N eine Unterman-

nigfaltigkeit und f :M → f(M) ein Diffeomorphismus ist.

Abbildung 2: Entnommen aus [1]
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2 Tangentialraum

Wir wollen nun für jede MannigfaltigkeitM und jeden Punkt p ∈M eine lineare Approxima-

tion vonM in p definieren: den Tangentialraum vonM in p.

Lemma 2.1. Sei U ⊆M offen, p ∈ U .

Dann existieren ϕ ∈ F(M) und eine offene Umgebung U ′ ⊆ U von p mit supp(ϕ) ⊆ U und

ϕ|U ′ ≡ 1.

Beweis. Sei x0 : U ′′ → V eine Karte um p, U ′′ ⊆ U . Dann existiert ein ε > 0, so dass

B2ε(x0(p)) ⊆ V und ψ : Rn → R mit supp(ψ) ⊆ B2ε(x0(p)) und ψ|Bε(x0(p)) ≡ 1.
Setze dann ϕ = ψ ◦ x0

Definition 2.2. Ein Tangentialvektor anM in p ist eine R-lineare Abbildung

v : F(M)→ R

mit

v(f · g) = v(f)g(p) + f(p)v(g) ∀f, g ∈ F(M)

Die Menge aller Tangentialvektoren anM in p ist ein Vektorraum. Er heißtTangentialraum von

M in p und wird mit TpM bezeichnet.

Bemerkung 2.3 (Elementare Eigenschaften). 1. v(konst) = 0

2. ∀f, g ∈ F(M) mit f = g auf einer Umgebung von p gilt:

v(f) = v(g)

Beweis. 1. Da v eine R-lineare Abbildung ist, genügt es den Fall v(1) zu betrachten.

v(1) = v(1 · 1) = v(1) + v(1) = 2v(1)

⇒ v(1) = 0

2. Sei ϕ wie in Lemma 2.1. Damit folgt:

f · ϕ = g · ϕ
v(fϕ) = v(f)ϕ(p) + f(p)v(ϕ) = v(f) + g(p)v(ϕ)

v(gϕ) = v(g)ϕ(p) + g(p)v(ϕ) = v(g) + g(p)v(ϕ)

Damit gilt: v(f) = v(g).

Tangentialvektoren können also lokalisiert werden: f ∈ F(U), U ⊆ M offene Umgebung

von p. Definiere v(f) := v(g), wobei g ∈ F(M) und f = g auf U (z.B.: g := f · ϕ)
Sei (x,U) eine Karte von M um p. Definiere ∂

∂xi

∣∣
p
∈ TpM durch (i = 1, . . . , n, x =

(x1, . . . , xn)):

∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣
p

= ∂i(ϕ ◦ x−1)|x(p) ∀ϕ ∈ F(M)
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Definition 2.4 (partielle Ableitung). ∂ϕ
∂xi

∣∣∣
p
heißt i-te partielle Ableitung von ϕ bzgl. der Karte

(x,U).

Satz 2.5. SeiM eine Mannigfaltigkeit der Dimensionm und (x,U) eine Karte um p.
Dann bilden die Tangentialvektoren ∂

∂xi

∣∣
p
, i = 1, . . . ,m eine Basis von TpM .

Lemma 2.6. Sei ϕ : U → R eine glatte Funktion. Dann existiert eine Umgebung U ′ ⊆ U von p
und glatte Funktionen ϕi : U

′ → R, so dass

ϕ = ϕ(p) +
n∑
i=1

(xi − xi(p))ϕi

mit ϕi(p) =
∂ϕ
∂xi

∣∣∣
p

Beweis. Sei x : U → V ⊆ Rn eine Karte und u0 := x(p), ψ := ϕ ◦ x−1 : V → R. Dann gilt

für u ∈ V :

ψ(u)− ψ(u0) =
∫ 1

0

d

d t
ψ(tu+ (1− t)u0) d t

=

m∑
i=0

(ui − ui0)
∫ 1

0

∂

∂ui
ψ(tu+ (1− t)u0) d t (∗)

Setze ψi :=
∫ 1
0

∂
∂ui
ψ(tu+ (1− t)u0) d t. Dann ist ψ : V → R glatt und ψi(u0) =

∂ψ
∂ui

∣∣∣
p

Setze ϕi := ψi ◦ x. Gleichung (∗) gibt die gewünschte Form.

Beweis von Satz 2.5. Sei v ∈ TpM , ϕ ∈ F(M).

v(ϕ) = v

(
ϕ(p) +

m∑
i=1

(xi − xi(p))ϕi

)

=

m∑
i=1

(
v((xi − xi(p)))ϕi(p) + 0 · v(ϕi)

)
=

m∑
i=1

v(xi)ϕi(p)

=
m∑
i=1

v(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(ϕ)

Also spannen die ∂
∂xi

∣∣
p
, i = 1, . . . ,m den Tangentialraum TpM auf.

Die
(

∂
∂xi

∣∣
p

)
i=1,...,m

sind linear unabhängig, denn:

∂xj

∂xi

∣∣∣∣
p

= δij
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Bemerkung 2.7 (Transformationsregel). Seien x und y Karten vonM um p. Dann gilt:

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=
m∑
j=1

∂yj

∂xi
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

= aji
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

Beweis.

Sei v ∈ TpM , sei (x,U) eine Karte und v =
∑m

i=1 ξ
i ∂
∂xi

∣∣
p
(v) dann sagen wir, dass ξ =

(ξ1, . . . , ξm) den Vektor v (bezüglich der Karte (x,U)) repräsentiert.

Bemerkung 2.8 (Transformationsregel). Sei v ∈ TpM . Seien x, y Karten um p. Sei v repräsentiert
durch ξ bzgl. x und η bzgl. y. Dann gilt:

d η = d(y ◦ x−1)|x(p)ξ

Beweis.

v =

m∑
i=1

ξi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=

m∑
j,i=1

ξi
∂yj

∂xi
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

=

m∑
j=1

ηj
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

Und damit

ηj =

m∑
i=1

∂

∂xi
(yj)ξi = aji ξ

i = πj d(y ◦ x−1)|x(p)ξ

Sei I ⊆ R ein offenes Intervall mit 0 ∈ I und c : I → M eine glatte Kurve mit c(0) = p.
Dann definiert c einen Tangentialvektor [c] ∈ TpM :

[c](ϕ) :=
d

d t
(ϕ ◦ c)

∣∣∣∣
t=0

∀ϕ ∈ F(M)

Satz 2.9. Für alle v ∈ TpM existiert eine Kurve c durch p mit [c] = v.
Zudem gilt: [c1] = [c2] genau dann, wenn bzgl. einer Karte um p gilt:

d

d t
(x ◦ c1)

∣∣∣∣
t=0

=
d

d t
(x ◦ c2)

∣∣∣∣
t=0

Beweis. Sei x : U → V ⊆ Rm eine Karte um p, x(p) = u0. Sei v bzgl. x repräsentiert durch

ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Rm
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Betrachte c(t) := x−1(u0+tξ) t ∈]−ε, ε[, ε > 0 geeignet. Dann gilt für alle ϕ ∈ F(M):

v(ϕ) =

m∑
i=1

ξi
∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣
p

, [c](ϕ) =
d

d t
(ϕ ◦ c)

∣∣∣∣
t=0

[c](ϕ) =
d

d t
(ϕ ◦ c)

∣∣∣∣
t=0

=
d

d t
(ϕ ◦ x−1 ◦ x ◦ c)

∣∣∣∣
t=0

= d(ϕ ◦ x−1)
d

d t
(x ◦ c)

∣∣∣∣
t=0

(∗)

= d(ϕ ◦ x−1)|u0ξ

=

m∑
i=1

∂i(ϕ ◦ x−1)|u0ξi

=
m∑
i=1

∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣
p

ξi (∗∗)

Gleichung (∗∗) zeigt dabei den ersten Teil der Aussage und Gleichung (∗) den zweiten.

Definition 2.10. Seien a < b ∈ R und c :]a, b[→ M glatt. Dann setzen wir ct(s) := c(t + s)
für s+ t ∈]a, b[ und definieren:

ċ(t) = [ct] ∈ Tc(t)M

Bemerkung 2.11. 1. FürM = Rn ist TpM = TpRn kanonisch isomorph zum Rn

2. Für einenm-dim.R-Vektorraum istTpV kanonisch isomorph zuV durchV → TpV, v 7→
[p+ tv]

Definition 2.12 (Differential). Seien M,N glatte Mannigfaltigkeiten und f : M → N eine

glatte Abbildung.

Das Differential (die Ableitung) von f in p ∈M ist die Abbildung

d f |p : TpM → Tf(p)N

v 7→ d f |p(v),

die durch

d f |p(v)(ϕ) = v(ϕ ◦ f) ∀ϕ ∈ F(N).

definiert ist.

Diese Abbildung ist linear und sie erfüllt die Kettenregel

d(g ◦ f)|p(v) = d g|f(p)(d f |p(v)), wobei M
f−→ N

g−→ P
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Wenn man Tangentialvektoren durch Kurven repräsentiert, so gilt:

d f |p[c] = [f ◦ c]

Beweis.

[f ◦ c](ϕ) = d

d t
(ϕ ◦ f ◦ c)

∣∣∣∣
t=0

= [c](ϕ ◦ f)
= d f |p[c](ϕ) ∀ϕ ∈ F(N)

Bemerkung 2.13. Sei v ∈ TpM repräsentiert durch ξ bzgl. x. Dann ist d f |p(v) bzgl. y repräsen-
tiert durch

η = d(y ◦ f ◦ x−1)ξ

Beweis. Folgt aus

d f |p

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
=

m∑
j=1

∂

∂xi
(yj ◦ f) ∂

∂yj

∣∣∣∣
f(p)

d f |p

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
(ϕ) =

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(ϕ ◦ f)

Definition 2.14. Sei f :M → N eine glatte Abbildung.

1. Der Rang von f in p ∈M , rankp(f) ist der Rang von d f |p : TpM → Tf(p)N

2. p ∈M ist ein regulärer Punkt , falls rankp(f) = dimN .

3. q ∈ N ist ein regulärer Wert , falls alle p ∈ f−1({q}) reguläre Punkte sind.

4. f ist eine Submersion, falls f surjektiv ist und alle p ∈M reguläre Punkte sind.

5. f ist eine Immersion, falls für alle p ∈M d f |p injektiv ist.

Bemerkung 2.15. Eine Einbettung ist eine Immersion

Definition 2.16 (lokaler Diffeomorphismus). Eine glatte Abbildung f :M → N ist ein lokaler

Diffeomorphismus, falls für alle p ∈ M eine Umgebung U ⊆ M von p und eine Umgebung

V ⊆ N von f(p) existiert, so dass

f |U : U → V

ein Diffeomorphismus ist.
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Beispiele 2.17. Die Abbildung R→ S1, t 7→ eit ist ein lokaler Diffeomorphismus.

Bemerkung 2.18. Sei f ein lokaler Diffeomorphismus, so ist d f |p ein Isomorphismus und d f |−1
p =

d f−1|f(p).

Satz 2.19 (Umkehrsatz). Sei f : M → N eine glatte Abbildung. Falls d f |p : TpM → Tf(p)N
ein Isomorphismus ist, so existiert eine Umgebung U von p inM und U ′ von f(p) in N , so dass

f |U : U → U ′ ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Betrachte dazu y ◦f ◦x−1 : V → V ′, wobei (x,U) eine Karte vonM um p und (y, U ′)
eine Karte von N um f(p). Dann ist d(y ◦ f ◦ x−1)|x(p) ein Isomorphismus.
⇒Wende Umkehrsatz im Rm an.

⇒ y ◦ f ◦ x−1|Ṽ : Ṽ → Ṽ ′ ist ein Diffeomorphismus.

⇒ f |x−1(Ṽ ) : x
−1(Ṽ )→ y−1(Ṽ ′) ist ein Diffeomorphismus.

Satz 2.20 (Satz über implizite Funktionen). Sei f :Mm → Nn eine glatte Abbildung.

1. Sei rankp(f) = k. Dann existiert für alle Karten (y, U ′) von N um f(p) eine Karte (x,U)
vonM um p, so dass

(y ◦ f ◦ x−1)(u1, . . . , um) = (u1, . . . , uk, ϕk+1(u), . . . , ϕn(u))

2. Sei rankq(f) = k für alle q in einer Umgebung U von p. Dann existieren Karten (x,U ′)
vonM um p und (y, U ′′) von N um f(p), so dass

(y ◦ f ◦ x−1)(u1, . . . , um) = (u1, . . . , uk, 0, . . . , 0)

Beweis. Seien (y, U ′) eine Karte vonN um f(p) und (x,U) eine Karte vonM um p. Dann gilt
nach Voraussetzung und möglicherweise Umsortieren der Koordinatenfunktionen:

det
(

∂
∂xi

∣∣
p
(yj ◦ f)

)k
i,j=1

6= 0.

Setze nun:

x̂i = yi ◦ f ∀i = 1, . . . , k

x̂i = xi ∀i = k + 1, . . . ,m

Damit ist(
∂x̂j

∂xi

)m
i,j=1

=

( (
∂
∂xi

(yj ◦ f)
)
ij

∗
0 Idm−k

)

invertierbar. Also ist der Umkehrsatz anwendbar: Es existiert Û um p und V̂ ⊆ Rm, so dass:

x̂|Û : Û → V̂

ein Diffeomorphismus ist.

12



Wähle nun (x̂, Û) als die gesuchte Karte. Damit ergibt sich:

(y ◦ f ◦ x̂−1)(u1, . . . , um) = (u1, . . . , uk, ϕk+1(u), . . . , ϕn(u))

⇒ 1.) X

Nun nehmen wir an: rank(f) = k in einer Umgebung von p.(
∂

∂xi
(yj ◦ f)

)n
i,j=1

=

(
Idk 0

∗
(
∂ϕj

∂xi

)
ij

)

Da f in einer Umgebung von p Rang k hat⇒
(
∂ϕj

∂xi

)
ij
= 0 auf einer Umgebung von p.

Auf einer möglicherweise kleineren Umgebung Û ′ ⊆ Û gilt dann: ∀u ∈ x̂(V̂ ′) ⊆ Rm:

ϕj(u) = ϕ̄j(u1, . . . , uk) j = k + 1, . . . , n

Setze nun:

ŷj = yj j = 1, . . . , k

ŷj = yj − ϕ̄j(y1, . . . , yk) j = k + 1, . . . , n

Damit ist(
∂ŷj

∂yi

)n
i,j=1

=

(
Idk 0

∗ Idn−k

)
wieder invertierbar und mithilfe des Umkehrsatzes ergibt sich: ∃Û ′′ von f(p) in N und V̂ ′′ ⊆
Rn, so dass ŷ|Û ′′ : Û

′′ → V̂ ′′ ein Diffeomorphismus ist. Also ist⇒ (ŷ, Û ′′) eine Karte und es
gilt:

(ŷ ◦ f ◦ x̂−1)(u1, . . . , um) = (ŷ ◦ y−1 ◦ y ◦ f ◦ x̂−1)(u1, . . . , um)

= (ŷ ◦ y−1)(u1, . . . , uk, ϕk+1(u), . . . , ϕn(k))

= (u1, . . . , uk, ϕk+1(u)− ϕ̄k+1(u1, . . . , uk), . . . , ϕn(u)− ϕ̄n(u1, . . . , uk))
= (u1, . . . , uk, 0, . . . , 0)

⇒ 2.) X

Korollar 2.21. Sei f :M → N glatt

1. Falls q ∈ N ein regulärer Wert ist, so ist P := f−1({q}) = {p ∈ M |f(p) = q} eine
Untermannigfaltigkeit der Dimension (m− n).

2. Falls f vom Rang k in einer Umgebung von P := f−1({q}), dann ist P eine Untermannig-

faltigkeit der Dimension (n− k).

SeiM ⊆ N eine Untermannigfaltigkeit. Dann ist TpM kanonisch isomorph zu einem Unter-

raum von TpN .

FallsM = f−1({q}), so ist TpM ∼= ker d f |p ⊆ TpN .
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3 Tangentialbündel und Vektorfelder

Die disjunkte Vereinigung TM =
⋃
p∈M TpM heißt Tangentialbündel.

Wir wollen nun das Tangentialbündel TM mit der Struktur einer differenzierbaren Mannig-

faltigkeit versehen.

Sei (x,U) eine Karte vonM um p.
Wir definieren eine Karte (x̃, Ũ) von TM durch

Ũ :=
⋃
p∈U

TpM
x̃−→ V × Rm, x̃(p, v) = (x(p), ξ)

wobei ξ der Repräsentant von v bzgl. der Karte x ist. x̃ ist eine Bijektion. Dies folgt daraus, dass
die
(
∂
∂xi

)
i
eine Basis von TpM bilden.

Die Kartenwechsel

(ỹ ◦ x̃−1)(u, ξ) = ((y ◦ x−1)(u), d(y ◦ x−1)|x(p)ξ)U ′)× Rn

sind Diffeomorphismen x(U ∩ U ′)× Rn → y(U∩. ( u ∈ x(U ∩ U ′), ξ ∈ Rm)
Wir definieren eine Topologie auf TM wie folgt: Ω ⊆ TM ist offen :⇔ x̃(Ω ∩ Ũ) ⊆ R2m

offen ist für alle Karten (x̃, Ũ). Das ist genau die Topologie, so dass alle x̃ Homöomorphismen

sind.

Übung: Nachprüfen, dass dies eine Topologie definiert, die zweitabzählbar und Hausdorffsch

ist.

Satz 3.1. SeienM,A Mengen, so dass ∀α ∈ A ∃Uα ⊆M mit einer Bijektion

xα : Uα → Vα ⊆ Rm offen

und

1.
⋃
α∈A Uα =M

2. xα(Uα ∩ Uβ) ⊆ Rm offen

3. xβ ◦ x−1
α : xα(Uα ∩ Uβ)→ xβ(Uα ∩ Uβ) homöomorph

sind.

Dann existiert genau eine Topologie aufM , so dass alle xα Homöomorphismen sind.

Sei Amax = {(x,U)} ein maximaler Atlas von M , so ist Ã = {(x̃, Ũ)} ein C∞-Atlas und

definiert somit einen eindeutigen maximalen Atlas auf TM , also eine differenzierbare Struktur.

Die Dimension des Tangentialbündels einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist 2n.
Die Projektion

π : TM →M, ṽ ∈ TpM 7→ p

ist eine Submersion, also insbesondere glatt.

Bemerkung 3.2. TM →M ist ein Vektorbündel überM

14



Definition 3.3 (Vektorfeld). Ein Vektorfeld aufM ist eine glatte Abbildung X : M → TM , so

dass π ◦X = Id.

Sei (x,U) eine Karte vonM , so sind ∂
∂xi

: U → TM |U :=
⋃
p∈U TpM Vektorfelder auf U .

Sei X ein beliebiges Vektorfeld auf U , so gilt:

X =

m∑
i=1

ξi
∂

∂xi

wobei ξ = (ξ1, . . . , ξm) : U → Rm eine glatte Abbildung ist. ξ heißt Hauptteil vonX bzgl. der

Karte (x,U).
Diese Darstellung zeigt:

• X,Y Vektorfelder⇒ X + Y Vektorfeld

• X Vektorfeld, α ∈ R⇒ αX Vektorfeld

⇒ V (M) = Raum aller Vektorfelder auf M ist ein Vektorraum.

Für ϕ ∈ F(M) ist ϕ · X ∈ V (M) mit (ϕ · X)(p) = ϕ(p) · X(p), d.h. V (M) ist auch ein

F(M)-Modul.

Beispiele 3.4. 1. Nullschnitt: 0 :M → TM, p 7→ 0p ∈ TpM

2. Koordinaten

Wier wählen ein ϕ0 ∈ R und definieren

U := R2 \ {(r cos(ϕ0) r sin(ϕ0))
T |r ≥ 0}

V :=]0,∞[×]ϕ0, ϕ0 + 2π[

Nun können wir die Kartenabbildung y : U → V betrachten, deren Umkehrfunktion

durch

y−1(r, ϕ) =

(
r cos(ϕ)
r sin(ϕ)

)
gegeben ist. Bezüglich dieser Karte sind die Vektorfelder r ∂

∂r und
∂
∂ϕ definiert.

Wollen wir ihre Darstellung bezüglich der Karte x = id : R2 → R2 ausdrücken, so
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erhalten wir:

r
∂

∂r
= r

(
∂x1

∂r

∂

∂x1
+
∂x2

∂r

∂

∂x2

)
= r

(
cos(ϕ)

∂

∂x1
+ sin(ϕ)

∂

∂x2

)
= x1

∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2

∂

∂ϕ
=
∂x1

∂ϕ

∂

∂x1
+
∂x2

∂ϕ

∂

∂x2

= −r sin(ϕ) ∂

∂x1
+ r cos(ϕ)

∂

∂x2

= −x2 ∂

∂x1
+ x1

∂

∂x2

3. Sm := {x ∈ Rm+1|‖x‖2 = 1}
TxS

m ∼= {v ∈ Rm+1|〈v, x〉 = 0}
⇒ x ∈ V (Sm) ist gegeben durch:

X : Sm → Rm+1, x 7→ X(x) ⊥ x

z.B.: m = 2n − 1 : (x1y1, . . . , xnyn) 7→ (−y1x1, . . . ,−ynxn) ist ein nie verschwin-

dendes Vektorfeld. Fürm = 2n existiert kein nirgends verschwindendes Vektorfeld

Für S3 existieren drei Vektorfelder, die in jeden Punkt linear unabhängig sind.

Dafür: R4 ∼= H = R ⊕ Ri ⊕ Rj ⊕ Rk mit i2 = j2 = k2 = −1, ij = k. I(x) = ix,
J(x) = jx undK(x) = kx.

Satz 3.5 (Adams). Auf Sm existierenm linear unabhängige Vektorfelder⇔m = 1, 3, 7

Die Vektorfelder operieren auf Funktionen. Sei X ∈ V (M), ϕ ∈ F(M)

Xϕ = X(ϕ) :M → R, X(ϕ)(p) = Xp(ϕ)

Definition 3.6 (Lieklammer von Vektorfeldern). Seien X,Y ∈ V (M). Definiere [X,Y ] ∈
V (M) durch

[X,Y ]p(ϕ) = Xp(Y ϕ)− Yp(Xϕ) ∀ϕ ∈ F(M), p ∈M

Wir müssen zeigen, dass [X,Y ]p ∈ TpM .

Produktregel:

[X,Y ]p(f · g) = Xp(Y (f · g))− Yp(X(f · g))
= Xp(fY (g) + gY (f))− Yp(fX(g) + gX(f))

= f(p)Xp(Y (g)) +Xp(f)Yp(g) + g(p)Xp(Y (f)) +Xp(g)Yp(f)

− f(p)Yp(X(g))− Yp(f)Xp(g)− g(p)Yp(X(f))− Yp(g)Xp(f)

= f(p)[X,Y ]p(g) + g(p)[X,Y ]p(f)
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Lokalisierungsprinzip  für Karte (x,U) ist [X,Y ]p(x
i) wohldefiniert.  [X,Y ] ist glatt

⇒ [X,Y ] ∈ V (M).

Definition 3.7 (f -verwandt). SeienM,N glatte Mannigfaltigkeiten, X ∈ V (M), Y ∈ V (N)
und f :M → N glatt.

Dann heißen X,Y f -verwandt, falls

d f |pXp = Yf(p) ∀p ∈M.

Lemma 3.8. Seien X, X̃ ∈ V (M), Y, Ỹ ∈ V (N) und X,Y und X̃, Ỹ f -verwandt bzgl. f :
M → N . Dann sind [X, X̃] ∈ V (M) und [Y, Ỹ ] ∈ V (N) f -verwandt.

Beweis. Sei ϕ ∈ F(M)
Yf(p)(ϕ) = d f |p(Xp)(ϕ) = Xp(ϕ ◦ f)
Also:

[Y, Ỹ ]f(p)(ϕ) = Yf(p)(Ỹ (ϕ))− Ỹf(p)(Y (ϕ))

= Xp((̃ϕ) ◦ f)− X̃p(Y (ϕ) ◦ f)
= Xp(X̃(ϕ ◦ f))− X̃p(X(ϕ ◦ f))
= [X, X̃]p(ϕ ◦ f)
= d f |p[X, X̃]p(ϕ)

Beispiele 3.9. 1. Da alle ϕ ∈ F(M) per Definition glatt sind, erfüllen sie das Lemma von

Schwarz, d.h. auf jeder Karte (x,U) gilt:

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(
∂ϕ

∂xj

)
=

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

(
∂ϕ

∂xi

)
∀p ∈ U

Also gilt auf jeder Karte: [ ∂
∂xi
, ∂
∂xj

] = 0

2. Im Beispiel ⁇ auf Seite ⁇ wurden die Vektorfelder I, J,K ∈ V (S3) definiert. Für diese
gilt mit beliebigem x ∈ S3:

[I, J ](x) = I(J(x))− J(I(x)) = i · j · x− j · i · x = k · x+ k · x = 2K(x)
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4 Flüsse

Vektorfelder X ∈ V (M) können als gewöhnliche Differentialgleichungen aufgefasst werden:

X(c(t)) = ċ(t) = [c]c(t) (4.1)

Lösungen heißen Integralkurven von X .

Sei (x,U) eine Karte von M , x : U → V ⊆ Rm und ξ : U → Rm der Hauptteil von X
bzgl. (x,U).

Eine glatte Kurve c : I →M ist eine Lösung von 4.1⇔

∂

∂t
(x ◦ c) = ξ(c(t)) = (ξ ◦ x−1)(x ◦ c(t))

Das bedeutet:

c ist eine Lösung von 4.1⇔ σ := x ◦ c eine Lösung von

σ̇ = ξ̂(σ) ξ̂ = ξ ◦ x−1 : V → Rm (4.2)

ist.

Damit erhaltenwir eine gewöhnlicheDifferentialgleichung inRm. Die bekannten Eindeutigkeits-
und Existenzsätze liefern dann:

Satz 4.1 (Eindeutigkeitssatz). Seien ci :]αi, βi[⇒M, i ∈ {1, 2} Integralkurven, d.h. Lösungen
von 4.1.

Sei α0 ∈]α1, β1[∩]α2, β2[ und c1(α0) = c2(α0).
Dann gilt:

c1(t) = c2(t) ∀t ∈]α1, β1[∩]α2, β2[

Satz 4.2 (Existenzsatz). Für alle p0 ∈ M existiert eine Umgebung V von p0 inM , ε > 0 und

eine glatte Abbildung f : ] − ε, ε[×V → M, (t, p) 7→ f(t, p), so dass c(t) = f(t, p0) eine
Integralkurve von X und f(0, p) = p ist.

Wir schreiben f t(p) := f(t, p). f t heißt lokaler Fluss von X .

4.1 Maximale Integralkurven

Sei p ∈M , ci :]αi, βi[⇒M, i ∈ {1, 2} mit α0 ∈]α1, β1[∩]α2, β2[ und c(α0) = p.
Dann ist

c :]α1, β1[∪]α2, β2[→M, c(t) =

{
c1(t) t ∈]α1, β1[

c2(t) t ∈]α2, β2[

eine wohldefinierte Integralkurve.
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Für alle p ∈M existiert eine maximale Integralkurve cp : Ip :=]αp, βp[→M mit cp(0) = p.

Setze D = DX = {(t, p) ∈ R×M |t ∈ Ip}
Bemerkung 4.3. f t(p) = cp(t) heißt Fluss von X .

Es gilt:

fs+t(p) = fs(f t(p)) ∀s+ t, t ∈ Ip, s ∈ If t(p) = Ip − t (eq:4.3)

f0(p) = p

" Fluss definiert lokale 1-Parametergruppe von Diffeomorphismen."

Satz 4.4. Für alle p0 ∈ M existiert eine Umgebung U um p0 inM und δ > 0, so dass f t auf U
definiert und für alle |t| < δ f t : U → f t(U) ⊆M ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Seien V, ε > 0 wie im Existenzsatz 4.2. Dann ist ] − ε, ε[×V ⊆ D und f−1(V ) eine
offene Umgebung von (0, p0).
Dann existiert eine Umgebung U von p0, δ > 0, so dass ]− δ, δ[×U ⊆ f−1(V ).
Für |t| < δ: f−t(f t(p0)) = p0 ⇒ f t : U → V ist glatt und injektiv.

⇒ f t : U → f t(U) ist eine Bijektion.

rank(f0) = m (f0(p) = p) ⇒ rank(f t) = m für |t| < δ′ ( 0 < δ′ ≤ δ )
Mit dem Umkehrsatz folgt: f t : U ′ → f t(U ′) ist ein Diffeomorphismus für U ′ ⊆ U eine

Umgebung von p0.

Satz 4.5. D ⊆ R×M ist offen und f : D →M ist glatt.

Beweis. Sei p ∈ M , A := Menge aller t ≥ 0, so dass [0, t] × {p} eine offene Umgebung in

R×M hat, die in D enthalten ist und auf der f glatt ist.

z.z.: A = Ip.

1. A ⊆ Ip ist offen nach Definition

2. A ⊆ Ip ist abgeschlossen:
Sei t ∈ Ā ∩ [0,∞[∪Ip
Zu p0 = f t(p) existiert nach Satz 4.2 eine Umgebung V von p0, ε > 0, so dass

]− ε, ε[×V ⊆ D und f |]−ε,ε[×V glatt ist.

Sei s ∈ A mit |s− t| < ε und fs(p) ∈ V .
⇒

s ∈ A ∃W um p inM , so dass U =]− δ, δ[×W ⊆ D und f |U glatt ist.

SetzeW ′ := {q ∈ Q|fs(q) ∈ V }. Für alle q ∈W ′ gilt: ]− δ, s+ ε[∈ Iq , da

f r(q) =

{
f r(q) −δ < r < s+ δ

f r−s(fs(q)) −ε < r − s < ε

eine Integralkurve durch q definiert.
⇒ U ′ =]− δ, s+ ε[×W ′ ⊆ D und f |U ′ glatte Abb, aber s+ ε > t ⇒ t ∈ A.
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⇒ A = [0,∞[∩Ip
Analoges Argument für ]−∞, 0].
⇒ D ist offen und f ist glatt.

Sei umgekehrt D ⊆ R ×M offen und f : D → M ein glatter Fluss (d.h. f(s, f(t, p)) =
f(s+ t, p) und f(0, p) = p), dann ist

X(p) :=
d

d t

∣∣∣∣
t=0

(t 7→ f t(p)) (4.4)

ein Vektorfeld aufM und f ist der Fluss von X .

[
d

d s

∣∣∣∣
s=0

(s 7→ f(s+ t, p))

]
=

[
d

d s

∣∣∣∣
s=0

(s 7→ f(s, f(t, p)))

]
= X(f(t, p))

X heißt Erzeuger von f .
Sei h :→ N ein Diffeomorphismus X ∈ V (M), Y ∈ V (N). Dann ist:

h∗X(q) := dh|h−1(q)X(h−1(q)) push-forward

h∗Y (p) := dh−1|h(p)Y (h(p)) pull-back

Satz 4.6. Sei f : DX → M der Fluss von X . Dann ist Dh∗X := {(t, q) ∈ R ×N |(t, h−1(q)) ∈
DX} und (t, q) 7→ h(f t(h−1(q))) ist der Fluss von h∗X .

Beweis. Es gilt

d

d t

∣∣∣∣
t=0

(t 7→ h(f t(h−1(q)))) = dh|f0(h−1(q))
∂

∂[t]

∣∣∣∣
t=0

f t(h−1(q))

= dh|h−1(q)X(h−1(q))

4.2 Lie-Ableitung

Seien X,Y ∈ V (M), f t, gt die zugehörigen Flüsse.

Definition 4.7 (Lie-Ableitung). Die Lie-Ableitung von Y in Richtung X ist

LXY := lim
t→0

1

t
(d f−t(Y (f t(p))− Y (p)))

=
d

d t

∣∣∣∣
t=0

(d f−t(Y (f t(p))))
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Satz 4.8.

LXY = [X,Y ]

Beweis. Übungsaufgabe.

Satz 4.9. [X,Y ] = LXY = 0 ⇔ ∀p ∈ M ∃ε > 0 : gs(f t(p)) = f t(gs(p)) ∀s, t ∈
]− ε, ε[

Definition 4.10. Ein VektorfeldX ∈ V (M) heißt vollständig. :⇔ DX = R×M , d.h. ∀p ∈M
ist die maximale Integralkurve auf ganz R definiert.

Bemerkung 4.11. Ist X vollständig, so ist f t : M → M für alle t definiert. Also erhalten wir

eine Abbildung

R→ Diff(M), t 7→ f t

diese erfüllt: fs+t = fs ◦ f t für beliebige s, t ∈ R und f0 = idM . Damit ist die obige Ab-

bildung ein Gruppenhomomorphismus und wir erhalten, dass (f t)t∈R eine 1-Parametergruppe

von Diffeomorphismen darstellt (dynamisches System).

Lemma 4.12. Sei cp : [0, b[→M eine Integralkurve durch p = c(0).

Nehme an ∃tn ∈ [0, b[ mit tn
n→∞−−−−→ b und cp(tn)

n→∞−−−−→ q ∈M .

Dann gilt: b ∈ Ip und cp(b) = q

Beweis. q =: p0
∃ε > 0, V ⊆M offene Umgebung von p0, so dass f :]− ε, ε[×V →M definiert ist.

Sei tn so groß, dass c(tn) ∈ V und b− tn < ε.
Dann ist

σ(t) :=

{
f t(p) 0 ≤ t < b

f t−tn(f tn(p)) −ε < t− tn < ε

eine Integralkurve von X mit σ(t) = f t(p) = cp(t) ∀t ∈ [0, b[.
Nun ist 0 < b− tn < ε, also b ∈ Ip, also σ(b) = q = f b(p).

Korollar 4.13. Sei X ∈ V (M) mit supp(X) ⊆M kompakt. Dann ist X vollständig.

Insbesondere sind Vektorfelder auf kompakten Mannigfaltigkeiten vollständig.
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5 Semi-Riemannsche Metriken

5.1 Bilinearformen

Sei V ein reeller Vektorraum. Eine symmetrische BilinearformB : V ×V → R ist nicht entartet,

wenn

B(v, w) = 0 ∀w ∈ V ⇒ v = 0

Der Index von B ist die Dimension des maximalen Unterraums, auf dem B negativ definit ist.

Es gibt eine Basis (b1, . . . , bn), so dass

B(bi, bj) =


0, i 6= j

−1, i = j ≤ k
1, i = j > k

Seien V,W reelle Vektorräume. BV eine nicht-entartete Bilinearform auf V , Φ : W → V
eine lineare Abbildung.

Φ∗BV (w1, w2) := BV (Φ(w1),Φ(w2))

ist eine symmetrische Bilinearform aufW .

Bemerkung 5.1.

• BV positiv definit⇒ Φ∗BV positiv semidefinit

• bV positiv definit + Φ injektiv⇒ Φ∗BV positiv definit.

Seien BV auf V und BW auf W nicht-entartete symmetrische Bilinearformen, dann heißt

eine Abbildung Φ :W → V Isometrie, falls Φ∗BV = BW .

5.2 Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Definition 5.2. Eine Semi-Riemannsche Metrik auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Familie

g = (gp)p∈M von nicht-entarteten, symmetrischen Bilinearformen

gp : TpM × TpM → R,

die glatt von p abhängt, d.h. für alle X,Y ∈ V (M) ist

g·(X(·), Y (·)) :M → R, p 7→ gp(X(p), Y (p))

glatt in p, für jedes p ∈M .

Eine Semi-Riemannsche Metrik ist Riemannsch, wenn g für jedes p ∈M positiv definit ist.

Eine Semi-Riemannsche Metrik heißt Lorentz-Metrik, wenn Index(gp)=1 für jedes p ∈M .
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In lokalen Koordinaten:

Sei (x,U) eine Karte von M . Dann ist (X1, . . . , Xn), Xi(p) = ∂
∂xi

∣∣
p
eine lokale Basis von

TpM |U .

gij : U → R, p 7→ gp(Xi(p), Xj(p))

Die Matrix (gij)
n
i,j=1 heißt Fundamentalmatrix der Semi-Riemannschen Metrik g bzgl. (x,U).

Transformationsregel:

gij(y) =
n∑

l,k=1

∂(xk ◦ y−1)

∂yi

∣∣∣∣
y(p)

∂(xl ◦ y−1)

∂yj

∣∣∣∣
y(p)

gij(x)

Beispiele 5.3.

1. Der euklidische RaumRn zusammen mit der euklidischen Metrik 〈·, ·〉eukl bildet eine Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit.

Allgemeiner bildet der Rn mit jeder nicht-entarteten, symmetrischen Bilinearform B :
Rn × Rn → R eine Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit.

2. SeiM ⊆ Rn eine offene Teilmenge oder x : M ↪→ Rn. Man definiert den kanonischen

Isomorphismus

Φp := dx|p : TpM → Rn

und

gp := Φ∗
pB,

wobeiB eine beliebige nicht-entartete, symmetrische Bilinearform desRn darstellt.Wählt

man als Karte (x̂, U) = (id,M).

gij(p) = gp

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

,
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)

= Φ∗(B)

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

,
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)

= B

(
dx|p

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

, dx|p
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
= B(ei, ej)

⇒ gij ist konstant⇒ g ist glatt.

3. SeiM ⊆ Rn+k eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei 〈·, ·〉eukl das euklidische
Skalarprodukt auf Rn+k.
Φp : TpM → Rn+k ist eine lineare, injektive Abbildung.
Setze gp := Φ∗

p〈·, ·〉eukl. Dann ist gp positiv definit.
g = (gp) ist eine Riemannsche Metrik aufM , sie heißt 1. Fundamentalform.
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Die Fundamentalmatrix (gij) ist lokal invertierbar,(g
ij)i,j bezeichnet die inverse Matrix und

die gij : U → R sind glatt.

Definition 5.4. Der Dualraum (TpM)∗ =: T ∗
pM heißt Cotangentialraum.

Durch Wahl einer lokalen Karte kann analog zum Tangentialraum eine Basis des Cotangenti-

alraums gefunden werden.

Sei (x,U) eine Karte vonM .

x : U → Rn

dx|p : TpM → Rn πi−→ R
dxi|p : TpM → R ∈ T ∗

pM

⇒ (dx1|p, . . . , dxn|p) ist die duale Basis zu ( ∂
∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣
p
).

Bezüglich dieser Basis gilt nun:

gp =
n∑

i,j=1

gij dx
i ⊗ dxj

Seien X,Y ∈ V (M) mit Hauptteilen (ξ1, . . . , ξn) bzw. (η, . . . , ηn) bzgl. (x,U), d.h. X =∑n
i=1 ξ

i ∂
∂xi

, Y =
∑n

j=1 η
j ∂
∂xj

und Xi :=
∂
∂xi

.

g(X,Y ) = g

 n∑
i=1

ξiXi,

n∑
j=1

ηjXj


=

n∑
i,j=1

gijξ
iηj

Bezüglich der Basis (dx1, . . . , dxn) des Cotangentialraums und Vektorfeldern X,Y wie

oben:

gp(X,Y ) =

n∑
i,j=1

gij dx
i ⊗ dxj

(
n∑
k=1

ξkXk,

n∑
l=1

ηlXl

)

=
n∑

i,j,k,l=1

gijξ
kηlδikδ

l
j

=

n∑
i,j

gijξ
iηj

So wie wir TM =
⋃
p∈M TpM die Struktur einer 2n-dimensionalen differenzierbaren Man-

nigfaltigkeit gegeben haben, können wir dies auch für T ∗M =
⋃
p∈M T ∗

pM tun.

Bezüglich dieser differenzierbaren Struktur ist dieProjektion π : T ∗M → M, (p, v) 7→ p
glatt.
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Definition 5.5. Eine glatte Abbildung Φ :M → T ∗M mit π ◦ Φ = idM heißt 1-Form aufM .

Ω1(M) = glatte 1-Formen aufM .

Lemma 5.6. Auf einer Semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit gibt es eine 1-1 Korrespondenz zwi-

schen Vektorfeldern und 1-Formen V (M)
1−1←−→ Ω1(M), X 7→ g(X, ·)

Beweis. TpM → T ∗
pM, v 7→ gp(v, ·) gibt einen Isomorphismus zwischen TpM ∼= T ∗

pM , d.h.

das einzige, was wir zeigen müssen, ist, dass X genau dann glatt ist, wenn g(X, ·) glatt ist.

In lokalen Koordinaten:X =
∑n

i=1 ξ
iXi. Sei weiterhin Z ∈ V (M) beliebig, Z =

∑n
j=1 η

jXj .

Sei ϕ ∈ Ω1(M)⇒ in lokalen Koordinaten gegeben durch

ϕ =
n∑
k=1

ϕk dx
k

Nun gilt:

g(X,Z) = g

 n∑
i=1

ξiXi,

n∑
j=1

ηjXj


=

n∑
i,j=1

gijξ
iηj

und:

ϕ(Z) =

n∑
k=1

ϕk dx
k

 n∑
j=1

ηjXj


=

n∑
j,k=1

ϕkη
j dxk(Xj)

=

n∑
j=1

ϕjη
j

Ein Koeffizientenvergleich liefert nun:

ϕj =

n∑
i=1

gijξ
i

Damit ist ϕ glatt.

5.3 Isometrien

Definition 5.7. Seien (M, gM ), (N, gN ) Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

Ein lokaler Diffeomorphismus f :M → N heißt lokale Isometrie, falls für alle p ∈M

d f∗p gN |f(p) = gM |p,
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d.h. für alle v1, v2 ∈ TpM :

gM |p(v1, v2) = d f∗p gN |f(p)(v1, v2)
= gN |f(p)(d fpv1, d fpv2)

Definition 5.8. Ist f ein Diffeomorphismus und eine lokale Isometrie, so nennt man f eine

Isometrie

Bemerkung 5.9. SeienM eine Mannigfaltigkeit, (N, gN ) eine Semi-Riemannsche Mannigfaltig-

keit und f : M → N ein lokaler Diffeomorphismus. Dann ist f∗gN eine Semi-Riemannsche

Metrik aufM .

(f∗gN )(p) = d f∗p gN |f(p)
Dies ist die eindeutige Semi-Riemannsche Metrik auf M bezüglich derer f : M → N eine

lokale Isometrie ist.

Definition 5.10. Isom(M, g) := {f :M →M |f ist eine Isometrie } heißt Isometriegruppe

Beispiele 5.11.

1. (Rn, geukl)
Im euklidischen Raum können wir für jeden Punkt p ∈ Rn TpRn mit Rn identifizeren

und es gilt

(g··eukl)p = 〈·, ·〉eukl

Für Isometrien f : Rn → Rn muss dann also gelten

〈d fp(v), d fp(w)〉eukl = 〈v, w〉eukl ∀v, w ∈ Rn

Das bedeutet aber, dass d fp ∈ O(n) := {A ∈ GLn(R)|∀v, w ∈ Rn : 〈Av,Aw〉eukl =
〈v, w〉eukl} liegen muss.
Eine Klasse von Abbildungen, die dies erfüllt, ist die Menge der Euklidischen Bewegungen.

Sie besteht aus allen Abbildungen der Form:

f : Rn → Rn, x 7→ Ax+ b, A ∈ O(n), b ∈ Rn

Also sind alle Euklidischen Bewegungen in der Isometriegruppe Isom(Rn, geukl) enthal-
ten

2. (Rn+1, gmink)
Hier lässt sich in analoger Weise obige Rechnung durchführen und wir erhalten, dass die

Differentiale aller Isometrien f : Rn → Rn bzgl. der Minkowski-Metrik in O(1, n) :=
{A ∈ GLn(R)|∀v, w ∈ Rn+1 : 〈Av,Aw〉mink = 〈v, w〉mink} liegen müssen.
Auch hier gibt es wieder eine spezielle Klasse von Abbildungen. Sie werden als Poincare-

Bewegungen bezeichnet. Zu ihnen gehören alle Abbildungen der Form

f : Rn+1 → Rn+1, x 7→ Ax+ b A ∈ O(1, n), b ∈ Rn+1

Klarerweise sind auch hier die Poincare-Bewegungen in der Isometriegruppe Isom(Rn+1, gmink)
enthalten.
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3. (Sn, gstd)
Die Sphäre ist über Sn = {x ∈ Rn+1|〈x, x〉eukl = 1} ⊆ Rn+1 definiert. Weiterhin

wissen wir bereits, dass TxS
n ∼= x⊥ gilt.

Die Standardmetrik gstd wird durch die 1. Fundamentalform definiert und ist in diesem

Fall einfach die Einschränkung des Euklidischen Skalarprodukts des Rn+1 auf x⊥.
Auch hier können wir die Abbildungen

f : Sn → Sn, x 7→ Ax A ∈ O(n+ 1)

betrachten. Die Wohldefiniertheit folgt aus der Tatsache, dass

〈f(x), f(x)〉eukl = 〈Ax,Ax〉eukl = 〈x, x〉eukl = 1

gilt. Weiterhin ist für u, v ∈ x⊥

gstd(d ff(xu, d ff(x)v)|f(x) = 〈Au,Av〉eukl
= 〈u, v〉eukl
= gstd(u, v)|x und

〈Ax,Av〉eukl = 〈x, v〉eukl = 0

Also gilt auf des Sphäre: O(n+ 1) ⊆ Isom(Sn, gstd).

5.4 Zusammenhänge

Definition 5.12 (Zusammenhang). SeiM eine Mannigfaltigkeit.

Ein Zusammenhang oder kovariante Ableitung aufM ist eine Abbildung

∇ : V (M)× V (M)→ V (M), (X,Y ) 7→ ∇(X,Y ) =: ∇XY

mit folgenden Eigenschaften:

1. ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2 (Linearität im zweiten Argument)

2. ∇X1+X2Y = ∇X1Y +∇X2Y (Linearität im ersten Argument)

3. ∇fXY = f∇XY (F(M)-Linearität, tensoriell)

4. ∇X(f · Y ) = X(f)Y + f∇XY (derivativ)

∇XY heißt dann kovariante Ableitung von Y in Richtung X . ∇ heißt Zusammenhang.

Bemerkung 5.13. Die Torsion des Zusammenhangs ∇ ist definiert als

T : V (M)× V (M)→ V (M), T (X,Y ) := ∇XY −∇YX − [X,Y ]

Die Krümmung des Zusammenhangs ∇ ist definiert als

R : V (M)×V (M)×V (M)→ V (M), R(X,Y )Z := ∇X∇Y Z−∇Y∇XZ−∇[X,Y ]Z
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Definition 5.14. EineMannigfaltigkeitM derDimensionn heißt parallelisierbar, fallsX1, . . . , Xn ∈
V (M) existieren, die in jedem Punkt p ∈M linear unabhängig sind.

Beispiele 5.15.

1. Rn, x = id : Rn → Rn
Xi :=

∂
∂xi

∣∣
p

2. S1, S3, S7

SeiM eine parallelisierbareMannigfaltigkeit, dann definiertX,Y ∈ V (M),Y =
∑n

i=1 η
iXi,

∇XY :=
n∑
i=1

X(ηi)Xi

einen Zusammenhang aufM .

Eigenschaften:

• ∇XXi = 0

• T (Xi, Xj) = −[Xi, Xj ]

• R(X,Y )Z = 0, denn

R(X,Y )Z = R(X,Y )

(
n∑
i=1

(ϕiXi)

)

=
n∑
i=1

∇XY (ϕi)Xi −∇YX(ϕi)Xi − [X,Y ](ϕi)Xi

=

n∑
i=1

X(Y (ϕi))Xi − Y (X(ϕi))Xi − [X,Y ](ϕi)Xi

=

n∑
i=1

[X,Y ](ϕi)Xi − [X,Y ](ϕi)Xi

= 0

Für Rn mit Xi =
∂
∂xi

heißt dieser Zusammenhang der kanonische Zusammenhang auf Rn.

Satz 5.16. Sei (M, g) eine Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es aufM genau einen

Zusammenhang

D : V (M)× V (M)→ V (M)

mit

1. T (X,Y ) = 0 (torsionsfrei bzw. symmetrisch)
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2. Xg(Y, Z) = g(DXY, Z) + g(Y,DXZ) (metrisch)

für alle X,Y, Z ∈ V (M).
Dieser Zusammenhang erfüllt die Koszul-Formel:

2g(DXY, Z) = Xg(Y, Z)+Y g(X,Z)−Zg(X,Y )−g(X, [Y, z])−g(Y, [X,Z])+g(Z, [X,Y ])

(K)

und ist eindeutig durch diese bestimmt.

Beweis. Wir beweisen zunächst:

Gegeben D mit 1. & 2.⇒ (K) gilt und (K) bestimmt D eindeutig.

Aus 2. folgt:

Xg(Y, Z) = g(DXY, Z) + g(Y,DXZ)

Y g(X,Z) = g(DYX,Z) + g(X,DY Z)

Zg(X,Y ) = g(DZX,Y ) + g(X,DZY )

Damit gilt:

Xg(Y, Z) + Y g(X,Z)− Zg(X, y) = g(DXY +DYX,Z) + g(DXZ −DZX,Y )

+ g(DY Z −DZY,X)

1.
= 2g(DXY, Z)− g([X,Y ], Z) + g([X,Z], Y )

+ g([Y, Z], X)

Also:

2g(DXY, Z) = Xg(Y, Z)+Y g(X,Z)−Zg(X,Y )−g(X, [Y, z])−g(Y, [X,Z])+g(Z, [X,Y ])

⇒ ((K)) gilt.

Wegen Lemma 5.6 (1-1 Korrespondenz V (M)↔ 1-Formen (Ω1(M))) istD eindeutig bstimmt.

Nun sei DXY das Vektorfeld, das durch die Koszul-Formel und Lemma 5.6 definiert ist. Dann

ist DXY ein glattes Vektorfeld.

Es bleibt zu zeigen, dass (X,Y ) 7→ DXY ein Zusammenhang ist.

1. R-Linearität ist klar, da die rechte Seite von ((K)) in X und Y R-linear ist.

2. tensoriell:

2g(DϕXY, Z) = (ϕX)g(Y, Z) + Y g(ϕX,Z)− Zg(ϕX, Y )

− g(ϕX, [Y, Z])− g(Y, [ϕX,Z]) + g(Z, [ϕX, Y ])

= ϕXg(Y, Z) + Y (ϕ)g(X,Z) + ϕY g(X,Z)

− Z(ϕ)g(X,Y )− ϕZg(X,Y )− ϕg(X, [Y, Z])− ϕg(Y, [X,Z])
+ Z(ϕ)g(Y,X) + ϕg(Z, [X,Y ])− Y (ϕ)g(Z,X)

= ϕ · 2g(DXY, Z)

= 2g(ϕDXY, Z)
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∀Z⇒ DϕXY = ϕDXY

3. derivativ:

2g(ϕDXY, Z) = Xg(ϕY, z) + (ϕY )g(X,Z)− Zg(X,ϕY )

− g(X, [ϕY,Z])− g(ϕY, [X,Z]) + g(Z, [X,ϕY ])

= X(ϕ)g(Y, Z) + ϕXg(Y, Z) + ϕY g(X,Z)− Z(ϕ)g(X,Y )

− ϕZg(X,Y )− ϕg(X, [Y, Z]) + Z(ϕ)g(X,Y )

− ϕg(Y, [X,Z]) + ϕg(Z, [X,Y ]) +X(ϕ)g(Z, Y )

= 2g(X(ϕ)Y + ϕDXY, Z)

∀Z⇒ DXϕY = X(ϕ)Y + ϕDXY

4. torsionsfrei:

2g(DXY −DYX,Z) = Xg(Y, Z) + Y g(X,Z)− Zg(X,Y )

− g(X, [Y, Z])− g(Y, [X,Z]) + g(Z, [X,Y ])

− Y g(X,Z)−Xg(Y, Z) + Zg(X,Y )

+ g(Y, [X,Z]) + g(X, [Y, Z])− g(Z, [Y,X])

= 2g([X,Y ], Z)

∀Z⇒ DXY −DYX = [X,Y ], d.h. T (X,Y ) = 0.

5. metrisch:

2(g(DXY, Z) + g(Y,DXZ)) = Xg(Y, Z) + Y g(X,Z)− Zg(X,Y )

− g(X, [Y, Z])− g(Y, [X,Z]) + g(Z, [X,Y ])

+Xg(Z, Y ) + Zg(X,Y )− Y g(X,Z)
− g(X, [Z, Y ])− g(Z, [X,Y ]) + g(Y, [X,Z])

= 2Xg(Y, Z)

Also Xg(Y, Z) = g(DXY, Z) + g(Y,DXZ).

Definition 5.17. Der durch Satz 5.16 bestimmte Zusammenhang auf (M, g) heißt Levi-Civita-
Zusammenhang

Wir wollen einen Zusammenhang in lokalen Koordinaten ausdrücken, insbesondere wollen

wir gegeben (x,U) eine Karte und die entsprechende lokale Basis von TM gegeben Xi =
∂
∂xi

∇XiXj berechnen.

Problem: Xi /∈ V (M), sondern XI ∈ V (U), d.h. ∇XiXj ist (noch) nicht definiert.
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5.5 Lokalisierung von Zusammenhängen

Lemma 5.18. Sei ∇ ein Zusammenhang auf M . Sei p ∈ M , Y1, Y2 ∈ V (M) mit Y1 = Y2 in

einer Umgebung U von p.
Dann gilt: ∇XY1(p) = ∇XY2(p) ∀X ∈ V (M).

Beweis. Sei ϕ ∈ F(M) mit supp(ϕ) ⊆ U und ϕ = 1 auf einer Umgebung V ⊆ U von p. Dann
gilt: ϕ · Y1 = ϕ · Y2.

∇XY1(p) = Xp(ϕ) + ϕ(p)∇XY1(p)
= ∇X(ϕY1)(p)
= ∇X(ϕY2)(p)
= Xp(ϕ)Y2(p) + ϕ(p)∇XY2(p)
= ∇XY2(p)

d.h. ∇ : V (M)× V (U)→ V (U) ist wohldefiniert (U ⊆M offen).

Lemma 5.19. Sei p ∈M , X1, X2 ∈ V (M) mit X1(p) = X2(p), dann ist

∇X1Y (p) = ∇X2Y (p) ∀Y ∈ V (M)

5.5.1 Tensorfelder

Die Vektorfelder V (M) aufM bilden einen Modul über F(M). Definiere nun:

Vk(M) := V (M)× · · · × V (M)︸ ︷︷ ︸
k-mal

k ∈ N

V0(M) := F(M)

Damit bilden die Vk(M) für jedes k ∈ N0 auch Moduln über F(M).

Definition 5.20 (Tensorfeld). Ein Tensorfeld vom Typ (r, s) ist eine Abbildung

B : Vr(M)→ Vs(M),

die in jedem Argument F(M)-linear ist.

Beispiele 5.21.

1. Die Torsion T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ] ist ein (2, 1)-Tensor.

Beweis. T (X,Y ) ∈ V (M). Es ist also nur noch die F(M)-Bilinearität zu zeigen.

T (ϕX, Y ) = ∇ϕXY −∇Y ϕX − [ϕX, Y ]

= ϕ∇XY − ϕ∇YX − Y (ϕ)X − ϕ[X,Y ] + Y (ϕ)X

= ϕT (X,Y )

Für das zweite Argument folgt die Aussage aus T (X,Y ) = −T (Y,X).
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2. Die Krümmung R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z ist ein (3, 1)-Tensor.

Beweis. R(X,Y )Z ∈ V (M). Es ist also auch hier nur noch die F(M)-Multilinearität zu

zeigen.

R(ϕX, Y )Z = ∇ϕX∇Y Z −∇Y∇ϕXZ −∇[ϕX, Y ]Z

= ϕ∇X∇Y Z −∇Y (ϕ∇XZ)− ϕ∇[X,Y ]Z −∇−Y (ϕ)XZ

= ϕ∇X∇Y Z − ϕ∇Y∇XZ − ϕ∇[X,Y ]Z − Y (ϕ)∇XZ + Y (ϕ)∇XZ
= ϕR(X,Y )Z

R(X,Y )ϕZ = ∇X∇Y (ϕZ)−∇Y∇X(ϕZ)−∇[X,Y ](ϕZ)

= ∇X(ϕ∇Y Z) +∇X(Y (ϕ)Z)−∇Y (ϕ∇XZ +X(ϕ)Z)

− ϕ∇[X,Y ]Z − [X,Y ](ϕ)Z

= ϕ∇X∇Y Z + Y (ϕ)∇XZ +X(Y (ϕ))Z − ϕ∇Y∇XZ
+X(ϕ)∇Y Z − ϕ∇[X,Y ]Z − [X,Y ](ϕ)Z − Y (ϕ)∇XZ − Y (X(ϕ))Z

= ϕR(X,Y )Z

Für das zweite Argument gilt erneut: R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z .

Lemma 5.22. Sei L : Vr(M)→ Vs(M) ein Tensorfeld. Dann gilt:

L(X1, . . . , Xr)(p) = L(X̃1, . . . , X̃r)(p),

falls Xi(p) = X̃i(p).

Beweis. o.E.: r = 1 (allgemein durch Induktion), d.h. L : V (M)→ Vs(M).
Sei ϕ ∈ F(M)mit suppϕ ⊆ U , U eine Umgebung von p. Sei weiterhin ϕ = 1 auf V ⊆ U eine

Umgebung von p.
Sei (x,U) eine Karte um p. Seien Xi(q) := ϕ(q) ∂

∂xi

∣∣
q
q ∈ U , i = 1, . . . n.

Wähle nun noch X, X̃ ∈ V (M) mit X(p) = X̃(p). Schreibe:

ϕX =

n∑
i=1

ξiXi

ϕX̃ =
n∑
i=1

ηiXi

und damit gilt auch: ξi(p) = ηi(p).
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Berechnen nun:

L(X)(p) = ϕ(p)(X)(p)

= (ϕL(X))(p)

= L(ϕX)(p)

=

n∑
i=1

ξi(p)L(Xi)(p)

=

n∑
i=1

ηi(p)L(Xi)(p)

= L(ϕX̃)(p)

= (ϕL(X̃))(p)

= ϕ(p)L(X̃)(p)

= L(X̃)(p)

Interpretation:

Ein Tensorfeld B liefert für jedes p ∈M eine r-lineare Abbildung

Bp :TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
r

→ TpM × · · · × TpM︸ ︷︷ ︸
s

,

(v1, . . . , vr) 7→ Bp(v1, . . . , vr) := B(X1, . . . , Xr)(p),

wobei X1, . . . , Xr ∈ V (U) mit Xi(p) = vi ∀i = 1, . . . , r.
Umgekehrt liefert eine Familie von r-linearen Abbildungen (Bp)p∈M

Bp : (TpM)r → (TpM)s

ein Tensorfeld, sofern Bp glatt von p abhängt, d.h. falls B·(X1(·), . . . , Xr(·)) : M → (TM)s

glatt ist.

Zurück zu Zusammenhängen:

Lemma 5.22 impliziert Lemma 5.19, da für festes Y ∇·Y ein (1, 1)-Tensor ist.
Insbesondere können wir die kovariante Ableitung nun als folgende Abbildung definieren:

∇ : V (U)× V (U)→ V (U)

wobei U ⊆M eine Umgebung ist.

Damit können wir nun ∇ in lokalen Koordinaten ausdrücken.

Sei (x,U) eine Karte von M und X1, . . . , Xn die entsprechende lokale Basis von TM . Sei

∇ ein Zusammenhang aufM .

∇XiXj =
n∑
k=1

ΓkijXk
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Die Funktionen

Γkij : U → R

heißen Christoffel-Symbole.

Seien X,Y ∈ V (M) mit X|U =
∑n

i=1 ξ
iXi und Y |U =

∑n
j=1 η

jXj . Dann gilt:

∇XY = ∇∑n
i=1 ξ

iXi

n∑
j=1

ηjXj

=

n∑
i,j=1

ξi∇Xiη
jXj

=
n∑

i,j=1

ξi
(
ηj∇XiXj +Xi(η

j)Xj

)
=

n∑
j=1

X(ηj)Xj +
n∑

i,j,k=1

ξiηjΓkijXk

=

n∑
k=1

X(ηk) +

n∑
i,j=1

ξiηjΓkij

Xk

Falls ∇ torsionsfrei ist, gilt: Γkij = Γkji, denn:

0 = T (Xi, Xj) = ∇XiXj −∇XjXi − [Xi, Xj ]︸ ︷︷ ︸
=0

Für den Levi-Civita-Zusammenhang auf (M, g) gilt nun Mithilfe der Koszul-Formel:

n∑
k=1

Γkijgkl = g

(
n∑
k=1

ΓkijXk, Xl

)
= g(∇XiXj , Xl)

((K))
=

1

2
(Xig(Xj , Xl) +Xjg(Xi, Xl)−Xlg(Xi, Xj))

=
1

2

(
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

)
=

1

2
(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

Und mit (gkl) die zu (gkl) inverse Matrix folgt:

Γkij =
1

2

n∑
l=1

gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)
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5.6 Vektorfelder längs Abbildungen

Definition 5.23. SeienM,N glatte Mannigfaltigkeiten, f : N →M eine glatte Abbildung.

Ein Vektorfeld längs f ist eine glatte Abbildung

X : N → TM,

so dass π ◦X = f .
Vf (M) = Vektorfelder längs f .

Beispiele 5.24.

1. N =M und f = id ⇒ Vf (M) = V (M)

2. Vektorfelder längs Kurven: c : I →M . Dann ist ċ(t) ∈ Tc(t)M , wobei

ċ : I → TM, t 7→ ċ(t) = ċt(0),

wobei ct(s) := c(s+ t).

3. Sei X ∈ V (M). Dann ist X ◦ f ∈ Vf (M)

4. Sei X ∈ V (N), f : N →M
f∗X(p) := d fpX(p) ∈ Tf(p)M
f∗X ∈ Vf (M) heißt auch tangentiales Vektorfeld.

Gegeben ∇ ein Zusammenhang aufM , wollen wir eine Abbildung

∇ : V (N)× Vf (M)→ Vf (M)

mit folgenden Eigenschaften konstruieren:

1. R-linear in V (N) und Vf (M)

2. derivativ in Vf (M)

3. tensoriell in V (N)

4. Für f = id undM = N soll∇ der usrprüngliche Zusammenhang sein

5. T (f∗A, f∗B) = ∇Af∗B −∇Bf∗A− f∗[A,B] ∀A,B ∈ V (N)

6. R(f∗A, f∗B)Y = ∇A∇BY −∇B∇AY −∇[A,B]Y ∀A,B ∈ V (N), Y ∈ Vf (M)

Diese heißt dann wieder kovariante Ableitung von Y längs X .

Wir definieren∇ : V (N)× Vf (M)→ Vf (M) in lokalen Koordinaten:
Seien (x,U) eine Karte vonM um f(p),X1, . . . , Xn die lokale Basis von TM und Y ∈ Vf (M).
Dann ist Y =

∑n
i=1 η

jXj , wobei η
j : f−1(U)→ R.

∇XY :=
n∑
k=1

X(ηk)Xk +
n∑

i,j,k=1

d f(X)iηjΓkijXk
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Wohldefiniertheit und die Eigenschaften 1. - 4. folgen daraus, dass dies die lokale Form des Zu-

sammenhangs ist.

Nun nutzen wir ∇ : V (N)× Vf (M)→ Vf (M) um die Parallelverschiebung einzuführen.
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6 Parallelverschiebung

Definition 6.1. SeiM eine Mannigfaltigkeit und∇ ein Zusammenhang aufM .

Sei c : I →M eine Kurve, dann heißt X ∈ Vc(M) längs c parallel, wenn

∇tX := ∇ ∂
∂t
X ≡ 0

Sei (x,U) eine Karte aufM um p = c(t0) und X1, . . . , Xn die zugehörige lokale Basis von

TM .

X =
∑n

i=1 ξ
iXi, ξi : c−1(U)→ R, d ct0

(
∂
∂t

)
= ċ(t0) =

∑n
i=1 ċ

iXi

∇tX =
n∑
k=1

∂

∂t
(ξk)Xk +

n∑
i,j,k=1

ċiξjΓkijXk

d.h.: ∀k = 1, . . . , n

−ξ̇k =
n∑

i,j=1

ċiξiΓkij (6.1)

Das ist ein System linearer, gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung.

Satz 6.2. Sei t0 ∈ I und X0 ∈ Tc(t0)M .

Dann gibt es genau ein paralleles Vektorfeld X ∈ Vc(M) mit X(t0) = X0.

Beweis.

Fall 1: c(I) ⊆ U , wobei U eine Kartenumgebung vonM ist.

Dann folgt die Behauptung aus Existenz und Eindeutigkeit für die linearen gewöhnli-

chen Differentialgleichungen 1. Ordnung (6.1) mit Anfgangsbedingung ξi(t0) = ξi0, wo-
bei X0 =

∑n
i=1 ξ

i
0Xi.

Fall 2: c(I) * Kartenumgebung.

Sei · · · < a2 < a1 < t0 < b1 < b2 < . . . mit ai → a und bi → b für i → ∞, wobei

I =]a, b[.
Nun ist c insbesondere eine stetige Abbildunge, d.h. c([ai, bi]) ist kompakt und wir kön-
nen ein endliche offene Überdeckung U i1, . . . , U

i
N durch Kartenumgebungen finden , so

dass U ij ∩ c([ai, bi]) zusammenhängend ist. Wir können nach entsprechender Umnum-

merierung ohne Einschränkung annehmen, dass c(t0) ∈ U1
1 liegt. Nun ist aber Fall 1

auf das Kurvenstück, das in U1
1 liegt anwendbar und wir erhalten ein X1 ∈ Vc(U1

1 ) mit
∇tX1 ∼= 0 und X1(t0) = X0.

Nun wählen wir ein t1 ∈ [a1, b1], so das sc(t1) ∈ U1 ∩ U2 und setzen als neue Anfangs-

bedingung X1 := X1(t1) ∈ Tc(t1)M . Fall 1 gibt uns erneut ein Vektorfeld X̃1 ∈ Vc(U2)

mit∇tX̃1 ∼= 0 und X̃1(t1) = X1 = X(t1). Das bedeutet aber, dass wirX
1 einfach durch
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X̃1 auf U2 fortsetzen können.

Diesen Prozess liefert uns nach endlich vielen Schritten das gewünschte Vektorfeld X1

auf ganz [a1, b1].
Andererseits können wir die obige Iteration natürlich auch auf jedem beliebigen [ai, bi]
aus führen und erhalten somit auf all diesen kompakten Intervallen unser gewünschtes

Vektorfeld Xi.

Da ]a, b[=
⋃
i∈N[ai, bi] gilt, könnten wir nun X ∈ Vc(X) einfach darüber definieren,

dass für ein t ∈]a, b[ ein i ∈ N existiert, so dass t ∈ [ai, bi] und dann X(t) := Xi(t).
Dass diese Definition tatsächlich wohldefiniert ist, wollen wir im letzten Schritt zeigen:

Seien X, X̃ zwei Lösungen von∇tX ≡ 0 auf I mit X(t0) = X̃(t0) = X0.

Igut = {t ∈ I|X(t) = X̃(t)} 6= ∅ ist abgeschlossen

Ischlecht = {t ∈ I|X(t) 6= X̃(t)}

Noch zu zeigen: Igut ist offen.

Wähle dazu eine Karte (x,U) um c(t), dann gilt nach Fall 1: X(s) = X̃(s) für alle
s ∈ c−1(U), wobei c−1(U) eine offene Umgebung um t darstellt.
Nun gilt I = Igut∪̇Ischlecht und damit I = Igut, da I zusammenhängend ist.

Definition 6.3 (Parallelverschiebung).

Sei c : [a, b]→M eine stückweise glatte Kurve mit p = c(a) und q = c(b). Sei a = t0 < · · · <
tn = b eine Unterteilung von [a, b], so dass c|[ti, ti+1] glatt ist.

Dann ist die Parallelverschiebung Pc : TpM → TqM entlang c definiert durch:
Sei v ∈ TpM , dann sei X ∈ Vc(M) das eindeutige Vektorfeld längs c mit X(a) = v und

0 ≡ ∇tX auf [ti, ti+1] für alle 0 ≤ i ≤ n− 1.
Setze dann Pc(v) := X(b).

Bemerkung 6.4.

1. Pc,t0,t1 ist linear und invertierbar, weiterhin gilt: Pc,t0,t2 = Pc,t1,t2 ◦ Pc,t0,t1

2. Die Parallelverschiebung hängt vom Weg c ab (z.B. auf S2).

Satz 6.5. SeiM eine Mannigfaltigkeit,∇ ein Zusammenhang, c : I →M glatt undX ∈ Vc(M).
Dann gilt:

∇tX(t0) = lim
t→t0

Pc,t,t0(X(t))−X(t0)

t− t0

Beweis. Sei e1(t0), . . . , en(t0) ∈ Tc(t0)M eine Basis. Seien e1(t), . . . , en(t) die zugehörigen

parallelen Vektorfelder entlang c.
Dann sind (ej(t))j=1,...,n Basen von Tc(t)M und X(t) =

∑n
j=1 ξ

j(t)ej(t).
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Für die rechte Seite gilt nun:

lim
t→t0

Pc,t,t0(X(t))−X(t0)

t− t0
= lim

t→t0

∑n
j=1 ξ

j(t)Pc,t,t0(ej(t))−
∑n

j=1 ξ
j(t0)ej(t0)

t− t0

= lim
t→t0

n∑
j=1

ξj(t)− ξj(t0)
t− t0

ej(t0)

=

n∑
j=1

∂

∂t

∣∣∣∣
t=t0

ξiej(t0)

=

n∑
j=1

ξ̇j(t0)ej(t0)

Für die linke Seite ergibt sich:

∇tX(t0) = ∇t

 n∑
j=1

ξj(t0)ej(t0)


=

n∑
j=1

(d c( ∂

∂t

)
(ξj)ej

)
(t0) + ξj(t0)∇tej︸︷︷︸

=0

(t0)


=

n∑
j=1

ξ̇j(t0)ej(t0)

Satz 6.6. Sei (M, g) eine Semi-RiemannscheMannigfaltigkeit und∇ der Levi-Civita-Zusammenhang.

Sei c : I →M eine stückweise glatte Kurve. Dann ist

Pc,t0,t1 : (Tc(t0)M, gc(t0))→ (Tc(t1)M, gc(t1))

eine lineare Isometrie.

Beweis. Für den Levi-Civita-Zusammenhang gilt:

Zg(X,Y ) = g(∇ZX,Y ) + g(X,∇ZY )

Damit ergibt sich:

d c

(
∂

∂t

)
g(X,Y ) = g(∇tX︸︷︷︸

=0

, Y ) + g(X,∇tY︸︷︷︸
=0

)

= 0

wobei X0, Y0 ∈ Tc(t0)M und X,Y die parallellen Vektorfelder.

Dies bedeutet nun aber, dass gc(t)(X(t), Y (t)) = const.

⇒ gc(t1)(X(t1), Y (t1)) = gc(t0)(X(t0), Y (t0))
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6.1 Parallelverschiebung und Krümmung

SeiM eine Mannigfaltigkeit, ∇ ein Zusammenhang und c : I →M mit c(0) = c(1). Dann ist

Pc,0,1 : TpM → TpM

Definiere nun

Holp(∇) := {Pc ∈ GL(TpM)|c Schleife in p}

die Holonomiegruppe.

¨Der Krümmungstensor ist ein Maß für die infinitesimale Abhängigkeit der Parallelverschie-

bung vom Weg. ¨

Rp : TpM × TpM × TpM → TpM, (u, v, w) 7→ Rp(u, v)w

Seien u, v ∈ TpM . Sei U ⊆ R2 eine offene Umgebung mit 0 ∈ U und f : U → M glatt mit

d f0
(
∂
∂x

)
= u und d f0

(
∂
∂y

)
= v.

Sei ct : [0, 4t]→M die Kurve definiert durch

ct(s) :=


f(s, 0) 0 ≤ s ≤ t
f(t, s− t) t ≤ s ≤ 2t

f(3t− s, t) 2t ≤ s ≤ 3t

f(0, 4t− s) 3t ≤ s ≤ 4t

Sei w ∈ TpM undWt das parallele Vektorfeld längs ct,das durch w bestimmt ist.

Dann gilt:

−Rp(u, v)w = lim
t→0

Wt(4t)− w
t2

SeiW das Vektorfeld längs f , das folgendes erfüllt:

• W (0, 0) = w

• W (·, 0) = Vektorfeld parallel längs f(·, 0)

• W (t, ·) = Vektorfeld parallel längs (t, ·)

Dann ergibt sich:

R(u, v)w = ∇X ∇Y︸︷︷︸
=0

W −∇Y∇XW −∇[X,Y ]︸ ︷︷ ︸
=0

W

= −∇Y∇XW

wobei X := ∂
∂x und Y := ∂

∂y . Sei e1, . . . , en ∈ TpM eine Basis. Seien ej(x, y) Vektorfelder
längs f mit
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• ej(0, 0) = ej

• ej(0, ·) = paralleles Vektorfeld längs f(0, ·)

• ej(·, τ) = paralleles Vektorfeld längs f(·, τ).

Dann ist (ej(x, y))j=1,...,n eine Basis von Tf(x,y)M .

Schreibe nun W (x, y) =
∑n

j=1 ξ
j(x, y)ej(x, y). Damit gilt nun:

∂
∂x ξ

j(0, 0) = ∂
∂y ξ

j(0, 0) =
∂2

∂x2
ξj(0, 0) = ∂2

∂y2
ξj(0, 0) = 0

−∇Y∇XW |(0,0) = −∇Y∇X

 n∑
j=1

ξj(x, y)ej(x, y)

∣∣∣∣∣∣
(0,0)

= −
n∑
j=1

∇Y

 ∂

∂x
ξjej + ξ∇Xej︸ ︷︷ ︸

=0


= −

n∑
j=1

∂

∂y

(
∂

∂x
ξj
)∣∣∣∣

(0,0)

ej +∇[]ξj(0, 0)︸ ︷︷ ︸
=0

∇Y ej

= −
n∑
j=1

∂

∂y

(
∂

∂x
ξj(x, y)

)∣∣∣∣
(x,y)=(0,0)

ej(0, 0)

Und damit:

lim
t→0

Wt(4t)− w
t2

=

n∑
j=1

∂

∂x

∂

∂y
ξj(0, 0)ej(0, 0)
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7 Geodätische

Definition 7.1. SeiM eine glatte Mannigfaltigkeit und∇ ein Zusammenhang aufM .

Eine glatte Kurve c : I →M heißt Geodätische, wenn

∇tċ ≡ 0

Wähle (x,U) eine Karte vonM und X1, . . . , Xn eine lokale Basis von TM . Schreibe ck :=
xk ◦ c : I → R.

0 = ∇ ∂
∂t
ċ(t)

=

n∑
k=1

∂

∂t
ċk(t)Xk(c(t)) +

n∑
i,j,k=1

Γkij(c(t))ċ
i(t)ċj(t)Xk(c(t))

Wir erhalten so ein System gewöhnlicher, nicht-linearer Differentialgleichungen zweiter Ord-

nung:

0 = c̈k +

n∑
i,j=1

Γkij ċ
iċj 7.1

Beispiele 7.2. Wir wollen für einige Mannigfaltigkeiten Geodätische berechnen.

1. (Rn, geukl)
Die euklidische Metrik auf demRn ist konstant, was zur Folge hat, dass die Ableitung der
Fundamentalmatrix (gij) verschwindet, d.h. ∂kgij = 0 für jedes i, j, k ∈ {1, . . . , n}.
Das bedeutet aber für die Christoffel-Symbole

Γkij =
1

2
gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij) = 0

Das heißt unsere Gleichung (7.1) vereinfacht sich zu c̈k = 0 für alle k ∈ {1, . . . , n}. Also
ċk = const. und insgesamt ergibt sich:

c(t) = v · t+ p

Also sind die Geodätischen im euklidischen Raum gerade die Geraden.

2. (Rn, gmink)
Auch im Minkowski-Raum ist die Metrik konstant und die obige Rechnung liefert, dass

auch hier die Geraden gerade die Geodätischen sind.

Lemma 7.3. Sei c : I → M eine Geodätische, dann ist ĉ(t) = c(αt + β) mit α, β ∈ R eine

Geodätische.
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Erinnerung:

Sei (x,U) eine Karte vonM . Dann ist (x̄, Ū) eine Karte von TM , wobei Ū := ∪p∈UTpM =
π−1(U) und x̄(p, v) := (x(p), ξ) mit ξ ∈ Rn der Repräsentant von v in (x,U), d.h. ξ =
dx|p(v).
Sei nun X1, . . . , xn die zu (x,U) gehörige lokale Basis von TM |U . Sei X̄1, . . . , X̄2n die zu

(x̄, Ū) gehörige lokalge Basis von T (TM)|Ū .
Sei c : I →M eine glatte Kurve inM . Dann ist (c, ξ) : I → TM, t 7→ (c(t), ċ(t)) glatt.

Allgemeiner: eine glatte Kurve in TM lässt sich schreiben als(
c,

n∑
i=1

ξi(xi ◦ c)

)
wobei c : I →M eine glatte Kurve ist.

Sei c : I →M eine glatte Kurve. Setze ξk = ċk. Dann gilt:

(7.1) ⇔

{
ξk = ċk

ξ̇k = −
∑n

i,j=1 Γ
k
ijξ

iξj

Dies ist ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung.

Definiere nun folgendes Vektorfeld S : TM → T (TM) durch

S(v) =

n∑
k=1

ξkX̄k(v)−
n∑

i,j,k=1

Γkijξ
iξjX̄n+k(v)

Für v = (c, ξ)(t) und ξ = ċ ergibt sich:

S(c, ξ)(t) =

n∑
k=1

ξkX̄k((c, ξ)(t))−
n∑

i,j,k=1

Γkijξ
iξjX̄n+k((c, ξ)(t))

Betrachte nun ĉ : I → TM die Integralkurve zu S, d.h. S(ĉ(t)) = ˙̂c(t)

S((c, ξ)(t)) = ˙(c, ξ)(t), ˙(c, ξ)(t) ∈ TTM und (c, ξ)(t) ∈ TM

˙(c, ξ)(t) =

n∑
k=1

ċkX̄k +

n∑
k=1

ξ̇kX̄n+k

Damit ergibt sich für ĉ:

ξk = ċk ∀k = 1, . . . , n

ξ̇k =
n∑

i,j=1

Γkijξ
iξj ∀k = 1, . . . , n

Das ist genau das System von Differentialgleichungen erster Ordnung, das die Geodätenglei-

chung ∇tċ = 0 in lokalen Koordinaten beschreibt.
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Bemerkung 7.4.

1. S (definiert a priori nur auf Ū in Abhängigkeit von (x,U)) ist wohldefiniert als globales
Vektorfeld: TM → TTM
S hängt vom gewählten Zusammenhang ∇ ab. (S = S∇ ∈ V (TM))

2. Die Integralkurven von S∇ stehen 1 zu 1 in Korrespondenz mit (c, ċ) : I → TM , wobei

c : I →M eine Geodätische ist.

3. S∇ heißt geodätisches Vektorfeld. Der zugehörige Fluss ft : TM → TM heißt geodäti-

scher Fluss.

Aus dem Resultat über Vektorfelder und Flüsse folgt:

Satz 7.5. SeiM eine Mannigfaltigkeit und ∇ ein Zusammenhang aufM .

Zu p ∈M und v ∈ TpM exsistert ein offenes Intervall Iv 3 0 und cv : Iv → m eine Geodätische

mit cv(0) = p und ċv(0) = v.
Sind c1 : I1 → M und c2 : I2 → M Geodätische mit c1(t0) = c2(t0) und ċ1(t0) = ċ2(t0) für
ein t0 ∈ I1 ∩ I2. Dann gilt c1(t) = c2(t) für alle t ∈ I1 ∩ I2.
Insbesondere gibt es für jedes v ∈ TM ein eindeutiges maximales Intervall Iv und eine maximale

Geodätische cv : Iv →M mit ċv(0) = v.
Sei α ∈ R \ {0}, cv : Iv →M und cαv : Iαv →M . Dann gilt:

cαv(t) = cv(αt), Iαv =
1

α
Iv

Sei O = {(t, v) ∈ R× TM |t ∈ Iv}. Dann ist O offen und γ̇v(t) hängt glatt von t und v ab.
∇ heißt vollständig, falls O = R× TM .

Dies impliziert, dass für alle p ∈ M und v ∈ TpM die Geodätische cv : R → M auf ganz R
definiert ist. (M,∇) heißt dann geodätisch vollständig.

7.1 Die Exponentialabbildung

Sei D := {v ∈ TM |(1, v) ∈ O}. Dann defineren wir:

exp : D ⊆ TM →M, v 7→ cv(1) =: exp(v)

Wenn wir exp einschränken auf TpM , erhalten wir:

expp : Dp = D ∩ TpM →M, v 7→ cv(1)

Es gilt 0p ∈ Dp ⊆ TpM und expp(0p) = p. Dp ist offen, da O offen ist.

Das Differential ist nun eine Abbildung:

d |0p expp : TpTpM ∼= TpM → TpM

Lemma 7.6. Das Differential d |0p expp : TpM → TpM erfüllt

d |0p expp = idTpM
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Beweis. Sei v ∈ TpM

d |0p expp =
d

d t

∣∣∣∣
t=0

expp(0p + t · v)

=
d

d t

∣∣∣∣
t=0

ctv(1)

=
d

d t

∣∣∣∣
t=0

cv(t)

= v

Korollar 7.7. Für alle p ∈ M existiert eine Umgebung U um 0p ∈ TpM und eine Umgebung V
um p ∈M , so dass expp : U → V ein Diffeomorphismus ist.

Sei nun (M, g) eine semi-riemannscheMannigfaltigkeit und∇ der Levi-Civita-Zusammenhang

aufM .

Lemma 7.8. Sei c : I → (M, g) eine Geodätische, dann ist

g(ċ, ċ) : I → R, t 7→ gc(t)(ċ(t), ċ(t))

konstant.

Beweis.

d

d t
g(ċ, ċ) = 2g(∇tċ︸︷︷︸

=0

, ċ) = 0

Definition 7.9. Sei c : I →M eine glatte Kurve. Dann heißt c

1. nach Bogenlänge parametrisiert, falls g(ċ, ċ) = 1,

2. proportional zur Bogenlänge paramertrisiert, falls g(ċ, ċ) = r, wobei r > 0,

3. nach Eigenzeit paramterisiert, falls g(ċ, ,̇c) = −1,

4. proportional zur Eigenzeit parametrisiert, falls g(ċ, ċ) = −r, wobei r > 0 und

5. eine Nullkurve, falls g(ċ, ċ) = 0.

Bemerkung 7.10. Sei f : M → N eine lokale Isometrie und sei c : I → M eine Geodätische,

dann ist f ◦ c : I → N eine Geodätische.
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7.2 Geodätische auf (Sn, gstd)

Sei ϕ :M →M ein Diffeomorphismus. Definiere

Fix(ϕ) := {p ∈M |ϕ(p) = p}

die Fixpunktmenge von ϕ.

Satz 7.11. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit und ϕ : (M, g) → (M, g) eine
Isometrie. Sei p ∈ Fix(ϕ) und v ∈ TpM mit dϕ|p(v) = v.
Dann ist die Geodätische cv : Iv → M ganz in Fix(ϕ) enthalten, d.h. ϕ(c(t)) = c(t) für alle
t ∈ Iv .

Beweis. Sei c̃(t) := ϕ(c(t)). Da ϕ eine Isometrie ist, ist c̃ : I →M eine Geodätische mit

c̃(0) = ϕ(c(0)) = ϕ(p) = p

˙̃c(0) = dϕ|c(0)(ċ(0)) = dϕ|pv = v

Nach der Eindeutigkeit der Geodätischen folgt: c̃(t) = c(t), also ϕ(c(t)) = c(t) für alle t ∈
I .

Wir verwenden nun Satz 7.11 um Geodätische auf Sn zu bestimmen.

Fasse Sn dazu als Untermannigfaltigkeit von (Rn+1, 〈·, ·〉eukl) auf:
Sn := {p ∈ Rn+1|〈p, p〉eukl = 1} und TpSn ∼= p⊥ ⊆ Rn+1.

Erinnerung: FallsM := {p ∈ N |f(p) = q}, wobei f : N → R glatt, dann ist

TpM ∼= ker(d f |p : TpM → R)

Hier ist nun f(p) = 〈p, p〉 und q = 1 und damit d fp(v) = 2〈p, v〉, was genau zeigt, dass

TpS
n ∼= ker(d fp) = p⊥ ⊆ Rn+1

Die Metrik auf Sn im Punkt p ist nun gerade:

gstd,p(v, w) = 〈Φp(v),Φp(w)〉(= 〈v, w〉)

wobei Φp : TpS
n → p⊥.

Wie wir bereits in Beispiel 5.11 auf Seite 26 gesehen haben ist O(n+ 1) ⊆ Isom(M, g).
Betrachte nunE := span〈p, v〉 ⊆ Rn+1 einen 2 dimensionaler Untervektorraum. Sei weiterhin

AE : Rn+1 → Rn+1 die Spiegelung an E. Dann ist AE ∈ O(n+ 1) und Fix(AE) = E.
Definiere mit ϕE := AE |Sn : Sn → Sn eine Isometrie auf Sn. Dann gilt: Fix(ϕE) = E ∩ Sn.

Daraus folgt, dass die durch p und v bestimmte Geodätische cV : I → M in E ∩ Sn liegt

und cv ist proportional zur Bogenlänge parametrisiert.
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Weiterhin sind p,Φp(v) ∈ E, 〈p, p〉 = 1 und 〈p,Φp(v)〉 = 0, d.h.
(
p,

Φp(v)
‖v‖

)
ist eine Orthonor-

malbasis von E.
Setze nun

cv(t) = cos(αt)p+ sin(αt)
Φp(v)

‖v‖

Damit gilt cv(0) = p und es soll gelten ċv(0) = Φp(v). Damit ergibt sich

α = ‖v‖ = ‖Φp(v)‖

d.h.:

cv(t) = cos(‖v‖t)p+ sin(‖v‖t)Φp(v)
‖v‖

Hier gilt nun auch Iv = R und damit expp : TpM →M .

Sei v ∈ TpM mit ‖v‖ = π. Dann gilt:

expp(v) = cv(1) = cos(π)p+ sin(P)
Φp(v)

‖v‖
= −p

und damit ist die Exponentialabbildung nicht injektiv.

ker(d expp |v) = {η ∈ TvTpS
n|Φv(η) ⊥ v}

7.3 Geodätische im hyperbolischen Raum

Fasse analog zumVorgehen bei derSnHn als Untermannigfaltigkeit des (Rn+1, 〈·, ·〉mink), also:
Hn := {p ∈ Rn+1|〈p, p〉mink = −1}
Auch hier gilt erneut: TpH

n ∼= p⊥ ⊆ Rn+1 und ghyp(v, w) = 〈Φp(v),Φp(w)〉mink. Dies ist eine
riemannsche Metrik.

Anhand von Beispiel 5.11 auf Seite 26 gilt: O(1, n) ⊆ Isom(Hn, ghyp).
Sei p ∈ Hn und v ∈ TpH

n. Betrachte E := span〈p,Φp(v)〉 ⊆ Rn+1und AE ∈ O(1, n) die
Spiegelung an E mit Fix(AE) = E.
Definiere ϕE := AE |Hn mit Fix(ϕE) = E ∩Hn.

Damit ergibt sich auch hier, dass die durch p und v bestimmte Geodätische ganz in E ∩ Hn

liegt.

7.4 Riemannsche Normalkoordinaten

Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei p ∈ M und E1, . . . , En ∈ (TpM, gp)
eine verallgemeinerte Orthonormalbasis, d.h.

gp(Ei, Ej) = εiδij , εi ∈ {±1}

Sei A : Rn → TpM, (α1, . . . , αn) 7→
∑n

i=1 αiEi der zugehörige lineare Isomorphismus.
Sie Ūp ⊆ TpM eine Umgebung von 0p und Up ⊆ M eine Umgebung von p, so dass expp |Ūp

:
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Ūp → Up ein Diffeomorphismus ist.
Dann ist A−1 ◦ exp−1

p |Up : Up → V := A−1(Ūp) ein Diffeomorphismus und damit ist (x :=

A−1 ◦ exp−1
p , Up) eine Karte aufM .

Definition 7.12 (Riemannsche Normalkoordinaten). Die so erhaltenen Koordinaten um p hei-
ßen riemannsche Normalkoordinaten.

Satz 7.13. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit und p ∈ M . Seien gij : Up → R
und Γkij : Up → R die zu den riemannschen Normalkoordinaten (x,Up) gehörende Fundamen-

talmatrix der Metrik und die Christoffel-Symbole. Dann gilt:

x(p) = 0,

gij(p) = εiδij und

Γkij(p) = 0

Beweis.

1. x(p) = A−1(exp−1
p (p)) = A−1(0p) = 0

2.

gij(p) = gp(Xi, Xj)

= gp(dx
−1|x(p)(ei), dx−1|x(p)(ej))

= gp(d(expp ◦A)|0(ei), d(expp ◦A)|0(ej))
= gp(d expp |0p(Ei), d expp |0p(Ej))
= gp(Ei, Ej)

= εiδij

3. Sei v ∈ Rn und c(t) = x−1(tv) = expp(A(tv)) = expp(tA(v)) ist eine Geodätische mit
c(0) = p und ċ(0) = Av.
Geodätengleichung (ck(t) := xk(c(t))):

0 = ∇ ∂
∂t
ċ ⇔ 0 = c̈k(t) +

n∑
i,j=1

Γkij(c(t))ċ
i(t)ċj(t) ∀k = 1, . . . , n

ck(t) = πk ◦ x ◦ (x−1(tv)) = tvk ⇒ ċk(t) = vk ⇒ c̈k(t) = 0

⇒ 0 =

n∑
i,j=1

Γkij(c(t))v
ivj ∗

48



Behauptung: β(v, w) :=
∑n

i,j=1 Γ
k
ij(p)v

iwj ist eine symmetrische Bilinearform.

β(v, w) =
n∑

i,j=1

Γkij(p)v
iwj

=
n∑

i,j=1

Γkji(p)v
jwi

=

n∑
i,j=1

Γkijw
ivj ∇ torsionsfrei

= β(w, v)

Nun gilt aber mit (∗): 0 = β(v, v) für jedes v ∈ Rn. Damit ist β ≡ 0 und so Γkij(p) = 0
für alle i, j, k = 1, . . . , n.

Definition 7.14. Sei c : [a, b]→ (M, g) eine glatte Kurve.
Die Energie von c ist definiert als

E[c] :=
1

2

∫ b

a
gc(t)(ċ(t), ċ(t)) d t

Definition 7.15. Die Länge von c ist definiert als

L[c] :=

∫ b

a

√
gc(t)(ċ(t), ċ(t)) d t

Bemerkung 7.16. Für semi-riemannsche Mannigfaltigkeiten ist die Länge nur für Kurven mit

g(ċ(t), ċ(t)) ≥ 0 wohldefiniert.

Definition 7.17. Sei c : [a, b] → M eine glatte Kurve. Eine Variation von c ist eine glatte

Abbildung

H :]− ε, ε[×[a, b]→M, (s, t) 7→ H(s, t)

mit H(0, t) = c(t). Falls H(s, a) = c(a) und H(s, b) = c(b) für alle s ∈] − ε, ε[, so heißt H
eine Variation mit festem Endpunkt oder eigentliche Variation.

Das Vektorfeld längs c gegeben durch

X(t) :=
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

H(s, t)

heißt Variationsfeld.

Ist H eine Variation mit festen Endpunkten, dann gilt X(a) = X(b) = 0.
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Lemma 7.18. Sei c : [a, b] → M eine (stückweise) glatte Kurve und X ein (stückweise) glattes

Vektorfeld längs c.
Dann gibt es eine Variation H :]− ε, ε[×[a, b]→M , deren Variationsfeld gleich X ist.

Zu dem gilt H(s, t) = c(t) für alle s, t mit X(t) = 0, insbesondere ist H eigentlich, wenn

X(a) = X(b) = 0.

Beweis. H(s, t) := expc(t)(sX(t))

Sei H :]− ε, ε[×[a, b]→M eine Variation von c : [a, b]→M . Setze cs(t) := H(s, t).

Satz 7.19 (Erste Variation der Energie).

d

d s

∣∣∣∣
s=0

E[cs] = −
∫ b

a
g(X(t),∇ ∂

∂t
ċ(t)) d t+ gc(b)(X(b), ċ(b))− gc(a)(X(a), ċ(a))

Beweis.

d

d s

∣∣∣∣
s=0

E[cs] =
d

d s

∣∣∣∣
s=0

1

2

∫ b

a
g(ċs(t), ċs(t)) d t

=
1

2

∫ b

a

d

d s

∣∣∣∣
s=0

g(ċs(t), ċs(t)) d t

=
1

2
· 2 ·

∫ b

a
g(∇tċs(t), ċ0(t)) d t

=

∫ b

a
g(∇t

∂

∂t
H(s, t), ċ(t)) d t

=

∫ b

a
g(∇t

∂

∂t
H(s, t)︸ ︷︷ ︸
=X(t)

, ċ(t)) d t

∗
=

∫ b

a

d

d t
g(X(t), ċ(t)) d t−

∫ b

a
g(X(t),∇tċ(t)) d t

= g(X(b), ċ(b))− g(X(a), ċ(a))−
∫ b

a
g(X(t),∇tċ(t)) d t

wobei für ∗ verwendet wurde, dass ∇ metrisch ist, d.h.:

d

d t
g(X,Y ) = g(∇tX,Y ) + g(X,∇tY )

Bemerkung 7.20. Bei festen Endpunkten ist

d

d s

∣∣∣∣
s=0

E[cs] = −
∫ b

a
g(X(t),∇tċ(t)) d t

Ωpq(M) = { glatte Kurven c : [a, b]→M |c(a) = p, c(b) = q}
Die eigentlche Variation einer Kurve c : [a, b]→M ∈ Ωpq(M) ist eine Kurve in Ωpq(M).
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Korollar 7.21. Sei c ∈ Ωpq(M) ein ¨kritischer Punkt des Energiefunktionals ¨, d.h. für alle eigent-

lichen Variationen H von c gilt:

d

d s

∣∣∣∣
s=0

E[cs] = 0,

wobei cs(t) := H(s, t).
Dann ist c eine Geodätische.

Beweis. Durch Widerspruch:

Nehme an es existiert ein t0 ∈]a, b[ (Rand nicht möglich aufgrund von Stetigkeit) mit∇tċ(t0) 6=
0.
Dann existiert ein X0 ∈ Tc(t0)M mit g(X0,∇tċ(t0)) > 0.

Sei X̃(t) das parallele Vektorfeld längs c mit X̃(t0) = X0. Dann existiert ein ε > 0, so dass

Iε :=]t0 − ε, t0 + ε[⊆]a, b[ und g(X̃(t),∇tċ(t)) > 0.
Sei ϕ : [a, b]→ R mit ϕ > 0 auf Iε und ϕ = 0 außerhalb.
SetzeX(t) = ϕ(t)X̃(t). Dann ist g(X(t),∇tċ(t)) = ϕ(t)g(X̃(t),∇tċ(t)) undX(a) = X(b) =
0.
Sei H :]− ε, ε[×[a, b] → M eine eigentliche Variation von c mit Variationsfeld X(t) (Lemma
7.18).

Dann gilt: ( mit cs(t) = H(s, t)):

d

d s

∣∣∣∣
s=0

E[cs] = −
∫ b

a
g(X(t),∇tċ(s)) d t < 0

Dies ist ein Widerspruch zu unserer Vorraussetzung.
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8 Krümmung einer Semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit

Sei (M, g) eine Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und ∇ der Levi-Civita-Zusammenhang.

Sei

R : V (M)×V (M)×V (M)→ V (M), R(X,Y )Z := ∇X∇Y Z−∇Y∇XZ−∇[X,Y ]Z

Satz 8.1. Seien X,Y, Z, U, V ∈ V (M). Dann gilt:

1. R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z

2. R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 (1. Bianchi-Identität)

3. g(R(X,Y )U, V ) = −g(R(X,Y )V,U)

4. g(R(X,Y )U, V ) = g(R(U, V )X,Y )

Bemerkung 8.2.

1. Die Abbildung Rp : (TpM)3 → TpM erfüllt die gleichen Relationen.

2. Die erste Bianchi-Identität gilt für alle torsionsfreien Zusammenhänge.

3. 3. gilt für alle metrischen Zusammenhänge.

4. 4. folgt aus 2. und 3.

Beweis. von Satz 8.1

1. X

2. einfaches Nachrechnen

3. einfaches Nachrechnen

4. Wir wollen zeigen, dass 4. aus 1. - 3. folgt.

a)

g(R(X,Y )U, V )
1.
= −g(R(Y,X)U, V )

2.
= g(R(X,U)Y, V ) + g(R(U, Y )X,V )

b)

g(R(X,Y )U, V )
3.
= −g(R(X,Y )V,U)

2.
= g(R(Y, V )X,U) + g(R(V,X)Y, U)
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Aus a) und b) folgt nun:

2g(R(X,Y )U, V ) = g(R(X,U)Y, V )+g(R(U, Y )X,V )+g(R(Y, V )X,U)+g(R(V,X)Y, U)

∗

Durch vertauschen der Rollen von X,Y und U, V erhalten wir analog:

2g(R(U, V )X,Y ) = g(R(U,X)V, Y )+g(R(X,V )U, Y )+g(R(V, Y )U,X)+g(R(Y, U)V,X)

∗∗

Nun gilt, dass die rechte Seite von (∗) mit der rechten Seite von (∗∗) übereinstimmt und
damit

g(R(X,Y )U, V ) = g(R(U, V )X,Y )

In lokalen Koordinaten:

Sei (x,U) eine Karte vonM und X1, . . . , Xn die zugehörige lokale Basis von TM |U .

R(Xi, Xj)Xk =

n∑
m=1

RmkijXm

R(Xi, Xj)Xk = ∇Xi∇XjXk −∇Xj∇XiXk −∇[Xi,Xj ]Xk

= ∇Xi

(
n∑
l=1

ΓljkXl

)
−∇Xj

(
n∑
l=1

ΓlikXl

)
− 0

=
n∑
l=1

(
Xi(Γ

l
jk)Xl +

n∑
m=1

ΓljkΓ
m
ilXm −Xj(Γ

l
ik)Xl −

n∑
m=1

ΓlikΓ
m
jlXm

)

=

n∑
l=1

(
∂

∂xi
Γljk −

∂

∂xj
Γlik +

n∑
m=1

(
ΓmjkΓ

l
im − ΓmikΓ

l
jm

))
Xl

Und damit:

Rlkij =
∂

∂xi
Γljk −

∂

∂xj
Γlik +

n∑
m=1

(
ΓmjkΓ

l
im − ΓmikΓ

l
jm

)
In Riemannschen Normalkoordinaten in p:

Rlkij(p) =

(
∂

∂xi
Γljk

)
(p)−

(
∂

∂xj
Γlik

)
(p)

Definiere

R(X,Y, Z,W ) := g(R(X,Y )Z,W )
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Rijkl := R(Xi, Xj , Xk, Xl)

= g

(
n∑

m=1

RmkijXm, Xl

)

=
n∑

m=1

Rmkijgml

Satz 8.3. In Riemannschen Normalkoordinaten gilt:

gij(x) = εiδij +
1

3

n∑
k,l=1

Rikjlx
kxl +O(‖x‖3)

Beweis. gij(x) = εiδij +O(‖x‖2), denn

∂

∂xk
gij(0) =

n∑
m=1

(Γmki(0)gmj(0) + Γmkj(0)gmi(0)) = 0

Es ist noch zu zeigen:

1

2

∑
l,k=1

¬n
∂

∂xl
∂

∂xk
gijx

kxl
!
=

1

3

n∑
k,l=1

Rikjlx
kxl

1. ∂
∂xl

∂
∂xk

gij(0) =
∑n

m=1

(
∂
∂xl

(Γmkigmj) +
∂
∂xl

(
Γmkjgmi

))
2.
(

∂
∂xl

Γkij +
∂
∂xj

Γkli +
∂
∂xi

Γkjl

)
(0) = 0

Warum gilt 2.? Die Geodätischen im Rn sind gegeben durch t 7→ tx. Eingesetzt in die

Geodätengleichung ergibt sich:

⇒ 0 =
∑n

i,j=1 Γ
k
ij(tx)x

ixj und durch Differentiation nach t bei 0 erhalten wir:

⇒ 0 =
∑n

i,j,l=1
∂
∂xl

Γkij(0)x
ixjxl

Also haben wir ein Polynom dritten Grades vorliegen, das verschwinden soll. Das heißt

aber, dass alle Koeffizienten von Monomen der Form xixjxl verschwinden müssen. Be-

trachten wir diese Koeffizienten genauer, so stellen wir fest, dass sie mit der linken Seite

von 2. über einstimmen.

Rikjl(0) =

n∑
m=1

(
∂

∂xi
Γmjk(0)−

∂

∂xj
Γmil (0)

)
gml(0)

2.
= −

n∑
m=1

(
∂

∂xk
Γmij (0) + 2

∂

∂xj
Γmki(0)

)
gml(0)
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Damit folgt:

2

n∑
k,l=1

Rikjlx
kxl =

n∑
k,l=1

xkxl[−Rkijl(0)−Rljik(0)]

=
n∑

k,l,m=1

xkxl
[(

∂

∂xk
Γmjl (0) + 2

∂

∂xl
Γmkj(0)

)
gmi(0)

+

(
∂

∂xl
Γmik(0) + 2

∂

∂xk
Γmli (0)

)
gmj(0)

]
=

n∑
k,l,m=1

xkxl
[(

∂

∂xk
Γmjl (0)gmi(0) +

∂

∂xk
Γmil (0)gmj(0)

)

+ 2

(
∂

∂xl
Γmkj(0)gmi(0) +

∂

∂xl
Γmki(0)gmj(0)

)]
=

n∑
k,l=1

xkxl
[

∂2

∂xl∂xk
gij(0) + 2

∂2

∂xk∂xl
gij(0)

]

= 3

n∑
k,l=1

∂2

∂xk∂xl
gij(0)x

kxl

Setze k(X,Y ) := g(R(X,Y )Y,X) für jedes X,Y ∈ V (M).

Lemma 8.4. R ist eindeutig durch k bestimmt.

Beweis. Für beliebige X,Y, Z,W ∈ TpM erhalten wir:

1.

3R(X,Y )Z = 2R(X,Y )Z + (−R(Z,X)Y −R(Y, Z)X︸ ︷︷ ︸
=R(X,Y )Z

) = R(X,Y )Z +R(X,Z)Y −R(Y,X)Z −R(Y, Z)X

= R(X,Y + Z)(Y + Z)−R(X,Y )Y −R(X,Z)Z
−R(Y,X + Z)(X + Z) +R(Y,X)X +R(Y, Z)Z

2.

2g(R(X,Y ), Z) = g(R(X,Y )Y, Z) + g(R(Z, Y )Y,X)

= g(R(X + Z)Y,X + Z)− g(R(X,Y )Y,X)− g(R(Z, Y )Y, Z)

= k(X + Z, Y )− k(X,Y )− k(Z, Y )

3. Somit erhalten wir

6g(R(X,Y )Z,W ) = 18 Terme in kmit Linearkombinationen von X,Y, Z,W
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Wirwollen nun das Verhalten von k bei einemBasiswechsel untersuchen. Seien dazuX,Y, X̃, Ỹ ∈
TpM mit X̃ = aX + bY und Ỹ = cX + dY . Wir erhalten dann:

k(X̃, Ỹ ) = g(R(X̃, Ỹ )Ỹ , X̃)

= (ad− bc)g(R(X,Y )Ỹ , X̃)

= (ad− bc)2g(R(X,Y )Y,X)

= (ad− bc)2k(X,Y )

Nun wollen wir aber, dass k nicht von den gewählten Basisvektoren, sondern nur vom 2-

dimensionalen Untervektorraum abhängt, d.h. wir müssen k normalisieren.

Für α ∈ R, X, Y, Z ∈ TpM definieren wir

Rα(X,Y )Z := α(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y )

Rα hat die gleichen Symmetrien 1. - 4 aus Theorem 8.1 auf Seite 52.

kα := g(Rα(X,Y )Y,X)

Damit gilt:

kα(X̃, Ỹ ) = (ad− bc)2kα(X,Y )

Um eine Invariante (von R) zu erhalten setzen wir (α = 1):

K(σ) :=
k(X,Y )

k1(X,Y )
=

g(R(X,Y )Y,X)

g(Y, Y )g(X,X)− g2(X,Y )

für σ ⊆ TpM ein zweidimensionaler nicht-entarteter linearer Unterraum und X,Y eine Basis

von σ.

Lemma 8.5. Sei σ ⊆ TpM ein zweidimensionaler linearer Unterraum, dann ist σ genau dann

nicht entartet, wenn k1(X,Y ) 6= 0 für jede Basis X,Y von σ.

Beweis.

⇐ Sei σ entartet, d.h. es existiert ein X ∈ σ : g(X,Y ) = 0 für alle Y ∈ σ.
⇒ g(X,X) = 0 und es existiert ein vonX linear unabhängiges Y , so dass g(X,Y ) = 0
⇒ k1(X,Y ) = 0.

⇒ X

Bemerkung 8.6.
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1. Falls g eine Riemannsche Metrik ist, so sind alle zweidimensionalen Unterräume nicht

entartet.

2.
√
k(X,Y ) = Fläche des von X,Y aufgespannten Parallelogramms.

Definition 8.7 (Schnittkrümmung). Sei σ ⊆ TpM eine nicht-entartete tangentiale 2-Ebene, d.h.

ein zweidimensionaler linearer Unterraum von TpM .

Dann heißtK(σ) die Schnittkrümmung von σ.

Kp : G
g(2, TpM)→ R

wobeiGg(2, TpM) = die Menge der nicht-entarteten zweidimensionalen linearen Unterräume

von TpM .

K(σ) ist unabhängig von der Wahl der Basis.

Satz 8.8. Die SchnittkrümmungKp nicht-entarteter, tangentialer 2 Ebenen⊆ TpM bestimmt den

Krümmungstensor Rp.
Insbesondere gilt:Kp(σ) = α ∀σ ⊆ TpM ⇒ Rp = Rα.

Beweis. Wir wissen k bestimmt Rp. k : TpM ×TpM → R ist ein Polynom, d.h es ist bestimmt

durch die Werte auf der offenen Menge {(X,Y ) ∈ (TpM)2|k(X,Y ) 6= 0}

8.1 Ricci-Krümmung & Skalarkrümmung

Der Riccitensor einer Semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M,g) ist gegeben durch:

ricp(Y, Z) = tr(R(·, Y )Z : TpM → TpM, X 7→ R(X,Y )Z)

Dann gilt: ricp(Y, Z) = ricp(Z, Y )
Für E1, . . . , En eine verallgemeinerte Orthonormalbasis von (TpM, gp) gilt:

ricp(Y, Z) =

n∑
i=1

εigp(R(Ei, Y )Zi, Ei)

Für ein Vektor v ∈ TpM mit gp(v, v) 6= 0 ist die Ricci-Krümmung in Richtung v definiert

durch:

ricp(v, v)

gp(v, v)

Da gp nicht-entartet ist, existiert ein eindeutiger Endomorphismus Ricp : TpM → TpM defi-

niert durch:

ricp(Y, Z) = g(Ricp(Y ), Z)

Die Skalarkrümmung ist definiert als

S(p) := tr(Ricp : TpM → TpM)

Bezüglich einer Orthonormalbasis:

S(p) =
n∑
i,j

gp(R(Ei, Ej)Ej , Ei)εiεj
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Bemerkung 8.9.

1. In dimM = 2 gilt S(p) = K(p)

2. In dimM = 3 bestimmt die Ricci-Krümmung den Krümmungstensor.

3. Im Allgemeinen (dimM ≥ 4) gilt:
Krümmungstensor⇔ Schnittkrümmung⇒ Ricci-Krümmung⇒ Skalarkrümmung

8.2 Räume konstanter Schnittkrümmung

Sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n und 〈·, ·〉 eine nicht-entartete, symmetrische

Bilinearform. Sei α 6= 0.
Betrachte Vα = {p ∈ V |〈p, p〉 6= − 1

α} und die Metrik:

gp(v, w) :=
4

(1 + α〈p, p〉)2
〈v, w〉

Die Metrik unterscheidet sich von 〈·, ·〉 durch den konformen Faktor fα(p) =
4

(1+α〈p,p〉)2 .

Sei nun ∇ der Levi-Civita-Zusammenhang. Dann gilt:

2g(∇XY, Z) = X(fα〈Y,X〉) + Y (fα〈X,Z〉)− Z(fα〈X,Y 〉)
− fαgX[Y, Z]− fα〈Y, [X,Z]〉+ fα〈Z, [X,Y ]〉
= X(fα)〈Y, Z〉+ Y (fα)〈X,Z〉 − Z(fα)〈X,Y 〉
+ fα(X〈Y, Z〉+ Y 〈X,Z〉 − Z〈X,Y 〉 − 〈X, [Y, Z]〉 − 〈Y, [X,Z]〉+ 〈Z, [X,Y ]〉)︸ ︷︷ ︸

fα(2〈dX Y,Z〉)

Wir berechnen nun noch Xp(fα):

Xp(fα) =
−16〈p,X〉α
(1 + α〈p, p〉)3

= − 4〈p,X〉α
(1 + α〈p, p〉)

fα

Damit ergibt sich für den Levi-Civita-Zusammenhang:

∇XY = dX Y −
2α

1 + α〈p, p〉
(〈p,X〉Y + 〈p, Y 〉X − 〈X,Y 〉p)

Mit dieser Vorbereitung kann nun der Krümmungstensor berechnet werden.

SeiXp, Yp, Zp ∈ TpVα undX,Y, Z die zugehörigen konstanten Vektorfelder. Dann gilt dX =
dY = dZ = [X,Y ] = 0.
Nach Rechnung erhält man:

Rp(Xp, Yp)Zp = α(〈Yp, Zp〉Xp − 〈Xp, Zp〉Yp) = Rα(Xp, Yp)Zp
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Wir betrachte nun V einen (n+1)-dimensionalen Vektoraum und 〈·, ·〉 eine nicht-entartete, sym-
metrische Bilinearform und β 6= 0.

Qβ := {p ∈ V |〈p, p〉 = β}

Dann ist TpQβ ∼= p⊥

Sei p0 ∈ Qβ undW = p⊥0 .
Dann gilt V = RP0 ⊕W , d.h. p = x(p)p0 + q(p). Sei U = {p ∈ V |x(p) 6= 1} und setze

h : U →W, p 7→ q(p)

1− x(p)

Dann gilt:

dhp : V →W, ξp0 + w 7→ ξ

(1− x(p))2
q(p) +

1

1− x(p)
w

Wir wollen 〈dhp(v1), dhp(v2)〉 berechnen. Sei p ∈ Qβ :

β = 〈p, p〉
= 〈xp0 + w, xp0 + w〉
= x2β + 〈q, q〉 , d.h.

〈q, q〉 = (1− x2)β

Sei v1 = ξ1p0 + w1, v2 = ξ2p0 + w2 ∈ TpQβ und p = xp0 + q.

0 = 〈p, vi〉
= 〈xp0 + q, ξip0 + wi〉
= xξiβ + 〈q, wi〉 , d.h.

〈q, wi〉 = −βxξi

Zu dem gilt:

〈dhp(v1), dhp(v2)〉 =
1

(1− x)2

(
ξ1ξ2〈q, q〉
(1− x)2

+
ξ1〈q, w1〉+ ξ2〈q, w2〉

1− x
+ 〈w1, w2〉

)
=

1

(1− x)2

(
ξ1ξ2(1 + x)β

1− x
− 2ξ1ξ2βx

1− x
+ 〈w1, w2〉

)
=

1

(1− x)2
(ξ1ξ2β + 〈w1, w2〉)

=
〈v1, v2〉
(1− x)2
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Für α = 1
β gilt:

√
fα(p) =

2

1 + α〈p, p〉

=
2β

β + 〈q,q〉
(1−x)2

=
2β(1− x)2

β(1− x)2 + 〈q, q〉

=
2β(1− x)2

β(1− x)2 + β(1− x2)
= 1− x

Wir betrachten nun die Einschränkung:

h : U ∩Qβ →Wα = {w ∈W |〈v, w〉 6= −α−1} ⊆W

und

dhp : TpWβ → Th(p)Wα

Dann gilt für alle v1, v2 ∈ TpQβ :

〈v1, v2〉 = fα〈dhp(v1), dhp(v2)〉

= (1− x)2 · 1

(1− x)2
〈v1, v2〉

d.h. h ist auf U ∩Qβ eine lokale Isometrie von U ∩Qβ aufWα= 1
β
.
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9 Semi-Riemannsche Immersionen

Seien (M, g) und (M̃, g̃) Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Eine glatte Abbildung f :
M → M̃ heißt Semi-Riemannsche Immersion, falls für alle p ∈M :

g̃f(p)(d fp(v), d fp(w)) = gp(v, w) ∀v, w ∈ TpM

Ist f eine Semi-Riemannsche Immersion, dann ist d fp für alle p ∈M injektiv.

Sei v ∈ TpM mit d fp(v) = 0, dann gilt g(v, w) = 0 für alle w ∈ TpM und damit v = 0, da g
nicht-entartet ist.

Sei (M̃, g̃) eine Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit,M eine Mannigfaltigkeit und f :M →
M̃ eine Immersion. Wir nehmen an, dass d fp(TpM) =: Tpf ⊆ Tf(p)M̃ ein nicht-entarteter

Unterraum ist, d.h. g̃f(p)|Tpf ist eine nicht-entartete, symmetrische Bilinearform.
Dann erhalten wir aufM eine Semi-Riemannsche Metrik

gp(v, w) := g̃f(p)(d fp(v), d fp(w))

Wir müssen noch nachprüfen, dass gp glatt in p ist.
Wähle (x,U) um p und (y, V ) um f(p):

gij(p) = gp(Xi, Xj)

= g̃f(p)(d fp(Xi), d fp(Xj))

= g̃f(p)(

n∑
k=1

∂

∂xi
fk(p)Yk(f(p)),

n∑
l=1

∂

∂xj
f l(p)Yl(f(p)))

=

n∑
k,l=1

∂fk(p)

∂xi︸ ︷︷ ︸
glatt

∂f l(p)

∂xj︸ ︷︷ ︸
glatt

g̃kl︸︷︷︸
glatt

Man nennt gp = f∗g̃ auch die erste Fundamentalform von f

Bemerkung 9.1. g̃p Riemannsch⇒ f∗g̃ Riemannsch.

Nach Vorraussetzung ist Tpf ⊆ Tf(p)M̃ nicht-entartet.

⇒ Npf := Tpf
⊥ = Tpf

g̃f(p) ist nicht-entartet

⇒ Tf(p)M̃ = Tpf ⊕Npf

Lemma 9.2. Sei X : M → TM̃ ein Vektorfeld längs f , wobei f eine Immersion und Tpf ein

nicht-entarteter Unterraum ist. Betrachte für alle p ∈M

X(p) = XT (p) +XN (p)

die orthogonale Zerlegung bezüglich Tf(p)M̃ = Tpf ⊕Npf .

Dann sindXT undXN glatte Vektorfelder längs f und es existiert einY ∈ V (M)mitXT = f∗Y ,

d.h. XT (p) = d fp(Y (p)) für alle p ∈M .
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Beweis. Sei (x,U) eine Karte vonM und X1, . . . , Xn die lokale Basis von TM .

Dann bilden d fp(X1), . . . , d fp(Xn) eine Basis von Tpf .

XT (p) =

n∑
i=1

ai(p) d fp(Xi)

Setze

Y (p) :=
n∑
i=1

ai(p)Xi(p)

Dann gilt:

gp(Y,Xi) = g̃f(p)(d fp(Y ), d fp(Xi))

=

n∑
j=1

aj(p)gji(p)

= g̃f(p)(X
T (p), d fp(Xi))

d.h. Y (p) ist der eindeutige Vektor in TpM , so dass d fp(Y (p)) = XT (p).
Zu dem ist: ai(p) =

∑n
j=1 g

ij(p)g(X(p), d[fp](Xj)) und damit sind die a
i(p) glatt.

Satz 9.3. Sei f :M → M̃ eine Semi-Riemannsche Immersion. Sei∇ der Levi-Civita-Zusammenhang

aufM und ∇̃ der Levi-Civita-Zusammenhang auf M̃ . Dann gilt für alle X,Y ∈ V (M):

∇̃Xf∗Y = f∗∇XY + S(X,Y )

mit

f∗(∇XY ) = (∇̃Xf∗Y )T und S(X,Y ) = (∇̃Xf∗Y )N

S(X,Y ) ist tensoriell in X und Y und symmetrisch.

S(X,Y ) heißt zweite Fundamentalform.

Beweis. Zeige zunächst S(X,Y ) ist tensoriell in X,Y .
Tensoriell in X : X
Sei ϕ ∈ F(M)

∇̃Xf∗(ϕY ) = ∇̃Xϕf∗Y
= X(ϕ)f∗Y + ϕ∇̃Xf∗Y
= X(ϕ)f∗Y︸ ︷︷ ︸

∈Tpf

+ϕ(∇̃Xf∗(Y ))T + ϕS(X,Y )

⇒ S(X,ϕY ) = ϕS(X,Y )
Betrachte (∇̃Xf∗Y )T . Dann existiert ein Z ∈ V (M) mit f∗Z = (∇̃Xf∗Y )T .
Sei ∇̄XY := Z dieses Vektorfeld.
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Dann ist ∇̄ : V (M)× V (M)→ V (M) tensoriell in X und dervativ in Y .
zu zeigen: ∇̄ ist torsionsfrei.

0 = ∇̃Xf∗Y − ∇̃Y f∗X − f∗[X,Y ]

= (∇̃Xf∗Y )T − (∇̃Y f∗X)T − f∗[X,Y ]︸ ︷︷ ︸
∈Tpf

+S(X,Y )− S(Y,X)︸ ︷︷ ︸
∈Npf

Aus der Orthogonalität folgt:

S(X,Y ) = S(Y,X)

und

(∇̃Xf∗Y )T − (∇̃Y f∗X)T − f∗[X,Y ] = 0

d.h. ∇̄XY ist torsionsfrei und S ist symmetrisch.

Xg(Y, Z) = Xg̃(f∗Y, f∗Z)

= g̃(∇̃f∗Y, f∗Z) + g̃(f∗Y, ∇̃Xf∗Z)
= g̃((∇̃Xf∗Y )T , f∗Z) + g̃(f∗Y, (∇̃Xf∗Z)T ) = g̃(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

Die letzte Zeile gilt dabei, da der Levi-Civita-Zusammenhang aufM eindeutig ist und damit ist

auch ∇̄ = ∇.

Satz 9.4 (Gaußgleichung). Sei f :M → M̃ eine Semi-Riemannsche Immersion, dann gilt:

g(R(X,Y )U, V ) = g̃(R̃(f∗X, f∗Y )f∗U, f∗V )+g̃(S(Y, U), S(X,V ))−g̃(S(X,U), S(Y, V ))

Beweis.

g̃(∇̃X∇̃Y f∗U, f∗V ) = Xg̃(∇̃Y f∗U, f∗V )− g̃(∇̃Y f∗U, ∇̃Xf∗V )

= Xg̃(∇̃Y f∗U, f∗V )− g̃((∇̃Y f∗U)T + S(U, Y ), (∇̃Xf∗V )T + S(X,V ))

= X(g̃((∇̃Y f∗U)T , f∗V )− g(∇Y U,∇XV )− g(S(U, Y ), S(X,V ))

= g(∇X∇Y U, V )− g(S(U, Y ), S(X,V ))

Und zu letzt:

g̃(∇̃[X,Y ]f∗U, f∗V ) = g̃(f∗∇[X,Y ]U, f∗V )

= g(∇[X,Y ]U, V )

Beispiele 9.5. Sei V ein m + 1-dimensionaler, reeller Vektorraum, 〈·, ·〉 eine nicht-entartete,
symmetrische Bilinearform.

Sei β 6= 0 und Qβ := {p ∈ V |〈p, p〉 = β}
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TpQβ ∼= p⊥ und NpQβ ∼= Rp

N : Qβ → V, p 7→ p

N(p) spannt NpQβ auf.
Nun gilt für alleX,Y ∈ V (Qβ), dassX als Abbildung vonQβ nach V aufgefasst werden kann.

Insbesondere gilt: X(p) ∈ TpQβ ∼= p⊥. Das bedeutet:

〈Y,N〉 = 〈X,N〉 = 0

Dies kann nun zur Berechnung der zweiten Fundamentalform verwendet werden:

0 = X〈Y,N〉
= 〈∇XY,N〉+ 〈Y,∇XN〉
= 〈S(X,Y ), N〉+ 〈Y,X〉

Damit folgt:

S(X,Y ) = 〈S(X,Y ), N〉N 1

β
= − 1

β
〈X,Y 〉N

In die Gaußgleichung eingesetzt ergibt sich

g(R(X,Y )U, V ) = 0 + 〈S(Y, U), S(X,V )〉 − 〈S(X,U), S(Y, V )〉

=
1

β2
(〈Y, U〉〈X,V 〉β − 〈X,U〉〈Y, V 〉β)

=
1

β
〈〈Y, U〉X − 〈X,U〉Y, V 〉

Mit g(R(X,Y )U, V ) = 〈R(X,Y )U, V 〉|Qβ
ergibt sich also:

R(X,Y )U =
1

β
(〈Y, U〉X − 〈X,U〉Y ) = R1/β(X,Y )U

und für die Schnittkrümmung:

K(σ) =
g(R(X,Y )Y,X)

g(R1(X,Y )Y,X)
=

1

β
σ = span(X,Y )

Das bedeutetQβ ist eine Semi-RiemannscheMannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkrümmung
1
β .

Lemma 9.6. Seien f, ϕ : (M, g) → (M, g) lokale Isometrien. Sei p ∈ M mit f(p) = ϕ(p) und
d fp = dϕp. Dann gilt f = ϕ auf der Zusammenhangskomponente, die p enthält.

Beweis. Sei X := {q ∈ M |f(q) = ϕ(q) ∧ d fq = dϕq} 6= ∅. Außerdem ist X abgeschlossen,

da es sich als Urbild der 0 der Funktionen f − ϕ und d f − dϕ darstellen lässt und diese stetig
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sind.

Also bleibt nur noch die Offenheit zu zeigen: Sei q ∈ X

f(expq(v)) = expf(q) d fq(v)

= expϕ(q) dϕq(v)

= ϕ(expq(v))

Damit gilte f = ϕ auf einer Umgebung V von q. Weiterhin ist V offen und damit d f = dϕ
auf V .
Da V ⊆ X ist, ist X offen.

9.1 Isometrien von Qβ

Seien p, q ∈ Qβ und sei T : TpQβ → TqQβ eine lineare Isometrie, dann existiert eine Funktion
f : Qβ → Qβ mit f(p) = q und d fp = T .
Betrachte nämlich

A : V m+1 → V m+1 linear mit A(p) = q und A|p⊥ = T

Dann erhält A die nicht-entartete symmetrische Bilinearform 〈·, ·〉, da TpQβ = p⊥ erhält A
〈·, ·〉|p⊥ nach Voraussetzung. Also folgt für alle v, w ∈ V = p⊥ ⊕ Rp:

〈Av,Aw〉 = 〈v, w〉

Setze nun f = A|Qβ
, dann besitzt f die geforderten Eigenschaften.

FallsQβ zusammenhängend ist, ist dieses f eindeutig bestimmt, d.h. jede Isometrie ist (eindueig)
die Einschränkung einer linearen Abbildung A ∈ GL(V ) mit 〈Av,Aw〉 = 〈v, w〉.

9.2 Totalgeodätische Untermannigfaltigkeiten

Definition 9.7. Eine Semi-Riemannsche Immersion f : (M, g)→ (M̃, g̃) heißt totalgeodätisch
in p, falls Sp = 0.

Satz 9.8. Sei f : (M, g)→ (M̃, g̃) eine Semi-Riemannsche Immersion. Sei U ⊆M offen.

1. Falls für jede Geodätische c : I → U gilt, dass f ◦ c : I → M̃ eine Geodätische ist, dann ist

Sp = 0 für alle p ∈ U .

2. Falls Sp = 0 für alle p ∈ U . Dann ist f ◦ c eine Geodätische in M̃ , wann immer c eine
Geodätische in U ⊆M ist.

Beweis.

∇tf∗ċ = f∗∇tċ+ S(ċ, ċ)
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Definition 9.9 (Erweiterung). SeiM ⊂ M̃ eine Untermannigfaltigkeit. Dann heißtM totalgeo-

dätisch, falls für alle Geodätischen in M̃ , die in einem Punkt p ∈ M tangential anM sind, die

Geodätische inM enthalten ist.

Beispiele 9.10. Sei W ⊆ V m+1 ein nicht-entarteter Unterraum, dann ist W ∩ Qβ ⊆ Qβ
totalgeodätisch.
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10 Geodätische Variationen und Jacobi-Felder

SeiM eine Semi-RiemannscheMannigfaltigkeit,∇ der zugehörige Levi-Civita-Zusammenhang.

Sei weiterhin c : I →M eine Geodätische und X ∈ Vc(M).
Setze X ′ := ∇tX

Definition 10.1. Ein Vektorfeld V ∈ Vc(M) heißt Jacobi-Feld, falls

V ′′ +R(V, ċ)ċ = 0 (∗)

Dies ist eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung, denn seiE1, . . . En ∈ Vc(M)
eine parallele Orthonormalbasis längs c. Für X ∈ Vc(M) folgt zunächst

X(t) =
n∑
i=1

Xi(t)Ei(t) Xi(t) = gc(t)(X(t), Ei(t))εi

X ′(t) =

n∑
i=1

Ẋi(t)Ei(t)

Damit lässt sich (∗) umschreiben zu:

0 =

n∑
i=1

V̈ iEi(t) +

n∑
i=1

V i(t)R(Ei(t), ċ(t))ċ(t)

mit R(Ei, ċ)ċ =
∑n

j=1 g(R(Ei, ċ)ċ, Ej)Ejεj =:
∑n

j=1 εjRijEj folg:

0 = V̈i +

n∑
j=1

εiRjiVj ∀i = 1, . . . , n

Satz 10.2. Der Raum der Jacobi-Felder entlang einer Geodätischen ist ein Reeler Vektorraum der

Dimension 2n, wobei n = dimM . Wir bezeichnen ihn mit Jc(M).

Beispiele 10.3. Sei c eine Geodätische, dann is tV (t) := (at + b)ċ(t) für alle a, b ∈ R ein

Jacobi-Feld längs c.

Definition 10.4. Eine glatte Abbildung H :] − ε, ε[×I → M heißt geodätische Variation von

c : I →M , falls H(0, t) = c(t) und für alle s ∈]− ε, ε[ cs(t) := H(s, t) eine Geodätische ist.

Satz 10.5. 1. Das Variationsfeld ∂
∂s

∣∣
s=0

H(s, t) einer geodätischen Variation ist ein Jacobi-

Feld.

2. Sei 0 ∈ I . Wir nehmen an es gibt Umgebungen U ⊆ TM von ċ(0), so dass für alle v ∈ U
die Geodätische cv auf I definiert ist. Dann ist jedes Jacobi-Feld längs c Variationsfeld einer
geodätischen Variation von c.
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Beweis. 1. Sei H :] − ε, ε[×I → M eine geodätische Variation, d.h. cs(t) := H(s, t) sind
Geodätische. Sei V (t) := ∂

∂s

∣∣
s=0

H(s, t).

∇t∇tV (t) = ∇t∇t
(
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

H(s, t)

)
= ∇t∇s

(
∂

∂t

∣∣∣∣
s=0

H(s, t)

)
= R(

∂

∂t
H,

∂

∂s
H)

∂

∂t
H +∇s∇t

(
∂

∂t
H

)
︸ ︷︷ ︸

=∇tċs=0

= R(
∂

∂t
H,

∂

∂s
H)

∂

∂t
H

Und damit

∇t∇tV (t) +R(V, ċ)ċ = 0

2. Wähle α :] − ε, ε[→ M mit α̇(0) = V (0). Sei X1 das parallele Vektorfeld längs α mit

X1(0) = ċ(0). Sei X2 das parallel Vektorfeld längs α mit X2(0) = ∇tV (0) = V ′(0).
Setze X(s) = X1(s) + sX2(s).
Dann gilt X(0) = ċ(0) und ∇tV (0) = V ′(0). Sei cs die (eindeutige) Geodätische mit
ċs(0) = X(s).
Für s klein genug (siehe Voraussetzung) ist cs auf I definiert.
Setze H(s, t) = cs(t).
H(s, 0) = α(s), ∂∂sH(0, 0) = α̇(0) = V (0), ∂∂tH(s, 0) = X(s)und damit∇t ∂∂sH(0, 0) =

∇s ∂∂tH(0, 0) = ∇tV (0).

Damit ist ∂
∂sH(0, t) ein Jacobi-Feld mit den gleichen Anfangsbedingungen wie V , also is

V (t) = ∂
∂sH(0, t) für alle t ∈ I .

Beispiele 10.6. 1. (Rn, 〈·, ·〉): V ′′ + R(V, ċ)ċ︸ ︷︷ ︸
=0

= 0. Also V (t) = X(t) + tY (t) und damit

V (0) = X(0) und V ′(0) = Y (0), wobei X,Y ∈ Vc(Rn).

2. Sei M eine flache Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, d.h. R ≡ 0. Dann ist V (t) =
X(t) + tY (t) ein Jacobi-Feld längs c für alle X,Y ∈ Vc(M).

3. Sei M eine Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Vektorfelder der Form V (t) = (a +
bt)ċ(t) mit a, b ∈ R uninteressante Jacobi-Felder.

Nun wollen wir Jacobi-Felder V betrachten mit V (0) ⊥gc(0) ċ(0) und∇tV (0) = V ′(0) ⊥gc(0)
ċ(0).

Satz 10.7. Seien V,W ∈ Jc(M). Dann ist g(V,W ′)− g(W,V ′) konstant.
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Beweis.

d

d t
(g(V,W ′)− g(W,V ′)) = g(V ′,W ′) + g(V,W ′′)− g(W ′, V ′)− g(V ′′,W )

= −g(V,R(W, ċ)ċ) + g(W,R(V, ċ)dotc)

= 0

Korollar 10.8. Gilt für v ∈ Jc(M), dass V (0) ⊥ ċ(0) und V ′(0) ⊥ ċ(0), so folgt V (t) ⊥ ċ(t)
und V ′(t) ⊥ ċ(t) für alle t.

Beispiele 10.9. Sei M eine Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkrüm-

mung α, d.h.

R(X,Y )U = α(g(Y, U)X − g(X,U)Y )

Sei E ∈ Vc(M), c : I →M eine Geodätische mit g(ċ, ċ) = γ 6= 0 und g(E, ċ) = 0, dann ist

R(E, ċ)ċ = αγE

Außerdem gilt für alle a, b ∈ R:

V = (acαγ + tbsαγ)E

ist ein Jacobi-Feld längs E mit cαγ und sαγ Lösungen von

Ẍ + αγX = 0, (1)

cαγ(0) = 1, ċαγ(0) = 0, sαγ(0) = 0 und ṡαγ(0) = 1.

Bemerkung 10.10. • Für αγ = 1wird (1) zu Ẍ = −X . Dies ist eine lineare Differentialglei-

chung zweiter Ordnung die bekannterweise durch Linearkombinationen von sin(t) und
cos(t) gelöst werden kann und aus den obigen Anfangswerden folgt, dass cαγ(t) = cos(t)
und sαγ(t) = sin(t) gilt.

• Für αγ = −1 überführen wir (1) in Ẍ = X . Diese Differentialgleichung wird nun durch

Linearkombinationen von sinh(t) und cosh(t) gelöst und wieder aus den Anfangswerten
erhalten wir, dass cαγ(t) = cosh(t) und sαγ(t) = sinh(t) gilt.

Satz 10.11 (Exponentialabbildung und Jacobi-Felder). SeiM eine Semi-Riemannsche Mannigfal-

tigkeit. Sei p ∈M,x ∈ TpM . Sei cx(t) = expp(tx) auf [0, 1] definiert. Zu Y ∈ TpM ∼= TtxTpM
betrachte das Jacobi-Feld V mit V (0) = 0, V ′(0) = Y .

Dann gilt d expp |tx(y) = 1
tV (t).
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Beweis. Betrachte die geodätische Variation H(s, t) = expp(t(x + st)) und setze J = ∂
∂sH .

Dann folgt:

J(0) =
∂

∂s
H(0, 0)

= 0

= V (0)

J ′(0) = ∇t
∂

∂s
H(0, 0)

= ∇s
∂

∂t
H(0, 0)

= ∇s(x+ sy)|s=0

= Y

= V ′(0)

Also ist J(t) = V (t) für alle t.
Weiter gilt:

d expp |tx(y) =
d

d s

∣∣∣∣
s=0

expp(tx+ sy)

=
d

d s

∣∣∣∣
s=0

expp(t(x+ s
y

t
))

=
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

expp(t(x+ s
y

t
))

=
1

t
J(t)

=
1

t
V (t)

Korollar 10.12.

ker(d expp |x) = {V ∈ Jexpp(tx)(M)|V (0) = 0 ∧ V (1) = 0}

Definition 10.13. Sei c : I → M eine Geodätische. t1 6= t2 ∈ I heißen konjugiert, falls ein

V ∈ Jc(M) \ {0} existiert mit V (t1) = V (t2) = 0.
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11 Abstandsfunktion auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, d.h. für alle p ∈M ist gp positiv definit.
Sei c : [a, b]→M eine (stückweise) glatte Kurve. Dann ist

L(c) :=

∫ b

a
‖ċ(t)‖ d t

die Länge von c.
Wir schreiben häufig 〈·, ·〉 statt gp und ‖ · ‖ für die zugehörige Norm.
Bemerkung 11.1. Sei ϕ : [a, b]→ [α, β] eine Umparametrisierung, dann gilt L(c) = L(c ◦ ϕ).
Mittels Länge dfinieren wir eine Abstandsfunktion

d :M ×M → R

Definition 11.2 (Abstandsfunktion). Seien p, q ∈M der Abstand d(p, q) ist definiert als

d(p, q) := inf{L(c)|c : [a, b]→M stkw. glatt mit c(a) = p ∧ c(b) = q}

Wir wollen nun folgendes zeigen:

1. d ist stetig

2. (M,d) ist ein metrischer Raum, d.h.

a) d(p, q) = d(q, p) für alle p, q ∈M
b) d(p, q) = 0⇔ p = q

c) d(p, q) ≤ d(p, q′) + d(q′, q) für alle p, q, q′ ∈M .

3. d induziert die ursprüngliche Topologie aufM .

Lemma 11.3 (offensichtliche Eigenschaften). 1. Symmetrie X

2. d(p, p) = 0 X

3. DreiecksungleichungX

Zu zeigen: Für p 6= q ist d(p, q) > 0.
Um dies und Stetigkeit zu zeigen ist die Exponentialabbildung unser wichtigstes Werkzeug.

Sei p ∈ M und expp : Dp ⊆ TpM → M die Exponentialabbildung. Sei v ∈ D und cv :
[0, 1]→M , cv(t) := expp(tv) die eindeutig bestimmte Geodätische.
Sei q = expp(v) = cv(1) dann ist

d(p, q) ≤
∫ 1

0
‖ċv(t)‖ d t = ‖v‖

Sei nun 0p ∈ V ⊆ TpM und p ∈ U ⊆M , so dass expp : V → U ein Diffeomorphismus ist.

Sei (pn)n ⊆ U ⊆M eine Folge mit pn
n→∞−−−−→ p. Dann gibt es (vn)n ⊆ V mit vn → 0p, wobei
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expp(vn) = pn.
Also d(p, pn) ≤ ‖vn‖ → 0, d.h. d(p, ·) :M → R ist stetig in p.
Mit der Dreiecksungleichung folgt nun, dass d :M ×M → R stetig ist:

Sei (pn)n ⊆M eine Folge mit pn → p und (qn)n ⊆M mit qn → q.

|d(p, q)− d(pn, qn)| ≤ d(p, pn) + d(q, qn)→ 0

denn falls d(p, q) ≥ d(pn, qn):

d(p, q) ≤ d(p, pn) + d(pn, qn) + d(qn, q)

sonst:

d(pn, qn) ≤ d(pn, p) + d(p, q) + d(q, qn)

Noch zu zeigen: p 6= q ∈M : d(p, q) > 0.

Lemma 11.4. Sei ε > 0, Bε(0p) := {v ∈ TpM |‖v‖ < ε} ⊆ U und Bε(p) := expp(Bε(0p))

1. Sei v ∈ Bε(0p). Dann ist cv : [0, 1] → M, cv(t) = expp(vt) bis auf Umparametrisierung

die eindeutige kürzeste Verbindung von p nach q = expp(v) = cv(1).
Insbesondere gilt d(p, q) = ‖v‖.

2. Sei q /∈ Bε(p). Dann ist d(p, q) ≥ ε.

Zum Beweis von Lemma 11.4 benutzen wir das

Lemma 11.5 (Gauß-Lemma). Sei p ∈ M , v ∈ TpM mit cv(t) = expp(vt) auf [0, b] definiert.
Dann ist expp in einer offenen Umgebung von {tv|0 ≤ t ≤ b} ⊆ TpM diffeomorph und es gilt:

1. d[expp |tv](v) = ċv(t)

2. Für η ∈ TtvTpM ∼= TpM gilt:

〈d expp |tvη, ċv(t)〉 = 〈η, v〉

Insbesondere gilt, falls η ∈ v⊥, so ist d expp |tvη ⊥ ċv(t) für alle t.

Beweis. 1.

d expp |tv(v) =
d

d s

∣∣∣∣
s=0

expp(tv + sv)

=
d

d s

∣∣∣∣
s=0

cv(t+ s)

= ċv(t)
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2. Wir haben in Satz 10.11:

d expp |tvη =
J(t)

t

wobei J ∈ Jc(M) mit J(0) = 0 und J ′(0) = ∇tJ(0) = η.
Wir können wegen 1. annehmen, dass η ⊥ v ist, d.h. J(0) ⊥ v und J ′(0) = η ⊥ v und
damit nach 10.11 J(t) ⊥ ċv(t) für alle t.

Beweis von Lemma 11.4. Sei c : [a, b] → M eine Kurve mit c(a) = p und c(b) = q = expp(v),

die volllkommen in u ⊆M enthalten ist. Sei c̃(t) = exp−1
p (c(t)). Schreibe

c̃(t) = ‖c̃(t)‖ · c̃(t)

‖c̃(t)‖
=: s(t) · y(t)

Dann ist y : [a, b] → Sn−1 ⊆ TpM . Betrachte nun das Vektorfeld Ṽ auf TpM \ {0} gegeben
durch

Ṽ (x) =
x

‖x‖
∈ TxTpM ≡ TpM

und V das entsprechende Vektorfeld aufM , d.h.

V (q) = d expp |exp−1
p (q)(Ṽ (exp−1

p (q)))

Dann gilt

1. ‖V (q)‖ = 1 (Gauß-Lemma)

2.

d

d t
c̃(t) = ṡ(t)y(t) + s(t)ẏ(t)

= ṡ(t)Ṽ (c̃(t)) + s(t) ẏ(t)︸︷︷︸
∈Ṽ (c̃(t))⊥

Daraus folgt:

〈V (c(t)), ċ(t)〉 = 〈d expp |c̃(t)(Ṽ (c̃(t))), d expp |c̃(t)(c̃(t))〉

= 〈Ṽ (c̃(t)),˙̃c(t)〉
= ṡ(t)
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L(c) =

∫ b

a
‖ċ(t)‖ d t

=

∫ b

a
‖ċ(t)‖‖V (c(t))‖ d t

≥
∫ b

a
〈ċ(t), V (c(t))〉 d t (∗)

=

∫ b

a
ṡ(t) d t

= s(b)− s(a)
= ‖v‖ − 0

Sei a0 := max{t ∈ [a, b]|c(t) = p} und b0 := min{t ∈ [a, b]|c(t) ∈ expp(∂Bε(0p))}.
Sei c : [a, b]→M eine beliebige Kurve mit c(a) = p und c(b) = q. Dann gilt:

L(c) ≥ L(c|[a0, b0]) ≥ ‖v‖

⇒ 1.)d(p, q) = ‖v‖.
Gleichheit in (∗) gilt genau dann, wenn ċ(t) parallel zu V (c(t)) ist.

1. Kürzeste Verbindung zwischen p und q = expp(v), v ∈ Bε(0p) ist cv(t) (bis auf Umpa-
rametrisierung).

2. Sei q /∈ Bε(p). Sei c : [a, b]→M mit c(a) = p und c(b) = q, a0, b0 wie oben. Dann gilt:

L(c) ≥ L(c|[a0,b0]) ≥ ‖v‖ = ε

mit v ∈ ∂Bε(0p).

Korollar 11.6. (M,d) ist ein metrischer Raum.

Beweis. p 6= q ∈M . Dann existiert ein ε > 0 mit q /∈ Bε(p) und damit d(p, q) ≥ ε > 0.

Satz 11.7. Die von d induzierte Topologie aufM ist die ursprüngliche Topologie.

Beweis. 1. Sei U offen bezüglich der von d induzierten Topologie, d.h. für p ∈ U existierte

ein ε > 0 mit expp : Bε(0p)→ Bε(p) ⊆ U ist ein Diffeomorphismus.

Dann ist Bε(p) offen bezügliche der ursprünglichen Topologie und somit auch U .

2. Sei U ⊆ M offen bezüglich der ursprünglichen Topologie. Sei p ∈ M . Dann existieren

V ⊆ TpM,W ⊆M mitW ⊆ U , so dass expp : V →W ein Diffeomorphismus ist.

Dann existiert aber ein ε > 0 mit Bε(0p) ⊆ V , also expp(Bε(0p)) = Bε(p) ⊆ W ⊆
U , was nichts anderes bedeutet, als dass U offen ist bezüglich der von d induzierten

Topologie.

Definition 11.8 (Injektivitätsradius). Sei p ∈M

injrad(p) = sup{ε ∈ R| expp : Bε(0p)→ Bε(p) ist ein Diffeomorphismus}
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11.1 Energie & Länge

Sei c : [a, b]→M eine stückweise glatte Kurve.

E(c) :=
1

2

∫ b

a
‖ċ(t)‖2 d t

L(c) :=

∫ b

a
‖ċ(t)‖ d t

Satz 11.9. SeiM eine RiemannscheMannigfaltigkeit, c : [a, b]→M eine stückweise glatte Kurve.

Dann gilt:

L(c)2 ≤ 2(b− a)E(c)

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn c proportional zur Bogenlänge parametrisiert ist.

Beweis.

L(c)2 =

(∫ b

a
‖ċ(t)‖ · 1 d t

)2

≤
∫ b

a
‖ċ(t)‖2 d t

∫ b

a
12 d t

= 2E(c)(b− a)

Die Gleichheit ergibt sich genau dann, wenn ċ(t) proportional zu 1 ist, d.h. wenn ċ(t) konstant
ist.

Korollar 11.10. Eine Kurve c minimiert die Energie unter allen Kurven, die p und q verbinden

genau dann, wenn c die Länge minimiert und proportional zur Bogenlänge parametrisiert ist.

Korollar 11.11. Jede längenminimierende Kurve von p nach q ist (bis auf Umparametrisierung

proportional zur Bogenlänge) eine Geodätische.

11.2 Vollständigkeit/Hopf-Rinow

Lemma 11.12. Sei p ∈ M . Dann gibt es eine offene Umgebung V von 0p in TM und eine offene

Umgebung U von (p, p) ∈M ×M , so dass

π × exp : V → U

ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Zeige, dass dπ×exp0p : T0pTM → T(p,p)(M×M) = TpM⊕TpM ein Isomorphismus

ist.

1. Sei v ∈ TpM und c eine Kurve in M mit c(0) = p, ċ(0) = v. Sei X ∈ Vc(M) mit
X(0) = 0p. Dann ist X eine Kurve in TM mit X(0) = 0p und π ◦ X = c. Außerdem
gilt:

d(π × exp)|0p([X]) = (ċ(0), ∗) = (v, ∗) 6= (0, 0)
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2. Sei v ∈ TpM und c̃(t) = tv mit t ∈ R. Dann ist (π × exp)(tv) = (p, cv(t)) und damit

d(π × exp)|0p(tv) = (0, v)

Dies ergibt insgesamt die Surjektivität von d(π × exp)|0p und damit die Bijektivität, nach der

Dimensionsformel für lineare Abbildungen.

Korollar 11.13. Zu p ∈M existiert ein ε > 0, so dass

expq : B2ε(0q)→ B2ε(q)

ein Diffeomorphismus ist für alle q ∈ Bε(p).

Beweis. Wähle ε > 0, so dass B2ε(q) ⊆ V für alle q ∈ Bε(p).

Lemma 11.14 (Hopf-Rinow). Sei p ∈ M , Sei R > 0 mit BR(0p) ⊆ D(expp). Zu q ∈ M mit

d(p, q) < R gibt es einen Vektor v ∈ BR(0p) mit ‖v‖ = d(p, q) und expp(v) = q.
Insbesondere gilt:

1. cv(t), 0 ≤ t ≤ ‖v‖ ist eine kürzeste Verbindung von p nach q

2. Für 0 < r ≤ R ist Br(p) := expp(Br(0p)) = {q ∈ M |d(p, q) < r} und für r < R ist

Br(p) kompakt.

Beweis. Sei ε > 0, so dass expq : B2ε(0q)→ B2ε(q) ein Diffeomorphismus für alle q ∈ Bε(q).
L(ck) ≤ d(p, q) + εk, ε→0.
Zeige es existiert ein v′ ∈ TpM mit ‖v‖ = 1, so dass q′ = expp(εv) gilt:

d(p, q) = d(p, q′) + d(q′, q)

= ε+ d(q′, q)

Dies gilt, denn: Wähle q′k= letztes Mal, wenn ck expp(∂Bε(0p)) durchstößt. Dann konvergiert

eine Teilfolge q′k → q′ ∈ expp(∂Bε(0p))). Damit ergibt sich:

d(p, q) ≤ d(p, q′k) + d(q′k, q)

≤ L(ck)
≤ d(p, q) + εk

Und damit : d(p, q) ≤ d(p, q′) + d(q′, q) ≤ d(p, q).

Sei nun c := cv die zugehörige Geodätische. Setze A := {t ∈ [0, d(p, q)]|d(p, q) = t +
d(c(t), q)}.
Wir wissen, dass ε ∈ A. Mit t ∈ A gilt [0, t] ⊆ A, denn für 0 ≤ s ≤ t

d(p, q) ≥ d(p, c(s))− d(c(s), q)
= s+ d(c(s), q)

= s+ (t− s) + d(c(t), q)

= d(p, q)
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Wir wollen zeigen A = [0, d(p, q)]. Sei t0 = max(A) < d(p, q), p0 = c(t0)
d(p, q) = d(p, p0) + d(p0, q) = t0 + d(p0, q)
Wähle ε0 > 0, so dass expq : B2ε0(0q)→ B2ε0(q) für alle q ∈ Bε0(p).
Dann gibt es w ∈ Tp0M mit ‖w‖ = ε0

2 , so dass d(p0, q) =
ε0
2 + d(q′′, q) mit q′′ = expp0(w).

Sei p1 = c(t0 − ε0
2 ) dann ist d(p1, q

′′) ≤ d(p1, p0) + d(p0, q
′′) ≤ ε0.

Nun ist aber

d(p, q) = d(p, p1) + d(p1, p0) + d(p0, q
′′) + d(q′′, q)

= d(p, p1) + ε0 + d(q′′, q)

Dann gilt d(p1, q
′′) = ε0, d.h. q

′′ ∈ B2ε0(p1) und p1 ∈ Bε0(p0).
Damit ist aber die einzige Kürzeste Verbindung von p1 nach q eine Geodätische.
⇒ w = ε0

2 ċ(t0)
⇒ q′′ = c(t0 +

ε0
2 )

⇒ t0 +
ε0
2 ∈ A Ein Widerspruch⇒ A = [0, d(p, q)]

⇒ für alle q ∈ Br(p) existiert ein v ∈ TpM mit q = expp(v) und ‖v‖ = d(p, q).

Zeige nun für r < R, dass Br(p) kompakt ist.
Sei (pi)i ⊆ Br(p) eine Folge

1. ti := d(p, pi) ≤ r

2. Es existieren vi ∈ TpM, ‖vi‖ = 1 : pi = expp(tivi) =: ci(ti).
Dann existieren Teilfolgen vi → v ∈ TpM mit ‖v‖ = 1 udn ti → T ≤ r.
Setze q = expp(Tv).
Es gilt für eine geeignete Teilfolge:

lim
i→∞

pi = lim
i→∞

expp(tivi)

= expp( lim
i→∞

tivi)

= expp(Tv)

= q

Satz 11.15 (Hopf-Rinow). Sei (M, g) eine zusammenhängende, Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Sei p ∈M . Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

1. (M,d) ist vollständig als metrischer Raum, d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert.

2. D(expp) = TpM

3. M ist geodätisch vollständig (:⇔ D(expq) = TqM ∀q ∈M )

4. Abgeschlossene metrische Bälle in p Br(p) sind kompakt für alle r ≥ 0.
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5. Abgeschlossene metrische Bälle Br(q) sind kompakt für alle q ∈M

Jede dieser Aussagen impliziert, dass zu allen p, q ∈ M eine kürzeste Verbindung von p nach q
existiert. Diese ist dann eine Geodätische.

Beweis. Zeigen: 1.) ⇒ 3.)
X⇒ 2.) ⇒ 4.)

X⇒ 5.)
X⇒ 1.) und 2.) ⇒Existenz der kürzesten

Verbindung.

Dabei wird 2.) ⇒ ∗ jeweils durch Lemma 11.14 impliziert. Also bleibt nur noch 1.) ⇒ 3.)
zu zeigen: Sei c eine Geodätische in M mit maximaneln Definitionsbereich [a, b]. Nehme an
b <∞.

Sei tn ∈]a, b[ mit tn ↗ b.
Dann ist (c(tn))n eine Cauche-Folge inM , denn d(c(tn), c(tm)) ≤ ‖ċ‖(tn − tm).
Sei p = limn→∞ c(tn) ∈M .

Sei ε > 0, so dass expq : B2ε(0q)→ B2ε(q) ein Diffeomorphismus ist für alle q ∈ Bε(p).
Für n groß genug ist c(tn) ∈ Bε(p).
Dann gilt für alle Geodätische c durch c(tn) ist zumindest auf einem Intervall 2ε

‖ċ‖ definiert.

Für n groß genug ist c auf tn +
2ε
‖ċ‖ > b definiert. Ein Widerspruch.

⇒ b =∞.

Analog für a.

Bemerkung 11.16. Die Existenz einer kürzesten Verbindung ist schwächer als 1.) - 5.). Bspei-

spielsweise besitzt D := {v|‖v‖ < 1} ⊆ R2 ausgestattet mit 〈·, ·〉eukl immer eine kürzeste
Verbindung, denn die Geodätischen sind Geraden eingeschränkt auf D und D ist konvex. Al-

lerdings istD bezüglich der euklidischen Norm, die durch g induziert wird nicht abgeschlossen,
d.h. wir können Folgen (xn)n∈N ⊂ D finden, die gegen ein x ∈ R2 konvergieren, das nicht in

D. Diese Folgen sind Cauchy-Folgen in D, aber nicht konvergent in D. Also ist D nicht voll-

ständig, obwohl immer eine kürzeste Verbindung existiert.

Korollar 11.17. SeiM eine zusammenhängende, kompakte, RiemannscheMannigfaltigkeit. Dann

istM vollständig.
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12 Zweite Variation der Energie

Zur Erinnerung: Erste Variation der Energie:

d

d s

∣∣∣∣
s=0

E(cs) = −
∫ b

a
〈X,∇tċ〉 d t+ 〈X(b), ċ(b)〉 − 〈X(a), ċ(a)〉

Wobei X das zur Variation cs gehörige Variationsfeld ist.
Sei nun c eine nur stückweise glatte Kurve, d.h. a = t0 < t1 < · · · < tk = b, so dass c|[ti−1,ti]

glatt ist.

Sei H :] − ε, ε[×[a, b] → M stetig und glatt auf ] − ε, ε[×]ti−1, ti[ eine stückweise glatte

Variation.

d

d s

∣∣∣∣
s=0

E(cs) =
k∑
i=1

d

d s

∣∣∣∣
s=0

E(cs|[ti−1,ti)

=

k∑
i=1

(
−
∫ ti

ti−1

〈X,∇tċ〉 d t+ 〈X(ti), ċ(t
−
i )〉 − 〈X(ti−1), ċ(t

+
i−1)〉

)

= −
∫ b

a
〈X,∇tċ〉 d t+

k−1∑
i=1

〈X(ti), ċ(t
−
i )− ċ(t

+
i )〉+ 〈X(b), ċ(b)〉 − 〈X(a), ċ(a)〉

Bemerkung 12.1. Sei d
d s

∣∣
s=0

E(cs) = 0 für alle eigentlichen Variationen einer stückweise

glatten Kurve c : [a, b]→M . Dann ist c eine Geodätische, denn:
Sei ti mit ċ(t

−
i ) 6= ċ(t+i ). Sei η ∈ Tc(ti)M mit 〈η, ċ(t−i )− ċ(t

+
i )〉 > 0.

Sei η(t) das parallele Vektorfeld längs c, das durch η bestimmt ist.
Sei ϕ : R→ R mit ϕ(ti) = 1, ϕ ≡ 0 auf R\]ti−1, ti+1[.
Setze X(t) = ϕ(t)η(t).

0 = 〈X(ti), ċ(t
−
i )− ċ(t

+
i )〉

= 〈η, ċ(t−i )− ċ(t
−
i )〉

> 0

Ein Widerspruch.

Satz 12.2. SeiM eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, c : [a, b]→M eine Geodätische.

SeiH :]−ε, ε[×[a, b]→M eine eigentliche Variation von c undX das zugehörige Variationsfeld.

Dann gilt:

d2

d s2

∣∣∣∣
s=0

E(cs) =

∫ b

a
〈∇tX,∇tX〉 − 〈R(X, ċ)ċ, X〉 d t

Beweis. In Satz 7.19 auf Seite 50 hatten wir gezeigt:

d

d s

∣∣∣∣
s=0

E(cs) =

∫ b

a
〈∇t

∂

∂s
H,

∂

∂t
H〉 d t
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Und damit

d2

d s2

∣∣∣∣
s=0

E(cs) =

∫ b

a
∇s∇t

∂

∂s
H
∂

∂t
h+ 〈∇t

∂

∂s
H,∇s

∂

∂t
H〉 d t

=

∫ b

a
〈R(X, ċ)X, ċ〉 d t+

∫ b

a
〈∇t∇t

∂

∂s
H︸ ︷︷ ︸

=X

,
∂

∂t
H︸ ︷︷ ︸

=ċ

〉 d t+
∫ b

a
〈∇t

∂

∂s
H︸ ︷︷ ︸

=X

,∇t
∂

∂s
H︸ ︷︷ ︸

=X

〉 d t

Es bleibt zu zeigen:
∫ b
a 〈∇t∇sX, ċ〉 d t = 0.∫ b

a
〈∇t∇sX, ċ〉 d t =

∫ b

a

d

d t
〈∇tX, ċ〉 − 〈∇sX, ∇tċ︸︷︷︸

=0

〉 d t

= [〈∇sX, ċ〉]ba
= 0, da Xeigentlich

Definition 12.3. SeiM eine zusammenhängende, Riemannsche Mannigfaltigkeit.

diam(M) := sup{d(p, q)|p, q ∈M} heißt Durchmesser vonM .

Bemerkung 12.4. SeiM eine zusammenhängende, vollständige, Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Dann gilt: diam(M) <∞⇔M ist kompakt

Beweis.

"⇐" M ist kompakt⇒M ×M ist kompakt.

d :M ×M → R ist stetig.⇒ d ist beschränkt und nimmt Maximum an.⇒ diam(M) ≤
R <∞.

"⇒" Sei diam(M) = R < ∞. Hopf-Rinow: Vollständigkeit⇒ M = BR(p) ist kompakt für
alle p ∈M .

Satz 12.5 (Bonnet-Myers). SeiMn eine vollständige, zusammenhängende, Riemannsche Mannig-

faltigkeit von Dimension n.
Nehme an es existiert ein κ > 0, so dass ric ≥ (n− 1)κg.
Dann gilt:M ist kompakt und diam(M) ≤ π√

κ
.

Beweis. Seien p, q ∈ M mit p 6= q. Setze d := d(p, q). DaM vollständig ist folgt unter Zuhil-

fenahme von Hopf-Rinow, dass eine minimale Geodätische c : [0, d] → M mit c(0) = p und
c(d) = q existiert. SeiE ∈ TpM mitE ⊥ ċ(0) und ‖E‖ = 1 undE(t) das zugehörige parallele
Vektorfeld längs c.
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SeiX(t) = sin(πd t)E(t). Dann istX glatt undX(0) = X(d) = 0. SeiH :]− ε, ε[×[a, b]→M
die zu X gehörige Variation. Dann gilt für cs(t) = H(s, t):

0 ≤ d2

d s2

∣∣∣∣
s=0

E(cs)

=

∫ d

0
‖∇tX‖2 − 〈R(X, ċ)ċ, X〉 d t

=

∫ d

0
‖π
d
cos(

πt

d
)E(t)‖2 − sin(

πt

d
)2R(E, ċ)ċE d t

=

∫ d

0

π2

d2
cos2(

πt

d
)− sin2(

πt

d
)〈R(E, ċ)ċ, E〉 d t

Sei nun E1, . . . , En eine Orthonormalbasis von TpM und E1(t), . . . , En(t) die zugehörigen
parallelen Vektorfelder.

Summation über i = 1, . . . , n ergibt:

0 ≤
∫ d

0
(n− 1)

π2

d2
cos2(

πt

d
)− sin2(

πt

d
) ric(ċ, ċ)︸ ︷︷ ︸
≥κ(n−1) 〈ċ, ċ〉︸ ︷︷ ︸

=1

d t

≤ (n− 1)

∫ d

0

π2

d2
cos2(

πt

d
)− sin2(

πt

d
)κ d t

= (n− 1)
π2 − κd2

2d

Also 0 ≤ π2 − κd2 und damit:

d ≤ π√
κ

Aus der Bemerkung 12.4 folgt dann auch:M ist kompakt.

Wir betrachten ein Gegenbeispiel für den Fall, dass eine Schranke an die Skalarkrümmung

vorliegt:

Seien M1,M2 Riemannsche Mannigfaltigkeiten, M := M1 ×M2, gM := g1 + g2, TpM =
T(p1,p2)M1 ×M2 = Tp1M1 ⊕ Tp2M2

ric =

(
ric1

ric2

)
scalM = scal1+ scal2 Betrachte nunM := Sn−1 × R, n ≥ 3.
scalM = (n− 2)︸ ︷︷ ︸

=:κ

(n− 1) + 0 ≥ 0, aber diam(M) =∞.
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13 Fundamentalgruppe & Überlagerungen

Seien X,Y topologische Mannigfaltigkeiten. fi : X → Y, i = 1, 2.

Definition 13.1. Eine Homotopie von f0 nach f1 relativ A ⊆ X ist eine stetige Abbildung

H : I×X → Y mitH(0, ·) = f0,H(1, ·) = f1 undH(s, x) = f0(x) für alle s ∈ I und x ∈ A.

Beispiele 13.2. 1. fi : X → R2, H(s, x) = (1− s)f0(x) + sf1(x) ist eine Homotopie von
f0 nach f1.

2. Rn ist kontrahierbar.

3. Sn \ {p} ist kontrahierbar, da h : Sn \ {p} → Rn−1 die stereografische Projektion ein

Homöomorphismus ist.

Notation: f0 'A f1

Lemma 13.3. Seien X,Y, Z topologische Mannigfaltigkeiten. A ⊆ X , B ⊆ Y .

1. Homotopie relativ zu A ist eine Äquivalenzrelation auf {stetige Abbildungen f : X → Y }

2. Seien fi : X → Y homotop relativ zuA, gi : Y → Z homotop relativ zuB und f0(A) ⊆ B.

Dann ist g0 ◦ f0 homotop zu g1 ◦ f1.

Beweis. 1. a) f 'A f : H(s, x) = f(x)

b) f0 'A f1 ⇒ f1 'A f0, durchH ′(s, x) = H(1− s, x).
c) f0 'A f1, f1 'A f2: Sei H0 : I × X → Y die Homotopie von f0 und f1 und

H1 : I ×X → Y die Homotopie von f1 und f2. Setze

H(s, x) :=

{
H0(2s, x) s ≤ 0.5

H1(2s− 1, x) s ≥ 0.5

2. f0 ' f1 mittelsH und g0 ' g1 mittelsH ′. Dann ist g0◦f0 ' g1◦f1 überH ′(s,H(s, x)).

13.1 Erste Homotopiegruppe

Betrachte c : I → X ein Weg von p := c(0) nach q := c(1).

Definition 13.4. 1. X heißt wegzusammenhängend, falls für alle p, q ∈ X ein Weg von p
nach q existiert.

2. Sei ci : I → X (i = 0, 1) mit c0(0) = c1(0) = p und c0(1) = c1(1) = q. Eine eigentliche

Homotopie von c0 nach c1 ist eine Homotopie relativ zu {0, 1}, d.h. H(s, 0) = p und

H(s, 1) = q für alle s.
c0 und c1 heißen dann eigentlich homotop.
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Bemerkung 13.5. c0, c1 stückweise glatt, X differenzierbar. Dann wird obige Definition ver-

schärft durch: c0 ' c1 ⇔ Es gibt eine stückweise glatte Homotopie.

Sei c : I → X ein Weg von p nach q.

Dann definieren wir den inversen Weg c−1 wie folgt:

c−1 : I → X, c−1(t) = c(1− t)

Weiterhin kann für zwei Wege c, c′ : I → X mit c(1) = c′(0) eine Verknüpfung bzw.

Zusammensetzung definiert werden. DieserWegwirdmit c∗c′ bezeichnet und folgendermaßen
definiert:

c ∗ c′ : I → X, (c ∗ c′)(t) :=

{
c(2t) 0 ≤ t ≤ 1

2

c′(2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1

Lemma 13.6. 1. Für Wege c, c′ : I → X mit c ' c′ folgt für die inversen Wege c−1 ' c′−1.

2. Seien ci, c
′
i : I → X mit i = 0, 1 Wege in X und c0 ' c1, c

′
0 ' c′1 und c0(1) = c′0(0).

Dann gilt c0 ∗ c′0 ' c1 ∗ c′1.

3. Für drei Wege c, c′, c′′ : I → X mit c(1) = c′(0), c′(1) = c′′(0) gilt: (c ∗ c′) ∗ c′′ '
c ∗ (c′ ∗ c′′).

4. Sei x der konstante Weg mit Wert x ∈ X . Sei c ein Weg von p nach q.
Dann gilt: ∗c ' c ' c ∗ q

5. Sei c ein Weg in X .

Dann ist c ∗ c−1 ' c(0)

Beweis. Wir zeigen nur die 3.) Behauptung. Dazu definieren wir die Homotopie H wie folgt

H(s, t) :=


c(4t− 2st) 0 ≤ t ≤ 1+s

4

c′(4t− s− 1) 1+s
4 ≤ t ≤

2+s
4

c′′(2t− 2s+ 2st− 1) 2+s
4 ≤ t ≤ 1

Damit gilt

H(0, t) =


c(4t) 0 ≤ t ≤ 1

4

c′(4t− 1) 1
4 ≤ t ≤

1
2

c′′(2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1

= (c ∗ c′) ∗ c′′

H(1, t) =


c(2t) 0 ≤ t ≤ 1

2

c′(4t− 2) 1
2 ≤ t ≤

3
4

c′′(4t− 3) 3
4 ≤ t ≤ 1

= c ∗ (c′ ∗ c′′)

Da unser H klarerweise stetig ist, folgt die Behauptung.
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Definition 13.7. Eine Schleife in x ∈ X ist ein Weg c : I → X mit c(0) = c(1) = x.

Definition 13.8. DieMenge der eigentlichenHomotopieklassen von Schleifen inx ∈ X π1(X,x)
mi der von Lemma 13.6 induzierten Gruppenstruktur heißt erste Homotopiegruppe von X zum

Basispunkt x.

Kann als Abbildungen von (S1, p0)→ (X,x) aufgefasst werden.
 (Sn, p0)→ πn(X,x).
Zuordnung (Funktor) (X,x)→ π1(X,x).

f : (X,x)→ (Y, y), f(x) = y oder
f#, f∗ : π1(X,x)→ π1(Y, y) induzierte Abb.
(g ◦ f)# = g# ◦ f#

Definition 13.9 (Homotopieäquivalenz). Eine Abbildung f : (X,x)→ (Y, y) heißt Homotopie-

äquivalenz, falls eine Abbildung g : (Y, y)→ (X,x) existiert mit f ◦ g ' idY und g ◦ f ' idX .

Korollar 13.10. f Homotopieäquivalenz⇒ f# : π1(X,x)→ π1(Y, y) ist ein Isomorphismus.

Beispiele 13.11. π1(Rn, x) = {1}

13.2 Abhängigkeit vom Basispunkt

Sei c ein Weg in X von y nach x. Sei c′ eine Schleife in x. Dann ist c ∗ c′ ∗ c−1 eine Schleife in

y und c′ ' c′′ ⇒ c ∗ c′ ∗ c−1 ' c ∗ c′′ ∗ c−1

ic : π1(X,x)→ π1(X, y), [c
′] 7→ [c ∗ c′ ∗ c−1]

Satz 13.12. ic : π1(X,x) → π1(X, y) ist ein Isomorphismus, der nur von der Homotopieklasse

von c abhängt.

Beweis. ic−1 : π1(X, y)→ π1(X,x)
ic ◦ ic−1 = id = c−1 ◦ ic → ic ist ein Isomorphismus

Korollar 13.13. SeiX wegzusammenhängend, so hängt die Homotopieklasse von π1(X,x) nicht

von x ab.

Diese Homotopieklasse bzw. ein Repräsentant dieser Klasse heißt Fundamentalgruppe von

X . Schreibe π1(X).

Definition 13.14. X heißt einfach zusammenhängend, falls

1. X wegzusammenhängend ist und

2. für alle c0, c1 Wege in x mit gleichen Anfangs und Endpunkt gilt, dass c0 ' c1.

Bemerkung 13.15. Sei X wegzusammenhängend. Dann gilt:

X ist einfachzusammenhängend genau dann, wenn π1(X) ∼= {1} bzw. π1(X,x) = {1} für ein
x ∈ X .
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13.3 Überlagerungen

Definition 13.16. 1. Sei p : E → X . Dann wird x ∈ X gleichmäßig überlagert von p, falls
eine Umgebung U von x in X existiert, so dass

a) p−1(U) =
⋃̇
α∈AUα Uα ⊆ E offen und

b) P |Uα : Uα → U ein Homöomorphismus ist für alle α ∈ A.

2. p : E → X heißt Überlagerung, falls

a) p surjektiv ist und

b) jedes x ∈ X gleichmäßig von p überlagert wird.

Beispiele 13.17. 1. Sei E :=
⊔
α∈AX die disjunkte Vereinigung von A Kopien des Grund-

raums und p : E → X die kanonische Projektion. Dann ist p : E → X klarerweise eine

Überlagerung.

2. Die surjektive Abbildung p : R → S1 ⊆ C, r 7→ eir ist eine Überlagerung, denn für

z ∈ S1 finden wir ein r ∈ R mit z = eir . Nun wählen wir als U := S1 \ −z. Dann gilt

für beliebige k ∈ Z, dass e]r−π,r+π[+2πk = U und die Abbildung ein Homöomorphismus

ist. Zu guter letzt gilt auch p−1(U) =
⋃̇
k∈Z]r − π, r + π[+2πk.

3. Die obige Konstruktion lässt sich analog auf Tori ausweiten und wir erhalten die Über-

lagerung Rn → S1 × · · · × S1 = Tn, (r1, . . . , rn) 7→ (eir1 , . . . , eirn).

4. Allgemeiner gilt sogar, dass für zwei Überlagerungen p1 : E1 → X1 und P2 : E2 → X2

auch das Produkt wieder (p1, p2) : E1 × E2 → X1 ×X2 eine Überlagerung darstellt.

Bemerkung 13.18. Für differenzierbare Mannigfaltigkeiten verlangen wir, dass p glatt und p|Uα :
Uα → U ein Diffeomorphismus ist.

13.4 Liften von Abbildungen

Definition 13.19. Gegeben p : E → X eine Überlagerung und f : Y → X eine stetige

Abbildung. Dann heißt g : Y → E Lift, falls g stetig ist und p ◦ g = f .

Satz 13.20. Sei p : E → X eine Überlagerung und f : Y → X , g, h : Y → E stetig mit

p ◦ h = p ◦ h = f .
Dann gilt falls Y zusammenhängend ist und y ∈ Y existiert mit g(y) = h(y) ∈ E, dass f = g.

Beweis. Sei Z := {y ∈ Y |g(y) = h(y)} 6= ∅.

1. Y \ Z ist offen: Sei y ∈ Y \ Z , d.h. h(y) 6= g(y). Sei x = p(h(y)) = p(g(y)). Dann
existiert U 3 x, so dass p−1(U) =

⋃
α∈A Uα ⇒ g(y) ∈ Uα und h(y) ∈ Uβ , wobei

α 6= β.
Da g und h stetig sind existieren V 3 y mit g(V ) ⊆ Uα und h(V ) ⊆ Uβ .
Da Uα ∩ Uβ = ∅ gilt für alle y′ ∈ V : g(y′) 6= h(y′) → V ⊆ Y \ Z → Y \ Z
ist offen.
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2. Z offen: Sei y0 ∈ Z , d.h. h(y0) = g(y0). Sei x0 = p(h(y0)), U 3 x0, so dass p−1(U) =⋃̇
α∈AUα.

Sei α ∈ A, so dass g(y0) = h(y0) ∈ Uα.
Dann existiert ein V 3 y0 mit g(V ) ⊆ Uα und h(U) ⊆ Uα. Außerdem ist p(g(y′)) =
p(h(y′)).
p|Uα ist ein Homöomorphismus⇒ g(y′) = h(y′) für alle y′ ∈ V .
⇒ V ⊆ Z ⇒ Z ist offen.

Satz 13.21. Seien f : I × Y → X , g : Y → E stetig und p : E → X eine Überlagerung mit

p ◦ g(y) = f(0, y). Dann existiert genau ein h : I × Y → E mit h(0, y) = g(y) für alle y ∈ Y .

Korollar 13.22. Sei c : I → X ein Weg und p : E → X eine Überlagerung. Zu jedem z ∈ E
über c(0) = p(z) existiert ein eindeutiger Lift cz : I → E mit cz(0) = z.

Korollar 13.23. Sei H : I × I → X stetig und p : E → X eine Überlagerun. Dann existiert zu

jedem z ∈ p−1(H(0, 0)) genau ein Hz : I × I → E mit Hz(0, 0) = z.

Beweis von Satz 13.21. Es existiert eine Unterteilung 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 mit

f |[ti−1,ti ⊆ Ui mit p−1(Ui) =
⋃̇
αi∈Ai

Uαi , p : Uαi → Ui ein Homöomorphismus.

1. Sei y0 ∈ Y mit g(y0) ∈ Uα0 . Dann existiert ein V ′
0 3 y0 mit g(V ′

0) ⊆ Uα0 und ein

V ′′
0 3 y0 mit f([t0, t1]× V ′′

0 ) ⊆ U0.

Setze V0 = V ′
0 ∩ V ′′

0 .

Definiere h0(t, y) = τ(f(t, y)), wobei τ : U0 → Uα0 das Inverse von p|Uα0
ist. Dann

ist h0(0, y) = g(y).

2. Induktion:

Sei hi−1(0, y) = g(y). Wähle αi−1 mit hi−1(ti−1, y0) ∈ Uαi−1 . Sei y0 ∈ Vi−1.

Analog zum ersten Schritt: h′i(t, y) = τ(f(t, y)) τ : Ui−1 → Uαi−1

hi(t, y) :=

{
hi−1(t, y) 0 ≤ t ≤ ti−1

h′i(t, y) ti−1 ≤ t ≤ ti
Lift h von f definiert auf I × Vy0 .

Sei nun y0, y1 ∈ Y und y ∈ Vy0 ∩ Vy1 . Dann gilt hy0(0, y) = g(y) = hy1(0, y) und
p(hy0(t, y)) = p(hy1(t, y)) = f(t, y).
Nach Satz 13.20 gilt dann hy0 = hy1
Das bedeutet aber nichts anderes, als dasswir diehy alle zu einem globalenh : I×Y → E
verkleben können. Aus der Stetigkeit der hy folgt dann auch die Stetigkeit von h.
Da I zusammenhängend ist, ist h eindeutig.

Korollar 13.24. Sei p : E → X eine Überlagerung, z ∈ E, p(z) = x ∈ X . Dann ist p# :
π1(E, z)→ π1(X,x) injektiv.
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Beweis. Sei c : I → E eine Schleife in z. Dann ist p ◦ c eine Schleife in x.
Annahme: p ◦ c ist nullhomotop. SeiH : I× I → X die zugehörige Homotopie. Dann existiert

genau ein Hz : I × I → E mit H(0, 0) = z und Hz(1, t) = z,Hz(0, t) = c(t),Hz(s, 0) =
Hz(s, 1) = z. Damit ist Hz eine eigentliche Homotopie von c nach z und damit ist c schon
nullhomotop in E.
⇒ p# ist injektiv.

Satz 13.25. SeiY zusammenhängend und lokal wegzusammenhängend. Sei f : (Y, y0)→ (X,x0)
stetig und p : E → X eine Überlagerung. Dann existiert ein g : Y → E mit p ◦ g = f mit

g(y0) = z0⇔ f#(π1(Y, y0)) ⊆ p#(π1(E, z0))

Beweis. Sei c : I → Y mit c(0) = y0 und c(1) = y. Sei σ der Lift von c mit σ(0) = z0.
Setze g(y) := σ(1)

1. g ist wohldefiniert.

2. g ist stetig.

Satz 13.26 (Existenz von Überlagergungen). Sei X eine topologische Mannigfaltigkeit, x0 ∈ X ,

G ≤ π1(X,x0) eine Untergruppe.
Dann gibt es (bis auf Isomorphie) genau eine Überlagerung p : E → X , so dass E zusammen-

hängend ist und einen ausgezeichneten Basispunkt z0 ∈ p−1(x0) besitzt mit p#(π1(E, z0)) = G.

Satz 13.27. SeiX eine zusammenhängende, topologischeMannigfaltigkeit,x0 ∈ X ,G ≤ π1(x0, X)
eine Untergruppe. Dann existiert (bis auf Isomorphie) genau eine Überlagerung p : E → X , so

dass E zusammenhängend ist und einen ausgezeichneten Basispunkt z0 ∈ E mit z0 ∈ p−1(x0)
besitzt und p#(π1(E, z0)) = G.
Ein Morphismus von p : E → X und p′ : E′ → X ist eine stetige Abbildung f : E → E′ mit

p′ ◦ f = p.

Beweis. Sei Ω0 := {c : I → X|c(0) = x0}
Wir definieren eine Äquivalenzrelation ∼G auf Ω0 durch:

c0, c1 ∈ Ω0, c0 ∼G c1 :⇔ c0(1) = c1(1) ∧ [c0 ∗ c−1
1 ] ∈ G.

Dann setzen wir E := Ω0/ ∼G und p : E → X, [c] 7→ c(1)
Als nächstes müssen wir eine Topologie auf E definieren. Dies tun wir, in dem wir eine Basis

der Topologie angeben:

Sei U ⊆ X offen und c ∈ Ω0 mit c(1) ∈ U .
Nun setzen wir (U, c) := {z ∈ E|∃σ : c ∗ σ ∈ Z, σ(t) ∈ U∀t} als Basis unserer Topolgie.
Wir beobachten, dass für c1 ∈ (U, c0) sogar (U, c1) ⊆ (U, c0) und letztendlich (U, c0) = (U, c1)
gilt.

Es folgt für c2 ∈ (U0, c0) ∩ (U1, c1) ⇒ (U0 ∩ U1, c2) = (U0, c0) ∩ (U1, c1).
Damit gilt für c0, c1 ∈ Ω0 mit c0(1) ∈ U , c1(1) ∈ U : (U, c0) = (U, c1)∨ (U, c0)∩ (U, c1) = ∅.
Um die Stetigkeit von p zu zeigen, bemerken wir, dass für jedes offene U ⊆ X auch p−1(U) =⋃
c(1)∈U
c∈Ω0

(U, c) offen ist.
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Um zu zeigen, dass p eine offene Abbildung ist, stellen wir fest, dass das Bild von (U, c) unter
p eine Zusammenhangskomponente von U darstellt und somit offen ist. Dür Überlagerungsei-

genschaft sei U einfach zusammenhängend und offen. Dann ist p|(U,c) : (U, c)→ U .

1. Um die Surjektivität von p zu zeigen, nutzen wir aus, dass jedes x ∈ X in einer einfach

zusammenhängenden Umgebung enthalten ist. Wählen wir also unser x ∈ U , so existiert
ein Weg σ von c(1) nach x und wir erhalten p([c ∗ σ]G) = x.

2. Wir behaupten zunächst, dass p auch injektiv auf (U, c) ist. Für zwei Punkte z := [c∗σ]G
und z′ := [c ∗ σ′]G aus (U, c) mit p(z) = p(z′) gilt aber sofort σ ∼ σ, da U einfach

zusammenhängend ist. Also ist z = z′.
Damit folgt, dass p−1(U) =

⋃̇
i∈I(U, ci) für eine geeignete Indexmenge I gilt. Diese In-

dexmenge existiert aber auf jeden Fall nach unserer Beobachtung zur Basis der Topologie.

Nun wenden wir uns dem ausgezeichneten Basispunkt zu. Wir wählen dazu einfach z0 :=
[x0]G, wobei x0 den konstanten Weg in x0 bezeichnet. Dann ist z0 ∈ p−1({x0}).
Als vorletzten Schritt zeigen wir nun G = p#(π1(E, z0))a.

1. G ⊆ p#(π1(E, z0))
Sei c ∈ Ω0. Wir definieren ct ∈ Ω0 durch ct(τ) = c(tτ) ⇒ ct(1) = c(t).
Als nächstes finden wir ein stetiges c̃ : I → E, t 7→ [ct]G mit c̃(0) = z0 und (p ◦ c̃)(t) =
c(t). Also ist c̃ der Lift von c mit Anfangspunkt z0.
Sei nun c eine Schleife in x0 mit [c] ∈ G ≤ π1(X,x0).
Dann ist Ω0/ ∼3 [c]G = [x0]G, also c ∼G x0. c̃(1) = z0 und damit ist c̃ eine Schleife.
Es gilt p#([c̃]) = [c] ∈ G und somit G ⊆ p#(π1(E, z0)).

2. p#(π1(E, z0)) ⊆ G
Sei c̃ eine Schleife in z0. Dann ist p ◦ c̃ = c eine Schleife in x0.
Dann ist c̃ der eindeutige Lift von c mit Anfangspunkt z0.
Es folgt, dass c̃ mit dem oben konstruierten Lift übereinstimmt.

Also ist [c]G = c̃(1) = z0 und damit [c] ∈ G.

Schlussendlich bleibt nur noch die Eindeutigkeit bis auf Isomorphie zu zeigen.

Seien p : E → X und p′ : E′ → X zwei Überlagerungen, die die obigen Eigenschaften erfüllen

mit jeweiligem Basispunkt z0 und z
′
0.

Da sowohl E als auch E′ zusammenhängend ist, existieren f : E → E′ und f ′ : E′ → E mit

f(z0) = z′0, f
′(z′0) = z0, p ◦ f ′ = p′ und p′ ◦ f = p.

Damit gilt p ◦ (f ′ ◦ f) = p und p′ ◦ c(f ◦ f ′) = p′ mit f ◦ f ′(z′0) = z′0 und f
′ ◦ f(z0) = z0. Aus

der Eindeutigkeit für Lifts folgt dann: f ◦ f ′ = idE′ und f ′ ◦ f = idE .

Als Überlagerungstransformationen E
p−→ X werden gerade die Automorphismen E

p−→ X
bezeichnet.

Lemma 13.28. Sei f : E → E′ ein Morphismus. Falls E′ wegzusammenhängend ist, ist f eine

Überlagerung
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Definition 13.29 (Universelle Überlagerung). Sei p : E → X eine Überlagerung,E zusammen-

hängend. Dann heißt p : E → X universell, falls zu jeder Überlagerung p′ : E′ → X mit E′

zusammenhängend ein Morphismus f : E → E′ existiert.

Satz 13.30 (Universelle Überlagerung). Sei X eine zusammenhängende, topologische Mannig-

faltigkeit, x0 ∈ X . Dann ist eine Überlagerung p : E → X mit E einfachzusammenhängend

universell.

Die Gruppe der Überlagerungstransformationen von p : E → X ist isomorph zu π1(X,x0) und
gleichmächtig zu p−1({x0}).

Beispiele 13.31. Oben wurde bereits gezeigt, dass p : R → S1, r 7→ eir eine Überlagerungs-
abbildung darstellt. Nun ist die Überlagerungssabbildung exp 2πi-periodisch und wir erhalten,
dass alle Überlagerungstransformationen von der Form:

fk : R→ R, r 7→ r + 2πk k ∈ Z

sein müssen. Es gilt klarerweise fk + fl = fk+l und f0 = idR. Also ist die Gruppe der Deck-

transformationen isomorph zu Z und aus dem obigen Satz erhalten wir, dass π1(S
1, ·) = Z.

Definition 13.32. Sei (M, g) eine semi-riemannsche Mannigfaltigkeit, f : M̃ →M eine Über-

lagerung. Dann ist f bezüglich g̃ = f∗g eine lokale Isometrie.
f heißt dann semi-riemannsche Überlagerung.

Lemma 13.33. Sei f : M̃ → M eine riemannsche Überlagerung. Dann gilt M ist genau dann

vollständig, wenn M̃ vollständig ist.

Beweis. "⇐" Sei M̃ vollständig. Sei p ∈ M , v ∈ TpM . Wähle p̃ ∈ M̃ mit f(p̃) = p und

ṽ ∈ Tp̃M̃ mit d fp̃ṽ = v.
Sei cṽ : R → M̃ die Geodätische, gegeben durch ṽ. Dann ist c := f ◦ ctildev : R → M
eine Geodätische mit c(0) = p und ċ(0) = v.
Also istM (geodätisch) vollständig.

"⇒" SeiM vollständig. Sei (p̃n)n ⊆ M̃ eine Cauchy-Folge. Setze pn := f(p̃n) eine Cauchy-
Folge inM und somit pn → p ∈M .

Sei B2ε(p), so dass expp : B2ε(0p) → B2ε(p) ein Diffeomorphismus ist und 2ε(p) ⊆ U

gleichmäßig überlagert wird, d.h. p−1(U) =
⋃̇
α∈AUα.

Für alle p̃ ∈ f−1({p}): B2ε(p̃) ⊆ Uα(p̃).
Für n groß genug: d(p̃n, p̃m) ≤ ε

2
f : B2ε(p̃)→ B2ε(p) ist ein Diffeomorphismus.
⇒ ∃p̃ ∈ f−1(p) mit p̃n ∈ Bε(p̃) → p̃n → p̃.

Satz 13.34 (Zusatz zu Bonnet-Myers). SeiMn eine vollständige, zusammenhängende, riemann-

sche Mannigfaltigkeit, dimM = n ≥ 2. Sei κ > 0 und nehme an, dass ric ≥ κ(n − 1)g. Dann
ist π1(M) endlich.
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Beweis. Betrachte f : M̃ → M die universelle Überlagerung mit g̃ = f∗g. Dann gilt M̃ ist

zusammenhängend, vollständig und ric ≥ κ(n− 1)g̃.
Nach dem Satz von Bonnet-Myers 12.5 auf Seite 80 ist M̃ kompakt. f−1({x0}) ⊆ M̃ ist diskret.

Da M̃ kompakt ist, muss f−1({x0}) endlich sein.
⇒ #π1(M,x0) = #f−1({x}) <∞
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14 Satz von Hadamard-Cartan

Lemma 14.1. Seien (M̃, g̃) und (M, g) zusammenhängende, riemannscheMannigfaltigkeiten. Sei

M̃ vollständig und f : M̃ →M eine lokale Isometrie. Dann ist f eine Überlagerung.

Genauer gilt: Sei p ∈ M und ε > 0, so dass expp : B2ε(0p) → B2ε(p) ein Diffeomorphismus

ist. Dann sind die Bε(p̃) paarweise disjunkt, p̃ ∈ f−1({p}) und f : Bε(p̃) → Bε(p) ist ein
Diffeomorphismus für alle p̃ ∈ f−1({p})

Beweis. Wir beweisen das Lemma in mehreren Schritten.

1. M ist vollständig:

Sei p̃ ∈ M̃ , p = f(p̃). Sei v ∈ TpM . Dann existiert ein ṽ ∈ Tp̃M̃ : d fp̃ṽ = v.
Sei cṽ die zu ṽ gehörige Geodätische. Dann gilt cṽ : R→ M̃ .

c = f◦cṽ : R→M ist Geodätischemit c(0) = p und ċ(0) = v und damit ist cv : R→M
für alle v ∈ TpM .

2. f : M̃ →M ist surjektiv:

Sei q ∈M . NachHopf-Rinow 11.15 auf Seite 77 existiert eineGeodätische c : [0, d(p, q)]→
M mit c(0) = p und c(d(p, q)) = q.
Sei v = ċ(0). Sei nun p̃ ∈ f−1(p). Dann existiert genau ein ṽ ∈ Tp̃M̃ mit d fp̃ṽ = v.
Betrachte die zugehörige Geodätische cṽ : R→ M̃ . Dann gilt:

cv = f ◦ cṽ ist eodätische mit cv(0) = p und c̃v(0) = v.
⇒ cv(d(p, q)) = q ⇒ cṽ(d(p, q)) ∈ f−1(q).

3. Überlagerungseigenschaft: Sei ε > 0, so dass expp : B2ε(0p) → B2ε(p) ein Diffeomor-

phismus ist.

Nun ist f ◦ expp̃ = expp ◦ d fp̃︸ ︷︷ ︸
Diffeo

Damit ist zunächst f ◦ expp̃ ein Diffeomorphismus. expp̃ ist surjektiv, da nach Definition
Bε(p̃) = expp̃(Bε(0p̃)) und expp̃ ist injektiv, da f ◦ expp̃. Damit ist expp̃ ein Diffeomor-

phismus.

⇒ f : Bε(p̃)→ Bε(p) ist ein Diffeomorphismus.
Für p̃1 6= p̃2 ∈ f−1({p}) gitlBε(p̃1)∩Bε(p̃2) = ∅, denn nehme anBε(p̃1)∩Bε(p̃2) 6= ∅.
Dann existiert eine Geodätische der Länge ≤ 2ε, die p̃1 mit p̃2 verbindet. c = f ◦ c̃ ist
eine Geodätische von p nach p. L(c) < 2ε ⇒ c ∈ Bε(p). Ein Widerspruch.

Satz 14.2 (Hadamard-Cartan). SeiM eine zusammenhängende, vollständige, riemannsche Man-

nigfaltigkeit. KM ≤ 0. Dann ist für beliebiges p ∈ M expp : TpM → M die universelle

Überlagerung.

Beweis. Der Beweis erfolgt wieder in mehreren Schritten.

1. Zunächst behaupten wir, dass expp : TpM →M surjektiv ist.

DaM vollständig ist gilt nach Satz 11.15 (Hopf-Rinow) auf Seite 77, dass für jedes q ∈M
eine Geodätische cv : [0, d(p, q)]→M mit cv(0) = p und cv(d(p, q)) = q existiert.
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2. Als nächstes zeigen wir, dass expp : TpM →M ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Es genügt zu zeigen, dass d expp |v für jedes v ∈ TpM ein Diffeomorphismus ist und dazu

wiederum genügt uns die Injektivität von d expp |v .
Zur Erinnerung:

d expp |tv(w) =
J(t)

t

wobei J(t) ∈ Jc(M) mit J(0) = 0 und∇tJ(0) = J ′(0) = w, d.h. d expp |v(w) = J(1).
Falls d expp |v(w) = 0 für ein w 6= 0, dann existiert ein J längs cv mit J(0) = 0,

J(1) = 0 und es existiert ein t ∈ [0, 1] mit J ′(t) 6= 0, d.h. ‖J(0)‖2 = ‖J(1)‖2 = 0
und ‖J(t)‖2 > 0.
Aber ‖J(·)‖2 : [0, 1]→ R ist konvex, denn

〈J, J〉′′ = 2〈J ′, J〉′

= 2〈J ′, J ′〉+ 2〈J ′′, J〉
= 2 〈J ′, J ′〉︸ ︷︷ ︸

>0

−2 〈R(J, ċ)ċ, J〉︸ ︷︷ ︸
≤0

≥ 0

Damit ist J(t) = 0 für alle t ∈ [0, 1]. Also ist expp ein lokaler Diffeomorphismus und

expp(TpM, g̃)→ (M, g) mit g̃ = exp∗p g ist eine lokale Isometrie.

3. Als letztes bleibt noch die Vollständigkeit von (TpM, g̃) zu zeigen.
Diese folgt aber direkt aus der Beobachtung, dass Geodätische bezüglich g̃ genau die

Geraden durch 0p sind. Diese sind natürlich auf ganz R definiert und nach dem Satz von

Hopf-Rinow 11.15 auf Seite 77 ist (TpM, g̃) vollständig.
Mit Lemma 14.1 folgt dann, dass expp : TpM → M eine Überlagerung ist. Sie ist sogar

die universelle Überlagerung, da TpM einfachzusammenhängen ist.
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