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Une famille de systèmes dynamiques

G groupe de Lie semisimple de type non-compact

et Γ ⊂ G un sous-groupe discret.

Flots hyperboliques homogènes

Toute action non-triviale Γ\G x (at)t∈R ⊂ A

d’un tore déployé maximal A.

a := Lie(A), choisissons a+ une chambre de Weyl

positive fermée, a++ son intérieur.

Paramétrisation

Pour tout θ ∈ a, on pose φtθ(Γg) := Γgetθ.

Lorsque θ ∈ a+ non nul, φtθ est un flot

hyperbolique orienté, loxodromique si θ ∈ a++.

Soit M le sous-groupe compact tel que

AM = ZG (A) et M0 sa composante connexe en

l’identité.

SL(n,R)

diag(et1 , ..., etn )∑n
i=1 ti = 0

diag(t1, ..., tn)

t1 ≥ ... ≥ tn

diag(ε1, ..., εn)

εi ∈ {±1},
ε1...εn = 1

SO(n, 1)0et

1n−1

e−t


t∈R

.

t

0n−1

−t


t≥01

SOn−1

1



Flot hyperbolique homogène Γ\G x φtθ −→ Γ\G/M x φtθ flot des chambres de Weyl.

SO(n, 1)0 flot des repères flot géodésique
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hyperbolique orienté, loxodromique si θ ∈ a++.

Soit M le sous-groupe compact tel que

AM = ZG (A) et M0 sa composante connexe en

l’identité.
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Résultat

Théorème (thèse et préprint en préparation)

Soit G un groupe de Lie connexe, réel linéaire, semisimple sans facteur compact et

Γ < G discret, Zariski dense.

Alors il existe un sous-groupe normal d’indice fini

M0 CMΓ CM, une partition (Ω[m])[m]∈M/MΓ
d’un fermé AM-invariant tel que

(a) chaque Ω[m] est AMΓ-invariant ;

(b) les systèmes {(Ω[m], φ
t)}[m]∈M/MΓ

sont deux à deux conjugués ;

(c) si θ ∈ a++ et (Ω[e], φ
t
θ) est topologiquement mélangeant alors θ ∈

◦
B(Γ) ;

(d) lorsque M0 est abélien et θ ∈ a++, on a la réciproque de (c).

B(Γ) ⊂ a+ est le cône de Benoist de Γ, c’est un fermé, convexe d’intérieur non vide.

CNS de mélange pour SO(p, q)0 avec |p − q| ≤ 2, SL(n,C), SL(n,R) ...

Γ réseau irréductible : Howe-Moore ⇒ mélange sur Γ\G

Flot des repères de Γ\Hn i.e. Γ\SO(n, 1)0 x at

Maucourant- Schapira (2019) : Γ ⊂ G Zariski dense, alors le flot des repères est

topologiquement mélangeant sur son ensemble non-errant. Winter (2016) Γ convexe

cocompact.
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Cône de Benoist

Décomposition de Jordan
g =

partie

qui commutent

ge
elliptique

⊂ compact max

gh
hyperbolique

⊂ tore déployé max

gu
unipotente

⊂ unipotent max

Définition

Projection de Jordan, g ∈ G 7→ λ(g) ∈ a+ unique élément tel que gh ∼ eλ(g).

Lorsque λ(g) ∈ a++, on dit que g est loxodromique.

Cône de Benoist B(Γ) := ∪γ∈ΓR+λ(γ).

Théorème (Benoist 97’)

Lorsque Γ est Zariski dense, B(Γ) est un cône convexe fermé d’intérieur non vide.

Loxodromiques de Γ

γ = hγmγeλ(γ)h−1
γ

λ(Γ) ∩ a++ ⊂ B(Γ)
Orbites périodiques dans Γ\G/M
γhγ = hγmγeλ(γ) ∈ hγMeλ(g)
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Loxodromiques de Γ

γ = hγmγeλ(γ)h−1
γ

λ(Γ) ∩ a++ ⊂ B(Γ)
Orbites périodiques dans Γ\G/M
γhγ = hγmγeλ(γ) ∈ hγMeλ(g)
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γ ∈ Γlox alors w = hγM est φt
λ(γ)

périodique dans Γ\G/M où γ = hγmγeλ(γ)h−1
γ .



Ensembles invariants

γ ∈ Γlox alors w = hγM est φt
λ(γ)

périodique dans Γ\G/M où γ = hγmγeλ(γ)h−1
γ .

Dans Γ\G/M

Ω := {wA | θ ∈ λ(Γ) ∩ a++ et φtθ(w) périodique}.

Notons pG/M : G/M → Γ\G/M et pG : G → Γ\G , posons Ω̃ := p−1
G/M

(Ω).

K (resp. N) sous-groupe compact (resp. unipotent) maximal tels que G = KAN.

Notons πG/M : G → G/M et πK : K → G/MAN.

Théorème (Guivarc’h-Raugi 2007)

Soit Γ Zariski dense. Notons L(Γ) l’ensemble limite pour l’action Γ y G/MAN.Alors

il existe un sous-groupe normal d’indice fini M0 CMΓ CM et une partition en

sous-ensembles Γ-invariants minimaux et MΓ-invariants

π−1
K

(
L(Γ)

)
= t[m]∈M/MΓ

L[m](Γ) ⊂ K .

De plus, pour tout m ∈ M, on a L[m](Γ) = LeM (Γ)m.

π−1
G/M

(Ω̃) est AM-invariant à droite Décomposition d’Iwasawa : G = KAN

Ensembles invariants de Γ\G

Posons Ω̃[m] := L[m](Γ)AN ∩ π−1
G/M

(
Ω̃
)

et Ω[m] := pG (Ω̃[m]) = Γ\Ω̃[m].



Ensembles invariants

γ ∈ Γlox alors w = hγM est φt
λ(γ)

périodique dans Γ\G/M où γ = hγmγeλ(γ)h−1
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deux à deux conjugués.

(a) Notons πG/AM : G/M → G/AM.

Conze-Guivarc’h (2000), D.-Glorieux (2020)

Γ y πG/AM(Ω̃) a des orbites denses.

⇒ π−1
G/M

(Ω̃) est Γ-invariant et AM-invariant.

GR07 : L[m](Γ) est Γ-invariant et MΓ-invariant.

M normalise AN.

(b) GR07 : L[m](Γ) = LeM (Γ)m et M ⊂ ZG (A).

Condition nécessaire
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Réciproque

Fixons θ ∈
◦
B(Γ).

Énoncé de mélange

Pour tout Ũ, Ṽ ⊂ Ω̃[eM ] ouverts non vides, il

existe T > 0 tel que pour tout t ≥ T , il existe

γt ∈ Γ tel que Ũetθ ∩ γt Ṽ 6= ∅

• Fixer des sections locales s1, s2 : G → G/AM

définis O±1 ⊃ πG/AM(Ũ) et O±2 ⊃ πG/AM(Ũ).

En utilisant les décompositions de Bruhat et

d’Iwasawa.

Énoncé (bis)

U± × UAM ⊂
(
O±1 ∩ πG/AM(Ω̃)

)
× AMΓ et

V± × VAM ⊂
(
O±2 ∩ πG/AM(Ω̃)

)
× AMΓ, il

existe T > 0 tel que pour tout t ≥ T , il existe

γt ∈ Γ tel que

s1(U±)UAMetθ ∩ γts2(V±)VAM 6= ∅.

On va chercher γt ∈ Γ tel que

γtsV = sUe
tθUAMV−1

AM ,

avec (sV , sU) ⊂ s1(U±)× s2(V±).

Conze-Guivarc’h (2000), D.-Glorieux (2020)

Γ y πG/AM(Ω̃) a des orbites denses.

⇒ On va pouvoir supposer sU = sV et on va

chercher

γt ∈ {hUetθUAMV−1
AMh−1

U ; hU ∈ sU}.

Lorsque t est grand,

etθUAMV−1
AM ∈ A++MΓ ⇒ γt est loxodromique.
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Pour tout Ũ, Ṽ ⊂ Ω̃[eM ] ouverts non vides, il

existe T > 0 tel que pour tout t ≥ T , il existe

γt ∈ Γ tel que Ũetθ ∩ γt Ṽ 6= ∅
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En utilisant les décompositions de Bruhat et

d’Iwasawa.

Énoncé (bis)

U± × UAM ⊂
(
O±1 ∩ πG/AM(Ω̃)

)
× AMΓ et

V± × VAM ⊂
(
O±2 ∩ πG/AM(Ω̃)

)
× AMΓ, il

existe T > 0 tel que pour tout t ≥ T , il existe

γt ∈ Γ tel que

s1(U±)UAMetθ ∩ γts2(V±)VAM 6= ∅.

On va chercher γt ∈ Γ tel que

γtsV = sUe
tθUAMV−1

AM ,

avec (sV , sU) ⊂ s1(U±)× s2(V±).

Conze-Guivarc’h (2000), D.-Glorieux (2020)

Γ y πG/AM(Ω̃) a des orbites denses.

⇒ On va pouvoir supposer sU = sV et on va

chercher

γt ∈ {hUetθUAMV−1
AMh−1

U ; hU ∈ sU}.

Lorsque t est grand,

etθUAMV−1
AM ∈ A++MΓ ⇒ γt est loxodromique.
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• Fixer des sections locales s1, s2 : G → G/AM
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Produit d’éléments loxodromiques génériques

On va chercher γt ∈ Γ loxodromique tel que γt ∈ {hUetθUAMV−1
AMh−1

U ; hU ∈ sU}.

Pour tout g ∈ G lox , il existe hg ∈ G tel que ghg ∈ eλ(g)Mhg et hg est défini modulo

multiplication à droite par AM.

Projection de Jordan localement étendue

Soit s : O±s ⊂ G/AM → G une section. Pour tout g ∈ G lox tel que hgAM ∈ O±s , on

définit

Ls(g) := s(hgAM)−1 g s(hgAM) ∈ Meλ(g).

G/AM s’identifie à l’espace des couples de points transverses de G/MAN.

hg ↔ g± couple de drapeaux attractif et répulsif pour g y G/MAN.

Proposition

Soient 0 < ε ≤ r et gk , ..., g1 ∈ G des éléments (r , ε)-loxodromiques et r -génériques.

Pour tout choix de projections de Jordan étendues Lk , ...,L1 de sorte que chaque

Li (gi ) est bien définie, il existe Rk , ...,R1 ∈ AM tels que pour tout nk , ..., n1 ≥ 1

Lk (g
nk
k ...gn1

1 )
lδr,ε
' Lk (gk )nk )Rk ...L1(g1)n1 )R1,

et g = g
nk
k ...gn1

1 est (2r , 2ε)-loxodromique avec (g+, g−) ∈ B(g+
k , ε)× B(g−1 , ε).
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Li (gi ) est bien définie, il existe Rk , ...,R1 ∈ AM tels que pour tout nk , ..., n1 ≥ 1

Lk (g
nk
k ...gn1

1 )
lδr,ε
' Lk (gk )nk )Rk ...L1(g1)n1 )R1,

et g = g
nk
k ...gn1

1 est (2r , 2ε)-loxodromique avec (g+, g−) ∈ B(g+
k , ε)× B(g−1 , ε).
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Cas ZG (A) abélien

Lk (g
nk
k ...gn1

1 )
lδr,ε
' Lk (gk )nk )Rk ...L1(g1)n1 )R1,

L : G lox → M exp(a++) ne dépend plus des choix de sections.

Théorème Guivarc’h-Raugi (2007)

Γ Zariski dense. Alors 〈L(Γlox )〉 = AMΓ.

Proposition Benoist (1997)

Soit Γ Zariski dense et θ de l’intérieur de B(Γ). Alors il existe un système de

générateurs r -générique S ⊂ Γ et εn → 0 tels que

• θ est dans l’intérieur du cône polygonal non dégénéré engendré par λ(S).

• Pour tout n ≥ 1, la famille Sn d’éléments (r , εn)-loxodromiques et r -génériques

engendre un Schottky Zariski dense.

n ≥ 1 posons le Γ/〈Sn〉 revêtement 〈Sn〉\G ⊃ Ω̂[eM ] x φtθ −→ Ω[eM ] x φtθ.

Prop + G-R + Prop ⇒ L(g
nk
k ...gn1

1 ) est lδr,ε dense dans M〈Sn〉 expC(λ(S)).

M0 /M〈Sn〉 /MΓ /M sont tous d’indice finis ! Famille de ’cônes’ expC(λ(S))M〈Sn〉m̂

où m̂ ∈ MΓ/M〈Sn〉 qui se chevauchent dans A++.
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générateurs r -générique S ⊂ Γ et εn → 0 tels que

• θ est dans l’intérieur du cône polygonal non dégénéré engendré par λ(S).

• Pour tout n ≥ 1, la famille Sn d’éléments (r , εn)-loxodromiques et r -génériques

engendre un Schottky Zariski dense.

n ≥ 1 posons le Γ/〈Sn〉 revêtement 〈Sn〉\G ⊃ Ω̂[eM ] x φtθ −→ Ω[eM ] x φtθ.

Prop + G-R + Prop ⇒ L(g
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1 ) est lδr,ε dense dans M〈Sn〉 expC(λ(S)).

M0 /M〈Sn〉 /MΓ /M sont tous d’indice finis ! Famille de ’cônes’ expC(λ(S))M〈Sn〉m̂

où m̂ ∈ MΓ/M〈Sn〉 qui se chevauchent dans A++.
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1 ) est lδr,ε dense dans M〈Sn〉 expC(λ(S)).

M0 /M〈Sn〉 /MΓ /M sont tous d’indice finis ! Famille de ’cônes’ expC(λ(S))M〈Sn〉m̂
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