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Mélange topologique :
Q ~ ¢t est topologiquement mélangeante si pour tout U,V C Q, il existe T > 0 tel
que ¢H(U) NV # O pour tout t > T.
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Flots diagonaux positifs

G groupe de Lie semisimple de type non-compact
et [ C G un sous-groupe discret.

A 1
Flots diagonaux SL(n, R) 80(n, 1)o
Toute action non-triviale T\G ~ (a¢)tecr C A et
d'un tore déployé maximal A. diag(e™, ..., e') 1,1
. - i ti=0 et
a := Lie(A), choisissons a® une chambre de Weyl teR
positive fermée, at" son intérieur. t
diag(ti, ..., tn)
P P Op—1
aramétrisation t] > ... 2>ty :
Pour tout 6 € a, on pose ¢} (I'g) := get?. £=0
Lorsque 6 € a® non nul, ¢}, est un flot diagonal diag(e1, ..., €n) 1
positif, strictement positif si 0 € att. g € {£1}, SOp_1
€1...€p = 1 1

Soit M le sous-groupe compact tel que
AM = Z;(A) et My sa composante connexe en
I'identité.
Flot diagonal \G ~ ¢, — T\G/M ~ ¢}, flot des chambres de Weyl.
SO(n, 1)° flot des reperes flot géodésique



Résultat

Théoreme (préprint soumis)

Soit G un groupe de Lie connexe, réel linéaire, semisimple sans facteur compact et
[ < G discret, Zariski dense. Alors il existe un sous-groupe normal d'indice fini

Mo <t Mr <t M, une partition (Qy)){mem/m, d'un fermé AM-invariant tel que

(2) chaque Q[ est AMr-invariant ;

(b) les systemes {(Q(m], #*) }mjem/m; sont deux a deux conjugués ;

(c) si O €att et (Q,dh) est topologiquement mélangeant alors 0 € l%’(l') :

(d) lorsque Mg est abélien et 6 € a™, on a la réciproque de (c).

B(T) C at est le cone de Benoist de I', c'est un fermé, convexe d'intérieur non vide.
CNS de mélange pour SO(p, q)o avec |p — g| < 2, SL(n,C), SL(n,R) ...

I réseau irréductible : Howe-Moore = mélange sur '\G
Flot des repéres de N\H" i.e. N'\SO(n,1)o ~ a;

Maucourant- Schapira (2019) : ' C G Zariski dense, alors le flot des repeéres est
topologiquement mélangeant sur son ensemble non-errant. Winter (2016) I' convexe

cocompact.



Cone de Benoist

Décomposition de Jordan

g = 8e Eh 8u
partie elliptique hyperbolique unipotente
qui commutent C compact max C tore déployé max C unipotent max
Définition

Projection de Jordan, g € G — \(g) € a™ unique élément tel que gj, ~ e,
Lorsque A(g) € a™™, on dit que g est loxodromique.
Céne de Benoist B(I') := UyerR A(7y).

Théoréme (Benoist 97°)

Lorsque I est Zariski dense, B(I) est un cone convexe fermé d’intérieur non vide.

Loxodromiques de I
v = hymyerMhT!

Orbites périodiques dans N'\G/M

++
AMNa C B(r) vhy = hfymwe’\(”f) S h,YMe’\(g)



~ €T alors w = hy M est ¢f\(“/) périodique dans N'\G/M ou v = h,ym,yek(v)hgl.

SL(3,R)




Ensembles invariants

v € TP alors w = hyM est ¢S () Périodique dans MN\G/M o = hymyerM ATt
Dans N'\G/M

Q:={wA | 0l Natt et ¢f(w) périodique}.

Notons pg/y : G/M — T\G/M et pc : G — I'\G, posons Q= pg/lM(Q).
K (resp. N) sous-groupe compact (resp. unipotent) maximal tels que G = KAN.
Notons g /p : G — G/M et mi : K — G/MAN.

Théoreme (Guivarc’h-Raugi 2007)

Soit I Zariski dense. Notons L(I') I'ensemble limite pour I'action I ~ G/MAN.
Alors il existe un sous-groupe normal d’indice fini My < M << M et une partition en
sous-ensembles -invariants minimaux et Mr-invariants

i (L(M) = Ugapem/me Lim) (7) € K-
De plus, pour tout m € M, on a Lj(T") = Ley, (IF)m.
WE/IM(EZ) est AM-invariant a droite Décomposition d'lwasawa : G = KAN

Ensembles invariants de '\ G

Posons ﬁ[m] = L[m](I')AN n ﬂ'(_;/lM (ﬁ) et Q[m] = pg(ﬁ[m]) = I'\ﬁ[m]



(a), (b) et (c)

G
Q) = F\ﬁ[m]. Conze-Guivarc’h (2000), D.-Glorieux (2020)

ﬁ[m] — L[m](F)ANOTrf/lM (ﬁ) et (a) Notons 7 /anm : G/M — G/AM.

Enoncés rm~ WG/AM(ﬁ) a des orbites denses.

= TrE/lM(YNZ) est [-invariant et AM-invariant.

. . GRO7 : Liy(I) est M-invariant et Mr-invariant.
(b) les syftemes {(Ql[m],¢l> )} mjem/mp sont M normalise AN.
deux a deux conjugués.

(a) chaque Q[ est AMr-invariant ;

(b) GRO7 : L[m](r) = Ley, (Mm et M C Zg(A).
Condition nécessaire

o
(c) si 0 € at™ et (), ¢h) est topologiquement mélangeant alors 6 € B(T)

76 /M(Qe)) = QN ¢f) est topologiquement mélangeant.

Théoreme (D.-Glorieux)
Soit G un groupe de Lie connexe, réel linéaire, semisimple sans facteur compact et
I < G discret, Zariski dense et § € at+.

Alors Q qﬁg est topologiquement mélangeant ssi 6 est dans |'intérieur du céne de
Benoist.



Réciproque

Fixons 0 € l%’(r)

Enoncé de mélange

Pour tout U, % C ﬁ[eM] ouverts non vides, il
existe T > 0 tel que pour tout t > T, il existe
~¢ € T tel que Uet® N~V # 0

e Fixer des sections locales si,s; : G — G/AM
définis Oli D) TFG/AM(U) et Ozi D WG/AM(U)-
En utilisant les décompositions de Bruhat et
d’lwasawa.

Enoncé (bis)

UE x Uay C (Ol:t ﬂﬂg/AM(ﬁ)) X AMr et
VE x Vam C (05 Nmg am(Q)) x AMr, il
existe T > 0 tel que pour tout t > T, il existe

vt € T tel que
Sl(Ui)UAMete m’YtSQ(Vi)VAM = 0.

On va chercher 4; € T tel que
Yesv = syet? Uam V;,le
avec (sv,sy) C s1(UF) x s(VE).

Conze-Guivarc’h (2000), D.-Glorieux (2020)

rm~ WG/AM(ﬁ) a des orbites denses.

= On va pouvoir supposer sy = sy et on va
chercher

Yt € {hUetGUAMV;A},hal ; hy € Su}.

Lorsque t est grand,
et Uppm VA_,VI, € AT Mr = 4; est loxodromique.



Produit d’éléments loxodromiques cas abélien

On va chercher ¢ € T loxodromique tel que v¢ € {hyet® Uapm V;,Vl,hfjl » hy € sy}

Pour tout g € G'%, il existe hy € G tel que ghy € e*&) Mhg, et hy est défini modulo
multiplication a droite par AM.

Projection de Jordan généralisée

Pour tout g € G’ et hg qui diagonalise g, on définit

L(g)=h' g hy € MeN&),

G/AM s'identifie a I'espace des couples de points transverses de G/MAN.
hg gjE couple de drapeaux attractif et répulsif pour g ~ G/MAN.

Proposition
Soient 0 < € < r et gg, ...,81 € G des éléments (r,e)-loxodromiques et r-génériques.
Il existe Ry, ..., R1 € AM tels que pour tout ng,...,n; > 1

n, n I6r,e
L(gk. &) =~ L(gk)" Ry..-L(g1)" R,

et g = g.*...g;" est (2r,2¢)-loxodromique avec (g*,g7) € B(g;,¢) x B(gy ,¢).



Cas Z;(A) abélien

16, ¢
L(g*..g") ~ L(g)™Ri---L(g1)"Ra,
L: G — Mexp(att) projection de Jordan généralisée.

Théoréme Guivarc’h-Raugi (2007)
I Zariski dense. Alors (£(Ix)) = AM.

Proposition Benoist (1997)
Soit ' Zariski dense et 0 de I'intérieur de B(I"). Alors il existe un systeme de
générateurs r-générique S C I et €, — 0 tels que

e 0 est dans l'intérieur du céne polygonal non dégénéré engendré par \(S).

e Pour tout n > 1, la famille S, d'éléments (r,e,)-loxodromiques et r-génériques

engendre un Schottky Zariski dense.

Remplir chaque composante connexe n > 1 posons le I'/(S,) revétement

(So\G D Qpeyy) N 5 — Qeyy B

Prop 4+ G-R + Prop = L(g,*...g{") est I5,,c dense dans M;s,y exp C(A(S)).
Chevauchement de cénes My < M5 y < Mr < M sont tous d'indice finis | Famille de
‘cdnes’ exp C(A(S))Ms,y M ot m € Mr/Ms,y qui se chevauchent dans AT+,



Merci de votre attention !




