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Chapitre 1

Introduction

Dans cette these, on étudie ’action de sous-groupes a un parametre de groupes de Lie
sur des espaces homogenes, du point de vue de la dynamique topologique.

Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire et de type non-compact,
c’est-a-dire qu’il n’admet pas de sous-groupes distingués euclidiens ou compacts, par
exemple SL(3,R) ou SL(2,R) x SL(2,R). Soit I' un sous-groupe discret de G et A un
tore déployé maximal de G. On s’intéresse a l'action par multiplication a droite de A
sur I'\G.

On peut se poser des questions de dynamique topologique sur ’action de A a droite
sur les sous-ensembles fermés A—invariants non vides 2 de I'\G. Existe-t-il des orbites
denses pour 'action de A sur € ?

Pour comprendre plus précisément 'action de A sur §2, on peut s’intéresser aux
propriétés de dynamique topologique des actions de sous-groupes a un parametre de
A sur Q. En effet, si (¢f);cr est un sous-groupe & un parametre de A i.e. un flot,
on va non seulement pouvoir se demander s’il existe des orbites denses dans {2 pour
ce flot mais aussi s’il est topologiquement mélangeant, c¢’est-a-dire si pour tout couple
d’ouverts non vides de {2, il existe un temps a partir duquel 'image du premier ouvert
par ¢! va toujours intersecter le second.

Question 1. Soit Q un sous-ensemble fermé A—invariant non vide de T'\G. Soit
(¢')ier un sous-groupe a un paramétre de A.

Le systeme dynamique topologique (S, ¢') admet-il des orbites non-divergentes ?
denses ? est-il topologiquement mélangeant ¢

Considérons un sous-groupe compact maximal K et un sous-groupe unipotent max-
imal N de sorte qu’on ait une décomposition d’Iwasawa G = KAN. Notons M le
centralisateur de A dans K, de sorte que A et M commutent. Notons a 'algebre de
Lie de A et considérons une chambre de Weyl a™ C a. C’est un domaine fondamental
pour l'action du normalisateur de a dans K. L’action de A et de sous-groupes a un
parametre de A par multiplication & droite sur G induit une action par multiplication
a droite sur G/M. Dans cette these, on a aussi étudié I'action des sous-groupes a un
parametre de A sur I'\G/M.

La projection de Cartan x : G — a® d’un élément g € G est I'unique élément dans
at tel que g € Ke"9 K. La projection de Jordan X : G — at encode les informations
sur les valeurs propres des éléments de G, elle vérifie pour tout g € G la convergence
suivante

1
lim ~k(g") = A(g).
Jim —r(g") = Alg)



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Contexte

Dans le cas particulier ou I' est un réseau irréductible du groupe de Lie réel semisimple
de type non-compact G, le Théoreme de Howe-Moore permet d’obtenir le mélange
topologique de tout sous-groupe & un parametre non relativement compact de G.

On supposera dans cette these que I'\G est de volume infini.

Supposons d’abord que G = SL(2,R). Dans ce cas, G/M s’identifie au fibré unitaire
tangent 7'H? du plan hyperbolique H?. L’action par multiplication & droite de A sur
G /M s’identifie & I'action du flot géodésique sur TTH?. Soit I' un sous-groupe discret,
non élémentaire de G agissant proprement discontinuement et librement sur H?. Les
travaux par exemple de Hopf, Hedlund, Bowen, Margulis, Sullivan, Eberlein, Shub etc...
ont permis de prouver que le flot géodésique est topologiquement mélangeant sur son
ensemble non-errant.

Supposons que G = SO(n,1)p et I' est un sous-groupe discret, Zariski dense de
G. L’espace homogene G/M s’identifie au fibré unitaire tangent T'H" de I’espace
hyperbolique H” et G s’identifie au fibré des reperes FH". L’action par multiplication
a droite de A sur G s’identifie au flot des reperes sur FH". Sur le quotient G/M, elle
correspond & 1’action du flot géodésique sur T'H"™. Notons Q C I'\G /M I’ensemble non-
errant du flot géodésique, Q¢ son image réciproque par la projection I'N\G — I'\G/M.
D’apres les travaux de D. Winter [Winl5], F. Maucourant et B. Schapira [MS19], le
flot des reperes est topologiquement mélangeant sur (2q.

Le théoreme suivant, di a F. Dal’bo a fourni une stratégie globale pour prouver les
résultats de mélange de cette these.

Théoréme 2 (Théoreme A [Dal00] ). Soit (X,d) une variété riemannienne connexe,
simplement connexe, dont la courbure sectionnelle est majorée par —1. Soit I un groupe
d’isométries non-élémentaire agissant proprement discontinuement librement sur X.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Le sous-groupe engendré par les longueurs de translation des isométries hyper-
boliques de T est non-arithmétique.

(b) Le flot géodésique est topologiquement mélangeant sur son ensemble non-errant

Qc TYI\X).

D’apres I. Kim [Kim06] et Y. Benoist [Ben00], lorsque I' est un sous-groupe Zariski
dense de G, la condition (a) est vérifiée. On peut appliquer le théoreme précédent
sur les espaces symétriques de la forme G/K lorsque G est un groupe de Lie connexe,
semisimple, réel linéaire de type non-compact pour lequel dim A = 1, i.e. de rang réel 1.

Dans cette these, on supposera que dim A > 2, ce qui est le cas pour G = SL(3,R)
ou SL(2,R) x SL(2,R). On interprete l'espace homogene G/M grace aux images dans
G/K des orbites des images des chambres de Weyl { g.(ec‘Jr K)}4ec comme on pourrait le
faire sur H?, en identifiant les éléments du fibré unitaire tangent & des demi-géodésiques.
La projection de Jordan A : G — a™ qui encode toutes les informations sur les valeurs
propres des éléments de G va jouer un role analogue aux longueurs de translations des
isométries de H?. Les éléments loxodromiques, i.e. les éléments de G dont la projection
de Jordan sont dans 'intérieur a™ de la chambre de Weyl, vont jouer le méme role
que les isométries hyperboliques.

Le bord de Furstenberg F := G/M AN va jouer un role similaire au bord géométri-
que de H2. Grace & celui-ci, on va pouvoir définir un sous-ensemble fermé Q C T'\G/M
naturellement A—invariant. Pour G = SL(n,R), J-P. Conze et Y. Guivarc’h ont prouvé
[CGO02, Théoreme 6.4 | qu’il existait une A—orbite dense dans €.



1.2. LE CONE LIMITE 3

1.2 Le coOne limite

Le cone limite, défini par Y. Benoist dans [Ben97b] est donné par

c(m) == |J RyA().

yell

Théoréme 3 ( [Ben97b] ). Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire
de type non-compact. Soit I' un sous-groupe Zariski dense, discret de G.
Alors le cone limite C(I') est convezxe d’intérieur non vide.

Il se trouve que le cone limite est relié a la question de marche aléatoire suivante.

Question 4. Tirons au hasard, de maniére indépendante et selon la méme lot de prob-
abilité, une suite d’éléments (by)p>1 dans I'. Quel est le comportement asymptotique
en projection de Cartan et Jordan des éléments de la suite (by...bp)n>1 ?

Notons M‘}f (") Pensemble des mesures de probabilité p & support fini dans I" et
dont le support engendre un sous-semigroupe Zariski dense de GG. D’apres le Théoreme
de Furstenberg-Kesten [FK60], pour toute mesure p € Mséf (T"), presque sirement, la
suite #(X,...X1) converge vers une limite indépendante de I’aléa. Sa limite, notée o,
est appelée le vecteur de Lyapunov de p. Y. Guivarc’h et A. Raugi [GR85], Goldsheid
et Margulis [GM89], ont démontré que pour toute mesure de probabilité u € M}f (),
alors o, € a™*. Le résultat suivant, prouvé par C. Sert dans sa thése [Ser16] et dont on
trouvera une version dans [BS18] est plus précis. On I’énonce dans le cas des mesures
a support fini.

Théoréme 5 ( Proposition 5.5 [BS18]). Soit G un groupe de Lie semisimple réel
linéaire, connexe, de type non-compact. Soit I un sous-semigroupe Zariski dense de G.
Alors pour tout p € M‘;f(F),

oy EE(F).

On peut se demander, a 'inverse, si tout vecteur dans 'intérieur du cone limite
est un vecteur de Lyapunov. Nous donnons une réponse affirmative : énoncons le
Théoreme 3.5 dans le cas ou I' est un sous-groupe.

Théoreme I. Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire, conneze, de type non-
compact. Soit I' un sous-groupe Zariski dense de G.
Alors Uapplication (continue)

o M (T) — C(I)
p— oy

est surjective.

Il se trouve que le cone limite est relié aux problématiques de mélange. Lorsque I'
est un sous-groupe ”"Ping-Pong” de PSL(n,R), X. Thirion [Thi07] a prouvé le mélange
en mesure pour une mesure infinie qui charge les ouverts de €2, pour un sous-groupe
a un parametre particulier de A, celui associé au vecteur de croissance. Lorsque I’
est I'image d’une représentation hyperconvexe Zariski dense, A. Sambarino [Saml5,

[¢]

Théoréeme B| a prouvé que pour tout 6 € C(I'), action du sous-groupe & un parametre
Ap := exp(RA) est mélangeante pour une mesure infinie qui charge les ouverts de
Q2. On peut ainsi utiliser ce résultat pour en déduire que pour toute image I' d’une
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représentation hyperconvexe Zariski dense, pour tout 6 € E (T"), 'action du sous-groupe
Ag sur  C I'\G/M est topologiquement mélangeante.

Dans cette these, G est un groupe de Lie connexe semisimple réel linéaire de type
non-compact et on suppose seulement que I' est un sous-groupe discret, Zariski dense
de G.

Le résultat suivant est tiré de l'article co-écrit avec O. Glorieux. Il généralise un
théoreme de transitivité de ’action de A par multiplication & droite sur le sous-ensemble
naturel 2 C I'\G/M prouvé par J-P. Conze et Y. Guivarc’h dans SL(n,R).

Théoréme II (Théoreme 4.1 de [DG18]|, Théoreme 5.8 dans la these ). Soit G un
groupe de Lie, semisimple, connexe, réel linéaire et de type non-compact. Soit I' un
sous-semigroupe discret, Zariski dense de G.

Alors Uaction par multiplication a droite de A sur € est topologiquement transitive.

Voici le théoréme principal de mélange sur I'\G /M.

Théoréme III (Théoreme 1.1 [DG18], Théoreme 6.9 dans la these ). Soit G un groupe
de Lie semisimple réel linéaire, connexe, de type non-compact. Soit I' un sous-groupe
Zariski dense, discret de G. Soit 0 € a™T.

Alors laction par multiplication d droite de Ag sur Q) est topologiquement mélangeante
si et seulement si 0 est dans l'intérieur du cone limite C(I").

Etudions maintenant I'action de sous-groupes a un parametre de A sur I'\G. Notons
ma/m @ G — G/M la projection naturelle. Celle-ci est équivariante pour I'action par

multiplication a gauche de G, ainsi, elle induit la projection 7p\g/ar : T\G — T'\G/M.
~1

ey 1(2). C’est un sous-ensemble naturellement A—invariant de G.

Notons Qg :=m
Théoréme IV ( Théoreme 6.16 dans la these). Soit G un groupe de Lie semisimple
réel linéaire, connexe, de type non-compact. On suppose que M est abélien et connexe.
Soit T' un sous-groupe Zariski dense, discret de G. Soit € a™.

Alors Daction par multiplication a droite de Ag sur Qa est topologiquement mélangeante
si et seulement si 6 est dans l'intérieur du cone limite C(I").

Ce théoreme est donc vérifié pour SL(n, C), SO¢(p, p+2). Le Théoréme 6.16 propose
un énoncé plus général, sous I’hypothese que M est abélien, non nécessairement con-
nexe, ce qui est le cas pour SL(n,R). Les méthodes utilisées ne permettent cependant
pas encore de prouver le cas général ou M est non abélien. Une autre limitation est
qu’elles ne permettent pas de traiter le cas des sous-groupes Ag o1 6 € da™.

1.3 Plan de la theése

Dans le chapitre 2, on trouvera d’abord un rappel de la correspondance entre espaces
symétriques et groupes de Lie semisimples. Ensuite, on y énonce les décompositions
usuelles de Cartan, Jordan, Iwasawa et Bruhat des groupes de Lie. Puis on définit les
sous-semigroupes de Schottky, en se basant sur ’exposition des articles d’Y. Benoist
[Ben96], [Ben97b] et [Ben00]. Enfin, on redonne des preuves des estimations des pro-
jections de Jordan et de Cartan des éléments des sous-semigroupes de Schottky.

Le chapitre 3 est consacré a la preuve du Théoreme I. Donnons les étapes impor-
tantes de la preuve. Fixons un point 6 de I'intérieur du cone limite.
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(1)

Un premier lemme, le Lemme 3.23, permet de construire une famille finie S C T,
de cardinal dim a, vérifiant plusieurs conditions techniques, en particulier telle
que le cone

Coi=> RyA(y)

yeS

soit convexe d’intérieur non vide et contienne # dans son intérieur et telle que
pour tout n > 1, le sous-semigroupe engendré par {y" | v € S} est Schottky
Zariski dense de G.

Un lemme de convexité, le Lemme 3.25, permet de recouvrir un translaté de ce
cone par une famille de simplexes & dim a + 1 sommets de a, non inclus dans un
hyperplan de a, dont les sommets sont des projections de Jordan d’éléments du
sous-semigroupe engendré par S. L’unicité des coordonnées barycentriques pour
ces simplexes de a permet d’associer, pour chaque point d’un tel simplexe, une
unique mesure de probabilité dans ./\/l}f (T).

On prouve un lemme clé d’estimation du vecteur de Lyapunov lorsque le support
de la mesure est dans un sous-semigroupe Schottky, le Lemme 3.21. La preuve de
ce lemme utilise la loi des grands nombres sur G et les estimations en projection
de Cartan des éléments des sous-semigroupes Schottky.

On utilise ensuite la continuité de ’application

M3 (1) — ¢(T)
p—> oy

die & Furstenberg et Kifer [FK83] pour définir, pour chaque simplexe de la famille
construite a I’étape (2), une application continue a valeurs dans a, déplagant de
maniére controlée les points, le terme d’erreur étant donné par 1'étape (3).

On applique le Lemme 3.26, avatar du théoreme de point fixe de Brouwer, sur ces
applications, ce qui permet de prouver qu’excepté les points qui sont trop pres
du bord des simplexes de I’étape (2), tous les autres points de leur intérieur sont
des vecteurs de Lyapunov. On remplit ainsi un translaté du cone Cy de vecteurs
de Lyapunov.

Enfin, on utilise que I' est un sous-groupe pour contracter de maniere uniforme
vers 0 et continuement ces vecteurs de Lyapunov. On réalise ainsi I'intérieur du
cone convexe Cy par des vecteurs de Lyapunov. En particulier, 6 est un vecteur
de Lyapunov pour une mesure a support fini dans I', dont le support engendre
un sous-semigroupe Zariski dense de G.

Dans le chapitre 4, on met en place les outils pour prouver les théoremes de mélange
(ITI et IV) : les coordonnées de Hopf de G/M ainsi que deux systémes de coor-
données naturelles de GG, une basée sur la décomposition d’Iwasawa, ’autre basée sur
la décomposition de Bruhat. Les coordonnées de Hopf de G/M, dont on pourra aussi
trouver une construction dans la these de X. Thirion [Thi07] ou encore dans ’article
[DG18], généralisent les coordonnées de Hopf pour T'H?, ot le bord de Furstenberg
F = G/MAN va jouer le méme réle que le bord géométrique OH? et la sous-algebre de
Cartan a va jouer le méme role que la coordonnée réelle. On obtient ainsi un plongement

G/M — F x F x a,
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ou l'action par multiplication a gauche de G se lit de maniere G—équivariante dans les
deux premieres coordonnées et dans la derniére coordonnée par un cocycle. L’action
par multiplication & droite par A sur G/M se lit par une translation dans la derniere
coordonnée, tout en fixant les deux premieres. Les coordonnées d’Iwasawa-Hopf de G
sont modelées sur les coordonnées de Hopf de G/M en relevant la premiere coordonnée
dans F d’un élément g € G par sa coordonnée dans K de la décomposition d’Iwasawa
G=KAN
G— K x F xa.

Enfin, pour pouvoir mieux lire I’action a gauche de GG, on scinde grace a la décomposition
de Bruhat, la coordonnée dans K en cartes locales a valeurs dans F x M pour obtenir
les coordonnées locales de Bruhat-Hopf de GG, & valeurs dans F X F X a X M.

La derniere partie de ce chapitre est modelée sur la derniere partie du chapitre 2, dans
le sens ol on généralise la projection de Jordan dans ax M et on prouve des estimations
sur la projection généralisée des éléments de sous-semigroupes de Schottky. L’article
d’Y. Guivarc’h et A. Raugi [GRO7] a été source d’inspiration pour cette derniére partie.

Le chapitre 5 est un intermede au chapitre 6. On y définit les ensembles I'—invariants
et A—invariants naturels de G/M et G grace aux coordonnées définies au chapitre 4.
Grace au théoreme principal de ce chapitre, le Théoréme 5.2, on prouve des conditions
nécessaires de transitivité topologique de I’action des sous-groupes Ag avec 6 € a™ sur
'\G/M et T'\G ( Corollaire 5.4 et Proposition 5.17 ).

Dans le chapitre 6, on prouve les théorémes de mélange dans G/M et dans G,
Théoremes III et IV, dans le cas ou M est un sous-groupe abélien. Fixons une direction
0 de l'intérieur a™" de la chambre de Weyl. Supposons d’abord que I’action de Ay
sur 2 est topologiquement mélangeante. On utilise alors les conditions nécessaires de
transitivité topologique du chapitre 5 pour en déduire que 8 est dans l'intérieur du cone
limite.

Donnons les étapes principales de la preuve du sens inverse : si 6 est un point de
Iintérieur du cone limite, alors 'action de Ay sur g est topologiquement mélangeante.

On utilise d’abord le théoreme de non-arithméticité d’Y. Benoist [Ben00, Proposi-
tion 1] et les lemmes de densité (Lemmes 6.5, 6.6) pour prouver la Proposition 6.7, don-
nant la densité dans un translaté d’un cone convexe d’intérieur non vide dont 'intérieur
contient #, des projections de Jordan d’éléments loxodromiques dont les points fixes at-
tractifs et répulsifs sont dans des petits ouverts de F x F.

Ensuite, grace au théoréeme de non-arithméticité d’Y. Guivarc’h et A. Raugi [GRO7,
Théoreme 1.1 ] et au dernier lemme de densité, le Lemme 6.12, on prouve une proposi-
tion de décorrélation du cocycle donné par les coordonnées de Bruhat-Hopf d’élément
loxodromiques dans a x M, la Proposition 6.13.

Enfin, on conclut la preuve du Théoreme IV de mélange dans I'\G/M grace au
théoreme transitivité topologique de 'action de A sur €2, Théoreme II, et aux coor-
données de Bruhat-Hopf.

L’hypothese M abélien est cruciale pour prouver les Lemmes 6.6, 6.12 et donc la
proposition de décorrélation mais ne sert pas ailleurs, dans les chapitres 4 et 5 en
particuliers.



Chapitre 2

Groupes de Lie, exemples et
éléments loxodromiques

Dans ce chapitre, on rappelle le lien entre les variétés Riemanniennes globalement
symétriques et les groupes de Lie. En particulier, la premiere partie du chapitre permet
de définir ce qu’est un groupe de Lie semisimple réel linéaire de type non-compact
(Définitions 2.5, 2.8).

Dans la seconde partie du chapitre, on donne quelques rappels sur la structure des
groupes de Lie semisimples réels linéaires, de type non-compact. En particulier, on
rappelle les décompositions classiques de Cartan (Théoreme 2.13), Jordan (Théoréeme
2.27), Iwasawa (Théoreme 2.15). On définit les projections de Cartan, Jordan, ainsi
que le cocycle d’Iwasawa (resp. Définitions 2.14, 2.28, 2.25). Enfin on récapitule ces
décompositions dans un tableau pour SL(n,R), SL(2,C), SL(2, R)*.

Dans la troisieme partie du chapitre, on présente les outils principaux de cette these,
les éléments loxodromiques (Définition 2.30). On étudie leurs propriétés dynamiques de
contraction (Lemme 2.55) sur le bord de Furstenberg (Définition 2.18). On construit
des sous-semigroupes Schottky (Définition 2.56): un exemple de sous-semigroupe ne
contenant que des éléments loxodromiques. Enfin, on estime les projections de Jordan et
les cocycles d’Iwasawa de produits d’éléments loxodromiques suffisamment contractants
(Lemme 2.64, 2.65 et Proposition 2.66).

Ce chapitre est basé sur le livre d’Helgason [Hel01] pour les rappels sur les variétés
Riemanniennes globalement symétriques (partie 1), ainsi que les généralités sur les
algebres de Lie (partie 2). On se base sur le livre de Y. Benoist et J-F. Quint [BQ16b]
pour les notions de représentations des groupes de Lie semisimples réels linéaires. En-
fin, pour les propriétés dynamiques des éléments loxodromiques et la définition des
sous-semigroupes Schottky, on se base sur les articles d’Y. Benoist [Ben96], [Ben97b],
[Ben00].

2.1 Groupes de Lie et espaces symétriques

Cette partie est basée sur les chapitres IV, V du livre d’Helgason [Hel01]. J’y rappelle
comment les groupes de Lie et les algebres de Lie apparaissent lorsqu’on étudie des
variétés Riemanniennes globalement symétriques. Ensuite, grace a la structure des
algebres de Lie, toute variété Riemannienne globalement symétrique se décompose en
un produit de trois types d’espaces symétriques : les espaces euclidiens, les espaces
de type compact et les espaces de type non-compact. La courbure sectionnelle de ces
trois types d’espaces symétriques est respectivement partout nulle, positive et négative.
Enfin, cela me permettra de définir ce qu’est un groupe de Lie de type non-compact.

7
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2.1.1 Espaces symétriques

Commencons par définir les espaces globalement symétriques. Soit M une variété
Riemannienne et p un point de cette variété. La symétrie géodésique en p, notée s,
est définie localement sur un petit voisinage de p par s,(z) = y, ol y est le symétrique
de x sur la géodésique joignant x a p.

Définition 2.1 (Chapitre IV, 3 [Hel01]). Soit M une variété Riemannienne. On dit
que M est un espace globalement symétrique Riemannien si pour tout p € M,

(1) la symétrie géodésique s, est une isométrie involutive locale de M,
(2) s, se prolonge en une isométrie involutive globale de M.

Soit M un espace globalement symétrique Riemanien. Fixons un point pg € M et
notons

(1) G := Ip(M) la composante connexe de I'identité du groupe des isométries de M,
(2) K := Stabg(po) le sous-groupe de G qui fixe py,

Nous verrons, grace au Théoreme suivant, que les espaces globalement symétriques sont

de la forme G/ K, ou G est un groupe de Lie connexe et K un sous-groupe compact de
G.

Théoréme 2.2 (Chapitre IV, Théoreme 3.3 [Hel01] ). Soit M un espace globalement
symétrique Riemannien et pg € M. Alors

(i) G est un groupe de Lie conneze,

(ii) K est un sous-groupe compact de G et Uapplication

G/K — M
9K — gpo

est un difféomorphisme analytique.
(i1) L’application v : g — sp,gsp, est un automorphisme involutif de G' vérifiant
(K,)o C K CK,

ot K, est l’ensemble des points fixes de v et (K,)o est sa composante connexe de
lidentité.

(iii) Tout sous-groupe distingué de G contenu dans K est trivial.

2.1.2 Algebres de Lie réelles

Pour py € M, fixé, notons maintenant
(3) g l'algebre de Lie de G,

(4) ¢ lalgebre de Lie de K,

(5) 9 :=de¢ la différentielle en 'identité de ’automorphisme involutif ¢,

(5)

5) p:={X € g|9vX = —X}, le sous-espace propre pour la valeur propre —1 de 9,
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(6) m: g+ gpo une application de G dans M.

Remarquons que 9 : g — g est une involution. Ainsi, on dispose de la décomposition
en sous-espaces propres de v
g=tDp.

Encore d’apres le Théoreme [Hel01, Chap IV, Thm 3.3 |, on décrit, dans le point
(iv), comment ’algebre de Lie g se projette dans I’espace tangent en pg. Dans le point
(v) on construit les géodésiques partant de py grace a p. Dans le dernier point, on
explicite le transport parallele des vecteurs tangents de T}, M selon ces géodésiques.

Théoréme 2.3 (Chapitre IV, Théoreme 3.3 [Hel01] ). Soit M un espace globalement
symétrique Riemannien et pg € M.
Alors

(iv) L’application

dem : g — Ty M
X —de X

a pour noyau ker(dem) = € et sa restriction a p est un isomorphisme.

(v) Pour tout X € p, Uapplication t — exp(tX).py est la géodésique partant de py et
de direction demX.

(vi) Pour tout Y € Tp,M et tout t € R, alors dp,(s BY

e

Spy)(Y) est le transport
-Po

paralléle! de Y selon la géodésique t — e .pg.

Remarquons que la composante connexe de l'identité du groupe des isométries de
I'espace euclidien R™ est SO, (R) xR™. Son algebre de Lie se décompose en so(n, R) R™
ou R” est un idéal abélien.

Définition 2.4. Soit M un espace globalement symétrique Riemannien et pg € M.
On dit que M est un espace symétrique de type euclidien si p est un idéal abélien de
l’algebre de Lie g.

Récapitulons, on se donne un espace globalement symétrique M. La composante
connexe du groupe des isométries de M est alors un groupe de Lie. Grace au choix d’un
point base pg, on en déduit que 'espace symétrique est homogene, de la forme G/K,
ol K est un sous-groupe compact de G. On construit, grace a la symétrie géodésique
de point base pg, une involution du groupe des isométries + : G — G. Sa différentielle
en l'identité ¢ := de¢ est une involution de l'algebre de Lie g, du groupe de Lie G.

Donnons maintenant quelques notions classiques sur la structure des algebres de
Lie réelles.

Notons Ad : G — GL(g) lapplication adjointe. On rappelle que pour tout g € G
et X € g, celle-ci est définie par Ad(g)X = gXg~!. On note ad : g — End(g) sa
différentielle en l'identité adx(Y) = [X,Y] = XY — Y X. La forme de Killing est la
forme bilinéaire symétrique sur g définie par

1
B(X, Y) = iTr(adX o ady).

Définition 2.5. On dit que ’algébre de Lie g est semisimple si la forme de Killing
est non dégénérée. Elle est simple, si elle est semisimple et qu’elle n’admet pas d’idéal
non trivial. Elle est réductive, si sa représentation adjointe est semisimple.

Le'est bien ce qu’on obtient si on lit la preuve d’Helgason,
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De maniere équivalente, g est semisimple si elle n’admet pas d’idéal résoluble non
trivial. Définissons une décomposition classique des algebres de Lie semisimples réelles.

Définition 2.6. Soit g une algébre de Lie semisimple réelle. Soit ¥ : g — g un
automorphisme involutif de g. Notons € :=ker(¥ — idy) et p := ker() +idy) les espaces
propres pour les valeurs propres 1 et —1.

On dit que ¥ est une involution de Cartan si la forme bilinéaire symétrique

By(X,Y) = —B(X,0Y)

est définie négative sur t et définie positive sur p.
La décomposition en espaces vectoriels g = € @ p est alors une décomposition de
Cartan. De plus, t est une sous-algebre compacte mazimale de g.

Théoréme 2.7 (Chapitre III, Théoremes 6.3 et 7.1 [HelO1] ). Soit g une algébre de
Lie semisimple réelle. Alors il existe une involution de Cartan sur g.

Définition 2.8. Soit g une algébre de Lie semisimple réelle et soit ¥ une involution
de Cartan.

(a) Si la forme de Killing est définie négative, on dit que l'algébre de Lie g est de
type compact.

(b) Sinon on dit qu’elle est de type non-compact.

Un groupe de Lie semisimple réel est du méme type que son algébre de Lie.

2.1.3 Théorémes de structure

On se donne un espace globalement symétrique M. La composante connexe du groupe
des isométries de M est alors un groupe de Lie connexe G. Grace au choix d’un point
base po, on en déduit que 'espace symétrique est homogene, de la forme G/K, ou K
est un sous-groupe compact de G. On construit, grace a la symétrie géodésique de
point base pg, une involution du groupe des isométries + : G — G. Sa différentielle en
I'identité ¥ := det est une involution de 'algebre de Lie g, du groupe de Lie G et on
dispose de la décomposition en sous-espaces propres de 1

g=tdp.

On rappelle (cf Définition 2.4 ) que M est de type euclidien lorsque p est un idéal
abélien de l'algebre de Lie g.

Définition 2.9. Soit M un espace globalement symétrique Riemannien et pg € M.
On suppose que g est semisimple.

(a) Sila forme de Killing est définie négative sur g, alors on dit que ’espace symétri-
que M est de type compact.

mon, st U est une involution de Cartan de g, alors on dit que ['espace symétrique
b) St L est mvolution de Cartan de g, al dit que l’esp ymétriq
M est de type non-compact.

Le Théoreme suivant porte sur les courbures sectionnelles des espaces globalement
symétriques de types différents.

Théoréme 2.10 ( Chapitre V, Théoreme 3.1 [Hel01] ). Soit M un espace simplement
connexe, globalement symétrique Riemannien.

Alors si M est de type compact (resp. euclidien, non-compact), sa courbure sec-
tionnelle est positive (resp. partout nulle, négative).
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Voici maintenant le Théoreme de structure des espaces globalement symétriques.

Théoréme 2.11 ( Chapitre V, Proposition 4.2 [Hel01] ). Soit M un espace simplement
conneze, globalement symétrique Riemannien. Alors il existe un espace euclidien M
et des espaces globalement symétriques M_ et M, respectivement de types compact
et non-compact tels que

M= Myx M_ x M.

Dans le reste de ce manuscript, on s’intéressera aux groupes de Lie semisimples
réels linéaires de types non-compact.

2.2 Théoremes de décomposition

Cette partie est basée sur les chapitre VI et IX du livre [Hel01]. On y rappelle les
théoremes de décomposition classiques des groupes de Lie semisimples, réels linéaires,
de types non-compact.

2.2.1 Décomposition de Cartan

Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire de type non-compact. Notons g son
algebre de Lie et considérons une involution de Cartan ¢ de g, ainsi que la décomposition
de Cartan g = £ & p correspondante. Soit a C p un sous-espace abélien maximal tel
que l’endomorphisme adjoint de chaque élément est diagonalisable sur R, i.e. une
sous-algebre de Cartan de g, notons m le centralisateur de a dans &.

Définition 2.12. Soit G un groupe de Lie semisimple réel lin€aire de type non-compact,
notons g son algébre de Lie. Soit a une sous-algébre de Cartan de g. Le rang réel du
groupe de Lie G est la dimension réelle d’une sous-algébre de Cartan dima.

Soit K C G un sous-groupe de Lie de G tel que son algebre de Lie soit €. Alors
d’apres [HelO1, Chapitre VI, Théoreme 1.1 |, K est connexe, fermé et Adg(K) est
compact. De plus, lorsque G est de centre fini, K est compact et c’est un sous-groupe
compact mazimal. Notons M := Zg(a) le centralisateur de a dans K et A := exp(a)
un tore déployé mazrimal de G.

Pour toute forme linéaire o € a*, on définit

0o :={X €g|ady(X)=a(H)X, VH € a}.
Remarquons 2 que pour tout a, 3 € a*

(80, 98] C Ga+ts-

On dit alors que « est une racine restreinte si @ # 0 et go # 0. Notons X C
a* \ {0} l'ensemble des racines restreintes de g. Comme (adpy)meq est une famille
d’endomorphismes de g qui commutent deux a deux, on diagonalise g pour cette famille
g9=00 @ go-
acy

De plus, go = m @ a, et pour tout a € ¥,

(90, 9a] C ga-

2en utilisant Iidentité de Jacobi [z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [, [z, ¥]] = 0
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Remarquons d’ailleurs que puisque g est de dimension finie, ’ensemble des racines

restreintes X est a fortiori fini. L’ensemble des points singuliers de a est la réunion finie

d’hyperplans UE ker(a) de a. Son complémentaire est ’ensemble des points réguliers
ac

de a, les composantes connexes de ’ensemble des points réguliers sont les chambres
de Weyl. Choisissons une telle composante connexe, a’t ™, appelée chambre de Weyl
positive, et notons a™ son adhérence dans a. On dit qu'une racine o € X est positive
si elle est & valeurs positive dans a®™. Une racine positive est dite simple si elle n’est
pas somme de deux racines positives. Notons II := {ay, ..., @, } 'ensemble des racines
simples et ¥, I'ensemble des racines positives. Alors, il découle des définitions que

+ _ -1
a = 1§r;§r04i (R+)

L’image par I’exponentielle de la chambre de Weyl fermée a™ est notée AT := exp(a™),
son intérieur AT,

Théoréme 2.13 ( Chapitre IX, Théoreme 1.1 [HelO1] ). Soit G un groupe de Lie
semisimple réel linéaire de type non-compact. Alors

G = KAYK,

c’est-a-dire que pour tout g € G, il existe k,l € K (non-uniques) et un unique élément
k(g) € AT tels que g = kexp(k(g))l.

Définition 2.14. L’application
G —at
g — (9)
définie pour tout élément g € G telle que

g € Kexp(k(g))K

est la projection de Cartan.

2.2.2 Décompositions d’Iwasawa et de Bruhat

Considérons les sous-algebres nilpotentes

n:= 9D gao
CYGE+
n_:= & g—q
CYGE+
Les sous-groupes N := exp(n) et N~ := exp(n_) sont les sous-groupes unipotents

associés. Par définition, A normalise N et N~.

Théoréme 2.15 (Chapitre IX, Théoreme 1.3 [HelO1]). Soit G un groupe de Lie con-
nexe, semisimple, réel linéaire, de type non-compact. Alors G = KAN et G = KAN~
et les applications (ot NT = N)

KxAx Nt —G
(k,a,n) — kan
sont des difféomorphismes.
Rappelons que pour tout a € 3,
[90, 0] C gas

ol go =m®a Doncm@adnet mdadn_ sont des sous-algebres de Lie de g et
MAN et MAN™ sont des sous-groupes de G.
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Décomposition de Bruhat : Notons W := Ng(A)/Zk(A) le groupe de Weyl de
G. On choisit pour tout élément w € W un représentant k,, € N (A).

Théoréme 2.16 ( Chapitre IX, Théoreme 1.4 [Hel01] ). Soit G un groupe de Lie
semisimple de type non-compact. Alors

G = U Bk,B
weW

ou B=MAN.
On note k, un représentant dans K de I'involution telle que
Ad(k,)(a™) = —at.
Rappelons alors que N~ =k, N k:L_l.

Proposition 2.17. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire, de type
non-compact. Alors

(i) pour touta € AT, uy € N etu_ € N—,

lim a "upa” =eq et lim a"u_a " = eg.
n—+o0o n—+o0o

(ii) M A normalise les sous-groupes N et N,

(iii) la suite (a="ga")n>1 (resp. (a"ga™")p>1) converge vers eq pour tout a € ATt si
et seulement si g € N (resp. g € N~ ),

(iv) la suite (a "ga™)p,>1 (resp. (a™ga™™)n>1) est bornée pour tout a € AT" si et
seulement si g € MAN (resp. g € MAN™).

Prouvons cette Proposition, puisqu’elle est fondamentale pour les constructions du
Chapitre 4 et les preuves sont élémentaires.

Preuve. Prouvons d’abord le premier point. Pour tout uy € N, il existe x4 € ny tel
que ug = exp(z4). Ainsi, pour tout a = e’ € AT+, avec f € att, et n > 1

a "upa” = exp(Ad(a”")z4).

Prouvons que Ad(a™")z4 — 0 lorsque n — +00.
Par définition de 'algebre nilpotente n, il existe une famille (z4)aex, C (ga)acs,

tel que 4+ = > x4. De plus, pour tout n > 1
aEXy

Ad(a™")xy = Z e g,

a€2+
Or § € a*t™t, d’ot1 pour tout o € ¥ et n > 1,

—na(0) A

On en déduit que 111513 Ad(a™™)x4 = 0. En passant a ’exponentielle, on en déduit que
n—-+00

pour tout a € AT et uy € N,

-n n
a usa —r €eq.
+ n—-+o0o G
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De méme, on prouve que pour tout a € AT et u_ € N,

a "u_a” — eq.
n——oo
Pour le second point, prouvons que pour tout m € M et x € A et uy. € N, I’élément
muym ™! est dans N. Considérons le sous-groupe parabolique minimal M AN. Comme
M A est un sous-groupe de M AN, si uy € N et (m,z) € M x A, alors mau,xz™tm™!
est dans M AN et s’écrit
m:qurac_lm_l =m'adu

ou (m',;a’,u’) € M x Ax N. D’apres le premier point, lirJ]ra a "u'a" = eq. Comme M
n—-—+0oo

et A commutent, on en déduit

a "mzuirimla" = a7 "m/d W a™ = m/d (a7 a™) — md.
n—+oo
D’autre part
a "mzuir i mla" = mz(a T "uyra™)z T imT — maegzTim T = eg.
n—+oo

1 1

On en déduit m'a’ = e, d’ot mzuyrx—m~* € N. Clest le résultat voulu pour le
second point.

De méme, on vérifie que M A normalise N~.

Avant de prouver la réciproque du premier point, le point (iii), prouvons le point
(iv). Remarquons que pour tout (m’,a’,u’) € M x A x N et a € ATt la suite
(a=™m'a’u'a™),>1 est bornée puisqu’elle converge vers m’a’. En particulier, pour tout
p € MAN et pour tout a € AT la suite (a~"pa™),>1 est bornée. Réciproquement,
soit g € G tel que pour tout a € AT, la suite (a "ga"),>1 est bornée. Ecrivons la

décomposition de Bruhat de g, il existe p1,p2 € MAN et ky, € Ng(A) tel que
g = p1kwp2.
Alors pour tout a € AT,
a”"ga" = a”"pikypra” = (a”"p1a”)(a” " kwa")(a” " paa™).

Puisque les suites (a™"p;a™)p>1 convergent pour tout ¢ = 1,2, on en déduit que la suite
(a™"ga")p>1 est bornée si et seulement si la suite (a™"kya™),>1 est bornée. Or pour
tout 6 € a™ tel que a = €7 et k, € Ng(A),

a—nkwan _ e—nekwene _ e—n&(kwenﬁkgl)kw _ e—nﬁeAd(kw)(nQ) K-

Or k,, est dans le normalisateur de A, donc Ad(k,)(nf) € a. Comme a est commutative,
on en déduit que

o0 gAd(kw)(n0) _ ,—nf+Ad(ky)(n0) _ ,—n(0—Ad(ku)(6))

La suite (e ™ky,e™),>1 est donc bornée que si et seulement si 6 — Ad(ky)(0) = 0.
Comme 6 € a™™ est un point régulier, le point —Ad(k,,)(6) est aussi un point régulier
de a, dans l'intérieur de la chambre de Weyl —Ad(ky,)a™". Donc 6 — Ad(ky)(0) = 0 ne
se produit que lorsque I'intérieur des chambres Ak(ky,)a™™ et a™* coincident. Or, les
chambres de Weyl at™ et Ad(k,)a™™ ne coincident que si et seulement si k,, € M.
Récapitulons, pour tout k,, € N (A) et pour tout a € AT, la suite (a™"ky,a™)p>1
est bornée si et seulement si k,, € M. Donc la suite (a™"ga"),>1 est bornée si et
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seulement si g = p1kyps € (MAN)M(MAN) = MAN. De méme, (a"ga™"),>1 est
bornée ssi g € MAN~, d’ou le point (iv).

Prouvons maintenant le point (iii), supposons que la suite (a""ga"),>1 converge
vers eg. En particulier, cette suite est bornée et on en déduit, par le point (iv) que g €
MAN. On écrit g = m/a’v’ avec (m/,a’,u') € M x A x N. La suite (a”"m/a’'v'a™)p>1
converge vers m'a’, d’ot m’a’ = eg et ¢ € N. De méme, on prouve 1’équivalence pour
N~. L]
Bord de Furstenberg

Définition 2.18. L’espace homogéne F := G/MAN est le bord de Furstenberg de
lespace symétrique de type non-compact G/K. Posons ny := M AN et 7o := k,no, ot
k, € K est un représentant de l'involution d’opposition.

Le fait suivant découle de la décomposition d’Iwasawa.

Fait 2.19. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire, de type non-
compact. Alors F ~ K/M, i.e. Uapplication K—équivariante

K/M — F
kM — kng

est un difféomorphisme.

Preuve. 11 découle du Théoreme 2.15 de décomposition d’Iwasawa que K agit transi-
tivement sur G/P. Or Stabg(ny) = M d’ou le fait. O

Voici une propriété qui découle du Théoreme 2.16 de décomposition de Bruhat.

Corollaire 2.20 ( Chapitre IX, Corollaire 1.9 [Hel01] ). Soit G un groupe de Lie
semisimple, réel linéaire, connexe, de type non-compact. Alors 'application

N~ — N7
n_ — n_no

est un difféomorphisme, son image est une sous-variété ouverte de F dont le complé-
mentaire est une union finie de sous-variétés disjointes de dimensions inférieures.

Définition 2.21. Le sous-ensemble F X F défini par

F® = {(gno, g70) | g € G}

est l’ensemble des paires ordonnées transverses. Comme k, est involutive, (1,1n0) =
(k,no, ko) € F@ . On dira que £, € F sont position générale ou transverses lorsque
les paires ordonnées (§,m) ou (n,§) sont transverses.

Voici un critere.

Proposition 2.22. Soit G un groupe de Lie connexe, algébrique, semisimple, réel
linéaire de type mon-compact. Alors

(i) Uensemble des points transverses a 1y est N~ ng,

(i) pour tout n,& € F et ky, ke € K tels que kyno = n et keijp = &,

(n,6) € F® «= & 'ky € N"MAN,
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(iii) pour toutn € F et tout l’;:77 € K tel que knﬁo =, l’ensemble des points transverses
an est kyN"no.

De plus, l’application G— équivariante
G/AM — F®
gAM — (gno, g7io)
est un difféomorphisme.

Preuve : Soit g € G tel que (gno, 7o) € FP). 1l existe donc h € G tel que

(970, 70) = (10, 770)-

D’une part hijp = 7jp. On en déduit h € Stab(i) = kK, MANk, 1. Or N™ = k,Nk; ! et
k,MAk ' = MA, don
he MAN™.

D’autre part gng = hno, donc h~'g € Stab(ny) = M AN. Donc
g€ hMAN C MAN™MAN.

Or M A normalise N—, donc g € N~ MAN. D’ou gng € N~ np.

Pour le point (ii), on remarque que (k:nnvo, keiio) € F) ssi (l;:glknno, ig) € F2),
Le point (iii) découle du point (i) puisque k,(N 1o, ) € F2).
Enfin, remarquons que G agit transitivement sur F&. De plus,
Stabg(ng,ﬁo) = MANNMAN™ = AM.

D’ou la G—équivariance et la bijectivité de 'application

G/AM — F®
gAM — (gno, g7lo)-

L’action de G sur F = G/M AN est différentiable et 'action de G sur F x F aussi, donc
lapplication g — (gno, g7o) est différentiable. Le noyau de la différentielle en 'identité
de g — (gno, g7o) contient m & a. Comme les applications N~ — N~ng et N — N1
sont des difféomorphismes, la différentielle en 'identité de g — (gno, g7jo) est surjective
de g dans n_ & ny. Par décomposition de Bruhat

g=n_omobadn.

Donc le noyau de la différentielle en 'identité de g — (gno, g7jo) est égal & a @ m. On
en déduit que l'application G/AM — F (2) est un difféomorphisme local en AM et par
transitivité de l'action de G sur G/AM, c’est un difféomorphisme. O

Définition 2.23. Pour tout n € F, notons X(n) C F l’ensemble des points non
transverses a 1, i.e.

X(n) = (kyN"no)"

ot kn € K est tel que knﬁo =1.
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Cocycle d’Iwasawa Le corollaire suivant va permettre de définir le cocycle d’Iwasawa
0:GxF—=a.

Corollaire 2.24. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire, de type
non-compact. Soient n € F et g € G. Alors, il existe un unique élément o(g,n) € a tel
que pour tout k, € K avec kyno =1,

gky € K exp(o(g,n))N.
Preuve : Notons a le terme dans A de la décomposition d'Iwasawa de gk, i.e.
gk, € KaN.

I suffit de vérifier que a ne dépend pas du choix du réprésentant k,, € K tel que

knno = n.
Soit k;, € K tel que kjno = 1. Il existe donc m € M tel que k), = kym. Or d'une
part, par décomposition d’Iwasawa de gk%, il existe un unique a’ € A tel que

gk;7 € Ka'N.
D’autre part,
gk;] = gk,m € KaNm.

Rappelons que am = ma puisque M commute avec A. D’apres la Proposition
2.17, m™*Nm = N. Ainsi, Ka’'N = KaNm = (Km)a(m~1Nm) et par unicité de la
décomposition d’Iwasawa, on en déduit a = a’. O

Définition 2.25. L’application

GXF—a
(g,m) > a(g,n)

définie pour tout g € G et n:= kyno € F, avec ky € K, telle que
gky € K exp(a(g,n))N
est appelée le cocycle d’Iwasawa-Busemann.
On a la relation de cocycle.

Proposition 2.26. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire, de type
non-compact.
Alors Uapplication o : G X F vérifie la relation de cocycle, i.e. pour tous g1, 92 € G
etneF,
o(9291,m) = 0(g2,91m) + (g1, n).

Démonstration : Soient g1,90 € G et n € F. Considérons kg, ki, ky € K tels que
n = kono et gin = king et gog1n = kano. Ecrivons la décomposition d’Iwasawa de
gog1ko grace a celle de g1 kg et goki.
Par décomposition d’Iwasawa de g1 kg et puisque g1kong = kino, il existe ny € N tel
que
g1ko = k1 exp(o(g1,n))n1.

De méme, il existe no € N tel que

gok1 = ka exp(a (g2, k1mo))ne.
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g291ko = k2 exp(o (g2, g1n))n2 exp(o(g1,n))n1.

Posons nf, := exp(—o(g1,7n))n2 exp(c(g1,n)). Comme A normalise N, alors n, € N et

g291ko = ko exp(o(g2, 1) + (g1, n))nsm1

est la décomposition d’Iwasawa de gog1kg. Par unicité de la décomposition, on en
déduit la relation de cocycle

o(g291,m) = o(g2,91m) + o(g1,7m).

2.2.3 Décomposition de Jordan

Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire, de type non-compact. Rap-
pelons qu'un élément de G est unipotent si toutes ses valeurs propres sont égales a 1, ou,
de maniere équivalente, si ¢’est ’exponentielle d’un élément nilpotent de ’algebre de Lie
g. Un élément est semisimple s’il est diagonalisable sur C ou de maniere équivalente si
tout sous-espace vectoriel réel invariant admet un supplémentaire invariant. Un élément
semisimple est elliptique (resp.  hyperbolique) si ses valeurs propres complexes sont
toutes de module 1 (resp. réelles ). Cela revient a dire qu'un élément est elliptique
(resp. hyperbolique, unipotent) si et seulement si il est conjugué a un élément du
sous-groupe K (resp. A, N).

Théoréme 2.27. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire, de type
non-compact.
Alors pour tout g € G, il existe ge, gn, gu € G, tels que

(i) ge (resp gn,gu) est elliptique (resp. hyperbolique, unipotent),
(ii) les éléments commutent deuz & deuz,
(i) 9 = ge9ngu-
De plus, une telle décomposition, appelée décomposition de Jordan, est unique.

Définition 2.28. Pour tout g € G, la projection de Jordan g est l'unique élément
A(g) € at tel que la partie hyperbolique de g est conjuguée a exp(X(g)). L’application
A\ : G — aT ainsi définie est la projection de Jordan.

Lemme 2.29 ( Corollaire 5.34 [BQ16b]). Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple,
réel linéaire, de type non-compact. Alors pour tout g € G,

1
lim —k(g") = .
Jim —r(g") = Alg)
Définition 2.30. Un élément est dit loxodromique, si sa projection de Jordan est a
valeurs dans lintérieur la chambre de Weyl at™. Notons G'% le sous-ensemble de G
constitué des éléments loxodromiques.

Dans la Proposition suivante, on prouve, entre autres, que la partie unipotente de
tout élément loxodromique est triviale, la partie elliptique de tout élément loxodromique
est conjuguée a un élément de M = Zx (A).
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Proposition 2.31. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire, de type
non-compact.
Alors pour tout g € G, il existe un couple (hg,mg) € G x M tel que

g= hgmgeA(g)hg_l.

De plus, pour tout (hy,my) € G x M tel que g = h’gm;e)‘(g)h;_l, il existe un unique

c € MA tel que

hfq = hyc et m'g = c_lmgc.

Preuve : Soit g € G'°% un élément loxodromique. Ecrivons la décomposition de Jordan
de g. 1l existe ge, gn, g € G commutant deux a deux, avec g, elliptique, g, hyperbolique
et g, unipotent tels que

9 = 9edh9u-
Soit hy € G un élément qui diagonalise la partie hyperbolique gy, i.e. tel que
gn = hge/\(g)hg_l.
Alors
h;lghg = (hg_lgehg)(hg_lghhg)(hg_lguhg)
est la décomposition de Jordan de hglghg. Notons my = h;lgehg et ug = hglguhg,

alors
hg_lghg = mge)‘(g)ug,

et les éléments my et ugy et e*9) commutent deux & deux.
Prouvons maintenant que si un élément ¢ € G commute avec e*9) ¢ AT+ alors
c € MA. Soit un tel élément ¢ € G, alors pour tout entier n € Z,

ce™M9) — gnA9) ..

En particulier, cela entraine que la suite (e*”A(g)ce")‘(g))nez stationne en c¢. D’apres la
Proposition 2.17 (iv), on en déduit en particulier que

ce MANNMAN™ = MA.

On en déduit que uy € MA et my € MA ainsi que mguy € MA. Or comme u,
( resp. my ) est la partie unipotente (elliptique) de hg_lghg, ses valeurs propres sont
toutes égales a 1 (de module 1), on déduit

mgug € M.

En particulier, ugmy = mgy € M et ug = eq. On déduit

Mg)p—1

g = hgmge (g)hg .

Soit maintenant (hy,m}) € G x M tel que
_ o A g) -1
g = hgmge™ P hy .
Comme h’g diagonalise gp, on en déduit

h;ek(g)h/g—l - hgek(g)hg—l7

c’est-a-dire
—1pt A (9) — A9 p—1p!
hy hge = e hy hy.
D’ou hg_lh; :=c € MA. Enfin, par I'unicité de la décomposition d’Iwasawa de h’g_lgh’g,
on en déduit que

-1
mg—c mgc.
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2.2.4 Calculs explicites de décompositions

G SL(n,R) SL(2,R)* _SL(2,C)
K SO(n,R) SO(2,R)* (OB‘ :f) |+ 182 =1
A1 (0)
t; O t 0
a R Z)‘i: << >> ,ti €R < >,tER
© ) D W s C
M (©) t; 0 t 0
Cl+ 7)‘122)\71 : 7t7,20 7t20
0 —t 1<i<k 0 t
(0) )\n -
€1 (0) 0
) k e’ 0
M . , €1 € {£1} (1) ( 0 €i9>, 0 eR
(0) En
II (ai—ai+1), 1=1.n—1 al(i)—aQ(i), 1=1...k ajlp — ag
1 (%)
N ((l “))  wR (1 Z),zeC
(0) ) 0 1 1<i<k 01

2.3 Eléments loxodromiques

Dans cette partie, je me base sur les articles d’Y. Benoist [Ben96], [Ben97b], [Ben00],
ainsi que le livre [BQ16b| pour étudier les propriétés dynamiques de I’action d’un groupe
linéaire de matrices sur un espace vectoriel. En particulier, j’étudie les notions de
proximalité. Ensuite, grace a une famille canonique de représentations d’un groupe de
Lie semisimple réel linéaire de type non-compact, j’en déduis des propriétés dynamiques
des éléments loxodromiques.

2.3.1 Proximalité dans GL(V)

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie, muni d’une norme euclidienne. No-
tons X = P(V) l'espace projectif de V. On munit X de la distance suivante

d(Ra,Ry) = inf{]|v, — vy | | foell = llo,l = 1, v, € Re, v, € Ry},

Pour tout = € X et tout réel r > 0, la boule ouverte de rayon r est notée B(x,r). Pour
tout sous-ensemble Y C X et tout réel » > 0, on pose
Ve(Y):= U B(y,r).
(V) i= U Blyr)
L’action de GL(V') sur 'espace projectif X est définie pour tout z € P(V) et
g € GL(V) par
gr = R(va)a
ol v, € x est un représentant dans V' du point projectif x.
Avant de définir les endomorphismes proximaux, rappelons quelques notions de
réduction des endomorphismes. Soit g € GL(V'), on note Ai(g) le rayon spectral de
g. Pour tout A € C, rappelons que la suite de sous-espaces vectoriels (complexes)

(ker ((g — AI)")>n>1 est croissante et stationne a partir d’un certain rang.
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Lorsque A est une valeur propre de g, le sous-espace vectoriel limite de cette suite est
Iespace caractéristique de la valeur propre A, noté Vi (g). On dit que la valeur propre
A € R est simple si dim(Va(g)) = 1.

Notons Ay, ..., A; les valeurs propres complexes de g, en prenant la convention
|Ai| > |A;| des que @ < j. Alors V' admet la décomposition en somme directe

V= & Valg).

1<i<1

Remarquons de plus [A1] = A1(g).

Propriétés de contraction

Définition 2.32. Un endomorphisme inversible g € GL(V') est dit proximal sur X si
Ay est la seule valeur propre de module Ai(g) (elle est donc réelle) et si cette valeur
propre est simple. Notons alors Vi(g) = Vi, (g) cette droite (réelle) attractive et
V_(g) := 2<®<IVAi (g) son hyperplan supplémentaire stable par g.

1

Dans Uespace projectif X, on note x4 (g) := P(Vi(g)) le point attractif de Uaction
de g sur X et X_(g) :=P(V_(g)) le complémentaire de son bassin d’attraction (qui est
aussi un hyperplan invariant et le bord du bassin d’attraction de x4 (g)).

Fait 2.33. Soit V un espace vectoriel réel, euclidien de dimension finie. Soit g €
GL(V) un élément proximal et notons m, la projection d’image Vi(g) et de noyau

V_(9).
Alors la convergence suivante est exponentielle et en norme

n

.y _
o AT (I =mg) = 0.

7 . n
Preuve : Démontrons la convergence en norme sur V' de la suite (%) vers la pro-
1/ neN

jection 7y, d’image V, (g) et de noyau V_(g). Pour tout n > 1,

n n

g g
r? :Wg+r?(l—ﬂg).

Or par la formule du rayon spectral,

n 1
n —3 A
||9\v,(g)H notmo 2
et par proximalité, |Aa| < A1(g), d’ou la convergence en norme, avec vitesse exponen-
tielle

n

g
r?([ —mg) 0

Décrivons I'action des éléments proximaux sur I'espace projectif.

Fait 2.34. Soit V' un espace vectoriel réel, euclidien de dimension finie. Soit g €
GL(V) un élément proximal. Alors le bassin d’attraction de x4 (g) est X \ X_(g) i.e.
pour tout x € X \ X_(g),

g"r — x1(9).

n-+oo

De plus, la convergence est uniforme sur tout compact de X \ X_(g) et la vitesse de
convergence est exponentielle.
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Preuve. Prouvons la convergence uniforme sur tout compact de X\ X_(g). On démontre
qu’il existe une suite (6, ),>1 telle que lirm 9, = 0 et pour tout compact K C X\ X_(g),
- n—+0o0

il existe un réel Ry tel que pour tout n > 1, pour tout x € K,
d(g"z,-+(g)) < Ricdn.

Soit € X \ X_(g) et considérons v; € V un représentant unitaire et la suite de

signes (gn = %)n>1’ tel que pour tout n > 1,

n
g Vg

d(g"z,x = H ) H
Remarquons que
gy =@l < iy = ool * e )|
— Sn4(g — v+ (9)]|-
lgnvall ™" g™ vl Ar(g){lmg(va )| A(g) llmg(va)l "
D’ott pour tout x € X \ X_(g) et tout n > 1,
lg"va |
d(g"z, 24 (g)) < )1 — ‘ H ) (va)||-
A(g)™|lmg(va) | ||7Tg Vg )| An Mol
Or, par inégalité triangulaire,
19" vz || 9
1_7]‘7(1—@@ < Sl—i-iH—(I—ﬂ)v .
[[7rg (vz) || 1T AT 9 A(g)™ g (va) | [[7rg (va) || AT 9

C’est-a-dire

L e el e
ot~ < STyt ~ S Tt g~
Ainsi,
d(g"x, x4 (g)) < Wig)“”iqf(j — 7g)(vz)||-

On en déduit que pour tout z € X \ X_(g) et tout n > 1,

|[ve — g (Ve HH H

d(g"z, 24 (g)) <2
! g (v2)

Pour tout compact K C X \ X_(g), on pose

Ry = qupw
zek  |Img(va)]|

Alors, pour tout x € K et pour tout n > 1,
gn
g, 2+(9) < Brc| - ||

Grace au Fait 2.33, la suite (‘ X—Z — 779‘
1

d’ou le résultat. O

) converge exponentiellement vite vers 0,
n>1
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Eléments (r,c)—proximaux

Définition 2.35. Soient 0 < ¢ < r et g € GL(V) un élément prozimal. On dit qu’il
est (r,e)—proximal si

(1) d(z4(9), X-(9)) = 2r,
(ii) gV=(X-(9))° € B(w+(9),2),
(iii) la restriction de g a V-(X_(g))* est e lipschitzienne.
Quelques remarques :

(i) c’est une notion qui dépend de la métrique choisie sur X (et dans notre cas de la
norme euclidienne sur V),

(ii) si un élément est (r,e)—proximal, alors pour tout ' € [e,r] et &’ € [g,r'], il est
(r', &) —proximal

(iii) si g est (r,e)—proximal, alors pour tout n > 1 I’élément ¢" est (r,e)—proximal
( on pourrait penser que g" est (r,e")—proximal, mais on n’a a priori pas de
garanties que ¢~"(B(z,(g),e)) contienne Vr (X_(g))°).

Il existe des éléments proximaux qui ne sont (r,e)—proximaux pour aucun 7 ni . Soit
6 > 0, alors I’élément

est proximal, la distance entre Re; et I'hyperplan H := Vect(ea, e3) est de v/2. Posons
roi= \%, alors, par définition, lorsque e ™% > %, I’élément hs n’est (7, e)—proximal pour

aucun ¢ €]0, %] En effet, le point de coordonnée homogene

[£:0:V1—¢% e V.(H)

est envoyé sur
[€Xe:0: /1 —¢2],

le lecteur ou la lectrice vérifiera que ce point n’est pas dans la boule projective B(Rej, ¢).
Le Lemme suivant apparait dans [Ben96], [Ser16] en remarque. Nous le prouvons.

Lemme 2.36. Soit V un espace vectoriel réel, euclidien de dimension finie. Soit
g € GL(V) un élément prozimal. Posons ro := 3d(z4(g), X-(g)).

Alors pour tout r €]0,79], pour tout e €]0,r] il existe ng € N tel que pour tout
n > ng, l'élément g" soit (r,e)—prozimal.

Grace au Fait 2.34 que X \ X_(g) est le bassin d’attraction de x(g), on déduit
qu’a partir d’un certain rang, les éléments ¢" vérifient les deux premiers points de la
définition de (r,e)—proximalité. L’existence du trou spectral entre la premiere valeur
propre et les autres va permettre de justifier le caractere lipschitzien de la restriction
de g" au compact V-(X_ (g))[J lorsque n est assez grand.

Pour cela, introduisons quelques notations. L’espace vectoriel V étant muni d’une
norme euclidienne, on choisit une base (e;)1<j<dimy orthonormée pour cette norme.
Posons

T = }P’(el), HO = P(V@Ct(ej)QSdeimV) :
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Rappelons que par le Théoreme 2.13 de décomposition de Cartan sur GL(V'), pour
tout élément g il existe k4, l; € O(V) et une matrice diagonale a4 de valeurs diagonales
(ag(7))1<j<dimv avec ag(1l) > a4(2) > ... > ay(dim V') tels que

g = kgagyly.

Le Lemme suivant, qu'on admet, va jouer un réle clé dans la preuve du Lemme 2.36.
Nous ne rappelons pas la preuve, qui est une succession de calculs difficiles.

Lemme 2.37 ( Breuillard-Gelander Lemme 3.4 [BGO03] ). Soit V' un espace vectoriel

réel, euclidien de dimension finie. Soient r,0 €]0,1] et g € GL(V). Si Zig;’ <4, alors

g est r%—lipschitzienne sur Vr(lg_lHo)E.
Prouvons maintenant le Lemme 2.36.

Preuve du Lemme 2.36. Soit g € GL(V) un élément proximal et soit £ €]0, r¢]. Démon-
trons que pour n € N assez grand, g" est (rg,e)—proximale.

D’apres le Fait 2.34, le bassin d’attraction de 24 (g) est X \ X_(g) et la convergence
de g"x vers x4 (g) est uniforme sur tout compact. Comme V(X _ (g))ﬂ est compact, il
existe un rang ng € N tel que pour tout n > ng, alors g" (V- (X (g))B) C B(z4+(g),¢).

Il reste a démontrer que pour n assez grand, la restriction de g™ au compact
Vo (X_ (g))B est e—lipschitzienne. Pour cela, on utilise le Lemme 2.37. Pour tout n > 1,
considérons la décomposition de Cartan de ¢g" i.e. il existe ky, [, € O(V) et a,, diagonale
telle que a,(1) > ... > a,(dimV) > 0 et

g" = kpaply,.

Notons p,, la projection de norme 1 telle que le projectivisé de son image est k,xg et le
projectivisé de son noyau est [, Hy. Alors

g" an(2)
= pn+ O( )
an(1) 7T \an (1)
1
Par la formule du rayon spectral du Lemme 2.29, on déduit lim (a”(2)> no— el Or,
n+oo a’ﬂ(l) IAl‘

g est proximale, donc |As| < |A1], ce qui permet de déduire

an(2) _
n+ooay, (1)

D’apres le Lemme 2.37, pour tout n > 1, la restriction de g" a Ve/g(lglﬂo)c et

Zzgg ;%—lipschitzienne. Il existe donc ny € N tel que pour tout n > ny,
an(2) 4 <e
an(1)e? =

Démontrons la convergence de la suite (I;1Hp),>1 vers X_(g). Soit p un point
d’accumulation de la suite de projections (p,)n>1. Notons x le projectivisé de son image
et H le projectivisé de son noyau. Il existe donc ¢ : N — N strictement croissante, telle
que

gSD(n) Cp—O (@w(n) (2) )
aw(n)(l) P a(p(n)(l) '
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En particulier, pour tout y € X \ {X_(g), H}

¢?My — z.
n—-+oo

D’apres le Fait 2.34 et par unicité de la limite, on en déduit x = x4 (g). De plus, par
unicité du bord du bassin d’attraction de z4(g), on en déduit que pour tout point
d’accumulation p de la suite (py,)n>1, alors P(im(p)) = z4(g) et P(ker(p)) = X_(g).
Ainsi, il existe ny € N, tel que pour tout n > no,

C -1 C
Ve(X—(9))" C Veya(ly, Ho)".
Enfin, pour tout n > sup(ng, ni,nz), 'élément g" est bien (rg, e)—proximal puisque
les trois conditions de proximalité sont vérifiées. ]
Voici maintenant un critere de proximalité, di & Tits [Tit71], on trouvera 1’énoncé
suivant dans [Ben00]. On admet ce critere.

Lemme 2.38 (Tits [Tit71] ). Soit V' un espace vectoriel réel, euclidien de dimension
finie. Soient 0 < e <r et g € GL(V). On suppose qu’il existe x € X et un hyperplan
Y C X tels que

(i) d(z,Y) > 6r,
(ii) gV(Y)* < B(x.e),
(iti) la restriction gy, e est e—lipschitzienne.
Alors g est (2r,2e)—prozimal avec x4 (g) € B(x,e) et X_(g) C V:(Y).

Grace a ce critere, on en déduit qu’en perturbant les éléments (r, €)—proximaux par
des petits éléments, on récupere des éléments (r/, &) —proximaux.

Corollaire 2.39. Soient 0 < ¢ <r et g € GL(V) un élément (r,e/2)—prozimal tel que

d(+(g), X_(g)) 2 7.
Alors pour tout h € GL(V) tel que |h—1|| < £/2, le produit gh est (2r, 2e)—prozimal,
avec 24(gh) € B(z+(g),¢) et X_(gh) C Vo(X_(g)).

Preuve . Soit g € GL(V) un élément (r,e/2)—proximal et h € GL(V) tel que
=10 < /2.

En tout point z € P(V), notons z+ I’hyperplan orthogonal associé a cette droite.
Puisque h est une application linéaire, la différentielle de h au point x est la restriction
de h a cet hyperplan . Par inégalité triangulaire, la norme de la différentielle de h
en z est au plus (1 +¢&/2). Ainsi, h est (1 4 ¢/2)—lipschitzienne sur P(V).

Remarquons que gh <h*1V€/2(X_ (g))E> C B(z4(9),&/2). De plus, comme

(I+¢/ 2)% <e,
g est (r,e/2)—proximale et h est (1+¢/2)—lipschitzienne, on en déduit que la restriction
de gh & h™'V, 5 (X_ (9))F est e—lipschitzienne.
Comme ||h —I|| < e/2, alors h™ 'V, jo(X_ (9))F contient le compact V.(h~1X_(g))C.
On en déduit que gh, restreinte au compact Vg(h_lX,(g))E est une application
e—lipschitzienne, a valeur dans B(x(g),¢). De plus,

d(z1(9),h ' X _(9)) > d(w4(9), X (9)) —& > Tr —e > 6r.

Enfin, d’apres le critére de proximalité du Lemme 2.38, gh est (2r,2¢)—proximale
avec x4 (gh) € B(z4(g),¢). O
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Projections de rang 1 Calculons la norme des projections de rang 1. Soit H C P(V')
un hyperplan et z € P(V) \ H un point. Notons 7, g la projection de rang 1 d’image
x et de noyau I'hyperplan H. Soit e}; € V* la forme linéaire unitaire de noyau H et
considérons v, € V, unitaire tel que Rv, = x. Alors pour tout v € V,

€x(v)
) =
De plus,
T = —.
il = 1z o)
Remarquons que
lim || || = +o0.
z—H

Rayon spectral d’un produit d’éléments proximaux

Lemme 2.40. Soit V un espace vectoriel réel, euclidien de dimension finie. Soit
g € GL(V) un élément proxzimal. Notons w4 le projecteur de noyau V_(g) et d’image

Vi(9)-
Alors pour tout point projectif x € X \ X_(g) et pour tout représentant v, € V de

. g e _( )(vz)l
norme 1, la suite (log lli(ﬁ)il)nx converge vers log ||my(vs)|| = log (W)

Preuve. Remarquons tout d’abord que la limite ne dépend pas du choix du représentant

v, de norme 1. On rappelle que d’apres le Fait 2.33, la suite <X—; — ﬂg) - converge
nz

en norme, exponentiellement vite.

Donc pour tout v € V, unitaire, tel que m4(v) # 0, la suite (J\'f:;;l) converge
n>1

vers ||my(v)|| > 0. On en déduit que pour tout x € X \ X_(g) et pour tout représentant

unitaire v, € V, la suite <log u\ﬁn(;);”ig converge vers log ||, (vy)]- O
n>1

Définition 2.41. Pour tout hyperplan H C X, pour tout x,y € X \ H, on définit

vi(H:2,y) = log (m) — log [[me.(u)]|

Ce nombre ne dépend pas du choix des représentants unitaires vy,vy, € V de x et y.
Soit r > 0 et € €]0,7], on définit

Cre == supsup{u1(H: z,y) | d(x, H) > 2r et y € B(x,e)},
H

ou H C X warie dans le sous-ensemble des hyperplans de X.
Pour tout élément g € GL(V') prozimal, pour tout x € X \ X_(g), On note

vi(g, ) == r1(X_(9); 7+ (9), 7).

Pour tout élément proximal g € GL(V'), alors v1(g,z+(g)) = 0. La fonction v; est
par définition continue sur son ensemble de définition. De plus, pour tout hyperplan
H C X, pour tout z,y,z € X \ H,

vi(Hyz,2) =vi(Hsz,y) + vi(Hyy, 2).

Ces quantités apparaitront comme termes d’erreurs dans les estimées utilisées au chapi-
tre 6.
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Lemme 2.42. Soit V un espace vectoriel réel, euclidien de dimension finie. Alors
(Z) 61—1>I(I)lJr CTﬁ =0,

(ii) pour tout élément (r,e)—prozimal g € GL(V), pour tout = € Vo(X_(g))® et pour
tout représentant unitaire v, € V', alors pour tout entier n > 1

lg"va ||
lo —v(g,x)| < Cre.

(iii) pour tout élément (r,e)—prozimal g € GL(V), pour tout x € Vs,(X_(g))° et tout
y € B(x,¢),
|l/1(g,£(}) - Vl(gayﬂ < C’r,s-

Preuve : Prouvons (i), i.e. que lim C,. = 0. Pour tout hyperplan H C X, posons
e—0t

Cre(H) :=sup{vi(H;z,y) | d(z,H) > 2r et y € B(x,¢e)}.

Remarquons que par invariance du sous-groupe compact O(V'), pour tout hyperplan
H cC X, alors
Cr,z—:(H) = Cr,z—:-

Par définition,

(vy )\’
(v2)]

Or log(1 + t) < t, donc pour tout z € Vs, (P(H))C et y € B(x, ¢),

et (vy)] su e (o) — lets (v I
el = e B gy

Cm:sup{)lo |’ *H JZ'EVQT(H)C, yEB(m,a)}.
€y

D’une part pour tout z € Vo, (P(H))C et pour tout représentant unitaire v, € V,
lerr (v2)] = 2,

d’ott
1 1
leh(va)] — 20
D’autre part, la fonction z — |e};(v,| est uniformément continue sur tout compact de
X \ H, donc la famille de constantes d’uniforme continuité

e = sup { et (0y)| — lefi(va)] | @ € Var(HF, y € Bla, )},

vérifie bien lim é,.. = 0, pour tout r > 0.
e—0 '

On en déduit que

d’otu le point (i).
Prouvons (ii). Pour tout r > 0 et tout £ €]0, 7], remarquons que par définition,

Cre :=sup{ri(g,z) | g € GL(V) est (r,e) — proximale et z € B(x1(g),¢)}.



28 CHAPITRE 2. GROUPES DE LIE, EXEMPLES

En effet, soit ¢ € GL(V) un élément (r, e)—proximal. Alors gV.(X_(¢))¢ C B(z4(g),¢),
donc

nvx
log lg l' —vi(g,x)| < sup  vi(g,y) < Cre
Ai(9) YEB(+(9).c)

D’ou (ii).

Prouvons (iii), écrivons

e’ v e’ Vg
:log< %) (0] >_1og( 1% )0 )
@)l Hex_(g)(“x+(g))”
|
|

_(9))° tels que d(z,y) < e
1 (X-(9); 2, y)| < Cre.

D’ot le point (iii). O

Par définition de C,. ., pour tout =,y € Vo, (X

Retraduisons le point (ii), pour tout élément (r,e)—proximal g € GL(V), otons
7y la projection de noyau V_(g) et d'image x,(g). Alors pour tout x € V.(X_(g )) et
pour tout représentant unitaire v, € V,

llgva|l
log
A1(9)

Comparons le rayon spectral avec la norme d’éléments (r, €)—proximaux.

—log [|[mg(vg)[|| < Cre.

Lemme 2.43. Soit V' un espace vectoriel réel, euclidien de dimension finie et soit
0 <e<r. Soit g e GL(V) un élément (r,e)—proxzimal, notons m, la projection de
noyau V_(g) et d’image x4 (g).

Alors,

9Iv_(9) Cre l+e¢
|5 = e lml =

De plus, pour tout r €]0,1/2] et € E]O, r], pour tout élément (r,ec)—proximal g,

lgll 1 1N ¢, 1+e¢
os L ciog L (14 Ly Lt
g)\l(g) g2r 2r V1= g2

Donnons un exemple d’élément proximal ou le point fixe attractif est tres proche
de son hyperplan répulsif.

3 10% 0
g= 2 0
(0) &
Alors pour tout entier n > 1
3 P, 0
g" = 2" 0,
1
(0) &

ou P, > 10337~ !. Grace au Lemme 2.36, lorsque n est grand, cet élément devient
(r,e)—proximal pour r bien choisi, mais sa norme varie comme P,. On vérifie que

log )\ng(;ll) > log(103) — log 3.
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Démonstration : Soit g € GL(V) un élément (r, ) —proximal.
Prouvons d’abord la premiere inégalité. D’apres le point (ii) du Lemme 2.42
précédent, pour tout x € V. (X_ (g))B et pour tout représentant unitaire v, € V,

log llgve||
A1(g)

Par conséquent pour tout v € V' unitaire tel que |e%; ©) (v)| > e,

— log [|[mg(vg)[|| < Cre.

—Chre gvl| Cre
e e [mg(v)[| < 5 < lmg(v)[le™ e

1(9)

Notons p la projection orthogonale de noyau X_(g). Comme p est orthogonale, on en
déduit que

| St - | AL
Ai(9) Ai(9)
Pour tout v € V unitaire tel que ||p(v)| = \e}i(g) (v)| =€, majorons ||g(I —p)(v)|,

g(I —p)v = gv — g(pv),

d’ou
lg =p)@) _ llgvll o)l
Alg) T Mlg) M)
La distance entre Rp(v) et X_(g) est de v/2 puisque la projection p est orthogonale.
Par conséquent, Rpv € V.(X_(g))¢. Donc

lg( = p) ()]
A1(g)

Comme p et 7, sont des projecteurs de rang 1 de méme noyau et que p est orthogonale,

< g (@)l + [lmg (pv) <.

g (P = llp(V)[[[7g]]-
Or [[p(v)|| = &, donc [y (p(v))[| = ef|my[|. Dot

lg( —p) (W) c c
—————— < ||mg(v)||e""" + e||mgy|le7
< |lmgllere + ellmglle“e
< [lmg e (1 + ).
I— TR
Or ||lg(I —p)||= sup W, d’out pour tout u € V, tel que ||p(u)| < 1,
veV_(g)\0

il o e -p)]
loT=pll= s ol

En particulier pour tout point v € V unitaire variant dans les hyperplans affines
lp(u)]| = e, alors ||lv — p(v)|| = V1 — €2, on en déduit

1
oI =)l < Ma(g)lmg €< (1 + ).
C’est-a-dire g 1+

9V_(9) H < Crellp |25
v R e
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Prouvons maintenant la seconde inégalité.

lgll < llgmgll + llg(L = 7).

Or ||gmy|| = Ai(g)||mgl|. En divisant a gauche et a droite par Ai(g)||7y|| et en appliquant

g e _ lg—mg)|l :
I'inégalité log(1 +t) < t, pour t = M@l on obtient

llgll lg(I =)l _ llgv_gl
log < <
A(@)llmgll = Ar(g)limgll — Aalg)llmgll

Enfin par inégalité triangulaire,

lol o Lte
log —— 21— < e (14 |m ).
AL(g) I 1—e2 g

1 = mg]l-

Rappelons que la norme de 7y est ||74|| = B Puisque g est (7, ) —proximale,

1
X_ () Wap ()]

’e},(g)(vx.;.(g)” = d(fL’+(g),X_(g)) 2 2T7 dOIlC

[mgll < =
9N =9’

do lgll 1 1
g C +e
log ———— < <1 + —)e T .
A1(g) [l 2r V1—¢g?

Enfin, par croissance du logarithme
tog [y | < Tog
2r
on en déduit le résultat voulu
1 1+e¢
log )\ng(g) <log > + (1 + 2T>60“5\/1t7€2.
O

Les Lemmes 2.38 et 2.40 vont nous permettre de retrouver la propriété classique
suivante.

Proposition 2.44 ( Lemme 1.4 [Ben00] ). Soit V' un espace vectoriel réel, euclidien
de dimension finie.

Pour toute suite d’éléments (r,e)—prozimauz g1, ..,q; € GL(V) tels que
d(z+(gi—1), X—(gi)) > 6r pour tout i =1, ...,1, notons go = g; et

v1 = v1(g1, 24(gi-1)) + . + v1(91, 2+ (90))-
Alors pour tout (n;)1<i<i € (N*)!,

log(Ai(g".-.91")) — Z n;log(Ai(gi)) —v1| < 20C,.

1<i<l
De plus, l’endomorphisme w := g;"...g{"* est (2r,2e)—prozimal avec
z4(w) € B(zs(g1),€) et X_(w) C Ve(X_(g1))-

Nous rappelons la preuve car cette Proposition est centrale pour prouver les résultats
intermédiaires des Chapitres 5 et 6. De plus, au chapitre 4, nous utiliserons des argu-
ments similaires pour prouver la Proposition 4.50.
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Preuve . Soit ny,...,n; > 1 et supposons que ¢ €]0,r] avec € < 1.

Prouvons par récurrence sur [ que w = gln’...gffl est (2r,2e)—proximal et vérifie
21 () € Bl (),€) et X_(w) C Va(X_(g1)).

On utilise le critere de proximalité donné par le Lemme 2.38.
Comme g¢|"* est (r,e)—proximal, sa restriction a V. (X_ (91))° est e—lipschitz & valeurs
dans B(z4(g1),¢€).
Supposons maintenant que pour un certain 1 < ¢ < [, la restriction de 1’élément
g;"...g1" soit e—lipschitzienne sur Vg(X_(gl))E a valeurs dans B(z4(g;),e). Comme
d(z4(9:), X~ (gi+1)) = 6r et £ €]0,7], on en déduit que B(x4(g:),€) C Va(X(gi+1))°.
Utilisons & nouveau la (r,e)—proximalité de g;{i', sa restriction & B(z1(g;),€) est
e—lipschitzienne et g;[4'B(z1(g:),¢) C B(x4(git1),¢). En utilisant ¢ < 1, on en
C

déduit que la restriction de 'élément g;'[1'...g7" est e—lipschitzienne sur V.(X_(g1))

a valeurs dans B(x4(gi+1),€)-
D’ot, par récurrence, w restreinte a V.(X_(g1))
B(:L‘+(gl), 6)‘
Par hypothese, d(z4(g:), X—(g1)) > 6r, donc d’apres le Lemme 2.38, 'élément w
est (2r, 2¢)—proximal, avec 24 (w) € B(z4(g;),¢) et X_(w) C Ve(X_(g1))-
Maintenant, on utilise le Lemme 2.40 pour estimer

C st e—lipschitzienne a valeurs dans

log(A1(w)) = |log [lwvg, (w)ll]-
Posons vy = v, () €t pour tout i = 1...[,
_ _9"via
g™ vi
De méme qu’au paragraphe précédent, on prouve que pour tout ¢ = 1.../

Rvi—1 € B(z4(gi-1),€) C Var(X_(g:))".

Uy

On écrit
log ||lg;" g7 voll = log [lg;" vi—1 ]| + ... +log [|g}" vol|

= ) log|lg/vi1ll

1<4<1

g 1| .
S ‘1(2,.)‘ T log(h ("))
1<i<l i

On applique le point (i) du Lemme 2.42, comme Rv;_; € B4 (gi—1),€) C Vo(X_(g:))L,

pour tout ¢ = 1...[. D’ou

;" vi-1ll
A(gi)

Ensuite, on applique le point (iii), puisque d(z(g;—1), X—(gi)) < 6r pour tout i = 1...1.

D’ou

‘ log —v1(gi, Ruj—1)| < Cre.

lv1(9i, Rvi—1) — v1(gis 24 (gi-1))| < Cre.
Par inégalité triangulaire, on en déduit pour tout ¢ = 1...1,

lg;" vl

log T
‘ )\1(91' ‘)

- Vl(giaZEJr(gifl))‘ <20 .

D’ou
‘bg()\l(w)) = > milog(hi(g) — Y Vl(gi,%r(giq))‘ <20C;.

1<i<i 1<i<l
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La Proposition précédente permet de définir des sous-semigroupes dont tous les
éléments sont proximaux avec un controle uniforme sur la distance entre les points
attractifs et les hyperplans répulsifs de tous les éléments du sous-semigroupe, ainsi que
sur les coefficients de contraction.

Définition 2.45. Soient r > 0 et € €]0, 7] et soit I' C GL(V') un sous-semigroupe. On
dit que T' est fortement (r,e)—Schottky si

(i) tout élément de I' est (r,e)—proxzimal,

(i1) pour tout hyh' € T, on a d(z4(h), X_(h')) > 6r.

2.3.2 Représentations d’un groupe de Lie semisimple

Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe et de type non-compact. Soit
(V, p) une représentation de G dans un espace vectoriel réel de dimension finie. Dans
la partie 2.2.1, on avait défini les racines restreintes pour la représentation adjointe de
G. Faisons de méme pour la représentation (V, p). Pour tout caracteére réel x : A — R,
notons 1’espace propre associé

VIi={veV|VaeA, pla)v=x(a)v}.
Le sous-ensemble des poids restreints de V est le sous-ensemble

S(p) == {x | Vy # 0}.

Les racines sont les poids de la représentation adjointe. Comme A est abélien, la famille
d’endomorphismes (p(a))qsc4 est commutative, on la diagonalise. Ainsi, on en déduit
la, décomposition en espaces propres

V= @ V.
x€X(p)
Si x est un caractere de A, sa différentielle en I'identité est une forme linéaire de a.
On la note dy. Munissons maintenant ’ensemble des poids restreints de 1’ordre partiel
suivant

(x1<x2) <= (Yaea®, dxi(a) <dxa(a)).

Lorsque la représentation p est irréductible, 'ensemble des poids restreints ¥ (p) ad-
met un maximum, le poids restreint mazximal noté Xfmz. Pour alléger les notations,
pour toute représentation irréductible (V) p), le sous-espace propre du poids maximal

restreint est noté Vf = V; ', et son supplémentaire A—invariant est noté H” i.e.
H = - vy
X€Z(P)\{Xmaz}

On dit que la représentation irréductible p est prozimale lorsque dim(Vf) = 1. Cela
entraine en particulier que pour tout a € ATT, Pendomorphisme p(a) € GL(V) est
proximal.

Le Lemme suivant est di a Tits, ’énoncé qui est donné est celui de [BQ16b, Lemme
5.32]. Rappelons que ¥ C a*\ {0} désigne I’ensemble des racines de G, le sous-ensemble
IT = {a,..,a,} est 'ensemble des racines simples positives. Le bord de Furstenberg
est noté F := G/M AN, avec ng := M AN et 1jy := k,n9. Pour tout n € F, il existe, par
décomposition d’Iwasawa, un élément k, € K tel que n = ky,ng. De plus, un tel choix
k, € K est défini modulo multiplication a droite par M.
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Lemme 2.46 ( Tits [Tit71] ). Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel
linéaire.

Alors pour toute racine simple o € 11, il existe une représentation irréductible et
prozimale (pa, V) de G telle que pour tout racine simple 5 € I1\ {a}, U'élément X, 4z
soit orthogonal a 5.

De plus, (AX%..)act est une base de lespace dual a*. Pour tout n € F, posons
y*(n) == pa(ky)VE, alors lapplication

y: F— HIP)(VO‘)
a€ell

n— (y*(n))aen
est un plongement du bord de Furstenberg F dans ce produit d’espaces projectifs.

En particulier, d’aprés [BQ16b, paragraphe 5.8 | les différentielles en I'identité des
poids restreints de la représentation p, sont dans I’ensemble suivant

{dX?nazﬂ dxgwx -, dX%a:r — o= Z nﬁﬁ ‘ (nﬁ)BEH\a - N}7
BeIl\«

des formes linéaires de a.
Rappelons que

FP = {(gn0,970) | g € G}

est I’ensemble des points en position générale. D’apres la Proposition 2.22 'application
G —équivariante

GJ/AM —s F?
gAM +— (gno, g70)

est un difféomorphisme. Pour tout n € F, rappelons que X'(n) C F désigne 1’ensemble
des points non transverses a 7, i.e. X (n) := (l%nN_r]o)E ol &y, € K est tel que kyijo = 1.

Définissons maintenant une application duale Y : F — [] Grgimve—1(V®). Pour
a€cll

tout & € F, considérons ke € K tel que & = kgrjp. Notons Y¥(€) = pa(ke) HY. Ce
sous-espace vectoriel ne dépend pas du choix du représentant dans kM. On définit
I’application duale

Y : F— HGrdimV‘lfl(Va)
a€ll

§— (Y(§))aerr-
Soit z € [[P(V?) et H € [] Graimve—1(V¥). On dira par abus que la paire (z, H)

a€ll a€ll
est en position générale, lorsque pour tout a € II, les sous-espaces vectoriels associés a

x® et H® sont en somme directe, i.e.
z* e P(VY)\ H.

Remarque 2.47. (i) Les coordonnées de ny dans [[ P(V®) sont
acll

Yy (o) = V.
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(ii) Les coordonnées de g dans [ Graimve—1(V?®) sont
acll

Y% (o) := HZ.
(iii) Pour tout g € G et pour tout o € 11,
(¥ (gm0), Y*(g710)) = pal9)(y™* (1m0), Y *(70))-

(iv) En particulier, pour tout élément lozodromique g € G, pour tout v € 11,

(W (97),Y(97)) = (x4 (pal9)), X (palg)))-

Corollaire 2.48. Soit G un groupe de Lie conneze, semisimple, réel linéaire.
Alors Uapplication G— équivariante

F@ HIP’(VO‘) X Grim ve—1(V)
a€cll

(777 ‘S) — (ya(n)v Ya(&))aEPi

est un plongement de l’ensemble des paires de points transverses vers un produit de
sous-espaces projectifs. De plus, ce plongement est a valeurs dans l’ensemble des paires

en position générale de [[ P(V*) x [ Graimve—1(V®).
acll a€ll

Exemple Dans le cas G = SL(n,R), pour le choix de la chambre de Weyl du tableau
du paragraphe 2.2.4, les racines simples sont (a; — @j+1)i=1..n—1 et la famille d’espaces
vectoriels associée est (A;R")1<i<n—1. La représentation associée a la racine simple a; —
air1 est pi(g) s ur A Aug = (gui) A...A(gu;). De plus dxt,..(A(g) = A1(g)+...+Xi(g).

Voici maintenant une interprétation des projections de Cartan et Jordan, du cocycle
d’Iwasawa, grace aux représentations proximales du Lemme 2.46. Ce Lemme est admis,
on trouvera une preuve dans [BQ16b, Lemme 5.33].

Lemme 2.49 (Lemme 5.33 [BQ16b] ). Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple,
réel linéaire. Soit une racine simple o € 11 et considérons la représentation irréductible
prozimale (V¥ po) de G donnée par le Lemme 2.46. Alors

(a) il existe une norme euclidienne invariante par po(K) sur V* telle que pour tout
a € A, l’endomorphisme p,(a) est symétrique,

(b) pour une telle norme et sa norme d’opérateur induite sur End(V®), pour tout
ge G, neF etv, €y*(n),

(i) dXmaz(K(9)) = log(llpalg)l),
(1) dXnaz(A(g)) = log(M(pa(9))),

(7’”) dX%ax(O’(gv 77)) == IOg %

D’apres le Lemme 2.46, (dx$,,.)acm est une base de a*. Comme a est un espace
vectoriel de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes. Fixons une norme
euclidienne ||| sur a, notons cry, Cry > 0 les constantes telles que pour tout v € a,

enl[oll < sup [dxfq.(v)| < Cullv]l.
a€ll
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Remarque 2.50. Pour tout g € G, d’aprés le point (iii) du Lemme précédent
Cn
sup [lo(g, &)l < —[[x(g)]l-
EeF CI1

Lemme 2.51. Soit G un groupe de Lie conneze, semisimple, réel linéaire.
Alors il existe une fonction continue h € G — Cp, € Ry | invariante a gauche et d
droite par l'action de K telle que

(i) pour tout g,h € G, les projections de Cartan de gh et hg vérifient

k(gh), k(hg) € k(g) + Ba(0,Ch),

(ii) pour tout n € F et pour tout h € G, le cocycle d’Iwasawa vérifie

o(h,n) € B4(0,Cp).

Démonstration. Pour tout a € II, on considere la représentation irréductible et prox-
imale (po, VY) de G donnée par le Lemme 2.46. On munit cette représentation de la
norme invariante par K donnée par le Lemme 2.49.

Pour tous g,h € G, on a

m < palgh)ll < lloa(@)llpa(h),
1 < llpalgh)]

[loa(h=HI ~ llpalg)]

On obtient les mémes inégalités pour hg.
D’apres le Lemme 2.49, en passant au logarithme, on déduit

Xz (K(A 7)) < dXhar (5(gh) — £(9)) < dXhae (K(R)). (2.1)

< [lpa(h)]-

Pour tout a € 1I, posons h, := max (dxfnaw(ﬁ(h)),dxfnm (H(h_l))>. Alors, d’apres
le Lemme 2.46, la famille des différentielles en 'identité des poids (dx%,,.)actr €st une
base duale de a*. On considere sa base antéduale dans a. Le pavé [],cp[—ha, hal
dans cette base est un compact. Considérons la plus petite boule fermée le contenant,
B4(0,C}), ou Cp > 0. On en déduit que le compact Bq4(0,C},) contient x(gh) — k(g)
ainsi que k(hg) — k(g).

Rappelons que la projection de Cartan et I’application h +— x(h~!) sont toutes deux
continues et invariantes par K. En prenant le sup dans chaque coordonnée, on déduit
que lapplication h +— (hqy)acr est continue et invariante par K. Enfin, par définition
de C}, on en déduit que la fonction h — C}, est continue et invariante par K.

Le point (ii) est une conséquence directe des points (i) et (iii) du Lemme 2.49 et de

I'inégalité
L lealm )l
loalh= DI = oy

oun e F et v, € V* est un représentant unitaire. O

< llpa(h)]] (2.2)

Lemme 2.52 ( Lemme 4.6 [Ben97b] ). Soit G un groupe de Lie conneze, semisimple,
réel linéaire. Soit ' C G une partie bornée, alors il existe un compact € C a tel que
pour tout g € G,

K(FgF) —k(g) C €p.
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Démonstration. Comme F est bornée, il existe une partie compacte I’ de G telle que
FcCF.
Considérons ’application continue h — C} donnée par le Lemme 2.51 précédent.

Puisque F” est compact, alors sup Cj, € Ry est bien définie. Posons
heF'

Cr := Bq(0,2sup Ch).
heF'

Alors € est bien compacte et d’apres le Lemme 2.51, pour tout g € G,

K(FgF) — k(g) C €p.

2.3.3 Produits d’éléments loxodromiques

On rappelle que g € G est loxodromique lorsque A(g) € at™. Rappelons le Lemme
suivant.

Lemme 2.53 ( Lemme 5.37 [BQ16b] ). Soit G un groupe de Lie conneze, semisimple,
réel linéaire et soit g € G. Considérons la famille de représentations irréductibles
prozimales (V, pa)actt de G donnée par le Lemme 2.46.

Alors g est loxodromique si et seulement si pour tout o € II, l’endomorphisme
palg) € GL(V?) est proximal.

Propriétés de contraction Soit g € G un élément loxodromique. On rappelle qu’il
existe (hg,mg) € G x M tel que

g= hgmge’\(g)hgl.

Posons g™ := hgno et g~ := hytjp. Rappelons que l'ensemble des points de F en
position générale avec g~ est alors hy N ng. Notons X'(g~) C F l'ensemble des points
non transverses a g~ .

Fait 2.54. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire et soit g € G.
Alors pour tout g € G lozodromique, a(g,g9") = X(g).

Preuve . Cela découle du Lemme 2.49, point (iii), pour tout g € G, n € F et v, € ya(n)
et toute représentation irréductible et proximale (pq, V%) du Lemme 2.46, alors

[1pa(g)vyl]
[[on]]
Soit g € G loxodromique, considérons h, € G diagonalisant la partie hyperbolique de

g- Rappelons que V{* désigne la droite propre de poids maximale et que pq(hg)V{ est
alors le sous-espace propre associé a la valeur propre A de po(g). Ainsi,

dXmaz(0(g,n)) = log

10a(9)palg)vp, |l
[[pa(Pg)vpg ||

= log(M(pa(9)))

= dXimaz(A(9))

Or (dxf‘naz)a cnp €tant une base de a, on en déduit que

a(g,9") = Mg).

dX?nax(o-(gv hQUO)) = lOg
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Lemme 2.55. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type non-
compact. Soit g € G un élément lozodromique, soit hy € G un élément diagonalisant
la partie hyperbolique de g et my € M tel que hgmgh;1 est sa partie elliptique, i.e.

g= hgmge)‘(g)hgl.

Alors pour tout n € hyN~ng = F \ X(g7)
. n_ 4+
g =o"

Preuve : Soit n € hyN " ng. 1l existe donc u_ € N~ tel que h;lr] = u_np. Alors pour
tout n > 1,

= hgm?em™ @)y _ng

= hym?! (en/\(g)ufe—nk(g))no‘
Or d’apres la Proposition 2.17,

(e”’\(g)u_e_")‘(g)) — eq.
n+o0o
D’ou
" — hgno=g".
) 77n+oo g0 = g

Remarquons maintenant que 'ouvert F \ X'(¢~) est stable par 'action de g. Donc son
complémentaire, le fermé X (g~) = hy(F \ N7 1) est invariant par l’action de g. O

Définition 2.56. Soient 0 < e <7 et g € G un élément loxodromique. On dit qu’il est
(r,e)—loxodromique si pour tout a € II, l’endomorphisme pa(g) est (r,e)—proximal.

Un sous-semigroupe I' C G est fortement (r,e)—Schottky si pour tout o € II, le
sous-semigroupe po(I') est fortement (r,e)—Schottky.

Grace a lapplication y : F — [] P(Vg) définie au Lemme 2.46, on munit F de la
a€cll
distance suivante, notée par abus d

d(&,m) = inf d(y*(£),y*(n))-

acll

La Définition 2.56 et le fait d’utiliser la distance définie ainsi permettent de retrouver
tous les énoncés du paragraphe 2.3.1 sur les éléments proximaux. Dans ce cadre, pour
faciliter leur utilisation ultérieure, nous les rappelons en détail.

Proposition 2.57. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact. Soient 0 < e < r et g € G un élément loxodromique.
Alors g est (r,e)—loxodromique si et seulement si

(i) d(g*™, X(g97)) > 2r,
(ii) gV-(X(g7))* C B(g",e),

(iii) la restriction de g a V-(X(g~))b est e— lipschitzienne.
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Preuve : Utilisons la correspondance de Tits du Lemme 2.46, on en déduit

y(g+) = (‘T-i-(poa(g)))aen'

Pour tout a € II, le sous-ensemble F \ X' (g~ ) est envoyé sur le bassin d’attraction de
I’endomorphisme proximal p,(g). Autrement dit

Y(F\X(g7)) = (X-(pa(9)") perr-

De plus, pour tout § > 0, grace au choix de la distance sur F,

y(Vs(X(g))E) = (X (pal9))") perr-

Remarquons :

(i) les normes euclidiennes sur les représentations (V,)aen dépendent du choix du
sous-groupe compact maximal K de G. En particulier, la distance induite sur F
dépend du choix de K.

(ii) de méme que pour les éléments proximaux, il existe des éléments loxodromiques
qui ne sont (r,e)—loxodromiques pour aucun 7 ni €.

(iii) si un élément est (r,c)—loxodromique, alors pour tout r’ € [e,7] et &’ € [e,77], il
est (17, &’)—loxodromique.

(iv) sigest (r,e)—loxodromique, alors pour tout n > 1, ’élément g" est (r, &) —loxodro-
mique.

Lemme 2.58 (cf. Lemme 2.36 ). Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire,
connexe, de type mon-compact. Soit g € G un élément lorodromique. Posons rg =
3d(g™, X (g7)).

Alors pour tout v €]0,719], pour tout e €]0,r] il existe ng € N tel que pour tout
n > ng, l'élément g" soit (r,e)—loxodromique.

Lemme 2.59 (cf. Lemme 2.38). Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire,
connexe, de type non-compact. Soient 0 < ¢ < r et g € G. On suppose qu’il existe
(n,€) € FO tels que

(1) d(n, X(€)) = 6r,
(ii) gVe(X())* € B(n.e),
(7ii) la restriction Y. (x(e)e est e—lipschitzienne.
Alors g est (2r,2e)—lozodromique avec g* € B(n,e) et X(97) C V=(X(£)).

Corollaire 2.60 (cf. Corollaire 2.39 ). Soit G un groupe de Lie semisimple, réel
linéaire, conneze, de type non-compact. Soient 0 < € < r et g € G un élément
(r,e/2)—lozodromique tel que d(g*,X(g~)) > Tr.

Alors pour tout h € G tel que h € B(eg,</2), le produit gh est (2r,2e)—loxodromi-
que, avec (gh)* € B(g™,e) et X((gh)™) C V-(X(97)).

Lemme 2.61 (cf. Lemme 2.43 ). Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire,
connezxe, de type non-compact. Soit 0 < e < r, alors il existe un compact D, C a tel
que pour tout élément (r,e)—lozodromique g,

K(g) — Ag) € Dy
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Preuve : Soit g € G'* un élément (7, )—loxodromique. D’apres le Lemme 2.43, pour
tout v € I, comme p,(g) est (r,e)—proximal,

lpa(9)l 1\ o 1+4¢
log ——2— < |log(2r +(1—|——>e L
Posons q 14
. 2\ Cre €
D, . := |log(2r)| + (1 + 27’)6 i

D’ailleurs, comme [|p4(9)|| > A1(pal(g)), on en déduit

O S ].Og ||pa(g)|| S Dr@-

Ai(palg))
Enfin, d’apres le Lemme 2.49 (i) et (ii), on en déduit

0 < dXmasz(K(g) — A9)) < Dy

Comme (dx$,qz)act est une base de a*, d’aprées le Lemme 2.46, alors dans la base

antéduale, le pavé [] [0,D,.] est un compact de a. Notons ce compact ©,.. On
a€ll
obtient bien le résultat voulu,

K(g) — Ag) € Dpe.
O

Projection de Jordan d’un produit d’éléments loxodromiques Rappelons (cf
Définition 2.23) que pour tout 77 € F, ’ensemble des points non transverses a 7 est noté
X (17). De plus, si 12:77 € K est tel que 12:,7770 = 7, alors ’ensemble des points transverses
a 1 s’écrit

FANX() = kaN"no.
Définition 2.62 (cf. Définition 2.41 ). Soit 7 C F. Pour tous &1,& € F \ X (1), on

note v(1;&1,&2) le point de a dont les coordonnées dans la base duale de (dX,qz)acll
sont

v(1;61,&2) = (Vl (Y (#0);y* (&), Z/a(§2))>

Soit r > 0 et € €]0,7], on définit

Cre 1= sup sup{jv (7 &1, )l | d(&r, X (7)) 2 2 et & € B, €)}-
n

anH'

Pour tout élément g € G'°% loxodromique, pour tout & € X(g_)c, On note
v(g,€) :==v(g7:97,€)

Fait 2.63. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connezxe, de type mon-
compact. Alors la fonction v est continue sur son ensemble de définition. De plus, pour
tout 1 C F et tous &1,&2,&3 € X(ﬁ)c,

v(1:61,83) = v(1: €1, &) + v(10; &2, &3).

Lemme 2.64 ( cf. Lemme 2.40 ). Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire,
connexe, de type non-compact. Soit g € G un élément loxodromique. Alors pour tout

point € € X(g*)c, la suite (a(g”,f) — n/\(g)) ., converge vers v(g,§).
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Lemme 2.65 (cf. Lemme 2.42 ). Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire,
conneze, de type non-compact.
Alors

) i Crs = 0’
© 15 G

(ii) pour tout élément (r,e)—loxodromique g € G, pour tout n € Vg(X(g_))C

tout entier n > 1

et pour

o5 )~ mate) ~ vigm)| < €

(iii) pour tout élément (r,e)—loxodromique g € G, pour tout £ € VGT(X(Q_))E et pour
tout &' € B(&,¢)
Hy(gvé—) - V(g7£,)” < Cr,s-

Enfin, on retrouve la propriété suivante.

Proposition 2.66 (Lemme 3.4 [Ben00], cf. Proposition 2.44 ). Soit G un groupe de
Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type non-compact. Soient | > 1 un entier et
g1, - 91 € GY% une suite d’éléments (r,)—lozodromiques tels que d(g;” |, X(g;)) > 6r
pour tout i = 1,...,1, avec go = g;. Notons v := y(gl,gltl) + o+ (91, 97)-

Alors pour tout (n;)1<i<; € (N*)L,

[Maieaiy = 32 mikgn) - v|| < 21C

1<l

De plus, Uélément w := g"...g7" est (2r,2e)—lozodromique avec wt € B(gﬁ,s) et
X(w™) C Ve(X(g1))-



Chapitre 3

Un résultat de marche aléatoire

Dans ce chapitre, on étudie le comportement asymptotique en décomposition de Cartan
de produits de matrices aléatoires, ainsi que le comportement asymptotique de leur
spectre.

Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire. Soit K un sous-groupe com-
pact maximal de G et soit A un tore maximal déployé de sorte qu’on dispose d’une
décomposition de Cartan G = KAK. On désigne par a* une chambre de Weyl positive
de a, par A\ : G — a* la projection de Jordan, x : G — a™ la projection de Cartan et
0 :G x F — ale cocycle d’Iwasawa-Busemann.

Soit 41 une mesure de probabilité sur le groupe de Lie G et soit (X,,),>1 une suite
de variables aléatoires i.i.d. de loi u. On s’intéresse aux produits de matrices aléatoires
X,... X1 et Xq...X,, et plus précisément au comportement asymptotique des projections
de Cartan et de Jordan de ces produits. On dit qu’une mesure de probabilité u sur G
est de p—ieme moment fini si [, ||x(g)[|Pdu(g) < +o0. Pour tout p € R, notons M? (T
I’espace des mesures de probabilité sur G de p—iéme moment fini dont le support est
dans I' et engendre un sous-semigroupe Zariski dense dans G.

D’apres le Théoreme de Furstenberg-Kesten [FK60], alors pour toute mesure p €
MY(T'), presque strement, la suite 2 (X,...X1) converge vers une limite indépendante
de I'aléa. Sa limite, notée o, est appelée le vecteur de Lyapunov de p. On se pose la
question suivante : ou peut-on trouver des vecteurs de Lyapunov ? Y. Guivarc’h et A.
Raugi [GR85], Goldsheid et Margulis [GM89] ont démontré que pour toute mesure de
probabilité u € M%L(T), alors o, € a*™.

Dans [Ben97b], Y. Benoist introduit I’ensemble suivant.

Définition 3.1. Soit I' un sous-semigroupe de G. On définit le cone limite de Benoist
par S
C(T):= URLA(g).
(1) = GRAW)
Le cone limite de Benoist est inclus dans la chambre de Weyl a™, par définition de
la projection de Jordan.

Théoréme 3.2 (Théoreme 1.3 [Ben97b]). Soit G un groupe de Lie semisimple réel
linéaire, connexe de type non-compact. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense de G.
Alors le cone limite de Benoist est convexe, d’intérieur non vide. De plus

¢ch)=n U R :
0= 0y Y Ren(y)

[k(MlIZn

Il est assez aisé de prouver que pour toute mesure yu € ML (T), alors o, € C(T) (cf.
Corollaire 3.13). Le résultat suivant, prouvé par C. Sert dans sa theése [Serl6] et dont
on trouvera une version dans [BS18] est plus précis et délicat & démontrer.

41



42 CHAPITRE 3. UN RESULTAT DE MARCHE ALEATOIRE

Théoréme 3.3 ( Proposition 5.5 [BS18]). Soit G un groupe de Lie semisimple réel
linéaire, connexe, de type non-compact. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense de G.
Alors pour tout i € M%(T),

oy GE(F).

Dans le paragraphe 3.2, j’introduis un sous-ensemble noté MDy(I') de mesures
satisfaisant une certaine hypothese de déviation. Cet ensemble satisfait

ML) € MD4(T) c ML(D).

J’affaiblis alors 'hypotheése du Théoreme 3.3 en démontrant la méme conclusion pour
toute mesure de MDz(T").

Théoreme 3.4. Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire, connexe, de type non-
compact. Soit T' un sous-semigroupe Zariski dense de G. Alors pour tout p € MDz(T),

ou EE(F).

Notons M'}f (T") ’'ensemble des mesures de probabilité sur G de support fini dans I’
et dont le support engendre un sous-semigroupe Zariski dense dans G. En particulier,

(o]
M;f(F) C M%(T) et donc pour tout mesure p € M%f(F), alors 0, € C(I'). Le
théoreme suivant démontre I'optimalité de la localisation des vecteurs de Lyapunov
dans l'intérieur du cone limite.

Théoréeme 3.5. Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire, connexe, de type
non-compact. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense de G. Alors

A. L’application (continue)
Po : M5/ (T) — PC(T)
pw— Roy,

est surjective.

B. Si de plus T' contient e, (par exemple lorsque ' est un sous-groupe de G) alors
Uapplication (continue)

o: ML (T) — c()
B> oy
est surjective.
Puisque M;f(F) C MDyz(T"), on en déduit.

Théoréeme 3.6. Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire connexe de type non-
compact et soit I' un sous-groupe Zariski dense de G. Alors 'application (continue)

o: MDyz(I') — E’(F)
oy

est surjective.
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Donnons le plan de ce chapitre. Dans le premier paragraphe on rappelle une preuve
de la continuité de Papplication p +— o, sur ML (T).

Dans le second paragraphe, on prouve le Théoreme 3.4 en s’inspirant de la preuve
de C. Sert du Théoreme 3.3.

Dans le paragraphe 3.3, on rappelle dans un premier temps une Proposition [Ben97b)|
fondamentale permettant de réaliser tout sous-cone convexe fermé d’intérieur non vide
de C(I") comme le cone limite d’un sous-(semi)groupe de I'. Cela permet d’en déduire la
densité projective des vecteurs de Lyapunov pour les mesures MDz(I") dans 'intérieur
du cone limite. Mais démontrer que 'application (continue)

o : MD4(T') —s BC(T)
p— Roy,

est d’image dense ne suffit pas pour obtenir la surjectivité. Pour ce faire, on démontre un
Lemme 3.21 d’estimation du vecteur de Lyapunov pour des mesures a support fini dans
un sous-semigroupe (r,e)—Schottky et dont le support engendre un sous-semigroupe
Zariski dense dans G.

Enfin, dans le paragraphe 3.4, on démontre le Théoreme 3.5.

Dans le dernier paragraphe, j’expose les résultats de E. Breuillard et ¢. Sert [BS18].
J’explique ou la stratégie ”topologique” que j’ai utilisée apparait dans leur travail.

3.1 Le vecteur de Lyapunov

Dans ce paragraphe, on discute plusieurs hypotheses de finitudes de moments. On
rappelle quelques résultats sur les mesures stationnaires sur le bord de Furstenberg F =
G/MAN. Puis on définit le vecteur de Lyapunov en moyennant le cocycle d’Twasawa
sur G x F. Cela permettra de retrouver par un argument classique la continuité du
vecteur de Lyapunov par rapport aux mesures étudiées.

3.1.1 Mesures et moments

Commencons par rappeler les propriétés qui vont étre vérifiées par les mesures qu’on
considere.

Définition 3.7. Soit p € RT. Une mesure de probabilité i a support dans G est a un
p—ieme moment fini si

[ o) 1Pan(o) < -+
G

On dit que u admet un moment exponentiel fini s%l existe un réel strictement positif
a > 0 tel que

/ 5@l 44 g) < +oo.
G

Remarque 3.8. Les mesures a support fini ont un moment exponentiel fini et ont pour
tout p > 0 un p—iéme moment fini.

Rappelons que dans I’étude des sommes de variables aléatoires i.i.d a valeurs réelles,
si la loi commune des variables aléatoires admet un premier moment fini, alors la somme
vérifie une loi des grands nombres. Si la loi commune des variables aléatoires admet un
second moment fini, alors la somme vérifie un théoreme central limite. Furstenberg-
Kesten [FK60] et Benoist-Quint [BQ16a] ont prouvé ’analogue de ces théoremes limites
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dans G, ou la projection de Cartan d’un produit de variables aléatoires i.i.d. a valeurs
dans G joue le méme role que la somme de variables aléatoires i.i.d. & valeurs réelles.
Introduisons des ensembles de mesures.

Définition 3.9. Soit p > 0. On note M%(T') Uespace des mesures de probabilité
telles que

(i) 1 est de p—ieme moment fini,
(ii) le support de p est dans T,
(iii) le support de p engendre un sous-semi groupe Zariski dense de G.

L’espace des mesures de probabilité vérifiant seulement les points (i) et (ii) est noté

MP(D).

Ce sont des espaces de mesures de probabilité, donc pour tout sous-semigroupe I'
Zariski dense dans G et p > q,

M (T) € MY(T).

Soit X un espace topologique localement compact sur lequel G agit continuement.
L’espace des mesures boréliennes de probabilité de X est alors naturellement munie
d’une action (continue) de G, définie pour tout g € G et toute mesure de probabilité
m par

gem(A) == m(g~' A),

pour tout borélien A C X. Pour définir le vecteur de Lyapunov, on aura besoin de

notion nvolution mesur ui nou rmettr introduir mesur
la notion de convolution de mesure, ce ous permettra d’introduire les mesures
stationnaires des marches aléatoires.

Définition 3.10. Soit m une mesure de probabilité sur X et pu une mesure de probabilité
sur G. Le produit de convolution de m par la mesure de probabilité v est défini par la
relation

ok m = /Gg*mdu(g)-

On dit que m est u—stationnaire si pu*m = m i.e. pour toute fonction a support
compact f € C.(X), alors

//fgwdm )du(g /f ydm(z

Notons P(F) l'espace des mesures (boréliennes) de probabilité sur F = G/MAN.
Par compacité de F, il est compact et muni d’une action de GG. De plus, la convolution
MY G) x P(F) — P(F)

(,m) — pxm
est continue pour la topologie faible étoile.

Guivarc’h et Raugi [GR85] et Goldsheid et Margulis [GM89] ont prouvé que pour
tout u € Mlz(G), il existe une unique mesure p—stationnaire sur . On note m,, cette
unique mesure p-stationnaire sur F.

Rappelons ( Définition 2.25) que le cocycle d'Twasawa-Busemann est I’application

GXxF—a
(g,m) > a(g,n)
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définie pour tout g € G et 1 := ky;ng € F, avec k,, € K, par la relation
gkn € K exp(o(g,n))N.

D’apres le Lemme 2.49, cette application (continue) vérifie I'inégalité

sup [[o(g, O < [lx(g)]l-
¢eF

Donc pour toute mesure 1 € M4 (T') et toute mesure de probabilité m sur F, le cocycle
d’ITwasawa est intégrable pour la mesure p ® m i.e.

| ot mldn(aamt) < +o.
GxF

Définition 3.11. Soit u € ML(T), le vecteur de Lyapunov de p est défini par

oy = /fo o(g,n)du(g)dvu(n).

Le théoréeme suivant résulte des travaux de Furstenberg, Kesten [FK60]. C’est une
loi des grands nombres sur G. On trouvera cet énoncé par exemple dans le livre de
Y. Benoist et J-F. Quint [BQ16b, Théoreme 9.9 (a)]. Notons L'(GN", u®N", a) I'espace
des fonctions intégrables de ’espace de Bernoulli (GN*,,u®N*) a valeurs dans a.

Théoréme 3.12 ([FK60]). Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire, connexe de
type non-compact. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense dans G. Soit u € Mlz(F)
Alors pour p®N —presque tout b = (by)n>1 € GV,

o1
nll—{goﬁﬁ(b"'"bl) =0y

Cette convergence a aussi lieuw dans L' (GN", u®V"  a).

3.1.2 Continuité du vecteur de Lyapunov par rapport a la mesure

Dans ce paragraphe, on démontre, grace a la loi des grands nombres, que pour tout
p € ML (T), alors o, € C(T'). On rappelle aussi une preuve de la continuité de p — o,
sur ML(T). Le résultat est dii & Furstenberg et Kifer [FK83]. Pour cela, on admet
le résultat di & Y. Guivarc’h et A. Raugi [GR85], Goldsheid et Margulis [GM89], que
pour tout u € ML(T'), la mesure y—stationnaire sur F est unique. On trouvera un
énoncé de ce résultat d’unicité de la mesure stationnaire dans la Proposition 10.1 du
livre [BQ16b].

Corollaire 3.13. Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire, connexe de type
non-compact. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense de G. Alors application

o: MyT) —a®
o oy
est continue et a valeurs dans C(T").
Démonstration : Prouvons d’abord que (ML (I')) € C(T). Soit p € ML(T). D’apres

la loi des grands nombres, on considere (b,),>1 un tirage typique d’éléments de I', alors

1
T}H&Eﬁ(bn...bl) =0,
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La caractérisation du cone limite de Benoist via les projections de Cartan (Théoreme
3.2) donne o, € C(I).

Soit p une mesure a support Zariski dense dans I', on veut démontrer que la fonction
T +— o, est continue en p. Soit une suite () de mesures de probabilité sur I' qui
converge vers . pour la topologie faible étoile. Pour tout n > 1, notons my, := m,,, la
mesure [, —stationnaire.

Rappelons que l'espace P(F) est compact, par compacité de F. Démontrons main-
tenant que toute valeur d’adhérence de la suite (my,),>1 est une mesure y—stationnaire.
Soit (mp, )k>1 une sous-suite convergente (pour la topologie faible étoile) de la suite
my,. Notons m € P(F) sa limite. D’une part, 'application

MYG) x P(F) — P(F)
(,m) — pxm

est continue pour la topologie faible étoile. Donc la suite (fip, *mp, )k>1 converge (pour
la topologie faible étoile) vers u * m.
D’autre part, par définition de la mesure stationnaire, pour tout k£ > 1,

Ly, ¥ My, = My, .

Donc la suite (my, )r>1 converge (pour la topologie faible étoile) vers p*m. Par unicité
de la limite dans P(F), on en déduit

m=pu*m.

D’apres [BQ16b, Proposition 10.1], la mesure p—stationnaire sur F est unique. On en
déduit m = m,,.

On a démontré que m,, est la seule valeur d’adhérence possible de la suite (my,)p>1,
ce qui suffit pour en déduire que la suite (my,),>1 converge vers my,.

Ainsi, la suite (pn, ® my)n>1 converge (pour la topologie faible étoile) vers p @ my,.
Le cocycle d’'Iwasawa o : G x F — a est continu. D’apres le Lemme 2.49, pour tout
g € G, le cocycle vérifie 'inégalité

sup [lo(g, Il < [|x(9)]|-
EeF

Puisque (ptn)n>1, 1 C Mlz(F), on déduit que le cocycle est intégrable pour les mesures
fn @ my, pour tout n > 1 et p ® my,. Par convergence dominée, on en déduit

| o0 0amla)dn,(©) = [ ola.Odule)dn,(©)
GxF nToe JaxF

D’ou limo,, =o,. O
n+oo Hn 1]

Si on fixe un ensemble fini S C G engendrant un sous-semi-groupe Zariski dense de
G et que I'on note Conv(dg) ’ensemble des mesures a support dans S, Peres [Per92] a

o
démontré 'analycité en les coefficients de la fonction u € Conv(dg) — o,. Notons que
I’on ne dispose a priori pas de cette régularité aux bords.

3.2 Hypothese de déviation et Théoreme de localisation

Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire et soit I' un sous-semigroupe Zariski
dense dans G. D’aprés le Théoreme 3.3,

(o}

o(MZ(I)) c C(I).
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Or

M(D) € MY(D).
Dans ce paragraphe, on remplace 'hypothese de second moment fini par une hypothese
de déviation. On définit ainsi un ensemble de mesures de probabilité, noté MDz(T"),

tel que
M%(T) € MDz(T) € My(T).
On prouve ensuite que

o

7(MD(T)) € C().

3.2.1 Hypothese de déviation

Hypothése 3.14. Soit u une mesure de probabilité sur G de premier moment fini.
On dit que p satisfait Uhypothese de déviation si la marche aléatoire en projection de
Cartan associ€e a la mesure p satisfait ’hypothese de déviation suivante : il existe une
fonction croissante ¢ : Ry — RY et un réel R, € R U {400} tels que

(i) Tim p(n) = +o0,

n—+o0o

(it) pour tout owvert non vide U C B(0, Ry,), il existe e(U) > 0 tel que

(KJ(Xl...Xn)
p(n)

lim sup P — % ¢ U) > £(U) > 0.

n—+0o00
Définissons maintenant un nouvel ensemble de mesures.
Définition 3.15. Soit MDy(I') I’ensemble des mesures de probabilité ju telles que

(i) w a un premier moment fini,
(ii) le support de p est dans T,
(iii) le support de p engendre un sous-semigroupe Zariski dense de G.
(iv) w satisfait ’hypothése de déviation 3.14.
Remarquons que par définition MDy(T) € ML(T).

Fait 3.16. Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire, connexe de type mon-
compact et soit I' un sous-semigroupe Zariski dense dans G. Alors

M%(T) € MDgz(I).

Preuve : Notons rg := dima. Soit u € M%(T'). 1l suffit de vérifier que p satisfait
I'hypothese de déviation. On applique le Théoreme central limite [BQ16a] a la mesure
p € M%(T). 1l existe une norme euclidienne || - ||, sur a telle que pour toute fonction
continue bornée ¢ € C(a),

/C;¢(W)du*”(g) — (2m) 7 / B(v)e 2" dr (v),

ou dm,(v) = dvi...dv,, est une mesure produit pour base orthonormée de la norme
| - |l On choisit alors comme fonction encodant la vitesse de déviation, la fonction
racine ¢(z) = y/x et R, = +o00. La mesure y satisfait bien '’hypothese de déviation

pour ces choix de ¢ et R,.
D’out M%(T) € MDy(T). O

Il serait intéressant de construire des mesures de probabilité de premier moment
fini, dont le support dans I' engendre un sous-semigroupe Zariski dense dans G, de
second moment infini et satisfaisant I’hypothese de déviation.
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3.2.2 Preuve du Théoréme de localisation

On prouve le Théoreme 3.4, i.e que pour tout sous-semigroupe I' C G, Zariski dense,
alors

o(MD(T)) C C(T).

Un des points clés de la preuve de ce Théoreme est 'hypothese de déviation des
mesures de MDy(T'). Le Théoréme suivant, di a Abels-Margulis-Soifer est aussi crucial
dans cette preuve.

Théoréme 3.17 (JAMS95]). Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire, connexe
de type non-compact. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense de G. Alors il existe un
réel r = r(I') > 0 tel que pour tout € €]0,r], il existe un sous-ensemble fini F' C T" tel
que quel que soit g € G, il existe f € F' de sorte que gf est (r,e)—loxodromique.

Rappelons le Lemme 2.52 : pour tout partie bornée F' C G, il existe un compact
€r C a tel que pour tout g € G,

K(FgF) — k(g) C €p.

D’apres le Lemme 2.61, pour tout 0 < € < r, il existe un compact ©, . C a tel que
pour tout élément (r,e)—loxodromique g € G,

Kk(g) — A(g) € Dy

D’apres le Lemme 2.64, pour tout élément loxodromique g et tout élément & € F
dans le bassin d’attraction de g™, on a la convergence

U(gn’g) - )\(gn) n+—o>o V(Q?é.) = V(g_;g+7§)a
ou la fonction v est donnée dans la Définition 2.62.

Démonstration du Théoréme 3.4 : Soit p € MDz(T'). On pose rg := dima. On note
', le sous-semigroupe engendré par le support de la mesure p. Par le Théoreme 3.17,
il existe r > 0 tel que pour tout ¢ €]0, r], il existe une partie finie ¥ C I',, telle que pour
tout g € G, il existe f € F de sorte que gf soit (r,e)—loxodromique. Fixons ¢ €]0, 7] et
considérons le compact D, . C a donné par le Lemme 2.61, ainsi que le compact € C a
donné par le Lemme 2.52.

Estimons d’abord la projection de Jordan d’éléments (r,e)—loxodromiques de la
forme g, f,, avec g, € supp(u*™) et f, € F choisis de sorte que gy, f,, soit (r, e)—loxodro-
mique. D’apres le Lemme 2.61,

)‘(gnfn) - ’Q(gnfn) € Cor,e

Mais comme les f, sont pris dans I’ensemble fini F', par le Lemme 2.52,

k(gnfn) = K(gn) € Cr.
Remarquons que

)‘(gnfn) o — /\(gnfn> _ "f(gn) + /i(gn) - 77,0'”.

n K n n n

Cela permet d’écrire, lorsque n — 400, uniformément en les choix des (gy,),

)‘(gnfn) o — K(Qn) —noy + O(l)
n K n '
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Utilisons maintenant I’hypothese de déviation sur y. Il existe donc une fonction con-
tinue croissante ¢ : Ry — R, avec lirm o(n) = 400 et R, > 0 telle que pour tout
n+oo

borélien non vide U C B(0, R,), il existe e(U) > 0 tel que

K(X1..Xp) —noy,
p(n)

limsup P (

n—+o0o

€ U) > £(U) > 0.

On choisit, pour tout v € B(0, R,,)\ {0} une suite v,, — v et une suite g,, € supp(p*"*)
de sorte a avoir des déviations de la forme
”(gnk) — NEoy ‘P(nk)

= UTL
Nk n

ke

On en déduit que pour tout v € B(0,R,) \ {0}, il existe une suite v,, — v,
des suites gn, € supp(p™*) et f,, € F, tel que gy, fn, soit (r,e)—loxodromique et
qu’asymptotiquement,

Agny fri) o= ¢Ezik)v”k n O<1>- (3.1)

ng N

Finissons maintenant la preuve par l’absurde en utilisant le Corollaire 3.13 que
o, € C(I') et la convexité du cone limite.

Supposons que o, € JC(I"). Alors, par convexité de C(I'), il existe une forme linéaire
non nulle, ¥ € a* qui soit & valeurs négatives ou nulles sur C(I') et nulle en o,. En
fait, on choisit ¢ tel que 'hyperplan ker(¢)) soit tangent au cone limite, de points de
contact la demi-droite R0, i.e. o, € ker(1)). Evaluons 1 sur ’équation 3.1,

w(/\(gnkfnk)) — gO(nk)ﬂ)(vnk) * O<1>.

Ny N ng

Or 2nifni) C(T"), donc pour tout k& > 1,

w(Mgnkfnk)) <o.

ng

Mais lorsque k — +00, le terme %}f)w(vnk) devient dominant, il est donc négatif. On
en déduit en passant a la limite que ¥(v) < 0. On vient de prouver que ¥(v) < 0
pour tout v € B(0, R,). Mais c’est impossible puisque ) est une forme linéaire non
nulle. O

3.3 Une estimation fine du vecteur de Lyapunov
Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire et I' un sous-semigroupe Zariski dense
de G. D’apres le Théoreme 3.4,

o(MDy(T))) C C(T).
Dans ce paragraphe, on commence par prouver que

(o]

P(o(MDg(T'))) = PC(T).

Ensuite, on démontre le Lemme 3.21 d’estimation des vecteurs de Lyapunov des mesures
de M‘;f (I"), lorsque I' est un sous-semigroupe fortement (r,e)—Schottky de G.
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3.3.1 Densité projective des vecteurs de Lyapunov

Proposition 3.18 ( Proposition 5.1 [Ben97b]). Soit G un groupe de Lie semisimple
réel linéaire, conneze, de type non-compact. Soit T' un sous-semigroupe (resp. sous-
groupe) Zariski dense de G et Q2 un céne convexe fermé d’intérieur non vide dans C(I")
(resp. un coéne conveze fermé d’intérieur non vide dans C(I") et stable pas ’involution
d’opposition). Alors il existe un sous-semigroupe (resp. sous-groupe) discret, Zariski

dense I de T tel que C(I") = Q.

Comme on se restreint au cadre des groupes de Lie semisimples réels linéaires,
connexes de type non-compact, 1’énoncé qu’on donne differe légerement de celui de
I’article. Les explications qui suivent sont un peu techniques si on n’a pas 1’énoncé
originel de l'article d’Y. Benoist en téte. La formulation originelle concerne un cadre
de groupes définis sur des corps plus généraux. FElle contient une hypothese de plus,
"T" non borné modulo le centre de G”, qui est vérifiée lorsque G est semisimple réel
linéaire de type non-compact (on a alors G/Z non compact ou Z est le centre de G)
et dés que I' contient un élément loxodromique. Or Y. Benoist et F. Labourie [BL93],
Prasad [Pra94] ont prouvé que si G est un groupe de Lie semisimple réel linéaire de
type non-compact, alors tout sous-semigroupe Zariski dense de G contient des éléments
loxodromiques (on pourra aussi consulter [BQ16b, Théoréme 6.56] pour une preuve).

Il est ensuite assez aisé de remarquer la densité projective des vecteurs de Lyapunov
dans le cone limite en utilisant le Corollaire 3.13.

Corollaire 3.19. Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire, conneze, de type
non-compact. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense de G. Alors lapplication (con-
tinue)

o MD4(T') —s BC(T)
p— Roy,

est dimage dense.

o
Preuve : Soit § € C(I'). Pour tout voisinage compact convexe d’intérieur non vide

e] [¢]
V c C(I') de 0, on note C(V) := > Riv le plus petit sous-cone de C(I') contenant
veV
V. Comme V est compact d’intérieur non vide, le sous-cone C'(V') est convexe fermé

d’intérieur non vide. D’apres la Proposition 3.18, il existe un sous-semigroupe I'yy C T,
Zariski dense, dont le cone limite est exactement C'(V). D’apres le Corollaire 3.13,
I’application

MY Ty) — C(V)
> Oy,

est continue. D’apres le Théoréme 3.4, la restriction de cette application & MDz(T") C
ML () est encore continue, mais & valeurs dans l'intérieur de C(V).

Ceci étant vrai pour des voisinages convexes arbitrairement petits V de 6, on a bien
RO € Po(MDyz(I)). O

La Proposition 3.18 ne suffit pas pour démontrer la surjectivité de l'application
p = Ro,. Pour cela, on utilise une classe particuliere de sous-semigroupes de I, les
sous-semigroupes (r,e)—Schottky (cf Définition 2.56) Grace a la Proposition 2.66 et
aux Lemmes 2.65, 2.61, on estime assez précisément les projections de Jordan et de
Cartan des éléments de ces semigroupes.



3.3. UNE ESTIMATION FINE DU VECTEUR DE LYAPUNOV 51

3.3.2 Le lemme d’estimation

Le Lemme suivant permet d’estimer les projections de Cartan et Jordan des éléments
d’un sous-semigroupe fortement (r,e)—Schottky (Cf Définition 2.56). Soit E' = {~;};cs
un ensemble fini d’éléments de I" et w un mot de longueur finie, non trivial en I’alphabet
E. L’écriture w = g;"...g1"*, ou I > 1, est dite trés réduite si

(i) git1 € E\ {gi,gi_l} pour tout 1 <i<[—1,
(ii) n; > 1 pour tout 1 < i <.
L’entier [ est la longueur de ’écriture réduite.

Lemme 3.20 (Lemme 4.1 et 4.4 [Ben97b]). Soit G un groupe de Lie semisimple réel
linéaire, connexe de type non-compact. Alors pour tout r > & > 0, il existe un compact
N, C a tel que

- pour tout sous-semigroupe fortement (r,c)-Schottky, dont on note E = {v;}jes
un ensemble de générateurs,

- pour tout entier | > 1 et toute suite gy, ...,q1 € E vérifiant giy1 € E \ {gi,gfl}
pour tout 1 <i<[l—1,

- pour toute famille d’entiers (n;)i1<i<; C (N*)!,

alors

Mgtgrt) — Z njA(gj) € M et k(g"...g1") — Z njA(gj) € (1 +1)N,..
1<5<i 1<5<i

Idéee de la preuve : En utilisant la Proposition 2.66, les Lemmes 2.65, 2.61, ainsi que
la continuité de la fonction v donnée dans la Définition 2.62, on déduit ce Lemme en
posant N, . := B(0, N, ), ou

Nye:=2Cc+ Dre + Sujg{HV(ﬁ; £1,82)|1 61,62 € Vﬁr(X(ﬁ))C}-
ne

O

Le Lemme suivant permet d’estimer le vecteur de Lyapunov pour toute mesure a
support fini dans un sous-semigroupe fortement (r,e)—Schottky Zariski dense de G.

Lemme 3.21. Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire connexe de type non-
compact. On fize r > € > 0 et on considére le compact N, C a donné dans ’énoncé
du Lemme 3.20 précédent.

Soit T' un sous-semigroupe fortement (r,e)-Schottky Zariski dense dans G. Con-
sidérons un sous-ensemble fini (7v;)ier C I' qui engendre un sous-semigroupe Zariski
dense de G. Notons 0, la mesure de Dirac en y; pour tout i € I.

Alors pour toute famille de réels strictement positifs t = (t;)icr € (R%)! telle que

dot; =1, tout réel tg € [0, 1], le vecteur de Lyapunov de la mesure de probabilité
el

pie = todeg + (1 — to)Ztiéw
el
vérifie

o — (1= 10)> tid(mi) € 2(1 — to)Myec.
el
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Démonstration : Supposons que I C N*. On fixe ty € [0,1] et une famille de réels

strictement positifs ¢ = (¢;)ier telle que > t; = 1. Soit (X,),>1 une suite de variables
el

aléatoires indépendantes de loi y;. Pour tout NV € N*, on pose

AN =0y, — %K(XN...Xl),
1 1 &

By = (Xn..X1) = N;A(Xn),

Cy = 1 i AXn) = (1 =t0) > tid(%)-
N n=1 el

Remarquons que
— (1 — t()) ZtiA(ﬁﬁ) =Ax+ By +Cy.
el
On va controler séparément les termes Ay, By et Cy lorsque N — +oo.
Pour le terme Ay, on applique le Théoreme 3.12 (loi des grands nombres) pour le
cocycle d’Iwasawa-Buseman. Ainsi, ,u®N*—presque partout

1
NH(XN...Xl) N~>—+>oo Oy -

Il existe Q4 C G®N' de u?N*—mesure 1 tel que pour tout w € 4, il existe un entier
N, > 0 tel que pour tout N > N,

1—+tp
3

Pour controler By, on va estimer la longueur d’une écriture tres réduite du mot
Xn...X1. Pour tout N > 1, il existe un entier 1 < I(N) < N, une famille (g;)1<j<in) C

. . k . P
SHN) et une famille d’entiers (kj)i<j<iny € Ni tels que glfl...gl(l](vj\g) soit une écriture

treés réduite de X ... X1. Ainsi,

AN(w) < ‘ﬁm. (32)

k

Comme A(eg) =0 et /\(g;-cj) = k; A(gj), on déduit

N UN)
D OAXR) =D ks Agy)-
n=1 7j=1

D’apres le Lemme 3.20

Z)\ )= 5 gy Zk Agy) € (1+1(N)M,.e,

d’ou

1+1I(N)
N

Estimons maintenant {(/N). Par définition, I[(N) < ZnN:1 1x, e, Parlaloi des grands

nombres, on déduit que presque sirement

I(N) o0 L, e
< &n=L _An7re 1 — tp.
N = N Nogeo 1 20

By € ‘ﬁm.
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Donc il existe Qg € G®V de M@N*-mesure 1 tel que pour tout w € Qp, il existe un
entier N, p > 0 tel que pour tout N > max(N, g, %),

1+IU(N) 4
Rl N S §
c’est-a-dire,
1+I(N 4
By(w) € +N()mr,g C (1= t0) 3 My (3.3)

Estimons maintenant le dernier terme Cpy. On réarrange d’abord la somme

| X N ) 1
=Y OAMX) =D () A1) x, = + A e@)1x,=en
N N N

n=1 n=1 el
| N
= Z )‘(’71) (N Z 1Xn_’7i) .
el n=1
D’ou
1 N
On = D A Xn) = (1—to) th‘/\(%’)
n=1 i€l
1 N
= ZG; A7) (N nz:l Lx,=y — (1= toﬂi) :

Or, de la méme maniére qu’au point précédent, pour tout i € I, il existe Q; € GOV de
u?N*—mesure 1 tel que pour tout w € €;, il existe un entier N, > 0 tel que pour tout
N > max(N,, ﬁ),

\ 1 & 1—t
(7i) N Z Ix,=y — (L—to)ti | € er,sa
n=1

D’ou, pour tout w € 'ﬁIQi, il existe un entier N, > 0 tel que pour tout N >
(S

max (N, %),
1—1tp

C’N(w) S 3

N, .. (3.4)

On choisit maintenant w € Q4 N QB( 'ﬁ[ Qz) et pour N > sup(N,, N/, ﬁ) on
1€
déduit,

—t 41—t 1—-t¢
Omr,a + M‘)’tr,e + 70%7“,6'

An() + By(@) + Cn(w) € »

D’ou le résultat voulu
o — > _tid(w) € 2(1 — to) M.

el
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3.4 Le théoreme de surjectivité

Au vu des hypotheses du Lemme 3.21, dans toute la suite du chapitre, on travaille avec
I’espace de mesures & support fini M;f (T"). Dans cette partie, on prouve la Proposition
suivante.

Proposition 3.22. Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire conneze de type
non-compact et I' un sous-semigroupe Zariski dense de G.
Alors pour tout 0 € C(T'), il existe un sous-cone conveze fermé Cy C C(I"), d’intérieur

[¢]
non vide et il existe v € Cy tels que

(] 9659,

o v+CyC oM (D).

De plus, si T contient e, alors Cy C a(M%f(F)).
Démontrons d’abord que cette Proposition permet de déduire le Théoreme 3.5 de
surjectivité.

Preuve que la Proposition 3.22 implique le Théoréme 8.5 : Commengons par prouver
la surjectivité de ’application

M3 (T) —s PC(T)
n— RO’M.

o
Cette appplication est bien & valeurs dans PC(T") d’apres le Théoreme 3.4 de localisa~
tion. De plus, elle est continue d’apres le Corollaire 3.13. Maintenant, appliquons la

[e]
Proposition 3.22. Pour tout § € C(I'), il existe un cone convexe fermé d’intérieur non
o

vide Cy C C(T") et un point v € Cy tels que

v+ Cy C a(MG ().

[¢]
Or toute demi-droite de I'intérieur du cone Cy intersecte le cone translaté v + Cy en une
demi-droite. Cela entraine projectivement

PCy C P(o(M3(I))).

En particulier, RO € P(O’(M%f (T"))), puisque 0 est dans l'intérieur du cone Cy. D’ou la
surjectivité de I’application

e M3 () — Ro, € BC(T).

Si maintenant eg € I', application directe de la méme Proposition permet de
conclure que
[¢] o
CT)= U CC oMz (I)).
peC(T)
O

Donnons maintenant les idées de la preuve de cette Proposition 3.22. Elle s’articule
en cing étapes :
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(1) Le premier Lemme 3.23 permet de construire, pour toute direction 6 de I'intérieur
du cone limite, une famille S C I' de rg = dima éléments vérifiant plusieurs
conditions techniques, dont celle d’engendrer un sous-semigroupe (r, e)—Schottky
Zariski dense de G. Une fois cette famille génératrice construite, on définit le cone
Co.

(2) Le Lemme 3.25 permet de recouvrir un translaté de ce céne par une famille de
simplexes & dim a + 1 sommets de a, non inclus dans un hyperplan de a, dont les
sommets sont les projections de Jordan d’éléments du sous-semigroupe engendré
par S. Or 'unicité des coordonnées barycentriques pour ces simplexes de a permet

d’associer, pour chaque point d’un tel simplexe, une unique mesure de probabilité
dans M%f ().

(3) Grace au Lemme 3.21 et au Corollaire 3.13, on définit, pour chaque simplexe de la
famille construite a I’étape 2, une application continue a valeurs dans a, déplacant
de maniére controlée les points.

(4) On applique le Lemme 3.26, avatar du Théoréme de point fixe de Brouwer, sur
ces applications et on obtient la preuve de la Proposition grace au Lemme 3.25
de convexité.

(5) Enfin, dans le cas ou I' contient l'identité, on démontre qu’on va pouvoir con-
tracter de maniere uniforme vers 0, la famille de simplexes donnée dans I’étape 2
ainsi que le terme d’erreur dans le Lemme 3.21 d’estimation.

Le premier paragraphe est centré autour au Lemme 3.23. Le second paragraphe con-
tient la preuve du Lemme 3.25 de convexité. Dans le troisieme paragraphe, je détaille,
par commodité pour le lecteur ou la lectrice la preuve du Lemme 3.26 topologique.
Enfin, dans le dernier paragraphe, je prouve la Proposition ou est détaillée I’étape (3).

3.4.1 Une construction de sous-semigroupes Schottky

Dans ce premier paragraphe, on prouve le Lemme de construction suivant.

Lemme 3.23. Soit G un groupe de Lie semisimple réel linéaire connexe de type non-
compact. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense de G.
Alors pour tout 6 dans Uintérieur du cone limite C(T"), il existe

(a) un ensemble fini S C T,
(b) un réel strictement positif ro > 0,

(c) une suite de réels strictement positifs ey, e 0,
o

tels que

(i) pour tout r €]0,ro] il existe un rang N, > 1 tel que pour tout n > N, la famille
Spi={y"| v €S} CT engendre un sous-semigroupe fortement (r,e,)—Schottky
Zariski dense dans G,

(ii) A(S) est une base de a,

(iii) 0 est dans lintérieur du cone convere C(A(5)) := > RiA(y).
veS
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Pour prouver ce Lemme, on utilise le Lemme 4.3 de larticle [Ben97b| dans une
formulation légérement différente. Les explications qui suivent sont un peu techniques,
si on n’a pas 1’énoncé de ’article originel en téte. On ne traite ni le cas d’une suite infinie
de cones ouverts, ni la construction des sous-groupes. Y. Benoist énonce son Lemme
pour des groupes de Lie définis sur des corps plus généraux. Comme on s’est placé dans
le cadre des groupes de Lie semisimples réels linéaires, on omet ’hypothese additionnelle
”T" non borné modulo le centre de G”. De plus, comme tout sous-semigroupe Zariski
dense d'un groupe de Lie semisimple réel linéaire de type non-compact contient des
éléments loxodromiques (cf [BQ16b, Théoreme 6.36]), on omet aussi le parametre 6 de
la formulation originelle du Lemme.

Dans tout larticle [Ben97b], Y. Benoist omet le parametre r qui controle la distance
entre les différents bords des bassins d’attractions des éléments loxodromiques et leurs
points attractifs. Une lecture attentive de la preuve de ce Lemme permet de le faire
réapparaitre.

Proposition 3.24 ( Lemme 4.3 [Ben97b] ). Soit G un groupe de Lie semisimple réel
linéaire connexe de type non-compact. Soit I' un sous-semi-groupe Zariski dense de G.
Soit () e une suite finie, de longueur au moins 2, formée de cones ouverts de a™+
qui intersectent le cone C(T).

Alors il existe une famille d’éléments S := {v;}jes de I' vérifiant

(1) Pour tout j € J, l’élément ~y; est loxodromique, avec A(vy;) € §2;.
(2) Pour tout g,h € S, la paire (g%, h~) € FP est en position générale i.e.
d(g*, X (1)) > 0.

(3) Pour tout j € J, le semigroupe engendré par ~y; est Zariski connexe®.

(4) Le sous-semigroupe engendré par 1 et o est Zariski dense dans G.

Et pour un tel choiz, le réel suivant
1
ro i= g inf{d(¢", X(h7)) | g, € S}

est strictement positif et il existe une suite (en)n>1 de réels strictement positifs con-
vergeant vers 0 telle que pour tout r €|0,1¢], il existe un entier N, > 1 a partir
duquel pour tout n > N, le sous-semigroupe I',, engendré par (’YJT-L)]‘GJ est fortement
(r,en)—Schottky, discret et Zariski dense dans G.

Démonstration du Lemme 3.23 : Fixons un point 6 dans 'intérieur du cone limite C(T").
Posons rg := dima.
On commence par construire une famille de rg sous-cones ouverts du cone limite

C(I"). Considérons une carte affine de P(a) contenant Rf. Comme R est un point de

I'ouvert non vide P(C(T")), il admet, dans P(C(T")), un voisinage ouvert non vide, qui

dans cette carte est convexe et polygonal, avec rg sommets distincts centrés en RE.

Notons p := (Rp;)i<i<r, la famille des sommets de ce voisinage convexe et Conv(p)

I’enveloppe convexe de ces points. Sans perte de généralité, on peut supposer qu’il
[¢]

existe dp > 0 tel que Vs, (Conv(p)) est inclus dans P(C(T")).

'Le lecteur ou la lectrice pourra consulter le Chapitre 6 du livre [BQ16b] pour plus de détails sur la
topologie de Zariski
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Choisissons maintenant 0 < § < inf (Jo, 3d(R¢, 9Conv(p))) de sorte que

RO € Conv(p) \ Vs(0Conv(p)).

Notons C)p, C E (I') (resp. V5(0Cp)) le sous-cone fermé (resp. ouvert) d’image pro-
jective Conv(p) (resp. Vs(9Conv(p))). Pour tout 1 < i < r¢, on considere (2;)1<i<ry
la famille des sous-cones ouverts tels que P(§2;) := Bp(q)(pi, ).

Appliquons enfin la Proposition 3.24 a la famille de cones ouverts non vides dis-
joints (€2;)1<i<r,. Considérons donc une famille S := (7;)i1<i<r, C I' d’éléments loxo-
dromiques. En particulier, pour tout 1 < i < rg les projections de Jordan A(y;) sont
dans §2; et pour tout i # j,

d(v" X (7)) > 0.

Et pour un tel choix, le réel

1, _ .
70 ::61nf{d(’yi+,X(7j ) |1<i#j<rg}

est strictement positif. On considere la suite (g,,)n>1 de réels strictement positifs con-
vergeant vers 0 donné par la Proposition 3.24. Pour ces choix (a) de S, (b) de 7 et (c)
de (e,), montrons les conditions (i) & (iv).

D’apres cette Proposition 3.24, pour tout r €]0, 7], il existe un entier N, > 1 tel
que pour tout n > N,., le sous-semigroupe I';, engendré par la famille .S, := (’y]”) jeg est
fortement (7, e,)—Schottky, discret et Zariski dense dans G. D’ou la condition (i).

Par construction, A\(S) est une famille de rg éléments linéairement indépendants de
a, ce qui valide la condition (ii).

Posons C(A(S)) := >, cg Ry A(y). Par construction de Gy, et de V5(9C),), on déduit
que 0 € C,\Vs(9Cp). Comme pour tout 1 < i < rg, on a choisi A(y;) € €;, on en déduit
que dans une carte affine projective, la famille de points (RA(v;))1<i<ry €St d—proche
de la famille de sommets du convexe Conv(p). Par conséquent, les bords des convexes
respectifs sont aussi d—proches, ce qui permet d’en déduire que dC(A(S)) C Vs(9C)).

Ainsi, on obtient l'inclusion C, \ V5(0C,) C C(S), ce qui permet d’en déduire la
condition (iii) : # est bien dans l'intérieur du cone C'(A(S)). O

3.4.2 Un lemme de convexité

Dans ce paragraphe, je prouve un Lemme de convexité. Pour toute famille finie de
points P d’un espace vectoriel V', I’enveloppe convexe, fermée, des points P est notée
Conv(P).

On rappelle qu’on cone convexe fermé C est saillant lorsque C N —C = {0}.

Lemme 3.25. Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie et soit E C 'V un
sous-ensemble fini de points de V' non contenu dans un hyperplan de V. On suppose

que C(E) := > Ryu est un cone convexe fermé, saillant, d’intérieur non vide de V.
uck

Alors pour tout point p de lintérieur du cone C(E), pour tout 6 > 0, il existe x
dans Uintérieur de C(E) tel que la famille d’ouverts

(Conv(p, nE) \ Vs(0Conv(p, nE)))

n>1

recouvre le cone translaté p+ x + C(E).
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Démonstration : Pour tout p € C(E), il existe des nombres positifs (¢,(p))uce C Ry

tels que
p= Ztu(p)u.
uel

On définit pour tout p € C(FE)
Ny =1 tu(p)] +1.
uek

Montrons d’abord que
p+ C(E) C Up>n,Conv(p,nk).

Soit x € p+ C(E). 1l s’écrit

x:Ztuu

uel

avec t, > ty(p). Soit un entier n > 3" pt,. Montrons que x € Conv(p, nE).
Calculons d’abord les coordonnées barycentriques du point x par rapport aux som-
mets du convexe Conv(p,nE). On définit

P n—- ZueEtu
m = .
b n-— ZuEE tu(p)

Par définition, fxpﬂn > 0. Prouvons que fp,n < 1. Puisque pour tout u € FE, on a

ty > tu(p), on en déduit
> tu= ) tu(p).

uekl uek
D’ou
n— Ztu <n-— Ztu(p).
uekl ueE

Ce qui permet d’obtenir en divisant par le terme de droite que fpyn < 1. On réécrit
alors x comme

On vérifie par un calcul que

On définit )
tu = tpntu(p)

n

tun =

Comme fp,n € [0,1] et puisque pour tout v € E on a t, > t,(p), on déduit que pour
tout u € E, le réel t,,, = M est positif et dans [0, 1]. De plus, on peut réécrire
ainsi x
Tr = Ztu,nnu + tpnp.
uek
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Ceci est une écriture de z comme une combinaison convexe de p et des points de nkE.
D’ou
p+C(E) =) [tulp), +oolu C U Conv(p,nE)
n>Np
uel
Pour tout réel 6 > 0, on définit

hs(p) :== su nd
o\p) = nZ]]\;;p diam(Conv(p,nE))

Soit x € Conv(p,nE) et soient t,, (t,)ucr C R4 avec £, + Y ek tu = 1, tels que

z=Y tynu+ip.
uek

Par définition de hg, si les coefficients vérifient pour un certain n > 1
N _ . hg
inf (t,, inf £,) > —,

(fp, inf £u)

alors le point z est a distance au plus § du bord dConv(p,nFE), i.e.

z=1yp+ Z tunu ¢ Vs(0Conv(p,nE)).
uck

Soit x € >, cpltu(p) + hs(p), +oolu et soient (tu)uce € [[,cpltu(p) + hs(p), +ool

tels que
T = Z T, .

Alors pour tout entier n > Np, tel que n > Y~ - ty, les réels positifs

i = n—= ZuGE tu
’n -

b n-— ZuGE tu (p)
=ty — lpntu(p)
b =T

sont des coefficients dans Conv(p,nFE) du point z,

Tr = Z tyu = Z fwnnu + fp,np.

u€E u€E
Or
Jn fpn = 1.
D’out pour tout u € E,
oy = @) 0<l>.
n n

Ainsi, a partir d'un certain rang Ns > sup(Np, D, cp tu), pour tout n > Nj,

e fF e hs
inf (tp’"’igg tum) > p

D’ou pour tout n > N

z=1p+ Z tunu ¢ Vs(0Conv(p,nE)).

uel
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C’est-a-dire pour tout n > Ny,
z € Conv(p,nE) \ Vs(dConv(p,nE)).
Enfin, on pose z5(p) := hs(p) >_,cp v On a bien z5(p) € C(E). On déduit

p+as(p) + C(E) C nZUN Conv(p,nE) \ Vs(0Conv(p,nE)).

P

3.4.3 Un Lemme de nature topologique

Le Lemme suivant [Rud87, Lemme 7.23] est clé pour obtenir la surjectivité recherchée
dans le Théoreme 3.6. Nous en donnons une preuve par commodité du lecteur ou de
la lectrice.

Lemme 3.26 ([Rud87)). Soit S C R¥ un sous ensemble de k+1 points qui n’est inclus
dans aucun hyperplan affine. Soit 6 > 0 un réel assez petit de sorte que

Conv(S) \ V5(8Conv(S))

est d’intérieur non vide. Soit F : Conv(S) — Vs(Conv(S)) C R¥ une application
continue telle que pour tout x € 9Conv(S),

|z — F(x)] < 0.
Alors .
F(COHV(S)) D Conv(S) \ Vs(0Conv(9)).

[¢]
Démonstration : Tout d’abord fixons quelques notations. Soit p € Conv(S), on identifie
le bord du convexe 0Conv(S) a 0B(0, 1) par I'application continue suivante

b, : 0B(0,1) — 0Conv(S)
u— {p+ Riu} N oConv(S).
Cela permet d’identifier Conv(S) a la boule fermée B(0,1) par
sp : B(0,1) — Conv(S)
wis Lo lul(b(y) =) siuo
D siu = 0.

On suppose par 'absurde qu’il existe un point p € anv(S) \ Vs(0Conv(9)) tel que
pé F(Conv(S)). Comme p est loin du bord de Conv(S), pour tout u € 9B(0,1)

[lsp(u) —pll > 0.
Or par hypothese, F'(0Conv(S)) C Vs(9Conv(S)). On déduit donc

p ¢ F(Conv(5)).
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On va maintenant définir une application continue ¢ de la boule fermée dans elle-
méme et on va démontrer qu’elle est sans point fixe. Posons

¢:B(0,1) — B(0,1)
p— F(Sp(u))
lp = F(sp(u)) I

L’application ¢ est bien définie, continue et a valeurs dans 9B(0, 1), elle est donc sans
point fixe dans la boule ouverte B(0,1). Prouvons qu’elle n’a pas non plus de point
fixe sur le bord de la boule. Pour tout v € 9B(0,1), on calcule

<3p(u) —pP,p— F(sp(u))> = <3p(u) —-—D,p— 3p(“)> + <5p(u) - P, Sp(“) - F(sp(u))>,
(sp(u) = p.p = F(sp(w))) < llsplu) = pl (= llsp(w) = Il + [[sp(w) = F(sp(w) )

Or

U —

~lsp(u) = pll + ||sp(w) — F(sp(w)) || < =llsp(u) = pll + 8 < 0.

Donc (sp(u) — p,p — F(sp(u))) < 0 lorsque u € 9B(0,1). Ainsi (u,¢(u)) < 0 sur
0B(0,1). Donc ¢ est sans point fixe sur le bord 9B(0,1). L’application ¢ est continue,
envoie la boule fermée B(0,1) sur elle-méme sans point fixe, c’est impossible par le
Théoreme du point fixe de Brouwer. O

3.4.4 Preuve de la Proposition 3.22

Rappelons les hypotheses, G est un groupe de Lie semisimple réel linéaire connexe de
type non-compact et I' est un sous-semigroupe Zariski dense de G.

Démonstration de la Proposition 3.22 : Soit 6 € E(F) un point de 'intérieur du cone
de Benoist. Posons rg := dima.

D’apres le Lemme 3.23, on choisit une famille finie S = (g;)1<i<r, de g éléments
de I'. Considérons le réel ryp > 0 et la suite €,, — 0 associés tels que

(i) 0 est dans l'intérieur de C'(A\(S)) := > R A(g),
geSs

(ii) A(S) est une base de a,

(iii) pour tout r €]0, 7], il existe un rang N, > 1 tel que pour tout n > N, la famille
Sn = (9]")1<i<re engendre un sous-semigroupe (r,e,)—Schottky Zariski dense
dans G.

Utilisons maintenant les estimations du Lemme 3.20 sur les sous-semigroupes
(r,en)—Schottky et considérons le compact M, ., C a donné dans les hypotheses du

Lemme. Comme A(S) C a™™ est une base de a, le point % ZS)\(g) est dans l'intérieur
g€
du cone C(A(S)). Donc par compacité de 9, ., 'intersection entre le cylindre

1
err,so + er)‘(g)
GgES

et le cone 8’()\(5)) contient

1
TGmr,so + [T, +OO[TZ)‘(9)
GQES
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Fixons un entier k£ assez grand tel que

ES M) + r6Mey © CAS)).
ges

Posons hy := gf...g,’fc. D’apres le Lemme 3.20,

M) = kD “Mg) € raMycy,
geSs

et par choix de ’entier k, on déduit que

o

A(hi) € C(A(S)).

Appliquons maintenant le Lemme de convexité 3.25 au point A\(hg), pour le cone
engendré par A(S) dans la sous-algebre de Cartan a. Pour tout réel § > 0, il existe

x € 8’(/\(5)) tel que la famille d’ouverts

(Conv(A(he), A(Sa)) \ VsdConv(A(hi), A(Sa)))
recouvre A(hy) + x4+ C(A(9)).

Choisissons maintenant § grace au Lemme 3.21 d’estimation sur le vecteur de Lya-
punov et au Lemme topologique 3.26. Pour tout n > 1, remarquons que A(S;,) est une
base de a. Par unicité des coordonnées barycentriques, pour tout n > 1 assez grand,
on identifie

A = {(t:)o<i<re CRYETG [ to + .o+t =1}

avec
TG

Conv(A(h), A(Sn)) = {tO/\(hk) +> A9 ' (ti)oi<re C A},

i=1

par ’homéomorphisme

Pn : A — Conv(A(go), A(Sn))

t—s toA(hi) + D _tA(g]).
i=1

Posons Ny := sup,em, . [[|. Pour tout n > 1, on définit I'application
F, 2 Conv(A(hy), A(Sn)) — Van,..(Conv(A(hg), A(Sn)))

qui & tout point p,(t) € Conv(A(hy), A(Sy)) associe le vecteur de Lyapunov o, de la

mesure
rG

Wt 1= t06hk + Zt,dgg

i=1
Pour tout n > 1, en utilisant le Corollaire 3.13, on déduit que les applications F),

sont continues. De plus, d’apres le Lemme 3.21, pour tout point p € Conv(A(hg), A(Sn)),
alors

Fn(p) € Ba(p, 2Npe).
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Pour appliquer le Lemme 3.26 topologique, il faut plutot des boules fermées, alors
qu’ici on a des boules ouvertes. On ”épluche” donc nos convexes. Soit p > 0, assez
petit pour que les convexes suivants

A, = {(ti)o<i<dima C [p, +0o[ T | tg + .. + taima = 1},
Convp(A(g0) A(S)) i= p(A)
soient d’intérieur non vide. Remarquons que
A, C A
Conv,(A(go), A(Sn)) € Conv(A(go), A(Sn))-

On applique le Lemme 3.26 a I'application continue Fj, en restriction au convexe
fermé Conv,(A(go), A(Sn)). Pour tout p > 0,

Fn(Coan()‘(QO)v A(Sn))) D Coan(A(go)a A(Sn)) \ V2Nr,5 (3COHVp()\(90), A(Sn))).

En choisissant p > 0 assez petit, on en déduit que

o

F(Conv(A(g0), A(Sn))) D Conv(A(go), A(Sn)) \ Van,.. (9Conv(A(go), A(Sn)))-
Récapitulons. On a prouvé que pour tout n > 1,

a(M35 (1)) D Conv(A(go), A(Sn)) \ Vi, . (9Conv(A(go), A(Sn)))-

Or pour 0 = 3N,., il existe x € C(A(S)) donné par le Lemme 3.25 tel que la famille
d’ouverts

(Conv(A(g0). A(S)) \ VsaConv (A(gn). A(S.)))

recouvre A(go) + = + C(A(S9)).
Donc

n>1

Ago) + 2 + C(A(9)) C (M (T)).

Supposons maintenant que eg € I'. On va pouvoir contracter de maniere uniforme
vers 0 la famille de simplexes donnée dans I’étape 2 ainsi que le terme d’erreur dans le
Lemme 3.21 d’estimation. Pour tout n > 1 et € > 0, on définit 'application

Fpe : eConv(A(hi), A(Sn)) — Van, . (Conv(A(hi), A(Sn)))

[¢]
qui & tout point ep,(t) € eConv(A(hk), A(Sn)), out t = (t:)o<i<re CJO,1[7¢H avec
Y iSyti = 1, associe le vecteur de Lyapunov o, +(1=0)eg de la mesure € + (1 —€)6,
oll

e
fe]
e 2= todp, + Ztitsgln.
i=1
Par le Lemme 3.21, on déduit que pour tout p € Conv(\(hk), A(Sy)), alors
F, c(ep) € Ba(ep,2€eN,.).

De la méme maniere que précédemment, on en déduit que pour tout n > 1,

eConv(A(hg), A(Sn)) \ Vaen,..0cConv (A(hy,), A(Sn)) C Fn,e(ngnv()\(hk),)\(Sn))).
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Or la famille d’ouverts

<eConv()\(hk), A(Sn)) \ Vaen,..0eConv(A(hy), )\(Sn))>

n>1

recouvre e()\(hk) —i—x—i—C’()\(S))) = €(A(h) +x)+C(A(S)). On a donc prouvé que pour
tout € > 0,
e(A(hi) + ) + C(A(S)) € a(M5/ (D).

Par un calcul élémentaire, on en déduit en faisant tendre e vers 0 que

[e)

C(A(S)) € a(MF(I)).

O

3.5 Le théoreme de surjectivité de . Sert et E. Breuil-
lard

Soit S C G un sous-ensemble compact de G tel que le semigroupe engendré par S est
Zariski dense dans G. (. Sert et E. Breuillard prouvent dans le [BS18, Théoreme 1.3],
sous ces hypotheses, que les suites

SCORYED

convergent au sens de Hausdorff lorsque n — +o0o vers le méme sous-ensemble compact
de a™, noté J(S). Cet ensemble J(S) est appelé le spectre joint. On suppose que S
n’est inclus dans aucun sous-groupe fermé connexe strict de G contenant [G,G|. Ils
démontrent dans les [BS18, Théoremes 1.4 et 1.5 | qu’alors J(.S) est convexe, d’intérieur
non vide, que pour tout ensemble compact convexe d’intérieur non vide J de a™, il existe
un sous-ensemble compact S’ C G, tel que le sous-groupe engendré par S’ est Zariski
dense dans G et J = J(5").

En utilisant des arguments de déviations diis au Théoreme centrale limite, C. Sert

(o]
a prouvé dans sa these que o(M%(S)) C J(S) (on trouvera une preuve dans [BS18,
Théoréeme 1.9]). Il est assez naturel de se demander si la réciproque est vraie. ¢ Sert
et E. Breuillard fournissent un contre-exemple [BS18, Proposition 1.10 ], il n’est pas
[¢]

possible, en général, de remplir J(S) de vecteurs de Lyapunov de marches aléatoires
i.i.d. portées sur S.

Dans le [BS18, Théoreme 1.11], ils prouvent que l'intérieur du spectre joint est
rempli de vecteurs de Lyapunov de processus ergodiques. C’est dans la preuve de ce
Théoreme qu’ils utilisent le méme argument de surjectivité que celui de la preuve du
Théoreme 3.5.

3.5.1 Le spectre joint et le cone limite de Benoist

Théoréme 3.27 ([BS18] ). Soit G un groupe de Lie réductif connexe et soit S C G
un sous-ensemble compact engendrant un sous-semigroupe Zariski dense dans G. Alors
les suites

%ﬁ(sn), %)\(S”)
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convergent lorsque n — 400, pour la distance de Hausdorff, vers un méme sous-
ensemble compact de a*. On appelle ce compact le spectre joint de S et on le note
J(S). De plus, pour tout x € J(S), il existe une suite (by)n>0 € S tel que

1
lim —x(boby...b,) = z.
n—1>I—|r—loonﬂ( 071 n) r
Il est assez aisé de relier le spectre joint avec le cone limite de Benoist. Soit S C G un
sous-ensemble compact engendrant un sous-semigroupe Zariski dense dans G. Notons
maintenant ' le sous-semigroupe engendré par S. Alors, d’apres le Théoreme 3.2
[Ben97b]

C(FS):ngO = R r(g).

lI5(g)l|=n
On en déduit que le cone de at engendré par le spectre joint J(S), noté C(J(S)) est
le cone limite de I'g, i.e.

C(J(9)) = C(Ts).

Lorsque I' est un sous-groupe Zariski dense, le cone limite est convexe, fermé, d’intérieur
non vide. Voici le résultat analogue pour le spectre joint.

Théoréme 3.28 ([BS18] ). Soit G un groupe de Lie réductif connexe et soit S C G
un sous-ensemble compact engendrant un sous-semigroupe Zariski dense dans G.
Alors J(S) est un fermé, convexe, compact de a*. Notons ap l'algébre de Lie
engendré par AN |G, G] et ag le sous-espace engendré par J(S).
Alors
ap Cag Ca.

De plus, ag = a i.e. J(S) est d’intérieur non vide dés que S n'est inclus dans aucun
sous-groupe fermé connexe strict de G contenant [G, G|.

Soit S C G un sous-ensemble compact engendrant un sous-semigroupe Zariski dense
dans G. On suppose que S n’est inclus dans aucun sous-groupe fermé connexe strict
de G contenant [G,G|. Pour toute mesure de probabilité p a support dans S, dont
le support engendre un sous-semigroupe Zariski dense dans G, alors, par le Théoreme
3.12 de la loi des grands nombres sur G, on déduit que o, € J(S5).

[¢]

C. Sert a démontré dans sa these que o, € J(S). On peut se demander si tous
les points de l'intérieur du spectre joint sont des vecteurs de Lyapunov o, ol u est
une mesure de probabilité a support dans S. Il n’en est rien, puisque C. Sert et E.
Breuillard ont construit le contre-exemple suivant.

Proposition 3.29 (Proposition 1.10 [BS18] ). Posons a = <é i) et b= (i (1)> et
S ={a,b}. Alors J(S) =[0,k(a)]. De plus, l’application continue
]07 1[ _>]O’ I{(CL)]
U 045, 1 (1)

atteint son mazimum m dans l'intervalle 10, 1[, i.e.

SUpP 0¢5,4+(1—t)6, — SUP Ot +(1—t)5,-
t€[0,1] t€]0,1]

De plus, m < rk(a) et Uapplication t — 05,4 (1—)s5, €st surjective dans |0,mm] mais pas
dans |0, k(a)].
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3.5.2 Le résultat de surjectivité de ¢ Sert et E. Breuillard

Soit G un groupe de Lie réductif connexe et soit S C G un sous-ensemble compact
engendrant un sous-semigroupe Zariski dense dans G. On suppose que S n’est inclus
dans aucun sous-groupe fermé connexe strict de G contenant [G,G]|. Rappelons que
M%f (S) est ’ensemble des mesures de probabilité

(i) a support fini dans S,

(ii) dont le support engendre un sous-semigroupe Zariski dense dans G.

D’apres le contre-exemple de la Proposition 3.29, I’application continue

M (S) — J(S)
H— oy,

n’est en général pas surjective.

E. Breuillard et ¢. Sert ont démontré qu’il était quand méme possible de réaliser
tous les points de l'intérieur du spectre joint comme des moyennes de suites de la
forme (k(X1...Xpn))n>1, en modifiant les hypotheses sur la suite de variables aléatoires
(Xn)n>1-

Soit T' le décalage

T:5N — N
(Xn)nz0 = (Xnt1)n>o0-

Pour toute mesure § € M(SN) de probabilité T—invariante sur I'espace compact SY,
rappelons que (SN, T, B) est un systéme dynamique mesuré. On dit que (SN, T, 3) est
ergodique si pour tout sous-ensemble borélien A C SN telle que T71(A) = A, alors
B(A) € {0,1}. Notons maintenant ME(SY) I'ensemble des mesures de probabilités
pour lesquelles ce systeme dynamique est ergodique. Alors, pour tout 8 € ME(SY),
d’apres le Théoreme ergodique de Kingman, pour f—presque tout X = (X,)n>1, la
suite (%K](Xl---Xn))n>1 converge vers une limite indépendante de 1’aléa. Notons celle-
- = -

¢i X(B). Remarquons que X (u®V) = oy, pour toute mesure 1 € Myz(S). Voici les
résultats analogues [BS18] sur l’application

ME(SY) — a
B— X(8).
Définition 3.30. Un compact S C G est dit dominé par G s’il existe t > 0 tel que
pour tout n > 1, pour tout i € {1,...,dima — 1}, pour tout g € S™,
Ki+1(9) — ki(g) < —nt <O0.

En utilisant la précédente définition du méme article, ils prouvent une proposition
de continuité.

Proposition 3.31 ([BS18]). Soit G un groupe de Lie réductif conneze et soit S C G
un sous-ensemble compact engendrant un sous-semigroupe Zariski dense dans G. On
suppose que S n’est inclus dans aucun sous-groupe fermé connexe strict de G contenant
(G, G] et est dominée par G.

Alors Uapplication

ME(SYNY — a
(B).

est continue.
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Voici maintenant le théoréme de surjectivité de leur article.

Théoréme 3.32 ([BS18] ). Soit G un groupe de Lie réductif connexe et soit S C G
un sous-ensemble compact engendrant un sous-semigroupe Zariski dense dans G.

Alors pour tout point x dans lintérieur du spectre joint J(S) wvu comme sous-
ensemble convexe compact d’intérieur non vide de ag C a, il existe un processus er-
godique stationnaire (gn)n>0 Sur SN tel que presque stirement

1
;/{(gl...gn) n_)—+>oo T.

Ils prouvent le Lemme suivant, analogue au Lemme 3.23. On rappelle que ce dernier
Lemme permettait de construire, pour toute direction 8 de l'intérieur du coéne limite,
une famille S C I' de dima éléments vérifiant plusieurs conditions techniques, dont
celle d’engendrer un sous-semigroupe (7, e)—Schottky Zariski dense de G.

Lemme 3.33. Soit G un groupe de Lie réductif connexe et soit S C G un sous-ensemble
compact engendrant un sous-semigroupe Zariski dense dans G.

Alors pour tout 0 < € < r, pour tout entier I € N, pour tout sous-ensemble fini
x1,...,x; de points de Uintérieur relatif a ag et tout n > 0, il existe une famille d’entiers
(ni)1<i<i € N' et (g;)1<i<i € T tel que

(1) la famille (gi)1<i<i engendre un sous-semigroupe (r,e)—Schottky,
(ii) g; € S™, pour tout 1 <1i <1,

(iii) H%ﬁl) —x;|| <n, pour tout 1 < i <.

La preuve du Théoreme 3.32 de surjectivité s’articule en quatre étapes, on se référera
a larticle pour les preuves en détails :

(1) Le Lemme précédent permet de construire, pour tout point x de U'intérieur relatif
a ag du spectre joint, une famille (g;)i1<i<; C FZS de | = dimag + 1 éléments
et une famille d’entiers (n;)1<i<; vérifiant entre autres que la famille de points

A(g:)

<T) forme les sommets d’un simplexe centré en x, noté A,, et (g;)1<i<
i/ 1<i<l <i<

engendre un sous-semigroupe (7, £)—Schottky Zariski dense de G.

(2) Grace a 'unicité des coordonnées barycentriques pour les simplexes canoniques
de ag et en factorisant d’une manitre astucieuse le systéme dynamique (SN, T),
ils construisent pour chaque point de A,, une mesure de probabilité ergodique de

ME(SN).

(3) Grace a la Proposition 3.31 de continuité, cela permet de définir une application
continue définie sur A, et a valeurs dans ag. Il démontrent que cette application
déplace peu les points.

(4) Enfin, ils appliquent le Lemme 3.26, avatar du théoréme de point fixe de Brouwer,
a cette application pour obtenir la surjectivité.
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Chapitre 4

Coordonnées de Hopft et
Bruhat-Hopf

Dans ce chapitre, on introduit des systémes de coordonnées de G/M et G dans lesquelles
on lit de maniere confortable ’action par multiplication a droite de A et AM. On étudie
dans ces coordonnées l'action par multiplication a gauche d’éléments loxodromiques
fortement contractants. Les trois dernieres parties de ce chapitre ont été inspirées
par larticle d’Y. Guivarc’h et A. Raugi [GR07]. Elles permettront de clarifier certaines
formulations et notations des résultats de leur article qui apparaitront dans les chapitres
5 et 6.

Prenons le cas fortement étudié G = SL(2,R). Alors G/M = PSL(2,R) s’identifie
au fibré unitaire tangent du demi-plan hyperbolique 7 H? et I’action par multiplication
a droite A sur G s’identifie au flot géodésique sur T'H?. Pour étudier I’action du flot
géodésique sur T'H? et I’action par multiplication & gauche de G sur cet espace, on
peut utiliser le systeme de coordonnées de Hopf,

T'H? ~ (0H?)?\ A x R.

O le bord considéré OH? est obtenu grace & la compactification par rayons géodésiques
de H2. A tout vecteur unitaire v € T 'H?2, on associe dans ces coordonnées la classe
asymptotique v* € OH? du projeté dans H? de (¢'(v))i>0. On fait de méme pour
(g7 'v)¢>0, pour obtenir la seconde coordonnée v~ € OH?. Enfin, pour la troisieme co-
ordonnée réelle, on utilise par exemple le cocycle de Busemann f,+ (4, T2 (v)). L’action
du flot géodésique se lit dans ces coordonnées par

g v s x) = (e 4 t).
L’action par multiplication a gauche de G s’y lit par

gt v 2) = (gt gv 5 @+ By (4, 9.0)).

Dans la premiére partie, on se base sur la thése de X. Thirion [Thi07, Chapter 8, §8.D]
et des travaux suivants [GJT98], [Parl8] et [BQ16b], pour expliquer la construction
des coordonnées sur G/M, pour tout groupe de Lie semisimple réel linéaire, connexe
de type non-compact. Essentiellement, le bord de Furstenberg F va jouer le méme roéle
que OH? et on va remplacer la coordonnée réelle par une coordonnée & valeurs dans a.
L’ensemble des couples de points en position générale de F x F de la Définition 2.21,
noté F?), va jouer le méme role que (8H2)2 \ A. Le cocycle d’Iwasawa (cf. Définition
2.25) va alors remplacer le cocycle de Busemann. On obtient le systéme de coordonnées

G/M ~ F? x a.
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L’action de G & gauche sur G/M se lit dans le systéme de coordonnées de Hopf F @) xa
de la maniére suivante. Pour tout g € G et (£,7; v) € F® x a,

g.(§&;m;v) = (9.&9n; 0(g,&) +v).

Comme A et M commutent, I’action de A par multiplication & droite sur G induit
laction de A par multiplication & droite sur G/M. Celle-ci s’écrit dans ce systéme de
coordonnées de la maniere suivante : pour tout o € a et (§,1; v) € FO xa

o7 - (§m; v)=(&n; v+ ).

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, on construit un systeme de coordonnées
globales de G, le systeme de coordonnées d’Iwasawa-Hopf. Rappelons que F ~ K/M.
On les appelle ainsi car elles sont construites grace a la décomposition d’Iwasawa G =
KAN. On releve les coordonnées F?) x a de G/M dans un sous-ensemble de K x F x a,

noté ]-"g ) % a. Dans la Proposition 4.16 on prouve que ce systeme de coordonnées
G~ ]—'g ) xa

est un difféomorphisme. Ce systeme de coordonnées globales de G' permet de prouver
une bonne partie des énoncés les deux dernieres parties.

Ensuite, dans la troisieme partie, on construit un systeme de coordonnées locales
de G, les coordonnées de Bruhat-Hopf. On les appelle ainsi car elles sont construites
grace & la décomposition de Bruhat de G. Elles sont & valeurs dans F?) x a x M. Les

cartes locales de G sont paramétrées par les éléments du sous-groupe compact maximal
K, elles sont définies par G. := cN~MAN, ou ¢ € K. Notons

Fe = Geno=cNny = X(cip)"
]:0(2) = Gc(ﬁOaﬁO)'

On prouve dans la Proposition 4.34 que les cartes
Ge~FP xax M

sont des difféomorphismes. Dans la Définition 4.32, on introduit une famille de cocy-
cles (0¢,,c0)er,cock, définis localement et a valeurs dans a x M. Leurs projections dans
M sont donnés dans la Définition 4.28, leur projection dans a correspond au cocycle
d’Iwasawa. Leurs propriétés sont décrites dans la Proposition 4.33. L’action par multi-

plication a gauche de G sur G se lit dans ce systeme de coordonnées (]:C(Z) xax M ) ccK

de la maniere suivante : fixons ¢p € K, pour tout g € G et (1,&; u)e, € fc(f) xax M,
soit ¢; € K tel que gn € F.,, alors

G-(M, &5 w)ey = (91, 9 5 Ter,eo(9,M)U)e, -

L’action par multiplication a droite de ax M sur G se lit dans ce systeme de coordonnées
(}_(EQ) X a X M)ceK de la maniere suivante : fixons ¢y € K, pour tout a € a X M et

(0, €5 W)ey € F) x ax M,

¢a(n>§ ; U)Co = (7775 5 UOZ)CO.
Notons 7y : a X M — a la projection naturelle. Pour tout ¢ € K, ’application

g€ Ge— gM e G/M
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)

. . 2
s’écrit dans les coordonnées ]-'é x a X M par

(0,€ 5 e — (1,65 Ta(w)) € F) x a.
Le diagramme suivant

He ]-'0(2)><a><M

|

G/M > GCMH—>]-"C(2) X a

G DG,

est commutatif, équivariant pour 'action par multiplication & droite de a x M et a

gauche de G. Ces coordonnées explicitent les trivialisations locales de la section G M
G/M.

Dans la derniere partie, on commence, dans la Définition 4.40, par définir une famille
d’applications (A.)cex a valeurs dans ax M, de projections de Jordan généralisées. Pour
tout ¢ € K, application A. est définie sur les éléments loxodromiques de G dont le
point fixe attractif est dans la carte F.. Sa projection sur a coincide avec la projection
de Jordan, elle encode donc la partie hyperbolique des éléments loxodromiques. Sa
projection sur M encode la partie elliptique des éléments loxodromiques.

Comme dans le dernier paragraphe du Chapitre 2, on motive ce dernier paragraphe par
les deux questions suivantes.

e Que peut-on dire sur la projection de Jordan généralisée, en particulier la partie
elliptique, d’un produit d’éléments loxodromiques fortement contractants dont les
points fixes attractifs et répulsifs sont en position générale ?

e Que peut-on dire sur la suite de points (oc¢,(9",&))n>1 lorsque g est un élément
loxodromique et £ un point de son bassin d’attraction, ou les éléments c,cg € K
vérifient (¢"€)p>1 C Feet £ € Fey ?

De méme que la Proposition 2.66 du chapitre 2 est un des points clés pour obtenir le
Théoreme 6.9 de mélange dans I'\G/M, la Proposition 4.50 est un des points clés pour
prouver le Théoreme 6.16 de mélange dans I'\G. Celle-ci est prouvée a la fin de ce
chapitre, sans hypotheses particulieres sur le sous-groupe M. Ce sera seulement dans
le dernier chapitre de cette thése qu’on supposera que M est abélien.

4.1 Coordonnées de Hopf sur G/M

Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type non-compact. Soit
K un sous-groupe compact maximal de G. On rappelle (Chapitre 2) que G/K est une
variété Riemannienne globablement symétrique de type non-compact. Posons o = K, ce
sera un point base de I'espace symétrique. Notons g et £ les algebres de Lie respectives
de G et K. Rappelons que la différentielle de la symétrie géodésique en o est une
involution de Cartan de 'algebre de Lie g. Notons p l’espace propre pour la valeur
propre —1 de cette involution de Cartan, de sorte que g = €@ p est une décomposition
de Cartan.

4.1.1 Plats paramétrés, espace des chambre de Weyl

Un plat de P'espace globalement symétrique G/K est un plongement totalement
géodésique et isométrique d’un espace euclidien. Il est maximal, si c’est un plat de
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dimension maximale dans G /K. Soit a C p une sous-algebre de Cartan de g, on note
A le tore déployé maximal associé. Rappelons (cf. Définition 2.12) que le rang réel de
G, noté rg, est alors la dimension de I'espace vectoriel réel a.

Définition 4.1. Un plat paramétré est un plongement de a de la forme gfy, ot g € G
et fo est définie par

fora— X
v — e’o

Notons W l’espace des plats paramétrés de l’espace symétrique G/K. Pour tout plat
paramétré f € W, le point f(0) est appelé le point origine.

Par définition, I'espace des plats paramétrés est muni d’une action par multipli-
cation a gauche de G. Rappelons que Y désigne l’ensemble des racines restreintes
de g, la chambre de Weyl positive a™ est une composante connexe particuliere de
a\ Ugex ker(a). On note a™ son intérieur. Notons N (A) (resp. M) le normalisateur
(resp. centralisateur) de A dans K, rappelons que Nx(A)/M est le groupe de Weyl.

Proposition 4.2. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact.
Alors

(i) le stabilisateur de fo dans G est M,
(ii) Dapplication
G/M — W
gM — gfo
est une bijection G— équivariante,
(iii) le stabilisateur du plat maximal fo(a) dans K est Ng(A),
(iv) le stabilisateur de fo(a) dans G est N (A)A.

Preuve. Démontrons d’abord (i), que le stabilisateur du plat paramétré fo est M.
D’abord, M C Stab(fy), puisque M centralise A.
Soit g € G, tel que gfy = fo. Pour tout v € a, remarquons que

ge’o = e%o.

Donc pour tout v € a, alors e Vge’ € K.
En particulier, pour v = 0, on déduit d’une part que g € K.
D’autre part, d’apres la Proposition 2.17 (iv), la suite (e7"Yge™),>1 est bornée pour
tout v € a’ si et seulement si g € MAN. Or MAN N K = M. Donc g € M d’ot le
point (i).

Pour le point (ii), comme 'application

G—W
g+—9gfo
est surjective par définition de W et G—équivariante et Stab(fy) = M, on en déduit

que 'application
gM € G/M — gfo € W est une bijection G—équivariante.
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Pour le point (iii), remarquons d’abord que Ng(A) C K normalise A, donc Ng(A)
est bien dans le stabilisateur dans K du plat fo(a). Démontrons I'inclusion inverse.
Soit g € K tel que gfo(a) = fo(a). Ainsi, pour tout v € a,

9fo(v) = ge’o € fo(a) = eo,
c’est-a-dire qu'il existe u(v) € a et [(v) € K tels que
ge? = e ](v).

Donc
ge’l(v)~! = ), (4.1)

De plus, v € a — u(v) € a est continue puisque gfy est un plat paramétré.
En particulier comme g € K, pour tout v € a', le terme de gauche est une
décomposition de Cartan du terme de droite e*(*) € A. D’olt

K(e)) = v,

Or pour tout v € a™*, action adjointe du groupe de Weyl N (A)/M sur Ad(Ng(A))v
est simplement transitive. Donc il existe un unique élément du groupe de Weyl envoyant
v sur u(v).

Justifions que cet élément du groupe de Weyl ne dépend pas du choix de v € at™+.
Restreinte & I'ouvert connexe at™, I'application v — u(v) est & valeurs dans I'un des
ouverts connexes disjoints { Ad(ky)a™ ™ }yen, (a)/a, puisquelle préserve la projection
de Cartan. Il existe donc un unique élément du groupe de Weyl, envoyant a®™* sur
u(a™™). Considérons un représentant k € Ng(A) de cet élément. Ainsi, pour tout
veartt,

u(v) = Ad(k)v.

Par continuité, on en déduit que 1’égalité précédente est encore vraie pour tout v € a™.
En passant & I'exponentielle, on en déduit que pour tout v € a™,

(V) = eV,

Enfin en combinant avec 1’équation (4.1), on déduit que pour tout v € a™, il existe
l(v) € K tel que
ge’l(v) ™! = ") = kel

D’ou
ge' = ke’k 1t (v).

Donc pour tout v € a*t
gfo(v) = kfo(v).

En particulier, pour tout v € a™™, la suite (e‘””k_lge””)nzl est bornée. D’ou, de
méme que pour le point (i), on utilise la Proposition 2.17 (iv)

klge KNMAN = M,
c’est-a-dire, comme kM C Nk (A),
g€ NK(A)

Pour le point (iv), remarquons d’abord qu’en appliquant le point (iii) et le fait que
A est commutatif, Ng(A)A C Stabg(fo(a)). Pour l'inclusion inverse, soit g € G tel
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que gfo(a) = fo(a). De méme qu’au point précédent, il existe une application continue
v € a— u(v) € a telle que pour tout v € a,

gelo = e“Wo.

En particulier,
e Wge' € K.

Par K —invariance de la projection de Cartan, pour tout v € a,
r(ge’) = k(e"™).
De plus, d’apres le Lemme 2.51,
k(ge”) — r(e”) € B0, [[x(g)])-

Donc pour tout v € a,
K(e®) — r(e") € B, [=(@)]).

Pour tout v € at™ tel que d(v,da™) > 2||x(g)|,
k(")) e att.
Par le méme argument que précédemment, on en déduit qu'il existe k € Ni(A) tel que,
u(v) = Ad(k)r(e*™)) = Ad(k)r(ge®).

C’est-a-dire
V) — Lerlge”)—1

Donc pour tout v € a* ™ tel que d(v,da™) > 2||x(g)]l,
e—u(v)gev _ ke—n(ge“)k—lgev
— ke—n(ge“)—&—v (e—vk—lgev).
Le premier terme ke *(9¢")+Y est borné puisque k(ge”) est dans un voisinage borné de
k(e) = v lorsque v € at*. Le second terme (e ™k~'ge™),>; n’est borné que ssi

k~lg € MAN, d’apres la Proposition 2.17 (iv). Ecrivons la décomposition d’Iwasawa
de k='g € MAN : il existe (c,a,u) € M x A x N tel que

kg = cau.

D’une part
e W ge? = ke 9 " 1ge? € K.

D’autre part, (en utilisant que M A commute avec A)
ke "9 k1 ge? = ke 9¢") cque?
= ke "9 cae? (e Vue®)
= ke (ae ™ 9)HY) (e7Vue?).
Le triplet
(ke, ae~ o)+, e ‘ue’) e K x Ax N

est donc la décomposition d’Iwasawa de e~“(*) ge’ € K. On en déduit que pour tout
v € a’ tel que d(v,da™) > 2||k(g)]|,

e ‘ue’ = eq.
D’oll u = eg et k~1g € M A. Ainsi, on obtient le dernier point

g€ kMA C Ng(A)A.
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Remarquons maintenant que l'image fo(a™) de la chambre de Weyl positive a™ est
un domaine fondamental pour I'action du groupe de Weyl sur le plat maximal fy(a).
Considérons I’ensemble suivant, dit des chambres de Weyl géométriques.

G.fo(a®) :={gfo(a™) | g € G}.
On en déduit que 'application suivante

G/M — G.fo(a™)
gM — gfo(a™)
est G—équivariante et bijective. Ainsi, & tout point de ’espace des chambres de Weyl
G/M, on va pouvoir associer de maniére unique une chambre de Weyl géométrique

dans 'espace globalement symétrique G/K.
Définissons le flot directionnel des chambres de Weyl.

Définition 4.3. Soit 6 € a*, le flot des chambres de Weyl de direction 0, noté ¢¢, agit
sur lespace des chambres de Weyl G/M par

¢t (gM) := ge'” M.
Le flot ¢¢ est dit régulier si 0 € a™™ et singulier sinon.

Remarque 4.4. Du point de vue des plats paramétrés, ce flot se réécrit aussi : pour
tout f e W,
PL(f) v — f(v+t0).

Considérons la projection de Cartan x : G — a® (cf. Définition 2.14). Nous
utiliserons la fonction ”distance”

der : G/K x G/K — a™
(90.9'0) — r(g""g).
Cette fonction a été beaucoup étudiée par A. Parreau [Parl8], voir aussi X. Thirion

[Thi07, Def-Thm 8.38|. Elle est bien définie indépendemment des choix de g et ¢’ dans
G/K.

4.1.2 Chambres de Weyl asymptotiques, bord de Furstenberg

Cette sous-partie se base sur la these de X. Thirion [Thi07, Chapter 8, §8.D], le livre
d’Y. Guivarch - L. Ji - J. Taylor [GJT98] et le livre d’Y. Benoist- J-F. Quint [BQ16b]
ainsi que du travail commun avec O. Glorieux [DG18|.

Définition 4.5. Munissons l’ensemble des chambres de Weyl géométriques de la rela-
tion d’équivalence suivante

fula™) ~ fo(a™) & sup |lda+ (fi(w), f2(u))]] < oo.

u€att

De maniére équivalente, f1(a®) ~ fo(a®) si et seulement si pour tout v € at™, les
géodésiques t — f1(tv) et t — fo(tv) sont a distance bornée lorsque t — +oo. Les
classes d’équivalence pour cette relation sont les chambres de Weyl asymptotiques.

Rappelons que le bord de Furstenberg est définit par 7 := G/P ou P = M AN (on
se réferera a la Définition 2.18). Notons 1y := P et 7jp := ko = M AN .
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Fait 4.6. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type mon-
compact.

Alors l’ensemble des chambres de Weyl asymptotiques s’identifie avec le bord de
Furstenberg F via Uapplication G—équivariante et bijective qui a gno € F associe la
classe d’équivalence de la chambre de Weyl géométrique gfo(a™).

Preuve . Comme G agit transitivement sur I'ensemble G fo(a™) des chambres de Weyl
géométriques, il agit a fortiori de maniere transitive sur I’ensemble des chambres de
Weyl asymptotiques. L’application qui & gnp € F associe la classe d’équivalence de la
chambre de Weyl géométrique ¢fo(a™) est donc naturellement équivariante.

Démontrons que P est le stabilisateur de la classe d’équivalence de fo(a™t). Cela per-
mettra d’identifier I’ensemble des chambres de Weyl asymptotiques au bord de Fursten-
berg F. Pour tout g € G et v € a™™, on calcule la distance

d(gfo(u), fo(w)) = llda+ (g.fo(w), fo(u))|| = llx(e™*ge*)]].

D’apres la Proposition 2.17 (iv), la suite (e "“ge™"),,>1 est bornée pour tout u € a**
ssi g € MAN. Par conséquent, la famille de distances {d(gfo(u), fo(u))}ucat+ €st
bornée ssi g € MAN = P. O

Définition 4.7. Pour toute paire de points x,y € G/K, tout point n € F, pour tout
u € at T, le cocycle de Busemann est défini par

Bnu(@,y) = lim _dar(gyfo(tu),y) = do+ (99 fo(tu), ),

ot gy € G est tel que gyno = 1.
Rappelons que le cocycle d’ITwasawa est ’application
GxF—a
(g:m) — (g, n)
définie pour tout g € G et 1 := kyno € F, avec k, € K, par
gkn € K exp(o(g,n))N.

D’apres le [BQ16b, Corollaire 5.34], le cocycle de Busemann coincide avec le cocycle
d’Twasawa dans le sens olt pour tout g€ Get n € Fetu €a’™,

Boulo, g~ 0) = alg,m). (4.2)

Ainsi, le cocycle de Busemann ne dépend ni du choix de g, € G, ni du choix de u € a*™.
On le notera donc £, (z,y).

Faisons apparaitre, dans la décomposition de Jordan d’un élément loxodromique, un
flot directionnel des chambres de Weyl. Rappelons que pour tout élément g € G*, pour
tout hy € G diagonalisant la partie hyperbolique de g, il existe un élément m(g) € M
tel que

g= hge’\(g)m(g)hg_l.

Par conséquent,
ghg = hee*Im(g),

c’est-a-dire, modulo M,
ghgM = hyeM9 M
A
= ¢1(g)(th)-
On retrouve donc bien le Fait 2.54, que pour tout élément loxodromique g € G°%,

Byt (g 0,0) = 0(g,97) = Mg).
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4.1.3 Paramétrisation de Hopf

Rappelons que
F = {(gno, g7io) | g € G}
est ’ensemble des points en position générale. D’apres la Proposition 2.22, 'application
G—équivariante
G/AM — F®
gAM — (gno; gijo)
est un difféomorphisme.

Pour tout plat paramétré f € W, si gy € G est tel que f = gy fo, la classe asymp-
totique de la chambre de Weyl géométrique f(a™) (resp. f(—a™) et f(Ad(ky)a™) ol
w € Nk (A)/M) correspond au point du bord de Furstenberg gsng (resp. g¢io et ggkwno
ouw € Ng(A)/M).

Procédons par analogie aux coordonnées de Hopf en rang 1, a un plat paramétré
f € W, on va associer le point gyng correspondant a la classe asymptotique de la
chambre f(a™), son point opposé gsijy et une troisitme coordonnée dans a donnée par

le cocycle de Busemann 3,y (0, £(0)).
Définissons maintenant la paramétrisation de Hopf.

Définition 4.8. L’application suivante
H:G/M— FP xa
gM — (gno,gﬁo;a(g,no))-
est la paramétrisation de Hopf de [’espace des chambres de Weyl.

L’action de G a gauche sur G/M se lit dans le systeme de coordonnées de Hopf
F®@ x a de la maniére suivante. Pour tout g € G et (£,m;v) € F?) x q,

g.(§&,mv) = (9.£, 9.m;0(9,8) +v).

Comme A et M commutent, ’action de A par multiplication & droite sur G induit
laction de A par multiplication & droite sur G/M. Celle-ci s’écrit dans ce systeme de
coordonnées de la maniere suivante : pour tout o € a et (§,n;v) € F @) xa

d)(ll ’ (fam”) = (5,7];1}4—0[).

De méme, pour tout 6 € at et (£,m;v) € FP x a, I'action sur G/M du flot des
chambres de Weyl de direction 6 se lit par

o7 - (€,mv) = (&, mv + 10).

Proposition 4.9 (Proposition 8.54 [Thi07]). Soit G un groupe de Lie semisimple, réel
linéaire, connexe, de type non-compact.

Alors les coordonnées de Hopf sont des coordonnées (G, a)—équivariantes et contin-
ues dans le sens ou :

(i) L’action par multiplication a gauche de G sur G /M se lit dans la paramétrisation
de Hopf, par Uaction dite & gauche de G sur le produit F® x a;

(i) L’action par multiplication a droite de a sur G/M se lit dans la paramétrisation
de Hopf, par Uaction par translation & droite de a sur le produit F?) x a.

De plus, pour tout 6 € a™™ et t € Ry et pour tout gM € G/M, alors
H (0] (gM)) = ¢} (H(gM)).
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4.2 Coordonnées globales d’Iwasawa-Hopf de G

On rappelle que d’apres le Théoreme 2.15 de décomposition d’Iwasawa, G = K AN, et
les applications

KxAxN-—CG
(k,a,n) — kan

K/M — F
kM — kj?](]
sont des difféomorphismes.
Définition 4.10. Pour tout g € G, on note ki(g) € K, la coordonnée dans K de la
décomposition d’lwasawa de g.
4.2.1 Action de G sur K

Le groupe G agit par multiplication a gauche sur G donc sur G/AN. La décomposition
d'Iwasawa G ~ K x A x N permet d’identifier G/AN a K et de voir cette action de G
sur G/AN comme une action de G sur K. Par conséquent, si on restreint ’action de G
sur K a gauche au sous-groupe compact K, alors on retrouve ’action par multiplication
a gauche de K sur lui-méme.

Proposition 4.11. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact.
Alors Uapplication

GxK—K

définit une action de G sur K.
Preuve. 11 suffit de démontrer que pour tout g1, ge € G,
ki(g291) = ki (g2k1(g1))-
Remarquons que pour tout g € G,
ki(9gAN) = ki(g).
D’ou pour tout g1, g2 € G,

kr(g291) = k1(g2 (91AN))
= ]43](92 k?[(gl)AN)
= k‘[(gg k}[(gl)).

O]

Fait 4.12. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type non-
compact.
Alors pour tout g € G et tout m € M

kr(gm) = kr(g)m.
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Preuve : Par décomposition d’Iwasawa, pour tout g € G,
g € ki(g)AN.
Donc pour tout m € M,
gm € k1(9)ANm = kr(g)m(m~*ANm).
Comme M normalise AN, on déduit que m~'ANm = AN, d’out
gm € kr(g)mAN.

Enfin, k;(gm) = ki(g)m. O

4.2.2 Coordonnées d’Iwasawa de G/A

Grace a l'action de GG sur K définie précédemment, on va relever les coordonnées de
Hopf de G/M ~ F?) x a dans un sous-ensemble de K x F x a.

Définition 4.13. Considérons 'application G— équivariante

KxF—FxF
(k‘,{) — (]“7075),

et notons ]—"(GQ) Uimage réciproque de F?) par cette application. Les éléments de ‘F(GZ)
sont appelés les paires transverses de K x F.

Rappelons d’apres le Corollaire 2.20 de la décomposition de Bruhat, que 'applica-
tion
N~ — N7
n_ — n_ng
est un difféomorphisme, son image est une sous-variété ouverte de F ~ K/M dont le
complémentaire est une union finie de sous-variétés disjointes de dimensions inférieures.
Il en est de méme pour ’application
N — N 70
U — unp-
Proposition 4.14. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire de type

non-compact.

Alors
(i) pour tous (k,&) € K x F, en notant l%g € K un élément tel que /2:5170 =&, ona
(2) 7 —1 -
(k,§) € Fi’ <=k, k€ N"MAN

< k7€ € N7j.

(ii) pour tout & € F, en notant /%g € K un élément tel que 12:5770 =&, l'ensemble des
éléments de K transverses a & est ke N"MAN N K.
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De plus, l’application G— équivariante

G/A — FE
gA +— (k1(g), g7o)

est un difféomorphisme.

Preuve . Pour le point (i), on remarque que la paire (k, 12:5770) € .F(GQ )

et seulement si (kno, ko) € F3). Or d’aprés la Proposition 2.22,

est transverse si

(kno, &) € F®) «= k;'k € N"MAN.
De plus, en passant a 'inverse k:flva e NAMN—, d’ou

kY keiio € (NAMN ™).,
k=16 € N(AMN ) = Nip.
D’ou I’équivalence.
Le point (ii) découle du point (i) puisque k¢(N~MAN N K, ijy) C ]:g).

Prouvons d’abord que G agit transitivement sur .7-'((;2). Soit (k1,&1) € .7-"(G2). Prouvons
qu’il existe h; € G tel que

hi(ea, o) = (k1,&1).

Alors (k1mo,&1) est dans F). Comme I'action de G sur F?) est transitive, il existe
h1 € G tel que

h1(no,70) = (k17m0,&1)-
Or

hi(ea; o) = (kr(h1), haio)
(kr(h1),&1).

De plus, pour tout ¢ € M, en utilisant Stab(rg) = MAN ™,

hic(ea, o) = (kr(hic), hicijo)
= (kr(hic), h1o)
= (kr(hic), &1).

D’apres le Fait 4.12, kr(hic) = kr(hi)c. Soit ¢; € M tel que kr(h1)er = ki, alors
I'élément h = hic; vérifie
hll(eGaﬁO) = (kbgl)a

et I'action de G sur Fg ) est transitive.
Remarquons maintenant que

Stab(eg,m0) = ANNMAN™ = A.

On en déduit que I'application G/A — .7-'(G2 ) est bijective.

Comme la décomposition d’Iwasawa G = K AN est un difféomorphisme, I'applica-
tion g — (kz(g), gm0) est bien différentiable.
Prouvons que gA — (kr(g), g70) est un difféomorphisme local en A. L’application

N — Nijg
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est un difféomorphisme, donc n est isomorphe a T}, (G/P). La différentielle en I'identité
de

G—F
g —> gmo

est surjective de g dans Tj,(G/P) ~ n. Par décomposition d'Iwasawa de I’algebre de
Lie,
g=tDadn,

on déduit que la différentielle en eq de

g~ (kr(g), g7o0)

est surjective de g dans € x T}, (G/P) ~ £ @ n, de noyau a. Ainsi, la différentielle en A
de

gA — (k1(9), g70)

est un isomorphisme, c¢’est donc un difféomorphisme local en A.
Comme 'action de G sur G/A est transitive et 'application est G—équivariante, on
en déduit que
gA +— (kr(9), g7o)

est un difffomorphisme local en tout point. Enfin par bijectivité de cette application,
c’est bien un difféomorphisme global. O

La Proposition précédente permet de définir des coordonnées de G/A.

Définition 4.15. On définit les coordonnées d’Iwasawa de G/A grace au difféomor-
phisme G— équivariant

H? . q/A— FY
gA — (ki1(9), 9700)-
Remarquons que la projection
gA € G/A— gAM € G/AM

se lit en coordonnées grace a l'application G—équivariante

F — F®
(ka 5) — (k'770> g)
On en déduit que le diagramme suivant

HD
G/A—S5 F2

.

G/AM H2L 7@

est commutatif et G—équivariant. Dans ce diagramme, ’action par multiplication a
gauche de G sur G/A se lit de maniere suivante : pour tout g € G et (k,§) € J’:g)

g(k,f) = (kf(gk),gi).



82 CHAPITRE 4. COORDONNEES DE HOPF ET BRUHAT-HOPF

4.2.3 Coordonnées d’Iwasawa-Hopf

Proposition 4.16. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact.
Alors Uapplication
G — }"g) X a

g+ (k1(9), 970 ; o(g,m0))
est un difféomorphisme.

Preuve : Le stabilisateur dans G du point (e, 7o ; 0) est inclus dans le stabilisateur
de la paire transverse (eg, o), qui vérifie

Stabg(e(;,ﬁg) = A.
De plus, pour tout v € a,
a(e’,m) = v,
d’ou
Stab(eg,70,0) = eq-
Prouvons maintenant que ’action de G sur .7-"((;2) X a est transitive.

Soit (k,&; v) € .Fg) x a. Comme 'action de G sur .Fg) est transitive, il existe h € G
tel que

h(ea, o) = (k,€).
De plus, fg) s’identifie & G/A, donc pour tout u € a,
he*(ec, o) = (k,§).

Or par la relation de cocycle,

a(he",no) = o(h,e"ny) + o (e, mo)
= U(h, 770) + u.

En posant g = he? ("m0 on déduit d’une part que

gleg, o ; v) = (k, &5 a(g,m))-

D’autre part,
U(ga 770) = O_(hev—a(h,n())7 770) =v.

D’ou 'action de G sur }'((;2) X a est simplement transitive et 'application
G — ]—'g) X a
g+— (kr(9), 970 5 o(g,m0))

est bijective.

De plus, cette application est différentiable, puisque la projection de chaque coor-
donnée l'est. Il suffit de démontrer que c’est un difféomorphisme local en eq. D’apres
la Proposition 4.14, ’application

gA — (k1(9), g7i0)
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est un difféomorphisme. En particulier, sa différentielle en eg est surjective de g dans
t x T F ~ £ ®n. Comme

e’ — a(e’,n) = v,
la différentielle en e du cocycle d’Iwasawa en 1), restreinte a a est surjective, donc
c’est un isomorphisme par raison de dimensions. Par décomposition d’Iwasawa,

g=tPadn
on en déduit que g — (kr(g),970 ; o(g,m0)) est un difféomorphisme local en eg. Par
G—équivariance, cette application est un difféomorphisme local en tout point.
Comme dit plus haut, elle est bijective, c’est donc un difféomorphisme global. [
Définissons maintenant les coordonnées de Hopf généralisées sur G.
Définition 4.17. On définit application de Hopf généralisée par
Ho:G— FP xa
g — (k1(9), 970 ; o(g,m0))-
On parlera de coordonnées d’Iwasawa-Hopf de G.
Remarquons que pour tout g € G,
(kr(9)no, giio 5 o(g,m0)) = H(gM).
L’action par multiplication a gauche de G sur lui-méme se lit sur le systeme de

coordonnées Fg) x a de la maniere suivante : pour tout g € G et (k,n; v) € F(G2) X a,

g-(k,n 5 v) = (k1(gk), g.n 5 (g, kno) + v).
L’action par multiplication a droite de A sur G se lit sur le systeme de coordonnées

fg) X a de la maniére suivante : pour tout a € a et (k,n; v) € ]-"g) X a

¢1 (ks v) = (k5 vt a).
De méme, pour tout § € a*, I'action sur G du flot des chambres de Weyl de direction
6 se lit dans ces coordonnées de la maniere suivante : pour tout (k,n; v) € F @) x q,

1 (k,m 5 0) = (k5 v+ 1),
La projection (G, a)—équivariante
G— G/M
g— gM
se lit dans ces coordonnées par
FP xa— FO xa
(k,& 5 v) — (kno, & ; v).
On en déduit la Proposition suivante.

Proposition 4.18. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact.
Alors le diagramme suivant

Gg—ﬁgfg)xa

.

G/M — F@ xq

est commutatif et (G, a)—équivariant.
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4.3 Coordonnées de Bruhat-Hopf sur G

Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type non-compact.
Grace a la décomposition de Bruhat, on va définir une famille de sections du fibré

K X F. On va ensuite définir un systeme de coordonnées locales du sous-groupe
compact K, a valeurs dans F x M. En lisant 'action de G a gauche sur K dans ce
systeme de coordonnées, on fait apparaitre une famille de d’applications, dépendant
des cartes choisies, a valeurs dans M. Puisque ces applications traduisent une action
de groupe, elles vérifient une relation de cocycle.

En réécrivant la premiere coordonnée dans K des coordonnées globales d’Iwasawa-
Hopf de G

G—)]:g)xaCKx}'xa,

en coordonnées locales a valeurs dans F x M, on munit G d’un systéme de coor-
données locales, les coordonnées locales de Bruhat-Hopf. De la méme maniere, la
lecture de 'action a gauche de G sur ces coordonnées locales fait apparaitre une famille
d’applications, dépendant des cartes, a valeurs dans a x M.

4.3.1 Sections de Bruhat du bord de Furstenberg

Rappelons la décomposition de Bruhat (Théoreme 2.16). On note W := Nk (A)/Zk(A)
le groupe de Weyl de GG. On choisit pour chaque élément w € W un représentant
kyw € Nk (A). Alors

G = U Bk,B
weWw

ou B= MAN. On considére k, un représentant dans K de I'involution telle que
Ad(k,)(a™) = —a™.
Rappelons alors que N~ = k,Nk;!. De plus, d’apres le Corollaire 2.20, I’application
N~ — N7
n_ — n_mn

est un difféomorphisme, son image est une sous-variété ouverte de F, le complémentaire
de son image est une union finie de sous-variétés disjointes de dimensions inférieures.

Commencons par définir une famille de sections naturelles du fibré K M Fen prenant
le difféomorphisme inverse du Corollaire 2.20.

Définition 4.19. La section de Bruhat centrée en ng est lapplication différentiable
60 : N_770 — K

qui a tout élément n_ny € N~ ng associe I’élément kr(n_) € K.
Pour tout ¢ € K, notons F. := cN " 1q.
Pour tout élément c € K, on définit la section de Bruhat centrée en cng

S.: F.— K

en posant pour tout & € Fg,
Ge(&) = cGp(c ).

Les domaines de définition des sections de Bruhat seront appelés les ouverts de Bruhat.
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Fait 4.20. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type mon-
compact.

Alors pour tout ¢ € K, lapplication S, : F. — K est une section du fibré K M r.

Preuve : Soit g € G, par décomposition d’Iwasawa,
g € ki(g)AN.

Donc comme 19 = M AN,
gno = kr(g)no-

En particulier, pour tout £ € F., = N1, il existe un unique élément ne € N~ tel que

§ = neno.

So(§) = kr(ng),
d’ou
So(&)mo = ki(ne)no = neno = €.
Enfin, comme pour tout ¢ € K et tout £ € F,

Sc(c€) = B (6),

on en déduit que pour tout ¢ € K, l'application &, est bien une section du fibré
M
K= F. O

La famille des sections de Bruhat est paramétrée par les éléments de K. Elles sont
différentiables par les propriétés des décompositions de Bruhat et d’Iwasawa. On déduit
le fait suivant.

Fait 4.21. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type non-
compact. Pour tous ¢, € K, pour tout £ € F.N Fu, alors

Gc(6) 16w (€) € M.

Preuve : Cela découle du fait que &, et & sont des sections du fibré K M F , définies
localement sur 'ouvert F. N F. ]

Définition 4.22. Pour tous c,c’ € K, on définit lapplication m. o par

FeNFo — M
Er— mee (&) = 6.(8)7'6u ().

i.e. de sorte que pour tout & € F. N Feu,

60’(5) = 6c(§)mc,c’ ({) (4'3)

Les sections de Bruhat étant des applications différentiables, il en est de méme pour
les applications m.. ..

Proposition 4.23. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact. Pour tous c,c € K, alors

(i) Uapplication me o : Fe N Fo — M est différentiable,
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(ii) pour tout & € F. N Fy,
mg oy (€) = me o(€),

(iii) si c=tc € M alors pour tout &€ € F, = Fu
mc,c’(g) = Cilc/a
(iv) pour tous co,c1,c2 € K, pour tout & € Fey N Fey N Fey,

My e (5) = Mecy,cq (é)mq ,€0 (f)

Démonstration : Prouvons le premier point. Par définition des sections de Bruhat, les
applications m, ~ sont différentiables sur leur domaine de définition.
Pour le point (ii), on écrit d’une part pour tout § € F. N Fy,

6(:’(5) = Gc(f)mc,c’ (5)

D’ou
Se(§)mee (§)7 = 6e(§)
Or
Sc(§) = S (§)me o(£)
D’ou

Gc/ (g)mc,c’ (g)_l = 60/ (5)’”%’,0(5)7

et on conclut que m;i, =My ;.
Pour le point (iii), remarquons que si ¢~!'¢’ € M, alors les cartes de Bruhat F, et
F.s coincident. Posons m; := ¢~ 1¢, de sorte que

d =cmy.

Prouvons que pour tout £ € F,, alors
Mee(§) = m1.

Soit & € F. = cN g, il existe n_ € N~ tel que

§ = cn_no.
Par définition de la section de Bruhat &,

Sc(&) = ckr(n-).
Or M C Stabg(no), donc
£ = cml(ml_ln_ml)ng.

De plus, d’apres la Proposition 2.17, M normalise N, donc

1

m; n_my € N™.

D’ou d’une part,
¢ = (my 'n_my)no.
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D’autre part,

Gu(€) = dkr(mi 'n_my)

= cmlk](ml_ln,ml)

Rappelons que 'action de G sur K est définie par (g, k) — kr(gk). En restriction & K,
on déduit que pour tout k' € K, (k' k) — kK'k = k;(k'k). En particulier comme M est
un sous-groupe de K,

mlkrj(mfln,ml) = kj(mlmfln,ml) = kr(n_my).

D’ou
S (&) = ckr(n_—my).

Par définition de la décomposition d’Iwasawa,
n_ € k‘](n,)AN.

D’ou
n_my € kf(n_)ANm; = kj(n_)ml(ml_lAle).

Or M normalise N~, donc mflAle = AN et
n_mj € kr(n_)m; AN,
et par unicité de la décomposition d’Iwasawa,
kr(n—my) = kr(n_)m;.
Enfin, on en déduit que pour tout £ € F,,

S (&) = ckr(n_)my
= GC(E)ml

D’ou le point (iii)
Me,c! (5) =ma.
Pour le dernier point, soient co,c1,co € K, alors pour tout § € F,, N Fe, N Fey,s

d’une part

600 (5) = 662 (5)m02700 (5) .
D’autre part

660 (‘5) = 661 (é)mcl ,CO (5)
= G, (g)mc%cl (g)mq ,CO (5)
D’ou
Gy (§)Mey e (§) = Gy (§)Mey 1 (§) My 0 (),
et
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4.3.2 Cartes de Bruhat de K et cocycle a valeurs dans M

Cartes locales Pour tout ¢ € K, par décomposition de Bruhat, cN"MAN N K est
un ouvert et son complémentaire est une union de sous-variétés fermées de dimensions
inférieures de K. Notons

K.:=cN"MANNK.

C’est I’ouvert de Bruhat de K centré en c.
Remarquons que puisque F, := ¢N " ng = K.ng, 'application

K. — F.
k?i—)k‘no

est surjective.

Fait 4.24. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type non-
compact.
Pour tout ¢ € K et pour tout k € K. =cN"MAN N K, alors

Ge(kno) 'k € M.
En particulier, pour tout g € G et pour tout ¢ € K tel que gny € Fe,

Se(gno) 'kr(g) € M.

Preuve : D’apres le Fait 4.20, ’application &, est une section locale F, M K.. On en
déduit que pour tout n € F,

Se(n)no =1
En particulier, pour tout k € K., comme kng € F., on déduit

Se(kno)no = kno-

Donc
Gelkno) 'k € MANNK = M.

Pour le second point, remarquons que pour tout g € G, puisque g € kr(g)AN,
gno = k1(g)no-

Donc
Se(gno) " ki(g) = Se(kr(g)mo) ‘ki(g) € M.

O]

Grace a la Proposition suivante, on va pouvoir munir chaque ouvert K. de K, ou
c € K, de coordonnées dans F. x M.

Proposition 4.25. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact.
Alors pour tout c € K, Uapplication

K. — Fex M
ke (kno 3 Se(kno) k)

est un difféomorphisme.
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Preuve : Démontrons d’abord I'énoncé pour la carte K.,.. Comme K. = cK., pour
tout ¢ € K, cela suffit pour démontrer I’énoncé en toute généralité. L’application

ke (ko ; ey (ko) 'k)ey

est bien différentiable.

Montrons que cette application est injective. Soient k,k’ € K., ayant la méme
image, i.e.

(kn() ) GEK(kHO)ilk)eG = (kIUO ) 6@;((]?/770)71]47/)@(-
Comme kng = k'ng, on en déduit
66K(k770) - 66}( (k/n())'
D’ou
Ses (knf))_lk = Gey (knO)_lk/v

c’est-a-dire k = k' et D'injectivité.

Montrons que cette application est surjective. Soit (£ ; m) € Fe,o x M. Alors
I'image de &, (§)m par I'application est précisément

(Seyc (E)mmo ; m)

Orm e M C MAN et &, est une section du fibré K M F donc

(Se (E)mmo s m), = (£; m),,,

eK'

d’ou la surjectivité.
Prouvons maintenant que l'application K., — F¢, X M est un difféomorphisme
local en tout point. D’apres le Corollaire 2.20, la différentielle en k € K de

Kep — Fepe

K —s klno
est surjective de T K dans Ty, F. D’apres le Fait 2.19, F est difféomorphe a K/M,
donc le noyau de la différentielle de cette application en tout point est m. Or K est un
groupe de Lie donc Ty K =T, , K = ¢. Par K—équivariance, T}, F = k.1, F. D’apres
le Corollaire 2.20, T}, F ~ n_. Donc la différentielle en k de k' — k' est surjective de

t vers n_, de noyau m.
Or pour tout m € M,

km — (kno 5 ey (kno) ™ km)e .
On en déduit que la différentielle en k de I'application
Kepe —> Fepe x M
K (K0 5 ey (K'10) T K ey

est un isomorphisme de € vers n_ x m.
Donc pour tout k € K, 'application

K — (Ko 3 Gep(k'no) 'K ey

est un difféomorphisme local en k. Comme vu plus haut, elle est bijective. C’est donc
un difféomorphisme.
Enfin, comme K. = cK,, pour tout ¢ € K, on en déduit que pour tout ¢ € K,
I’application
K.— Fox M

est un difféomorphisme. O
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Définition 4.26. Pour tout ¢ € K, on définit la carte locale de Bruhat de K centrée
en ¢, définie sur l'ouvert K., par

K.— F.xM
k— (/‘3770 ; Gc(knO)_lk)c-

On dira que ce sont les coordonnées locales de Bruhat de K.
L’application inverse s’écrit

Fex M — K,
(n; m)e — Sc(n)m.

Changements de cartes

Proposition 4.27. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact.
Alors pour tout c1,co € K, Uapplication de changement de carte de Fo, x M a
Fey X M s’écrit
(Fey N Fey) X M — (Fey N Fey) X M
(15 M)e; — (15 Meger (MM

De plus, cette application est un difféomorphisme.

Preuve : Soient ¢1,cy € K. Pour tout n € F.,NF.,, tout m € M, alors par la Définition
4.26, 'inverse d’une carte locale de Bruhat s’écrit

(5 M)ey ¥ S¢, (m)m.
Or par la Définition 4.22,
601 (77) = 662 (n)mcwn (77)
D’ou
S, (n)m =G, (77)77%2761 (n)m

On reconnait a droite les coordonnées (1 ; Mcy ¢, (17)M) -
Enfin, les applications de changement de cartes sont différentiables, puisque les
cartes le sont. O

Action de G et M sur K, cocycle a valeurs dans M L’action de G sur K est
définie, rappelons-le, par

On définit maintenant une fonction qui permettra de lire cette action dans les cartes
de Bruhat de K.

Définition 4.28. Soient co,c1 € K. Pour tout £ € F, et g € G tels que g€ € Fc,, on
définit

Oeyco(9:€) = 6y (96) k1 (966, (€))-
Lorsque c1 = ¢, pour alléger les notations, on écrira

ol (g,€) =l (9.€).

Ainsi, pour tout & € Fe, et g € G tel que g§ € F,,

k1 (96¢,(8)) = &c, (98)ont (9. €). (4.4)
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Fait 4.29. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connezxe, de type mon-
compact.
Alors pour tout co,c1 € K, la fonction U%CO est a valeurs dans M.

Preuve : Soient cg,c; € K. Soit & € F,, et g € G tels que g€ € F,,. Par définition,
02 0(9:€) = S, (98) k1 (96¢,(€)).
Comme S, est une section du fibré K Nr

Seo(E)mo = &.
D’ou
S, (gf) =6, (9660 (5)770)
Or d’apres le Fait 4.24, appliqué a ¢S, (€) € G, puisque

9600(5)770 =g§ € Fe,

alors
Se, (98¢, ()m0) k(96 (€)) € M.
D’ou
Se, (96) k1 (966,(€)) € M,

c’est-a-dire
ol . (9,€) € M.

C1,€0

O]

Proposition 4.30. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact.
Alors

(i) L’action par multiplication a gauche de G sur K se lit sur le systéme de coor-
données (FC X M)CGK de la maniére suivante : fixons cg € K, pour tout g € G
et (n; m)e, € Fey X M, soit c; € K tel que gn € Fe,, alors

M
g-(n5 M)ey = (9N Oy o (g5 M)M)cy -

(ii) L’action par multiplication a droite de M sur K se lit sur le systéme de coor-
données (]:C X M) ccx e la maniére suivante : pour tout o € M et (n; m)e, €
Feo X M,
(15 M)y = (05 M)y
Preuve : Prouvons le point (i). Soit ¢y € K, fixons g € G et (n; m)e, € Feo X M et
considérons ¢ € K tel que gn € Fg,.
D’apres la Définition 4.26, on écrit I'image de (1 ; m) par l'inverse de la carte de
Bruhat
(15 M)ey = Sy ().

Faisons agir g sur &, (n)m, puis calculons
kr (9660 (ﬁ)m)
Appliquons le Fait 4.12, & ¢S.,(n) € Get m € M,

k1 (96, (m)m) = kr (96, (n))m.
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Enfin, par Définition 4.28

k(96 (n) = Se, (9m)ey ) (9,m).
D’ou
k1 (98 (n)m) = &e,(gn)o2y o, (9, m)m.
Or, via l'inverse de la carte K., — F;, x M, on trouve

(gn; o . (g.m)m)e, — S (gn)ol . (g, m)m.

D’ou
9-n; M)ey = (gn; 00 oo (9,1)M)cr -
Pour le point (ii), on explicite d’abord 1’élément correspondant dans K,
(13 M)y — Sy ()01
On multiplie a droite par o € M, d’ou
¢a(n 7 m)CO — 6()0 (n)ma
On repasse en coordonnées F, x M,
(3 ma)e, — Se,(n)ma.

On en déduit
(N5 Moy = (03 M)y
O

En particulier, la fonction o™

Propriétés suivantes.

est un cocycle a valeurs dans M. Elle vérifie les

Proposition 4.31. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact. Soit £ € F et g1,92 € G. Alors

(1) Pour tous co,cy, c1,¢y € K tels que § € F, NFy et 1§ € Fey NFy,
O-i‘{[,c{) (917 5) = mcll,cl (glg)gé\l{co (gla g)"nco,céJ (g)

(2) Pour tous co,c1,c2 € K tels que (€, 91€, g291&) € Fey X Fey X Fey, 0n a la relation
de cocycle

O’é\f,co(gzghf) = O'é\f,cl (92,915)0%50(91,5)

Preuve : Prouvons le premier point. Ecrivons d’une part Paction de g1 sur (£ ; e M)06
dans la carte Fu x M,

g1(€5 ey = (9165 03 1 (91,€))ey
D’autre part, appliquons le changement de cartes ‘7:06 x M vers Fe, x M,
(&5 em)ey — (§5 My e (€))eo-
Ecrivons maintenant 1’action de g1 dans les coordonnées F., x M,

91(6 ; m00706(§))co = (glf ; O-é\o{cl (917€)m00706(5))01'
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Appliquons le changement de cartes F., x M vers Feo x M,

(915 ; Ué\/lo,cl (glvg)mco,cé(g))cl — (glf ; mc’l,q (915) Oco,c1 (glaé)mco,cé(g))ca'

D’ou
006 ch (gla 5) - cl,cl (glg) Co c1 (91, g)mco,cg (5)

La relation de cocycle est vérifiée par o puisque cette fonction permet de lire
I’action de G sur K dans les coordonnées locales de Bruhat. D’ou le second point. [

Pour tout ¢ € K, I'application
ke K.— kno € Fe
s’écrit dans les coordonnées F,. x M par
(&5 m)e— € € Fe

Enfin, le diagramme suivant
K.——=F.xM

L

Fe Fe

est commutatif, équivariant pour ’action par multiplication a droite de M.

4.3.3 Coordonnées locales de ¢

Cocycle généralisé sur a x M

Définition 4.32. Soient co,c1 € K. Pour tout £ € F et g € G tels que § € F, et
g€ € F¢,, on pose

Oere0(9,€) = (0(9,€),0Y . (9,9))-

La Proposition 4.31 se généralise a ce cocycle.

Proposition 4.33. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact. Soit £ € F et g1,92 € G. Alors

(1) Pour tout cj, ) € K tels que & € ¢uN™ng et g1€ € ¢, N~ np,

cl,co(glvé) - cl,cl (g1§)0c1,co(g1 5) co,ca(g)'

(2) Pour tout co € K tel que gogi& € caN 1o, on a la relation de cocycle

Tca,co (glea 5) = Ocy,c1 (927 916)001700 (917 é)

Preuve. Cela découle directement des Propriétés 2.26 du cocycle d’Iwasawa, ainsi que
des Propriétés 4.31 du cocycle a valeurs dans M. O
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Cartes locales Pour tout ¢ € G, par décomposition de Bruhat, cN"MAN est un
ouvert et son complémentaire est une union de sous-variétés fermées de dimensions
inférieures de G. Notons

G.:=cN MAN.
C’est 'ouvert de Bruhat de G centré en c. Par décomposition d'Iwasawa G = KAN~,
on peut supposer que ¢ € K. Remarquons que puisque fc(2) := Ge.(no, o), 'application
G. — F¥ xa

g+ (gm0, 970 5 o(g,m0))
est surjective.

Proposition 4.34. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact.
Alors pour tout ¢ € K, l'application

He:Ge— FP xax M
g+ (gm0, 970 ; Tec,e(9,M0))e

est un difféomorphisme.

Preuve : Pour tout ¢ € G, 'application H, est différentiable, puisque chaque coor-
donnée est différentiable. Comme G. = cG, si He, est un difféomorphisme, alors H.
aussi.

Prouvons d’abord que H,, est un difféomorphisme local en eg. Restreinte aux
trois premieres coordonnées, on reconnait la restriction de la paramétrisation de Hopf
a Ge, M C G/M. Comme la paramétrisation de Hopf est un difféomorphisme de G /M
dans F® x qa, la différentielle en e de application

g +— (gm0, 970 ; o(g,m0))

est surjective de g dans n_ ®n@a. La différentielle en e du cocycle JC% ., est surjective
de g dans m. D’apres la décomposition de Bruhat,

g=n_©Ondadm.

Donc la différentielle en eq de He,, est un isomorphisme.
Soit u € Ge¢,. Pour tout € € G, dans un voisinage de eg, tel que ue € G,

ue — (ueng, ueny ; ey (UE, M0))eq -

Comme o, vérifie la relation de cocycle,

Oeq (U€,M0) = Oeg (U, €00)Teq (€,m0)
= Oeg (ua nO)UeG (67 770) + 0(6)'

D’ou

u€e —» (u(eno),u(eﬁo) i Oee (U, M0) e (€,10) + 0(6))€G.
Or

€ > (€10, €0 5 Teg (€,70))eq

est un difféomorphisme local en eg. Donc H, est un difféomorphisme local en tout
point de Ge.
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Prouvons que H., est bijective. Soit (1,7 ; uq, upr) € .7:5%) x a x M. Considérons
I’élément g € G dont les coordonnées d’Iwasawa-Hopf sont

Ha(g) = (See (Munr, 17 ua)-

En particulier,

kr(9) = Ge(Munm
910 = 1
U(gv 770) =  Uq-

Donc g € K., AN. Or
Ko, AN = (N"MAN N K)AN = N~ MAN = G.,..
D'ou g € G,. Ecrivons kr(g) = Gey(n)uny € K, en coordonnées locales F ., x M

kr(g) =— (15 un)eg-

On en déduit gno = kr(g)no =n et

chi\é(gvn()) =up-

D’ott Hey,(9) = (0,775 U, unr)e,, €t la surjectivité de He,,.
Soit maintenant ¢" € G tel que Hey,(9) = He(9'). Comme les coordonnées dans
}"e(? x a sont égales, on en déduit ¢’ M = gM. Donc il existe ¢ € M tel que
g = gec.

D’apres le Fait 4.12, on a k;(g¢’) = k1(g)c, donc

ol (g',m0) = o2l (g,m0)c.

Or comme He, (9) = He, (¢'), en particulier, les dernieres coordonnées sont égales, d’otr
c = ey et U'injectivité de He,,.

L’application H., est bijective et c’est un difféomorphisme local en tout point.
C’est donc un difféomorphisme. On en déduit que pour tout ¢ € K, 'application H,.
est un difféomorphisme. O

Définition 4.35. On définit pour tout c € K, lapplication
He:Ge— FH xax M
9 — (gm0, 970 5 c.e(9,M0)) .-

On appellera ces applications les coordonnées de Bruhat-Hopf de G.

Changements de cartes et passage en coordonnée d’Iwasawa-Hopf

Fait 4.36. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type non-
compact.

Alors pour tout ¢ € K, on passe des coordonnées locales de Bruhat-Hopf aux coor-
données d’Iwasawa-Hopf par application

HooH : FP xax M — FY) xa
(1,€ 5 ua,unr)e = (Se(n)uns, € 5 ua).
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Preuve . 11 suffit de lire I’application
geG.—geG

dans les coordonnées locales de Bruhat-Hopf au départ et les coordonnées d’Iwasawa-
Hopf pour 'arrivée. ]

Explicitons maintenant les changements de cartes.

Proposition 4.37. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact.
Alors pour tout c¢,¢ € K le difféomorphisme de changement de cartes Ho o H !
s’écrit
(FONFN xax M — (FPNFD) xax M
(Tlaé~ ; U)c — (7776 ; mC'7C(77)u)C/'

C’est une conséquence directe de la Proposition 4.27.
Preuve : Soient ¢,c € K et (n,£; u). € (]:0(2)ﬂfc(/2)) xax M. Ecrivons les coordonnées
de ce point dans les coordonnées d’Iwasawa-Hopf Fg ) xa
(7,€5 w)e > (Sc(n)unr, € 5 ua).

Or par la Définition 4.22,
Se(n) = Go(n)me c(n)-
Donc
(Sc(mun, €5 ua) = (S (Mme c(Munrr, € 5 ua)-

Repassons maintenant dans les coordonnées locales de Bruhat-Hopf centrées en ¢

(60/(?’]>mc/’c(7])U,M,§ ; ua) — (7776 ; uaamc’,c(n)uM)c“

Comme
(Ucu mc’,c(n)uM) = mc',c(ﬁ)u,

on en déduit I'expression du changement de cartes. O

Actions de G et M A sur G

Proposition 4.38. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact.

Alors

(i) L’action par multiplication & gauche de G sur G se lit sur le systéme de coor-

données (}'c(g) X a X M)ceK de la maniere suivante : fizons cg € K, pour tout

geGet(n,&; u), € .Fc(g) x ax M, soit c; € K tel que gn € Fe,, alors
g-(777§ ; u)co = (9777g§ ) Uc1,co<ga77)u)cl'

(i) L’action par multiplication o droite de a x M sur G se lit sur le systéme de
coordonnées (.7-"0(2) X a X M)CGK de la maniére suivante : pour tout o € a X M et

(1, €5 wey € Fiod) x ax M,

(M, €5 u)ey = (M, € 5 UQ)cy-
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C’est une conséquence directe de la Proposition 4.30 et des Propriétés d’équivarian-
ces des coordonnées d’Iwasawa-Hopf.

Preuve : Prouvons le point (i). Soient ¢y € K et g € G.
Fixons (1,€; u)e, € f(gg) x a x M et considérons ¢; € K tel que gn € Fe,.
Passons d’abord aux coordonnées d’Iwasawa-Hopf

(777§ ; u)co — (Gco(ﬁ)uM,§ ) ua)-

Faisons agir g dans les coordonnées d’Iwasawa-Hopf,

9(Seo(Munr, € ; ua) = (k1(9Se,(M)uns), g€ 5 o(g,m) + tq).

Or laction de g sur S, (n)ups s’écrit

k(96 (n)unr) = e, (gn)a, o, (9, n)unr.
D’ou
9(Seo(Muns, € 5 ua) = (S, (gm)0ly oo (93 unr, g€ 5 0(g,m) + ta).
Repassons maintenant dans la carte locale de Bruhat-Hopf de G centrée en ¢y,

(&, (gn)al! . (g, munr, g€ 5 o(g,m) + ta) — (90, 9E 5 Ty (9, M)U)er -

On fait de méme pour le point (ii). O

On en déduit le Corollaire suivant.

Corollaire 4.39. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact.
Alors Uapplication

G— K
g+— kr(g)

se lit dans les coordonnées locales de Bruhat-Hopf de G au départ et a 'arrivée dans
les coordonnées locales de K par

FOD xax M — F.x M

C
(1, €5 we = (05 un)e.
De plus, le diagramme suivant

GDGcii}"c(Q)xaxM

| |

K> K, Fex M

est commutatif, équivariant pour l'action par multiplication o droite de M et a gauche
de G.
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Pour tout ¢ € K, I'application
g€ Ge—gM e G/M

- . 2
s’écrit dans les coordonnées .7-"c( ) xax M par

(1,65 we— (0,5 ua) € FP x a.
Enfin, le diagramme suivant

He .7-"£2)><a><M

|

G/M D GCMH—>]-"C(2) X a

G DG,

est commutatif, équivariant pour 'action par multiplication a droite de a x M et a
gauche de GG. Enfin, ces coordonnées explicitent les trivialisations locales de la section

¢ X a/m.

4.4 Produits d’éléments loxodromiques

Tout d’abord, on généralise la projection de Jordan des éléments loxodromiques a ax M.
Ensuite, on réinterprete la décomposition de Jordan d’un élément loxodromique en
termes d’action a droite d’éléments bien choisis de a x M.

On exprime ensuite le cocycle généralisé O'é\,{;' a valeurs dans a x M d’éléments lox-
odromiques, grace a cette généralisation de la projection de Jordan. Pour des éléments
loxodromiques suffisamment contractants, on récupere des estimations uniformes du
cocycle généralisé.

4.4.1 Généralisation de la projection de Jordan

On rappelle que g € G est loxodromique si A(g) € a™*. D’apres la Proposition 2.31,
pour tout élément hy € G diagonalisant la partie hyperbolique de g, il existe un unique
mg € M tel que

g= hgmgeA(g)hgl.

De plus, pour tout (hy,my) € G x M tel que g = h;m;e)‘(g)hgl, il existe un unique
0 € M A tels que
h'g = hgo et m’g = 5m95*1.

Le bassin d’attraction de g7 := hgno dans F est hyN 1o, et g~ := hytjo est son point
fixe répulsif. C’est une carte de Bruhat de K.

Rappelons que pour tout ¢ € K, ’ensemble des points de F non transverses a crjy
est noté X' (cnp) et défini par

X(cif) = (eN"np)C.
Ainsi,
Fo = X(cip)C. (4.5)

En particulier, a tout élément loxodromique, on peut associer une carte de Bruhat
particuliere sur F, celle qui correspond au bassin d’attraction de son point fixe attractif.
Ceux-ci correspondent aux points en position générale avec son point fixe répulsif.
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Définition 4.40. Soit ¢ € K. Pour tout g € G tel que g+ € cN™ng, on définit

Ae(9) = 0c(g:97).
Notons \M .= oM la coordonnée dans M de la projection de Jordan généralisée.

Remarquons que
)\c’ (g) = Mg,/ (ng)il)\c(g)mc,c’ (g+)'

Proposition 4.41. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type
non-compact. Soit g € GY% un élément loxodromique.

Alors pour tout ¢ € K tel que g+ € Fe, lélément hy . € G, de coordonnées locales
de Bruhat-Hopf

(ng’g, ; eaxM)c

diagonalise la partie hyperbolique g de g et
g= hg’c)\é\/‘[(g)e“g)h;i.

De plus,
ki(hg.e) = GC(QJF)‘

Preuve. En effet, puisque (g7, 97) € ]-'0(2) est fixé par 'action de g,

9(gt.97 5 eaxm)e= (97,97 ; 0c(9,9))e.

On reconnait & droite I’action par multiplication & droite de o.(g,g") € a x M. On
traduit dans G,
M +
ghgzc = hgyco—c (g7g+)60'(g,g )

Enfin, comme o(g,g9") = A(g) et A (g) := oM (g, g"), on déduit
ghg,e = hg A (9)e9).

D’ou
9= hgycAy(g)e/\(g)h;}:-

En coordonnées d’Iwasawa-Hopf, hg . s’écrit d’une part

(kf(hg,c)a hg,cﬁO ; G(hg,07 770))'

D’autre part, le Fait 4.36 nous dit

Ha OHc_l<(9+,9— ; eaxM)c) = (8c(gh),g97 ; 0).

D’ou
kl(hQVC) = 66(9+)-
O

Fait 4.42. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type non-
compact. Soient g € G un élément lozodromique et u € G.

Alors Uélément ugu™" est lozodromique de points fizes attractif u.g% et répulsif
u.g~. De plus, pour tout c,c’ € K tels que gt € F, et u.g™ € Fu

Aer(ugu™) = ol (u, %) Ae(g) o (u, g7) 7"



100 CHAPITRE 4. COORDONNEES DE HOPF ET BRUHAT-HOPF

Preuve : La projection de Jordan X : G — a™ est bien invariante par conjugaison, donc
Augu™) = A(g).

En particulier, si ¢ € I''*®  alors pour tout v € G, I’élément ugu™' est bien loxo-
dromique.

Soient ¢, € K tels que g7 € F. et u.gt € Fu. Ecrivons d’une part la relation de

cocycle pour v 'u = eg :

Uc(u_lua g+) = Uc,c’(u_la u-g+)ac’,c(u7 g+)'
D’autre part,
Uc(eGug+) = €ax M-
D’ou
Occ! (uil, u.g+) = Ucz7c(u,g+)71.

Enfin, appliquons la relation de cocycle & oy (ugu™", u.gT) = A (ugu™1).

1 +>

oo (ugu™",u.g )

= Uc’,c(ua gu_lu'g+) Uc(g, u_lu'g+) Oc,c/ (u_la u.g
=0uc(u,9.9") oc(g.9")

= Uc’,c(uv g+) AC(g) Uc,c’(uilv u'g+)'

Occ (u_l, u.gh)

Enfin, comme o (utugt) = JC/,C(u,g‘F)_l et comme a est abélien, on en déduit

Ao (ugu™) = og(u, g7) Aelg) oe(u, ")

4.4.2 Cocycle dans M d’un élément loxodromique
Pour tout ¢ € F, considérons un élément 1%5 € K tel que

keiio = €.
Rappelons (Cf Définition 2.23) les notations

(€)= (heN )t = 7L

Soit g € G'*. D’apres le Lemme 2.55, X(g*)ﬂ est le bassin d’attraction de g*. Par

conséquent, comme ]%g, 79 = g, ouvert de Bruhat

}-lég, ==ky-N"mo
est bien le bassin d’attraction de g™.
Lemme 4.43. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type

non-compact. Soit g € G un élément lozodromique. Considérons l%g— € K tel que
Fj,  soit le bassin d’attraction de g™ .

g
Alors, pour tout £ € Fj, et tout n > 1,
g

o' (9".6) = (A _(9)".

g g9

En particulier, pour tout ¢, € K tels que £ € F, et g"§ € Fu

o-é\’/{c(gnv 5) = mc’,fcg_ (gné) ()‘;}\j7 (g))nmfgg_ 7c(é)'
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Le point crucial de ce Lemme est le choix de la carte de Bruhat sur lequel on calcule
le cocycle. Les calculs s’arrangent parce que la carte de Bruhat choisie est précisément
le bassin d’attraction de 1’élément loxodromique.

Preuve : Comme, g7 est transverse & g~ = l%g—ﬁo et l;‘g— N7y = /Y(g_)E est I’ensemble
des points transverses a g, on en déduit

gt e kg_ N™np.
Considérons 'unique élément p € N~ tel que
gt =ky-pno.
Notons hy := ];97 p. Prouvons que oM

+
k )

co (hg,m0) = en. Par définition du cocycle,
"
ki(hg) = & _(hgmo)oy!_ . (hg:mo).
Utilisons 'action de G sur K et puis p € N,
ki(hg) = ki(kg-p) = kg kr(p) = ko So(p).
On reconnait la définition de la section &;,
g

ki(hg) = &), (ky-pmo) = S;,_ (hgmo).

9=

Ainsi, hy s’écrit une coordonnées de Bruhat-Hopf sur la carte Gj,
"

Hkq_ (hg) = (979" : U(hgvﬁo),eM),;g_
Cet élément diagonalise la partie hyperbolique de g et k;(hg) = &; (¢97). Notons
g
mg = )\2/[ (g9). On en déduit
-
g= hgmgeA(g)h;. (4.6)

Soit £ € Fj, . Comme Fj, = I%ng*no, il existe, d’apres le Corollaire 2.20, un
g g

unique élément ug € N~ tel que
f = k‘g—ug?o. (47)

On veut estimer aéw (g™, €). Par Définition 4.28 du cocycle o™, pour tout n > 1,
o

ki(g"8;_(9) = & ("ol (4".8).

g

Nous allons estimer séparément k; (g"G P (§)> et S (9"¢).
g g
Pour tout n > 1, utilisons la définition de ’action de G a gauche sur K,

kr <g”kg_ us) =kr <g”kg_ ]C[(UE)) .

Or par Définition 4.19 de la section de Bruhat,

D’ou
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Calculons kj (Qn];f%)' D’apres 1’équation (4.6), pour tout n > 1,

D’ou

On calcule
g”l%gfq% = hgmge"/\(g)pflug
= /vfgfpmge”’\(g)pflug.

Posons ¢, := pmge")‘(g)pflugm;". On a donc
g"/%gf ug = l%gfqnm;‘.
De plus, puisque M normalise AN, on déduit ¢, € AN~. D’ou
k(9765 (€)) = ki (g"kg ue) = ky-kilanmy) = Ky ki(ga)m.

Estimons maintenant G gng . Comme &; est une section du fibré K — .F,
k _ k__
g9 9

& (9" = 9"¢ = g"kg-ueno = ky-aumyno.

Or myg € M, donc
& (9"E)m0 = kyanmo-

En réutilisant la Définition 4.19 de la section de Bruhat, puis que ¢, € AN" =N"A

S (") =6 _(kg-aqnno)

= ky-So(gnmo)
= /%g— kr(qn)-
D’ou
ki (9"5 () = ko krlan)m} = & _(g"¢)m}
et

o (") =my =AY (4",

La seconde égalité découle de la Propriété 4.33, (1).

U%c(Q? 5) = mc’,kg_ (gf)aé\j_ (ga g)qug_ 7@(5)'
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4.4.3 Une estimée du cocycle

Au paragraphe §2.3.3 du Chapitre 2, on avait défini (Définition 2.62) une fonction
continue

(15 &1,&) — v(; §1,62) €a

définie pour tout 77 € F et tous points &1,&s € X(f])c transverses a 1.

Dans le Lemme 2.64, on obtenait une estimée du cocycle d’Iwasawa pour les éléments
loxodromiques suffisamment contractants, c¢’est-a-dire que pour tout g € G'% et tout
élément £ € X(g_)c du bassin d’attraction de g,

lim o(g", &) = Mg)" =v(g” ; g".¢).
n+o0o
On définit une famille de fonctions (yé\,/[ o) cek & valeurs dans M et on obtient des
propriétés similaires pour la famille (0’(]:\,/[6)6/766 K-

Fait 4.44. Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe, de type mon-
compact. Soit § € F. Choisissons ke € K tel que kenjo = €.
Alors pour tout 6 € M, pour tous n1,m2 € }}% et tous c1,co € K tels que
ni € Fe N ]-",;E pour tout i = 1,2, on a
Mg, e (MM, (12) = M, s (M) MG 5 0, (12)-
En d’autres termes, la fonction

Var ey (&m1,m2) 7> m . (m)my, ., (n2)

est définie indépendemment du choix du représentant de IVQM.
Preuve : Fixons § € M.
D’apres la Proposition 4.23 (iv)
mq,ffgé(nl) = My ke ("71)"”1;5,1;55(?71)-

D’apres le point (iii) de la méme Proposition,

M kes (M) = 0-
D’ou
Mg, s (M) = Mg, i (M1)0.
De méme,
Mg, kes(12) = Mg, i (12)0.

Or d’apres le point (ii) de la méme Proposition,

M5, (1M12) = m;kﬂ;(?h)

_s-1—1
=0 m%k{(ng)

-1
=0 M e, (m2).
Soient 11,12 € }}% et c1,c2 € K tels que n; € F¢, N .7:,;&, pour tout ¢ = 1,2. On en
déduit que
-1
mclﬁgé(nl)mk&&,cQ (772) = mchk{ (771)55 mk§702 (772)

= mcl 7];:§ (771 )ml;:&cQ (172) *
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Rappelons, d’apres le Lemme 2.64, que pour tout élément loxodromique g € GY% et
pour tout point £ € X \ X(g7), la suite (a(g", €) — nA(g)) , converge vers un terme
n

d’erreur dans a noté v(g,m) := v(g~;¢%,n). De plus I'application v est continue sur
son ensemble de définition.

Définition 4.45 ( Cf. Définitions 2.41, 2.62 ). Soit £ € F. Choisissons ke € K tel que
keno = & Pour tous my,m2 € ]:’55 et tous c1,co € K tels que n; € F, ﬁ}'ké, on définit la
fonction v, ¢, a valeurs dans a x M par

Ver,eo(§5m5m2) 1= (V(f : "71,772%’/?1/[,@(5;?71,772))-

Pour alléger les notations, on adopte la convention

M._ M
Vo' = Ve

Soit g € G, Pour tout n € Fj, et tous c1,c0 € K tels que gt € Fp, et € Fo,
g

on définit
M M -
Ver oo (g:m) =2 (97397, m).

De méme, on définit

Veres(9,71) 1= (V(g,n), Vé‘f,cz(g,n))-

Fait 4.46 ( Cf. Fait 2.63 ). Soit G un groupe de Lie semisimple, réel linéaire, connexe,
de type non-compact. Alors pour tous ¢,c € K, la fonction v, est différentiable sur
son ensemble de définition. De plus, pour tout & C F et tous ni,n2,n3 € 'Fli’ tous

c1,c2,c3 € K tels que n; € Fe; pour tout i =1...3,
Ver,es (€115 113) = Vey,ea (§ 7115 12)Vey 05 (€ 112, 113).-

Enfin pour tout (n,€) € F? et c € K tel quen € Fo,

ve(&5m,m) = eax -

Par conséquent, pour tout élément g € G'°% et pour tout ¢ € K tel que g+ € ¢N 1,
alors

Ve(9,9%) = eaxm-

Preuve : Puisque les fonctions m.  sont différentiables, les fonctions VM le sont aussi
sur leur ensemble de définition. D’apres le Fait 2.63, on conclut que les fonctions
Ve = (v,vM) sont continues sur leur ensemble de définition.
Vérifions la premiere égalité,
M . —
Vel es (57 m, 773) = mcljgg (Ul)migg cs (773>
e, e (M)mi o, (12)me, k (n2)my, c, (13)

= 01,02(6 7717772) 524,03(5 772’773)

Enfin, grace au Fait 2.63,

v(&m,m3) = v(En, m2)v (€52, m3).

D’otu I'égalité. O
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Une nouvelle expression du cocycle d’un élément loxodromique Grace aux
fonctions (7/%/)076/6 x & valeurs dans M, on réécrit le Lemme 4.43. Soit ¢ € G'* un

élément loxodromique et & € X(g7)C un point du bassin d’attraction de cet élément
loxodromique. On va trouver une expression du cocycle aé\,/[ (9, &) faisant intervenir les
M

fonctions v, v, et la projection de Jordan généralisée de g, sans avoir a centrer la

carte de Bruhat F, sur le bassin d’attraction de g™.

Lemme 4.47 ( Cf Lemmes 2.40, 2.64 ). Soit G un groupe de Lie semisimple, réel
linéaire, connexe, de type non-compact. Soit g € G un élément lozodromique.

Alors, pour tout & € X(g*)[: et n > 1, pour tout cp,c1,co € K tels que £ € Fe, et
g" € Fe, et g"§ € Fuy,

O—yg,cl (gn7 §) = V?Q{Cg (g7gn€)_l (Aé‘g(g))n Véwz,cl (97 é-)
Preuve : Soit l;:g_ € K tel que g~ = l;:g_f]o. Alors pour tout n > 1, par la Proposition
4.31 (1)

O-é\g,61 (gnv 5) = mc;a,,]%g_ (gné-)o-]i\j; (gn7 g)mkg_ ,C1 (6)

Or d’apres le Lemme 4.43,
oA (") = A (g").

g9

D’ou d’apres le Lemme 4.43 (b),
O-é\g,(h (gn7 6) = mc:;,]};gf (gné.)Agj_ (gn)mk —,C1 (f)

Or d’apres la Proposition 4.31 (1),

b =mg ()N (9 me, i (97)-

D’ou en remplacant

Oager (976) =My (9" o, (00)AG (6" )mey i (95)ms  (,(6)

=) (g79"E g N (g L (9797, 9).
Or v, (97597,8) =vl . (9,6 et

ver (979" 9T = vl (97597, ") T = v (9,96

ol (9" &) = vl . (9,9") T N ("Wl (9. €).

4.4.4 Cocycle généralisé d’éléments loxodromiques

On choisit une métrique riemannienne sur M qui soit Ad—invariante (par M). Comme
M est un groupe de Lie, il suffit de construire un produit scalaire Ad—invariant sur
I’espace tangent en l'identité de M : son algebre de Lie. Fixons une norme euclidienne
sur l'algebre de Lie m. Rendons la Ad—invariante en la moyennant par la mesure de
Haar sur M. Comme M est compacte la mesure de Haar est finie et on obtient une
norme euclidienne Ad—invariante de m. Cette norme sur m induit un produit scalaire
Ad—invariant sur T¢,, M. On définit une métrique Ad—invariante en tout point en
transportant ce produit scalaire par multiplication a gauche par les éléments de M.
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Enfin, on a construit une métrique riemannienne Ad—invariante sur M. Celle-ci induit
une distance sur M qui est invariante par conjugaison par les éléments de M.

Par conséquent, comme a est abélien, on se munit d’'une distance sur a x M qui
est invariante par conjugaison. Comme pour tout ¢ € K, la fonction v, est continue
sur son ensemble de définition, on définit la famille de constantes d’uniforme continuité
suivantes.

Définition 4.48 ( Cf. Définitions 2.41, 2.62 ). Soient r > 0 et € €]0,r|, on définit

Cre = gujg sup sup{||ve(&;ne,m2) || | d(n1, X(£)) > 2r et n2 € B(n,e) C Fel.
cF ce

On avait déja défini des constantes C,. dans les Définitions 2.41 et 2.62. Les
constantes définies ci-dessus majorent ces dernieres. Par abus de notations, nous les
noterons par la méme lettre. Soient r > 0 et £ €]0,7]. Rappelons qu'un élément
g € Gl% est (r,e)—loxodromique s’il vérifie les trois conditions suivantes

(i) d(g*,X(g7)) = 2r,

(ii) gV=(¥(97)* € Blg™ ),

(iii) la restriction de g a V-(X(g™))C est e— lipschitzienne.
On combine le Lemme 2.65 avec le Lemme 4.47 précédent.

Lemme 4.49 ( Cf. Lemmes 2.42, 2.65 ). Soit G un groupe de Lie semisimple, réel
linéaire, connexe, de type non-compact.

Alors
(Z) 61—1>I(?+ CT’E =0,

(it) pour tout élément (r,e)—lozodromique g € G, pour tout & € Vo(X(g7))C et tous
co,c1 € K tels que £ € Fpy et (§"E)n>1 C Fey, pour tout n > 1,

Ocr,e0(9"56) € B(Ae; (9)"Ver,60(9,6), Cre)-

(#ii) pour tout élément (r,e)—lozodromique g € G, pour tout ¢ € K et £ € F. tel que
d(&,X(g7)) > 67 et pour tout &' € B(E,e) C Fe,

Vc(ga 5)71%3(9, gl) € B(eaXMa Cr,a)‘

Preuve : Prouvons (i), que lim+ Cye = 0. Pour tout £ C F et ¢ € K, posons
e—0

Cre(§, ) i= sup{ve(§m1,m2) | d(n1,8) > 21 et o € B(n1,e) C Fe}.

Comme K agit transitivement sur F, alors

sup Crc(&,¢) = Cre.
ceEK

Pour tout ¢ € K, on fixe un élément 7, € F.N }",;5. D’apres le Fait 4.46, la fonction

nm— Vc(f; Tle, 7’1)
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est bien définie et continue sur F.NF; [ Par conséquent, elle est uniformément continue

sur le compact F, N Vo, (X (€))C. De plus, pour tout 51,72 € Var (X ()t N Fo,

ve(& 1, m2) = ve(§5m1, ne)ve(& ne, 12)
= Ve(& My M)~ e(& ey m2).

On en déduit que (Cr. (&, ¢))e<r est une suite de constantes d’uniforme continuité de la
fonction ve(&; 7, -) restreinte au compact Vo, (X(€))t N F.. Dot pour tout ¢ € K,

lim C,.(&¢)=0.

e—0t

Comme K est compact, on en déduit

Cre =supCrc(&,¢) — 0.
ceK e—0

D’ou le point (i).
Prouvons (ii). Pour tout r > 0 et tout € €]0, 7], remarquons que par définition,

Cr.e :=sup sup{ve(g,n) | g € G'% est (r,¢) — loxodromique et 7 € B(g™,¢) C F.}.
ceK

Soit g € G'% un élément (r, £)—loxodromique. Pour tout n € V.(X(g7))° et co,c1 € K
tels que n € Fy, et g™, gn € Fe,, d’apres le Lemme 4.47,

ot 09" 6) =2l (9,97 T (N (9))" v e (9, )
D’une part, comme g est (r,)—loxodromique, g"¢ € B(g™,¢) et on déduit
Ve e (9:9"€) 7" € Blear, Cre)-
D’autre part, pour la coordonnée dans a, on utilise le Lemme 2.64 pour en déduire
a(g",€) € B(nA(g) +v(9,€), Cre)-

Dot (ii)
Oci,co (gn’ 5) € B(Aq (g)n Vey,co (gv 6)) Cr,a) .

Prouvons (iii), écrivons

ve(9,8) tve(9,8) = ve(g 597, 6) (g1 9T, )
=ve(97:6,9 velg 197, €)
=ve(97:6,. ).

Par définition de C,.., pour tout &,& € Vo, (X (g7))F tels que d(¢,&') <e,
Vc(gi; g? 5,) € B(euXMa Cr,a)-
D’ou le point (iii). O

Ce Lemme va nous permettre d’obtenir la propriété suivante.
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4.4.5 Projection de Jordan généralisée d’un produit d’éléments loxo-
dromiques

Proposition 4.50 ( Cf. Propositions 2.44, 2.66 ). Soit G un groupe de Lie semisimple,
réel linéaire, conneze, de type non-compact. Soient | > 1 un entier, g1, .., q; € G'% une
suite d’éléments (r,e)—lozodromiques et ci...,c; € K, tels que, en notant go = g; et
Co = (i,

(a) d(g;"_l,/l’(gi_)) > 6r pour tout i =1,...,1,

(b) pour touti=1,...,1,
B(g"1,e)UB(g;",e) C Fe,.

Pour tout 1 =1, ...,1, définissons
v = VCmCi—l(gi?g;tl)'
Pour tout (n;)1<i<i € (N*)!, notons w := g,"...g7*. Alors
(i) Uélément w est (2r,2e)—loxodromique et

wt e B(g;r,s) et X(w™) C V-(X(g7))-

(it)
Ag, (w) € B()\cl (9)" v Ay (g1)" 01 2lC’T,€).

Preuve : D’aprés la Proposition 2.66, I'élément w = g,"...g7" est (2r, 2¢)—loxodromique
et
wt € B(g",e) et X(w™) C V(X (gy))-

D’ou le point (i).
D’apres la méme Proposition, en posant v := v(g;, g;r_l) + ...+ v(g, gf), on a

H)‘(gzllg?l) - Z nl)‘(gZ) - VH < 2lCr,s-

1<i<l

Il reste a calculer

M M
)\Cl (w) = Ucl (w7w+)'

Posons &y := w™ et pour tout i = 1,...,1
& =g,"...97" 0.
D’apres le point (i) et puisque g; est (r,e)—loxodromique,
o € B(g; . e).
On utilise 'hypothese (b) pour en déduire
& € B(g",e) C F,.
Par récurrence sur [, on déduit que pour tout ¢ =0, ...,1 avec ¢y = ¢

fiEB(g;r,E) C‘FCz“
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Appliquons maintenant la relation de cocycle :

oM (w,w

C1,C0 +) =

M
_Ucl,co(gl gl ’fo)
M _
:O-cl,cl,l(gl 79[-1 150) Oc_ 1,Co(gl 1 gl 7£O>

zaé\l{cl_l(g?l7§l—1) é\fl,co(gl 1° gl 760)

Appliquons le Lemme 4.47 au premier terme U%Cl71(9?17§l—1) :

o (g am1) = v (g g a—) " (A (90)™ v (&)
= vl (g, &) (N ()™ v, (91,61

Le probleme ici c’est que &_; et & dépendent non seulement des (g;)1<;<; mais aussi
des (n)1<i<i- On va utiliser le fait que &_; est proche de gf_l et la continuité de l/é\l/{cF1
pour contourner ce probleme. D’apres le Fait 4.46,

M _ M —. T
Vclycl_l(ghgl—l) = VChCl—l(gl 39 agl—l)
— M — ot o\ M (ot
- Vclyclfl(gl 91 7gl—1)Vcl,1(gl 7gl_17§l—1)
M M —.
- Vcl,cl_l(ghgltl)ycl_l(gl 791_17&71)
M ._ M M _ M M (.
Notons v} := VCZ’Clil(gl,gf_l). On a vy (9,&-1) = v v (g ;g 1,&-1). On
réinjecte cette expression pour réécrire aé‘l{ o (9" &)

ol (g &) = v (g &) T (A ()™ MU (g0 &)

Posons

n -1 _ n _
5 = (A (g™ v v (g, &) (N ()™ M) W (g g Gmn)-

Alors on réécrit
oM (g &) = (M () v 4.
D’ou,
M
Ocre 1(gl » &1 1) O¢ 1,00(9 gl 750) ( (gl)) (5[0'Cl 100(9 gl 750)
De méme, on pose pour tout ¢ = 1,...,1 ol ¢g = ¢ et gg = gy,

g -1 - i -
0; = (Ag(gi) VZM) Vé‘f(gi,&) I(Aé\f(gi)n VzM) fo_l(gi (g1, &im),s

avec vM = Vé\i/{ i1 (93, g; ;). Le méme raisonnement réitéré [ fois donne

)\M( gt = ()\é\l/‘[(gl))nll/lM 5l...()\é\f(gl))nlz/{v[ 5.
Maintenant écrivons
(A (g—)" oM = (A (gien) "y

((Aﬂfl(ngl)) " 1VZM> S (AY (gim)"

Comme la distance choisie sur M est invariante par conjugaison par les éléments
de M et en conjuguant de proche en proche [ fois les d;, on en déduit que pour tout
i=1,..,1, 1l existe §; € M, conjugué a ;, tels que

A (g gty = (A (g0) " v (A (g0)) ™ v 7.6,
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Prouvons maintenant que pour tout i =1, ...,1,

51' (S B(eM, 2CT75).

5 = (M (g™ v M (g, &) TE (M (g0)™ M) v (975970 ).

D’abord, pour tout ¢ = 0,...,I, bornons v, (gl,fl) et ses conjugués. Pour cela,
remarquons que

& € B(g;h,e) C Fe,.
Donc par définition de la constante C,., on a
v (9:,&) € Blew, Cre).

La distance sur M étant invariante par conjugaison par les éléments de M, cela entraine
que )
(A (ga)™ ) vl (g, &) 7 (A (90)™ 1) € Blear, Cre).
Maintenant, bornons y (g g5 1,&-1). On utilise ’hypothese (a),
61 € Vor(X(97))"

Par inégalité triangulaire, puisque € €]0,7] et &_1 € B(g;" {,¢),

gt &1 € Vs (X(g)".

De plus, par 'hypothese (b)
B(g;tbg) C }—Ci—l'

D’ou
9 1,&i-1 € Vzr(X(gf))B N Feiq-
On utilise & nouveau la définition de C, . pour obtenir

v (97395 1.&-1) € Blea, Cre).

On en déduit 6; € B(enr, 2C¢).
La distance sur M étant invariante par conjugaison par les éléments de M, cela
entraine que pour tout ¢ = 1,...,1

6; € Blen,2C).

Par conséquent, 67...0; € B(enr,2lC,.), et on obtient le point (ii) :

A (g7 g) € B (g)" v (N (g0) " i 202 ).



Chapitre 5

Théoremes de transitivité
topologique

Dans ce chapitre, on supposera que G est un groupe de Lie, semisimple, connexe, réel
linéaire et de type non-compact et I' est un sous-semigroupe Zariski dense de GG. On
prouve des conditions de transitivité topologique pour

(i) laction du flot directionnel des chambres de Weyl sur I'\G /M (Proposition 5.9),
(ii) laction par multiplication & droite de ¢} sur I'\G (Proposition 5.17).

Dans le premier paragraphe, on étudie la non-divergence des orbites des flots di-
rectionnels sur I'\G /M, ainsi que la densité dans les plats maximauz (Définition 5.1).
Rappelons qu’une orbite est divergente lorsqu’elle sort de tout compact. On dira qu’une
orbite ¢ (I'g) C T\G/M est dense dans un plat mazimal si

Lge®M C ¢ (Tg)M.

Dans le Théoreme 5.2, théoreme principal de ce chapitre, on prouve une condition
nécessaire sur 6 de non-divergence des orbites des flots ¢}, agissant sur I'\G et une
condition nécessaire sur les flots réguliers, d’existence d’orbites denses dans un plat
maximal modulo M. Ces conditions nécessaires font intervenir le cone limite C(I")
défini au Chapitre 3 (Définition 3.1).

Dans le deuxiéme paragraphe de ce chapitre, on définit I’ensemble limite L (I") de
I" sur le bord de Furstenberg. Cela permet de considérer un sous-ensemble I'—invariant
naturel L?(I') ¢ F?) ¢ F x F. Via les coordonnées de Hopf, cela permet de définir
un sous-ensemble I'—invariant de G/AM, noté S~]G san- J-P. Conze et Y. Guivarc’h
[CGO02, Théoreme 6.4] ont démontré quand G = SL(n,R) que laction de I sur le sous-
ensemble invariant QG /am de G/AM est topologiquement transitive, c’est-a-dire qu'il

existe une orbite de ' dense dans Qg /anm- Le Théoreme 4.1 de [DG18] coéerit avec O.
Glorieux généralise ce résultat aux groupes de Lie semisimples réels linéaires, connexes,
de type non-compact. De nouveau grace aux coordonnées de Hopf, ce sous-ensemble
fermé I'—invariant naturel de G/AM permet de définir un sous-ensemble I'—invariant
et a—invariant de G/M, noté Q. Ce sous-ensemble Q C G/M étant a—invariant,
il contient en particulier des plats maximaux. Grace au Théoréeme 5.2, on retrouve
la condition nécessaire de transitivité topologique des systemes dynamiques (I‘\Q, ?5)
lorsque 0 € a™, obtenue avec O. Glorieux.

Dans le troisieme paragraphe, on applique et réécrit, grace au formalisme du chapitre
précédent, les Théoremes 1, 2 et 1.9 de I'article d’Y. Guivarc’h et A. Raugi [GRO7] por-

tant sur les sous-ensembles I'—invariants du sous-groupe K.

111
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Dans le dernier paragraphe, via les coordonnées locales de Bruhat-Hopf on définit
une partition finie de sous-ensembles I'—invariants et a—invariants de GG. Gréce aux
Théoremes d’Y. Guivarc’h et A. Raugi, on déduit que pour tout flot régulier ¢}, les
systemes dynamiques associés a cette partition sont tous conjugués. De nouveau grace
au Théoréme 5.2, on obtient une condition nécessaire de transitivité topologique des
actions des flots réguliers ¢}, sur I'\G.

5.1 Un théoréme sur les orbites des flots directionnels

Pour tout élément g € G, rappelons que la projection de Cartan de g, notée k(g) € a™,
est Punique élément tel que e®9) ¢ K gK N AT, Rappelons que tout élément g € G, se
décompose sous la forme g = gegngu, OU ge, gn, gu € G sont respectivement elliptiques,
hyperboliques et unipotents et commutant deux a deux. La projection de Jordan de g,

notée \(g), est I'unique élément de a™ tel que la partie hyperbolique g, est conjuguée
A M9

Soit I' un sous-semigroupe de G.

Rappelons qu’une orbite ¢§(Fg) est non divergente dans I'\ G, 8’1l existe un compact
C de T'\G et une suite ¢,, — +oo telle que pour tout n > 1,

¢y (Lg) € C.

Définition 5.1. Une orbite ¢4 (I'g) C T'\G est dense dans un plat maximal, si

Lge® C ¢§(Fg).

On dira qu’une orbite ¢ (I'g) C T\G est dense dans un plat mazimal modulo M, si

Lge*M C ¢f(Tg) M.
Le résultat principal de ce chapitre est

Théoreme 5.2. Soit G un groupe de Lie, semisimple, connexe, réel linéaire et de type
non-compact. Soit I' un sous-groupe discret Zariski dense de G et 0 € a*. Alors

o S’il existe une orbite non divergente dans T\G/M pour le flot directionnel ¢,
alors 6 est dans le cone limite de T'.

e Si0catt ets’il eviste une orbite dense dans un plat mazimal de T\G /M pour
le flot directionnel ¢§7 alors 0 est dans lintérieur du cone limite de T'.

Commencons par prouver le Lemme suivant, qui est une version continue du Lemme
2.58.

Lemme 5.3. Soit G un groupe de Lie, semisimple, connexe, réel linéaire et de type
non-compact. Soient § € a*t et h € G. Posons

1 y
To = 5d(h7]0, X(h?]o)).
Alors il existe tg € R et une fonction t € [to, +ool— e € R tels que
(i) pour tous m € M et t > to, I’élément he!®mh™" est (rg, 49)—lozodromique,

(ii) tl}rrglo g = 0.
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En particulier, pour tous v €]0,70] et t > to tels que g9 < 7, 1’élément het®mh™" est
(r, e19) —lozodromique.

Preuve : Posons gy = he?h~! et pour tout m € M et tout réel t > 0,
Gtm = het?mh 1.

Prouvons d’abord que pour tout € €]0, 7], il existe T > 0 tel que pour tout m € M
et pour tout t > T', I'élément g¢ ,, est (1o, e)—loxodromique.

e Pour cela, on vérifiera d’abord que des que ¢ > 0, I’élément g; ,,, est loxodromique
et son point fixe attractif est a distance 2rg du bord de son bassin d’attraction.

e Ensuite, on vérifiera qu’il existe un rang 7' a partir duquel g;,, est e—Lipschitz
sur son bassin d’attraction X(g,, m)[:.

e Enfin, on verra qu’il existe un entier N > 1 tel que pour tout ¢t > N,
Gt Ve(X (977))° C Blgf s ).

Remarquons que

AMgem) = Mhe®mh™1) = t0.

Comme 0 € a**, on en déduit que pour tout m € M et tout ¢ > 0, 'élément g; ,, est
loxodromique et

(g:,_m7g;m) - (h7707 hﬁO) - (g;_?g@_)

Le bassin d’attraction de g, est X(gg)c = hN 1. Or rg = %d(hno,X(hﬁo)), d’ou le
premier point.
La différentielle en tout point de 'application

hN"ng — hIN ng

1 —t6)

hu_no — grmhu_no = h(emu_m="e"")ng

s'écrit ha € hn_ — hAd(e?)(z). Puisque

n_:= @ g—a7
acXy

ou X est 'ensemble des racines positives de g, on déduit que les valeurs propres de
cette différentielle sont (e_ta(e))a s, Comme 6 € a*™, pour tout racine positive

a € ¥4, le réel a(f) est strictement positif. Posons

€9 := Sup (e*a(g)).
aEX

On déduit €y €]0,1[. Par conséquent, pour tout ¢t > 0 et m € M, la restriction de g,
a son bassin d’attraction hN"no = X(g;, m)B est €j—Lipschitz. Considérons T} tel que
pour tout ¢t > T,

) <e.

Ainsi pour tout ¢t > T, et tout m € M, la restriction de g;,, & son bassin d’attraction
X(gy, m)[‘, est e—Lipschitz, d’ou le deuxieme point.
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De plus, pour tout entier n > 1 et ¢ > n, comme M et A commutent

Jtm = het?mh~!
= het=0menfp—1
= het=0mp " henf !
= Gt—nm (heehfl)n
= Gi—n,m(90)"-

Or gp = g1,e,, est aussi loxodromique. Appliquons le Lemme 2.58, & gy pour

1 -
ro = §d(93,?€(99 )-

Alors pour tout € €]0, o], il existe N. € N tel que pour tout n > N, I'élément g est
(ro,e)—loxodromique. En particulier,

GV=(X(g5))* € Blgg .¢).

Or pour tout t > N, I'élément g;_n_ ., est 62_N6 —Lipschitz sur X(ge_)D. On en

déduit, puisque 627N5 >1,

9i-N..mB(gg . €) C B(gy ,€).

D’ou pour tout ¢ > Ng,
9emV-(X (7)) € Blgf ,e).

On en déduit que pour tout ¢t > sup(Ne, T;), 'élément g, vérifie

- gt.m est loxodromique et rg < %d(g;fm, X (Gm))s

- gt7mv€(X(g;m))E - B(g:—ma 8)7

- la restriction de gty & VE(X(gt_’m))B est e—Lipschitz.

D’ott pour tout £ €]0, 7], il existe T' > 0 tel que pour tout m € M et pour tout t > T,
I'élément g, est (rg, e)—loxodromique.
On pose pour tout t > tg,

e := inf{e €]0,70] | gt.m est (ro,e) — loxodromique}.

On en déduit le point (i), par définition du réel strictement positif €.
De plus, comme la fonction ¢t € [tg, +0oo[— &4 est un module de continuité elle
vérifie bien (ii)
li =0.
fim 2 =0

O]

Démonstration du Théoréme 5.2 : Prouvons d’abord le premier point. Supposons qu’il
existe une orbite non divergente. Soit g € G tel que l'orbite ¢4(I'g) du point x := I'g
est non divergente. L’orbite du point x admet un point d’accumulation, qu’on note
y € I'\G. Considérons g, € G un représentant de y, i.e. y =1Ig,.

Alors il existe t, — 400, une suite d,, — eg et v, € I tels que

¢Zn (g) - getnﬁ = 'Yngy(sn‘
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Appliquons le Lemme 2.51, pour estimer les projections de Cartan de ces éléments pour
tout ¢, # 0,

1 1l ———
t*“(getne) €f+ ;B(O, Cy)

n

1 1 l—n ——
?R(’Vngyfsn) € ;R(Vn) + ?B(Q ngzSn)-

n

Comme la suite d,, converge vers eg, alors le réel Cy 5, est borné pour n assez grand.
Prenons maintenant la limite lorsque n — +o0,

1
lim —k(y,) = 6.

n+oo iy

D’apres le Théoreme 3.2,

C(F):ﬂ U RE (7).

n>1 ~el
ls(Mlizn

D’ou, 6 € C(T") et le premier point.

Supposons maintenant que 8 € atT et qu’il existe une orbite qui remplit un plat
maximal modulo M. D’apres le premier point, une telle orbite est non divergente et on
en déduit que 6 est un point du cone limite (fermé). Prouvons maintenant par 'absurde
que 8 ¢ OC(T)Natt.

Soit 2 € T'\G un point dont l'orbite ¢}(x) est dense dans un plat maximal modulo
M et choisissons g, € G un représentant de x dans G.

Posons L
{ T = 7d(gx7707X(gI’fI0)>
C, = SUPc¢]0,r] Cre,

ou les constantes C, . sont données dans la Définition 4.48.

Supposons par I’absurde que 6 € dC(T') Na™ . Utilisons la convexité du cone limite.
Soit H un hyperplan tangent au fermé convexe C(I'), en contact au point . Notons
H™ le demi-espace délimité par I’hyperplan qui ne contient pas le cone limite C(T).
Fixons v € H™ tel que

d(v, H) > 4C,.

Alors par convexité
dlv+Ry0,C(T) > d(v+Ry0,H) =d(v,H) > 4C,. (5.1)
Or Porbite ¢f)(z) est dense dans un plat maximal modulo M, donc en particulier,
¢g(Tge)M D Lgze® > Tgge”.

Traduisons, il existe des suites (fp)p>1 C R et (mp)p>1 C M et (yp)n>1 C T et
(0n)n>1 C G tels que

lim ¢, = +oo,
@) g fn = o0
(b) T}ingo on = eq,

(c) pour tout n > 1,

tn 0 _ —
gz€ " Mp = Yngz€ vén-
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Comme 0 € at™, I'intersection entre la demi-droite v +R, 6 et a™" est une demi-droite,
on choisit ¢, € R4 de sorte que

v+ [ty, +o0lf C (v +Ryf) Nat™.

Pour tout n > 1, posons

{ = by —ty
_ -1
&, = (gze "0pe’g;t) .

de sorte que pour tout n > 1,

/
x€v+tv9+t 0 15/

g " MpGy Oy = Yn-

De plus, les conditions (a) et (b) sont préservées pour (t],)n>1 et (8),)n>1-
Pour tout ¢ > 0 et m € M, comme dans le Lemme 5.3, posons g m, := g€’
Alors pour tout n > 1,

0 -1
mg, -

. ev+tv9+t£,, 0 1 eVt

_ 0 —
g Mgy = ga 92 Gt -

Appliquons le Lemme 5.3 & la suite (g m, )n>1. 11 existe une fonction ¢ — g4y telle que
li =
ihes 10 0,

et pour tout t > 0 tel que g9 < r, I'élément g; ., est (7, 49)—loxodromique. Fixons un
réel T, > 0 tel que pour tout ¢t > T,

g < T

D’apres le point (a) lirm t! = +o0. Donc il existe un entier N, > 1 tel que pour tout
n-roo
n 2> Ny,
t >T,.

Par conséquent, pour tout n > N,., 'élément gsr ., est (7, ey g)—loxodromique.
Maintenant, comme

)\(gxe”+t”eg;1) =v+t,featT,

I’élément gze”H’Jeg; ! est loxodromique. Son point attractif est g,ng = g;fm, de bassin

d’attraction X (gyio)t = X (9, m)E. De plus, sa restriction au bassin d’attraction est
1—Lipschitz. Par conséquent, pour tout n > N,., I’élément

xefu—l—th

gn =g 95 91

est (r, 8%9) —loxodromique.

D’apres le Corollaire 2.60, puisque

1 _

pour tout € €]0, 5] tel que
- Et;,LH < €

— 2

- (52 S B(eg, %)
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alors g0, est (2r, 2¢)—loxodromique et (g,0,,)" € B(g;", ). Pour tout n > N, on pose
ey 1= sup(2e4,0,215, ).
D’apres 'hypothese (a) et le Lemme 5.3,
Jim e =0

D’apres ’hypothese (b),

lim &' = eq.
n+oo n G

Par conséquent, la suite (y,)n>n, converge vers 0. Donc il existe un rang N} > N, tel
qu’a partir de ce rang, on puisse appliquer le Corollaire 2.60 i.e. pour tout n > N/,
gn0l, est (2r, 2e,)—loxodromique et

(gn0,)" € Blg,! en).

Par définition, pour tout n > 1, le point A(y,) est dans le cone limite. Estimer
la projection de Jordan A(g,0),), permettra de démontrer que A(7y,) est, & partir d’un
certain rang, dans un voisinage de v + t,,0.

En utilisant le Fait 2.54 et la relation de cocycle, on calcule A(g,,0},):

Mgndy) = (gndyp; (9n07,)7)
o (gn, 5;(9n52)+) + 0-(5;7,7 (9n52)+)'

Appliquons le Lemme 2.65 & 0(gy, 0,,(9,0,,)"), puisque g, est trés contractant,
(9n 0 (9n0n) ") = Man) = V(959 » 00 (9nd) ") € B(0, Cre,).-
Or 6!, (gn0,,)" € B(g;',2e,), donc par Définition 4.48,
1(9n s 9+ 07 (9n ) DI < Chroe,..

D’ou
U(gna q/q,(gn(%)—i—) - )\(Qn) € B(07 Cr,2€n + Cr,an)-

D’apres les propriétés (b)(i) et (b)(iii) du Lemme 2.49, on en déduit
lo(37; (gn ) I < Nl (8-

Enfin,
Agn) = v+ t,0.

D’out pour tout n > N/,
IMgndn) — (v + ta0)|| < K6 + Cr2z,, + Cre,r-

Or C, > (. pour tout € €]0, 7], d’out
[IMgndn) — (v + t:0)|| < [|K(5)]] + 2C;-

Enfin, comme (8],),>1 converge vers eg, il existe un rang Ny > N/ tel que pour tout
n > NO»
!/
[£() ]| < Cr.
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Or g,0!, = v, € T'. Donc pour tout n > No,
[A(m) = (v +ta0)| < 3C.

Pour conclure, rappelons que le cone limite est le plus petit cone fermé contenant toutes
les projections de Jordan de I'. Donc

d(v+R40,C(T)) < 3C,,

ce qui contredit I'inégalité 5.1 obtenu par choix de v.
On en déduit donc que si € at™ et qu’il existe une orbite dense dans un plat
maximal modulo M, alors 6 est dans l'intérieur du cone limite de I'. ]

En particulier, on en déduit le Corollaire suivant.

Corollaire 5.4. Soit G un groupe de Lie, semisimple, connexe, réel linéaire et de type
non-compact. Soit I' un sous-groupe discret, Zariski dense de G et € a™. Alors

o S'il existe une orbite non-divergente dans T\G pour le flot directionnel ¢}, alors
0 est dans le cone limite de T'.

e Si0catt et qu’il existe une orbite dense dans un plat mazimal de T\G pour le
flot directionnel ¢, alors 0 est dans Uintérieur du céne limite de T.

5.2 Ensemble I'—invariant et transitivité topologique

Commencons par définir ’ensemble limite de I' sur le bord de Furstenberg. Ensuite,
nous évoquerons le résultat de transitivité topologique de 'action de T sur G/AM de
larticle [DG18]. Pour finir, grace au Théoreme 5.2 plus général, nous retrouvons la
Proposition 5.9, qui est I’énoncé de transitivité topologique issu de [DG18].

5.2.1 Ensemble limite du bord de Furstenberg

Soit I' un sous-semigroupe de G. Notons I'"! le sous-semigroupe formé par les inverses
des éléments de I'.

Définition 5.5. Considérons vr le poussé en avant de la mesure de Haar sur K par
Uapplication K — F. On dit que le point n € F est un point limite s’il existe une suite
(Yn)n>1 dans T telle que la suite de mesure ((’Yn)*l/}‘)n>1 converge faiblement vers la
masse de Dirac en 1.

L’ensemble limite de I", noté L, (T'), est le sous-ensemble de F constitué des points
limite pour I'. C’est un sous-ensemble fermé de F.

Notons L_(T') I’ensemble limite pour le sous-semigroupe T~ et considérons

L) = (L(D) x L (1)) N F@

I’ensemble des couples de points limites en position générale.

Remarquons que lorsque I' est un sous-groupe, L, (I') = L_T". Ainsi, on retrouve
que L®)(T) est 'ensemble des couples de points limites de L, (') en position générale.

Lemme 5.6 ([Ben97b] Lemme 3.6 ). Soit G un groupe de Lie, semisimple, connexe,
réel linéaire et de type non-compact. Soit I' un sous-semigroupe discret, Zariski dense
de G.

Alors
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(1) tout fermé I'—invariant non vide de F contient L4 (I"), en particulier, l’action de
I sur Ly (T) est minimale et aucun point de L4 (T') n'est isolé.

(2) l’ensemble
{7 [y ey
est dense dans L1 (I") x L_(T").

De plus, si l’ensemble limite Ly (T') # F, alors il est d’intérieur vide.
Considérons le sous-ensemble I'—invariant et AM —invariant suivant.

Définition 5.7. Notons Q C G/M le sous-ensemble des chambres de Weyl non-
divergentes, défini en coordonnées de Hopf par :

Q:=H (L) x a).

C’est un sous-ensemble I'—invariant et a—invariant. Lorsque I' est un sous-groupe, on
note Q :=T'\Q Uespace quotient.

5.2.2 Transitivité topologique sur G/AM

Sur le fibré unitaire tangent des variétés a courbure strictement négative, Eberlein
[Ebe72] avait prouvé la transitivité topologique du flot géodésique. J-P. Conze et Y.
Guivarc’h ont démontré dans le Théoreme 6.4 de larticle [CGO02], pour G = SL(n, R),
la transitivité topologique de I'action de T' sur L&)(T'). Or en coordonnées de Hopf
LOM) xa= H(ﬁ) Ainsi, de maniere duale, cela équivaut a la transitivité topologique
de action de A sur 2 = F\ﬁ Ce résultat se généralise aux groupes de Lie semisimples
réels linéaires de type non-compact.

Théoréme 5.8 (Théoréme 4.5 [DG18]). Soit G un groupe de Lie, semisimple, connexe,
réel linéaire et de type non-compact. Soit I' un sous-semigroupe discret, Zariski dense
de G.

Alors pour tous ouverts non vides U?, V@ ¢ L2 (), il existe g € T tel que

gUP V@ L.

Le lecteur ou la lectrice trouvera une preuve inspirée d’Eberlein [Ebe72] dans
larticle [DG18].

5.2.3 Transitivité topologique sur G/M

En utilisant le Théoreme 5.2 et la définition de €2, on déduit une condition nécessaire
de transitivité topologique des flots directionnels réguliers. Cette condition nécessaire
correspond a la Proposition 4.2 de article co-écrit avec O. Glorieux [DG18§].

Proposition 5.9 ([DG18]). Soit G un groupe de Lie, semisimple, connexe, réel linéaire
et de type non-compact. Soit I' un sous-groupe discret, Zariski dense de G.
Alors la transitivité topologique du systéeme dynamique (€2, ¢§) avec 0 € a* T régulier,

entraine que 6 € C(T).

Preuve : En effet, par A—invariance de ’ensemble Q@ C I'\G /M, 'ensemble € contient
bien des plats maximaux. Ensuite, si le systéme dynamique topologique (2, ¢f) avec
0 € a™T régulier est topologiquement transitif, alors en particulier tout point d’orbite
dense va remplir au moins un plat maximal, le plat maximal contenant son orbite par
le flot directionnel. On applique maintenant le Théoréme 5.2, ce qui implique que 6 est
dans 'intérieur du cone limite. O
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5.3 Théoremes de Guivarc’h-Raugi

Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire de type non-compact. Le
sous-groupe compact M est le centralisateur de A dans K. Expliquons et retraduisons,
grace aux notations du Chapitre 4, les Théoremes 1, 2, 1.9 ainsi que le Corollaire 1.10
de l'article d’Y. Guivarc’h et A. Raugi [GRO7].

Rappelons quelques notions sur la projection de Jordan généralisée, détaillées dans
la Définition 4.40 et la Proposition 4.41. Pour tout élément loxodromique g € G'%,
pour tout ¢ € K tel que g7 est dans la carte de Bruhat ¢N 1), notée F., la projection
de Jordan généralisée est définie par

A(9) =0c(g,97) = (A\(g), 0¥ (9.9™)).

De plus, pour tout ¢ € K tel que g* € F,, Pélément hy . € G, qui s’écrit dans la carte
de Bruhat G. = cN" M AN,

hge— (g+,g_; Cax M )e
diagonalise la partie hyperbolique de g et vérifie
9= hg,cek(g)ké\/[(g)h;i-
Comme expliqué au paragraphe §4.4.1, pour tout ¢, ¢’ € K tels que g* € F. N Fp,

)‘c’ (g) = Mc (g+)_1)‘£/[(g)mc,c’ (g+),

ol Me,e : FeNFer — M est le difféomorphisme défini dans la Définition 4.22.
Notons M 1’abélianisé du sous-groupe compact M et mqp, : M — M le morphisme
de groupe associé. Par abus, on notera g, le morphisme de groupe a x M — a x M.

Fait 5.10. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire de type non-
compact.
Alors pour tout g € G'°%, pour tout ¢,c € K tels que g* € F. N Fo,

Tab (Ac(g)) = Tab ()‘c’ (g)) :

Preuve : En effet, d’aprés la Définition 4.22, pour tout élément loxodromique g € G!o%,
pour tout ¢, € K tel que g7 € F.N Fyu,

A (g) = mee(gh) TN (g)mee (97)-
Or 7, est un morphisme de groupe et M est abélien, d’ot
7roLb()‘é"/I(g)) = 7"-ab(WLc,c g+)_1)7Tab(Ay(g))ﬁab(mc,c’(g+))
= 7"'ab(WLc,c g+)_1)ﬂab(mc,c’(g+))7rab()‘éw(g))
= Tab ()‘é\/l(g)) :

/(
/(

O
Le Fait 5.10 assure que la définition suivante est indépendante du choix de ¢ € K.
Définition 5.11. On définit la projection de Jordan généralisée abélienne
AP G — ax M
en posant, pour tout g € G'o%,
A (g) = ap(Ae(9))

ot 'on a choisi ¢ € K arbitraire tel que g* € Fo.
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Lorsque M est abélien, la partie elliptique des éléments loxodromiques est donc
bien définie. Définissons maintenant pour tout sous-semigroupe de G, les sous-groupes
fermés de a et M et M® contenant les informations sur les parties hyperboliques et
elliptiques de ses éléments loxodromiques.

Définition 5.12. Soit ' un sous-semigroupe de G. Notons myes = a x M® — M® [q
projection naturelle. Définissons les sous-groupes

o M= wMab( (\ab(Tloz)) )
o Mp:=m,'( M).

Dans [Ben97a], Y. Benoist prouve que GL(n,R) contient un sous-groupe Zariski
dense dont tous les éléments n’ont que des valeurs propres positives si et seulement si
n est non congru a 2 modulo 4. En particulier, ceci implique Mt = {es} pour un tel
sous-groupe I'. Il démontre le méme résultat pour SL(n,R). Ainsi, lorsque n est non
congru a 2 modulo 4, il existe un sous-groupe I" Zariski dense dans SL(n, R) pour lequel
Mr # M.

5.3.1 Propriétés du sous-groupe Mr

Le Théoreme suivant, di a Y. Guivarc’h et A. Raugi, décrit en toute généralité les
propriétés du sous-groupe Mt C M. Notons My la composante connexe de 'identité
de M.

Théoréme 5.13 (Théoréme 1.9 [GRO7] ). Soit G un groupe de Lie connexe, semisim-
ple, réel linéaire de type non-compact. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense de G.

Alors
(a) Mr est un sous-groupe fermé et distingué de M, d’indice fini, contenant Mo,

(b) il existe un entier p € [0,dima] tel que Mp /My est un groupe abélien fini, iso-
morphe a (Z/ZZ)p,

(¢c) Mp—1 = k,Mrk ! ot k, € Ng(A) est tel que Ad(k,)at = —aT,

(d) pour tout g € G, on a Myp,—1 = M.

5.3.2 Ensembles I'—invariants de K

Décrivons maintenant les sous-ensembles I'—invariants de K. Comme M C M est un
sous-groupe d’indice fini de M contenant My, le diagramme suivant est commutatif.

Mrp

Notons
nr:k€e€ Kv——kneF

la projection de K dans F de ce diagramme. Adoptons les coordonnées partielles de
Bruhat-Hopf de K a valeurs dans F x M.
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Pour tout ¢ € K, la carte de Bruhat centrée en c est définie par
K.:=cN " MAN*TNK.
Les coordonnées partielles de Bruhat-Hopf de K sur cette carte sont définies par

K.— F.xM
k— (kno ; Selkno) k).

Définition 5.14. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense de G. On note
Lo(T) =77 (L4(T)) C K.
C’est un sous-ensemble M —invariant a droite.

Appliquons maintenant le Théoréeme 2 de [GRO7] pour I'action de G par multiplica-
tion a gauche sur K et a ’action de M par multiplication a droite sur K. Ce Théoreme
permet de partitionner le sous-ensemble fermé M —invariant a droite et I'—invariant
a gauche Lg(T') € K, en |M/Mr| sous-ensembles fermés, invariants minimaux par
I’action a gauche de I'. Ils prouvent que ces sous-ensembles sont invariants a droite par
I'action de Mrp.

Théoréme 5.15 (Théoreme 2 [GRO7]). Soit G un groupe de Lie conneze, semisimple,

réel linéaire de type non-compact. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense de G.
Alors K admet un nombre fini de sous-ensembles fermés I'—invariants minimauz,

indexés par M /Mr, qu’on note Ly, (L).

De plus, pour tout § € L (I") et tout c € K tel que { € Fe, considérons vee € M tel

que

(g ; Uc,f)c S L[eM](F)'

Alors pour tout m € M, le sous-ensemble Ly, (T') s’écrit

L[m} (F) = F~kl(6c(€))vc,§ma

ou de maniere équivalente en coordonnées locales de Bruhat-Hopf de K,

L[m} (F) = F(é‘ ) Uc,ém)a

et chacun de ces sous-ensembles fermé est Mr—invariant par multiplication a droite.

Enfin, ces ensembles forment une partition du fermé I'—invariant et M —invariant
La(T), ie.

Le@M= || L@

[m]EM/MF

5.4 Une partition de G en sous-ensembles ['-invariants

Grace aux Théoremes 5.13 et 5.15 et aux coordonnées locales de Bruhat-Hopf de G, on
définit les sous-ensembles I'—invariants et a x Mp—invariants suivants. Notons m; la
projection a x M — M. L’application

G— K
g+ ki(g)
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s’écrit dans les coordonnées locales de Bruhat-Hopf de G au départ et de K a ’arrivée,
pour tout ¢ € K, par

(€65 ue e FP xax M—s (€; mar(u))e € Fo x M.
Donc, en coordonnées globales d’Iwasawa-Hopf,
k' (k) = {k} x kN7jp x a

Définition 5.16. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire de type
non-compact. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense de G.

Notons Q¢ = WE}M(Q), le sous-ensemble I'—invariant et AM —invariant qui se
projette sur l’ensemble des chambres de Weyl non divergentes. En coordonnées de
Bruhat-Hopf, pour tout ¢ € K, sur la carte G, = cN~MAN, il s’écrit

Qe NG, =LA() x ax M,

ol LS;Q) (T) := LT N .7-"6(2). C’est un ensemble I'—invariant et a—invariant, notons
Qg :=T\Q¢ son quotient.

Pour tout m € M /Mg, on définit en coordonnées d’Iwasawa-Hopf le sous-ensemble
I'—invariant par multiplication a gauche et a X M —invariant par multiplication a droite

Qo) (T) = (L (T) x L_(T)) N FZ) x a.

On note Q) = F\ﬁ[m] son quotient.

Dans la Proposition qui suit, on donne une condition nécessaire de transitivité
topologique des systemes dynamiques topologiques (Q(,), ¢y) avec 6 € a™* régulier.

Proposition 5.17. Soit G un groupe de Lie, semisimple, conneze, réel linéaire et de
type non-compact. Soit I' un sous-groupe discret, Zariski dense de G. Alors

(a) on dispose de la partition en sous-ensembles I'—invariants a gauche et ax Mp—in-
variants o droite B N
Qg = |_| Qs
[m]EM/Mr

(b) si le systeme dynamique (Qe,,),¢h) avec § € at™ régulier est topologiquement

transitif, alors 6 € C(T).

(¢) pour tout [m] € M/Mry, les systémes dynamiques (Qy,), df) et (Qe,,)» 0p) sont
CONJUGUES.

Démonstration : Le point (a) est une conséquence du Théoréeme 5.15 de Guivarc’h-
Raugi, puisque I'image réciproque de ’ensemble limite L (I") se partitionne en sous-
ensembles I'—invariants a gauche et Mp—invariant a droite

La(T) = U Ly (T).
a() e i) (1)
Ensuite, les coordonnées de Bruhat-Hopf permettent d’en déduire la I'—invariance a
gauche et la a x Mp—invariance a droite des sous-ensembles ;.

Pour le point (b), remarquons que si le systeme dynamique (Q,,), ¢j) avec 6 € at+
régulier est topologiquement transitif, alors en particulier, il existe une orbite dense dans
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un plat maximal qui s’écrit en coordonnées I".(§, 7 ; a,enr), avec (§,1) € L(Q)(F)ﬂfé2).

On applique le Théoreme 5.2, ce qui permet d’en déduire 6 € C(I").
Enfin, pour le point (c¢), remarquons que pour tout 6 € at et t € Ry, pour tout
EecN nNLy(I) et (u,m) cax M

¢o((&,m 5 u,enr)e)m = Gp(&,m 5 uym)e.

En particulier,

Q) = Qpepm,

ce qui permet d’en déduire que les systémes dynamiques (2,1, o) et () ¢}) sont
conjugués. O



Chapitre 6

Théoremes de mélange

Donnons la définition de la propriété dynamique au cceur de ce chapitre.

Définition 6.1. Soit Q un espace topologique séparé, soit (hy) un flot agissant sur Q.
On dit que le systéme dynamique (2, hy) est topologiquement mélangeant si pour tous
ouverts non vides U,V C Q, il existe un temps T > 0 a partir duquel, pour tout t > T,

Unh(V)#0.

Cette propriété entraine la transitivité topologique. Soit G un groupe de Lie
semisimple, connexe, réel linéaire de type non-compact et soit I' un sous-groupe discret,
Zariski dense de G.

Lorsque I' est un réseau irréductible de G, d’apres le Théoreme de Howe-Moore, le
systeme dynamique (I'\G, ¢},) est topologiquement mélangeant pour tout 6 # 0.

On supposera que I' est de covolume infini. Lorsque G est de rang 1 et I' est non-
élémentaire, rappelons que A(T") est égal au spectre marqué des longueurs de '\ G/ K et
I'espace des chambres de Weyl I'\G/M correspond au fibré unitaire tangent T'I'\G /K.
Dans le cadre des variétés a courbure strictement négatives majorées par < —1, dont
font partie les espaces localement symétriques de rang 1, F. Dal’bo [Dal00] a démontré
I’équivalence entre les trois assertions suivantes.

(A) La non-arithméticité du spectre marqué des longueurs.
(B) Le mélange topologique du flot géodésique sur son ensemble non-errant.
(C) L’existence d’'une variété fortement stable dense pour le flot géodésique.

Dans toute la suite, on se place en rang quelconque. On va introduire trois propriétés
similaires A’, B’ et C’. On ne démontre cependant pas qu’elles sont équivalentes.

Y. Benoist [Ben00] et I. Kim [Kim06] ont démontré que pour tout sous-semigroupe I'
Zariski dense dans G, le sous-groupe engendré par A\(I') est dense dans a. On remplace
lassertion (A) par

(A’) T est un sous-groupe discret, Zariski dense de G, agissant proprement discontin-
uement sur G/K.

Pour I'analogue de ’assertion (B), on va remplacer le flot géodésique par certain
flots directionnels des chambres de Weyl. Compte tenu des Propositions 5.9, 5.17 de
transitivité topologique, on ne va considérer que les directions du flot données par les
points de l'intérieur du cone limite C(I"). Les résultats principaux de ce chapitre sont
les propriétés B’ et B” suivantes.

125
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(B’) Pour tout 6 € C(I'), le systéme dynamique (£, ¢})) est topologiquement mélan-
geant.

(B”) Pour tout 6 € C(T'), le systeme dynamique (Q,,] ¢}) est topologiquement mélan-
geant.

Pour obtenir un analogue de (C), on va étudier I’action de I' sur G/M N. D’apres le
chapitre 4, on identifie I'espace homogene G/M N & F xa par 'application naturellement
G—équivariante

G/MN — F xa
gMN — (gno 5 o(g,m0))-

On définit ’ensemble suivant de G/M N,

Et~L,(T) xa.
La propriété C’ constitue le dernier résultat de ce chapitre.
(C’) L’action de T sur ET est topologiquement transitive.

Dans le premier paragraphe, nous rappelons les résultats classiques de mélange sur
les réseaux.

Dans le deuxieme paragraphe, on va utiliser le théoreme de non-arithméticité d’Y.
Benoist (Théoréme 6.4) pour prouver la Proposition 6.7, Proposition clé de densité des
projections de Jordan d’éléments loxodromiques fortement contractants. La preuve de
cette Proposition suit une trame similaire a celle du Théoreme 1 de I'article [Ben00].
Les outils sont les mémes, sauf pour la preuve du Lemme de densité (Lemme 6.5).

Dans le troisieme paragraphe, grace a la Proposition du paragraphe précédent,
nous donnons une condition nécessaire et suffisante de mélange topologique des flots
directionnels réguliers des chambres de Weyl au théoreme 6.9. C’est le theoreme 1.1 de
larticle [DG18], mais la preuve donnée ici est différente. Cela entraine

(A = (B)).

Dans le quatrieme paragraphe, on applique le Théoréme de non-arithméticité d’Y.
Guivarc’h et A. Raugi, rappelé au théoréeme 6.10 : pour tout sous-semigroupe I" Zariski
dense, A\%(T") engendre un sous-groupe dense dans a x Ml‘ib ol Mﬁb est un sous-groupe
d’indice fini dans M?. On prouve une Proposition de décorrélation (Proposition 6.13)
dans le cas ou M est un sous-groupe (compact) abélien de K.

Dans le cinquieme paragraphe, on prouve, dans le Théoreme 6.17, sous ’hypothese
que M est abélien, une condition nécessaire et suffisante de mélange topologique des
flots (¢})ter lorsque 6 € at™ sur Qep1- On obtient

(A" = (B").
Dans le sixieme paragraphe, on prouve, dans le Théoreme 6.20 I'implication
(A" = (C").

Le point clé de cette preuve est la Proposition 6.7 de densité des projections de Jordan
des éléments loxodromiques fortement contractants.
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6.1 Meélange pour les réseaux

Ce paragraphe est basé sur le livre de B. Bekka et M. Mayer [BM00]. Soit G un groupe
de Lie semisimple réel linéaire. Soit (X, u) un espace mesuré, ou u est une mesure
borélienne de probabilité a support total. On suppose que l'action de G sur X est
mesurable, c’est-a-dire que l'application (g, z) — gz est mesurable et la mesure u est
quasi-invariante pour I'action de G i.e. pour tout ensemble A mesurable de X et pour
tout g € G,

1(gA) =0 < p(A) =0.

L’action de G est ergodique si tout ensemble mesurable de X invariant par 'action
de GG est de mesure totale ou nulle i.e. pour tout sous-ensemble A C X mesurable et
G—invariant, alors u(A) =0 ou u(X \ A) = 0.

Notons LZ(X) ensemble des fonctions de carré intégrable et de moyenne nulle.

On dit que laction mesurable de G sur l’espace probabilisé (X, u) est mélangeante si
pour toutes fonctions fi, fo € L§(X), la famille de coefficients

g /X fr(g™ ) fol)du(a),

converge vers 0 lorsque g sort de tout compact de G. Le Théoreme suivant est une
conséquence du Théoreme plus connu de Howe-Moore.

Théoréme 6.2 ( Théoreme d’ergodicité de Moore ). Soit G un groupe de Lie semisim-
ple réel linéaire de centre fini. Soit (X,u) un espace probabilisé sur lequel G agit
mesurablement. On suppose que la restriction de cette action a tout facteur simple de
type non-compact de G est ergodique. Soit H un sous-groupe de G non relativement
compact.

Alors laction de H sur X est mélangeante.

Soit I' un réseau irréductible de G. La mesure de Haar de G, restreinte a un domaine
fondamental borélien de 'action de I' sur G, définit au quotient la mesure up\g qu'on
appelle par abus de langage la mesure de Haar sur I'\G. Cette mesure est finie a support
total. On la renormalise par son volume, de sorte que (I'\G, ,up\G) est bien un espace
probabilisé. Comme I" est irréductible, ’action de tout facteur simple de G sur I'\G est
bien ergodique. Pour tout 6 € a™, le sous-groupe & un parametre de G correspondant
est bien d’adhérence non compacte. D’apres le Théoreme d’ergodicité de Moore, pour
tout 6 € a® non nul, le systeme dynamique (I'\G, pr\q, #Y) est mélangeant. Comme
la mesure up\g charge les ouverts, cela entraine le mélange topologique du systeme
dynamique (I'\G, ¢?).

6.2 Non-arithméticité des projections de Jordan

Soit G un groupe de Lie semisimple, connexe, réel linéaire de type non-compact. Pour
tout sous-semigroupe I' de G, on note I'"*® I’ensemble de ses éléments loxodromiques.

Définition 6.3. Soit I' un sous-semigroupe de G. On dit que le spectre hyperbolique
de T est non-arithmétique, si le sous-ensemble A(I'°*) engendre un sous-groupe additif
dense dans a.

6.2.1 Théoréeme de non-arithméticité d’Y. Benoist

Théoréme 6.4 ([Ben97b]). Soit G un groupe de Lie semisimple, connexe, réel linéaire
et I' un sous-semigroupe Zariski dense dans G.
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Alors T' contient des éléments lozodromiques et son spectre hyperbolique est non-
arithmétique.

6.2.2 Lemmes de densité
Le Lemme ci-dessous apparait dans I'article coécrit avec O. Glorieux [DG18].

Lemme 6.5. Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie.

Alors pour tout sous-ensemble E C 'V engendrant un sous-groupe additif dense dans
V', pour tout € > 0 et pour n’importe quelle base B C E de V, il existe un sous-ensemble
F.p C E fini de cardinal au plus 2dim V' tel que le sous-groupe additif engendré par
BUF soit e—dense dans V.

Démonstration : Par récurrence.

Soit E C R! = V un sous-ensemble engendrant un sous-groupe additif dense de R
et € > 0.

Soit z € F un élément non nul, on choisit B = {z}. Remarquons que tout élément
y € F rationnellement libre avec « engendre avec celui-ci un sous-groupe additif dense
dans V.
Supposons maintenant que E ne contienne aucun couple d’éléments rationnellement
libres. Considérons le tore R/zZ et notons p : R — R/xzZ la projection associée.
Le sous-ensemble E' se projette sur un sous-ensemble infini de R/zZ, par conséquent,
il admet des points d’accumulations. Soient f; # fo € E deux éléments tels que
Ip(f1) — p(f2)] < e. Alors le sous-groupe additif (x, f1, fa,) est e—dense dans R et le
Lemme est prouvé pour dim(V) =1, avec F' = {f1, fa}.

Considérons maintenant un espace vectoriel réel V' de dimension d et E un sous-
ensemble de V tel que (E) = V. Fixons une base B = (by,...,by) C E de V et un réel
e > 0.

Supposons qu’il existe f1, fo € F tels que le sous-groupe additif {1, f2, B) contienne
un vecteur non nul u de norme |Jul| < e/2. On démontrera d’abord que c’est suffisant
pour conclure, ensuite, on démontrera ’existence de tels éléments.

Posons V'’ := ut, de sorte qu’on ait la décomposition V = u @ V' et notons p’ la
projection orthogonale d’image V'. Notons E' = p/(E) et considérons B’ une base de
V' extraite de la famille génératrice p’(B). D’apres 'hypothése de récurrence, il existe
un sous-ensemble fini F/ C FE’, contenant au plus 2(d — 1) éléments, tel que (F', B’)
engendre un sous-groupe additif £/2—dense dans V'. Pour tout f’ € F’ il existe f € F
et A\ € Rtel que f' = f+A\su. Notons I C E (resp. B’ C B) un choix de représentants
de F’ (resp. B'). Prouvons maintenant que

F:F/UB/U{fl,fQ}UB
:F,U{fl,fQ}UB.

engendre un sous-groupe additif e—dense de V.
Soit & € V, on décompose x = &’ + A u. Par hypothese, il existe (ng)pecp € ZIF|
et (ny)yep € Z¥ et a € V', avec ||| < €/2 tels que :

= Z nf/f' —+ Z nb/b' + o
frer” beB!
Par conséquent,

- anf—i— anb—i— ( an)\f—i— an)\b>u+o/.

feE beB’ fEF! beB’
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Notons

Bim (D0 npAr+ > A

fer’ beB’

et [k] € Z la partie entiere de k. On en déduit :

xr = anf—i— anb+[k]u+(k—[k])u+o/.

fer beB’

Le vecteur ¢ pnyf + > 5 mob + [k]u est bien dans le sous-groupe engendré par
F U B et par inégalité triangulaire, |(k — [k])u 4+ a| < e. Ainsi, F = FU{f;, fo} UB
engendre un sous-groupe additif e—dense de V.

Démontrons maintenant que pour tout € > 0, il existe f1, fo € E tels que le sous-
groupe additif (f1, f2, B) contienne un vecteur non nul de norme inférieur a e.

Considérons la projection p : R4 — Rd/@zzl Zby, & image dans le tore Rd/@gzl Zby,.
S’il existe un élément f € E tel que p(Zf) contienne un point d’accumulation, alors
on choisit u, non nul et trés petit dans (B, f). Supposons maintenant qu’on ne puisse
pas trouver un tel élément dans F. Choisissons un entier N assez grand de sorte que
N > @. Appliquons le principe des tiroirs sur N¢ + 1 éléments distincts de E. On
en déduit l'existence de fi, fo € E tels que

2v/d
0<|p(fi = fo)l < — <€
N
Choisissons maintenant pour u 'unique représentant de la projection p(f; — f2) dans
le domaine fondamental 2?21(0, 1]b;. C’est bien un élément du sous-groupe additif
(f1, f2, B) de norme au plus e. O

Lemme 6.6. Soient C un groupe de Lie compact abélien connexe réel linéaire, V un
espace vectoriel réel de dimension finie et € > 0 un réel.

Alors pour tout sous-ensemble fini FF C'V x C engendrant un sous-groupe e—dense
dans V x C, il existe un élément vp € V tel que le sous-semigroupe engendré par F

est e—dense dans
(vp + ZR+7Tv(f)> x C.
feF

Démonstration : On s’inspire de la preuve d’Y. Benoist du Lemme 6.2 [Ben00].
Considérons le sous-ensemble compact

K = {thﬂv(f) ’ 0<t;< 1}.

feFr

Alors K x C est un sous-ensemble compact de V x C. Comme le sous-groupe additif
engendré par F' est e—dense dans V' x C, alors par compacité, il existe un sous-ensemble
fini D du sous-groupe additif (F') qui e—recouvre K x C, i.e. tel que

K xCc | B(.e).
zeD

Notons (F')4 le sous-semigroupe engendré par F. Choisissons un élément h du
sous-semigroupe engendré par F' tel que hD est dans (F);. Un tel choix est possible
car V x C' est abélien.
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Alors le translaté h(K x C) est e—recouvert par hD C (F),, i.e.

h(K xC) c | B(hz,e) ¢ | Bla,e).
€D ze(F)4+

Remarquons que
WK x C) = (my(h) + K) x no(h)C = (my(h) + K) x C.
De plus, en multipliant par le sous-semigroupe engendré par F' et en notant le cone

L:= > Rimy(f) on en déduit
fer

(F) 4+ ((ry (h) + K) x C) = (v (h) + L) x C).
D’ot le fait que le sous-semigroupe (F) est bien e—dense dans ((7v (k) + L) x C) i.e.

(mv(h)+L)xC)c | J Bze).

I€<F>+

6.2.3 Densité des projections de Jordan d’éléments loxodromiques

Proposition 6.7. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire de type
non-compact. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense dans G.

o
Alors pour tout 0 € C(I") de lintérieur du cone limite, pour tout ouvert non vide
U c L), il existe

(1) un réel ro == ro(U?,0) €]0,1],

[¢] [¢]
(2) un sous-cone Cy C C(T'), convezxe, fermé, d’intérieur non vide, tel que 6 € Cy,

tels que pour tout r €)0, 1] pour tout 6 > 0, il existe 5 €]0,r| tel que
(3dima + 2) sup(Cp.c5, Cor2:5) < /4,

et il existe un vecteur vs € a® tel que pour tout point y € vs + Co, il existe un élément
vy € I', loxodromique, vérifiant

(a) vy, est (2r,2es5)—lozodromique et

B(v,2¢e5) x Bl ,2e5) C Uy x U-,

(b) Avy) € B(y,9),
(c) pour tout £ € VlgT(X(WZ;))E et pour tout & € B(,2¢e5) et tout m > 1

5

”‘7(75175/> - m/\('Yy) - V('Yya@” < 2027"7265 < m

Démonstration : Soient 6 un point de 'intérieur du cone limite C(I') et un ouvert non
vide UP = Ut x U~ c LO(D).
Appliquons d’abord le Lemme 3.23 & 6 dans I'intérieur du cone limite C(T"). Il existe

- un ensemble fini S C T,
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- un réel strictement positif pg > 0,
- une suite de réels strictement positifs telle que limy, 1~ €, = 0,
tels que,

(*) pour tout p €]0, po] il existe un rang N, > 1 & partir duquel, la famille S
Y")yes C I' engendre un sous-semigroupe fortement (p, €,)—Schottky Zariski
v p
dense dans G,

(**) A(S) est une base de a,
(***) 0 est dans l'intérieur du coéne convexe C'(A(S)) := Z%S RyA(Y).

Numérotons les éléments de S, i.e. S = (71,...,Yry). Pour tout n > 1, notons I';, le
semigroupe fortement (p, €,,)—Schottky engendré par S,,.

D’apres le Lemme 5.6 de densité des points fixes attractifs et répulsifs dans L()(T),
il existe h € T loxodromique tel que (h*,h~) € UP et (hF,~7) et (Vi h7) € F@
soient des couples de points transverses.

Posons

{?“o = inf (po, Jd(h*, X(h7)), (o, X(h7), (kX (1))
Co = CS)) = TyesRaA(9).

Par choix de h € T%% le point (1) est bien vérifié : 79 €]0,1[. Par construction de S,
on déduit le point (2), puisque

6 € C(A(S)) = Cp.

Soit 7 < rg. D’apres le Lemme 2.65, la famille de constantes (Cyc).cjo, converge
vers 0 lorsque € — 0. Donc pour tout § > 0, il existe 0 < €5 < r assez petit tel que

{(?WG + 2) sup(Crygé, CQr,ng) < 6/4 (6.1)

B(h*,3es) x B(h™,3¢5) c U,

Fixons un tel g5 €]0, 7].

Choississons maintenant v € a*. D’apres le Lemme 2.58, il existe N5 € N tel que
pour tout n > N, les éléments de {h"} U S,, soient (r,es)—loxodromiques.
Fixons un tel entier n > Nj.

D’apres la Proposition 6.4, le sous-groupe engendré par A(I'),) est dense dans a.
Appliquons le Lemme de densité 6.5 a A(I',) : il existe donc F' C T, fini tel que
A(Sr) UA(F') contienne [ < 3r¢ éléments et engendre un sous-groupe additif 6 /2—dense
dans a. Réordonnons S, U F' = (g1,...,9;) en fixant le premier élément g; = 77 et le
dernier g; = 7,",. Or

Co = C(A\(S)) € C(A(S, UF)) ZR+)\ 9).-

D’apres le Lemme 6.6 de densité, il existe us € a™ tel que ’ensemble des points entiers

z
> NA(g1)
=1
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soit §/2—dense dans us + Cy. Posons

v o= b))+ S, vlgi gt + vl ht)
vs = us+ v+ 2X\h").

On applique maintenant la Proposition 2.66 aux éléments du sous-ensemble
{h"g" .. g "™ | nay .y > 13

Soit w un élément de ce sous-ensemble. Alors d’apres la Proposition 2.66, I’élément w
est (2r, 2e5)—loxodromique. De plus,

wt C B(hT,e5) et X(w™) C Ve, (X(h7)).

Or par choix de g4,
B(h",3e5) x B(h™,3e5) CUy XU,

on en déduit le point (a) pour tout w € {h™g"...g7" ™ | ny,...,ny > 1},
B(w™,2e5) x B(w™,2e5) c U,

Pour le point (b), on pose (comme v(h,h') = 0) Appliquons la Proposition 2.66,
pour tout ny,...,n; > 1,

l
H)\(h"gl"‘...g?lh") — v =2X\(R") =) nid(gi) || < (1 +2)2C,; < 6/2.
=1

Donc 'ensemble
)\({h”glnl...g?lh” | ny,eymy > 1})

est 0/2—dense dans
!

v+ 2XM(h") + ) N*A(g,).

=1

Or Zé:l N*X(g;) est 6/2—dense dans us + Cg. On en déduit que I'ensemble

/\({h”gln’...g?lh” | nyy e,y > 1})

est d—dense dans
v+ 2)\(hn) + us + Cop = vs + Cy.

Ainsi, pour tout y € vs + Cy, il existe au moins un élément
vy € {h"g"...gi R | na, .oy > 1}

vérifiant les points (a) et (b).

Enfin, vérifions le point (c), appliquons le Lemme 2.65 (ii) et (iii), a 1’élément
(2r, 2e5)—loxodromique . Pour tout £ € Vigr (X (g7))E, tout & € B(£,2¢5) et tout
m > 1,

o35, €) — mAG) = (s Ol < 2Caraes.

Or 5
(3TG + 2)027",255 < Za

d’oil 5
2o < ——o0
22 = G dima + 4

On en déduit que ~, vérifie le point (c). O
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Corollaire 6.8. Soit G un groupe de Lie semisimple, conneze, réel linéaire et de type
non-compact et I' un sous-groupe Zariski dense discret de G. Soit § € a*™™ un point de
Uintérieur du cone limite C(T).

Alors pour tout owvert non vide U? c L) (T"), pour tout x € a et § > 0 il existe
T > 0 tel que pour tout t > T il existe un élément loxodromique v € I' vérifiant

{(%ﬂ%‘) eu®

(6.2)
M) € Bz + 10, 0)

Preuve : C’est une conséquence de la Proposition 6.7.

e]
En effet, pour tout 6 € C(I') une direction de I'intérieur du cone limite, pour tout
ouvert non vide U?) ¢ LP(I), il existe

(1) un réel ro := To(u(Q), ) €]0, 1],

[¢] o
(2) un sous-cone Cy C C(I"), convexe, fermé, d’intérieur non vide, tel que 6 € Cy,

tels que pour tout r €]0, 7] pour tout § > 0, il existe 5 €]0,7] et un vecteur v € a®
tels que pour tout point y € v+ Cy, il existe un élément v, € I', loxodromique, vérifiant

(a) B(7;72€5) X B("y;,zé‘(g) € Z/{(Q),

(b) A(vy) € B(y,9).

En particulier, comme 6 est un point de 'intérieur du céne Cy, pour tout x € a, il existe
T > 0 tel que l'intersection
z+ RN (v+Cp)

contienne la demi-droite x + [T, +oc[f. On applique les points (a) et (b) sur cette
demi-droite pour trouver le systeme (6.2). O

6.3 Meélange topologique du flot des chambres de Weyl

Théoréme 6.9 ([DG18]). Soit G un groupe de Lie semisimple, connexe, réel linéaire
et de type non-compact et I' un sous-groupe Zariski dense discret de G. Soit € a™™.

Alors le systéeme dynamique topologique (0, ¢Y) est topologiquement mélangeant si
et seulement si 0 est dans lintérieur du cone limite C(T').

Preuve du Théoréme 6.9 : Supposons que le systeme dynamique (£2, #Y) est topologi-
quement mélangeant, avec # € a**. En particulier ce systéme dynamique est topologi-
quement transitif. Par conséquent, d’apres la Proposition 5.9 la direction # est dans
I'intérieur du cone limite.

Prouvons maintenant la réciproque : si 6 € C (T)Na*™, alors (2, ¢?) est topologique-
ment mélangeant. On utilise le Corollaire 6.8 et le Théoreme 5.8 de transitivité de
I’action de T' sur L)(T).

Soient U , V deux ouverts non vides de §2. Sans pertes de généralités, on suppose
que ces ouverts s’écrivent en coordonnées de Hopf

HU) = UD x B(u,d)
H(V) = VO x B(v,9).

ot U et V@ sont des ouverts non vides de L) (T) et B(u,d), B(v,d) des boules
ouvertes de a de rayon ¢ > 0.
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Pour tout g € I, lisons en coordonnées de Hopf 'image de 'ouvert gﬁ,
H(gU) = g(U? x B(u,d)) c gU? x a.
Utilisons le Théoreme 5.8 de transitivité de 'action de I' sur
LAM) c F® ~ G/AM
pour se ramener a ’énoncé du Corollaire 6.8. 1l existe g € I tel que
U VA £,

Choisissons un tel élément g € I'. Puisque le sous-ensemble gif(?) N V) est un ouvert
non vide de L(®(I"), on considére un ouvert non vide

0® .= 0, xO0_ c gu®ny@.
Passons des coordonnées de G/AM, en coordonnées de Hopf de G/M :
0® xac (gu(2) N V(Q)) X a.

On en déduit que
(0@ x a) N g(U? x B(u,d))

est un ouvert non vide de G/M en coordonnées de Hopf. Il contient donc un ouvert
non vide de la forme

0% x B(u/,d")

avec O’ .= O x0_cC O et u' €aetd >0.

Notons ¢§” := min(4,d’). Appliquons maintenant le Corollaire 6.8 & 1’ouvert non
vide O'®) ¢ LA(I"), au point = v — v’ € a et au réel 6" > 0. 1l existe alors T > 0 tel
que pour tout t > T, il existe 4 € I', loxodromique, vérifiant

{(%f ) €0’

, ” (6.3)
Aye) € B(v —u' 4+ t6,5").

Pour tout ¢ > T, écrivons en coordonnées I’action de ~; sur 'élément (v,", 7, ; u').

(v s w) = (vt ow s W+ o).

Or tout élément loxodromique v € T fixe ses points attractifs et répulsifs (y+,~v7). De
plus, d’apres le Fait 2.54, A\(y) = o(v,7"). Donc pour tout t > T,

V(v v s ) = (v v+ A(w).

Or A(v) € B(v —u +6,0"), donc v’ + () € B(v +t6,6").
Puisque (77,7, ) € 0’ on en déduit que

(v s ) € O'?) x B(v +t0,6").

On reconnait & droite I'image de I’action de @’'® x B(v,d") par ¢4. D’olt pour tout
t > T, il existe v, € % tel que

(v W) € 95 (0" x B(w,d")).
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Comme O'? c gu® N VA en particulier
O'® x B(v,8")  (gU® n V@) x B(v,d").
On en déduit d’une part que
(s ) € (VP x B(v,6") € h(H(V)). (6.4)
Or par choix de Pouvert O") et du point o’
O0'® x B(u',8") ¢ g(UP x B(u,d)).

D’ou
(v 5 o) € gUP x B(u,d)).

Ainsi, on en déduit d’autre part
w5 W) € mg(UP x Bu, ) = ugH(U). (6.5)

D’apres les équations (6.4) et (6.5), pour tout t > T, en coordonnées de Hopf, les
ouverts

oh(V) et 1gU

contiennent tous les deux le point de coordonnées y; (7;“ e U ) D’ou,

ngU N ¢} (V) # 0.

On a donc démontré que gbf est topologiquement mélangeant. O

6.4 Théoréme de non-arithmeéticité d’Y. Guivarc’h et A.
Raugi

Notons myab : a x M® — M la projection naturelle et my, : M — M® le morphisme
de groupe. On renvoie le lecteur a la Définition 5.11 pour la définition de la projection
de Jordan généralisée abélienne A% : G% — a x M9,

Pour tout sous-semigroupe de G, les sous-groupes fermés de a et M et M con-
tenant les informations sur les parties hyperboliques et elliptiques de ses éléments lox-
odromiques sont définis comme suit

o M= mygor ( (TR ),
o Mp := W;bl( Ml‘ib )

Le Théoréme suivant, de Guivarc’h-Raugi [GR07, Thm 1] généralise dans a x M,
un Théoreme d’Y. Benoist (Théoreéme 6.4) de non-arithméticité du spectre hyperbolique
des sous-(semi)groupes Zariski denses.

Théoréme 6.10 ( Guivarc’h-Raugi [GRO7] Théoreme 6.4 ). Soit G un groupe de Lie
conneze, semisimple, réel linéaire de type non-compact.

Alors pour tout sous-semigroupe I Zariski dense dans G, le sous-groupe (\eb(Tlor))
est d’indice fini dans a x M.
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Corollaire 6.11. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire de type
non-compact.
Alors pour tout sous-semigroupe I' Zariski dense dans G,

(Aab(Tlow)y = a x M,

et Mﬁb est un sous-groupe d’indice fini de M, contenant la composante connexe de
Videntité de Ma.

Preuve : Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense de G. Notons
H:= (\(T')) Cax M,

Comme H est fermée, a x M@ /H est séparée. D’apres le Théoréme précédent de
non-arithméticité (Théoreme 6.10), ce sous-groupe quotient est fini. Ainsi, pour la
topologie discrete a 'arrivée, le morphisme

w:a— ax M®/H
x+— (x,e)H

est continu a valeurs dans un groupe fini. Comme a est connexe, I’application ¢ est
donc constante ¢ = (0,e)H. On en déduit a x {e} C H.

Clairement H C a x M. Réciproquement, soit (z,m) € a x MgE. Par définition
de Mg, il existe y € a tel que (y,m) € H. Donc

(:I:’ m) = (ya m)(x - Y 6)-
Comme (z —y,e) € a x {e} C H, on en déduit que (z,m) € H. D’ou

H =ax M®.

6.4.1 Lemme de densité

On s’intéresse aux cas ou M est abélien. D’apres le Corollaire 3.7 du livre [BtD85],
le sous-groupe M est isomorphe au produit d’un tore et d’un sous-groupe abélien fini.
Pour SL(2,C) ou encore pour SO(p,p + 2)Y, le sous-groupe M est abélien connexe,
isomorphe & SO(2,R). Pour SL(n,R), le sous-groupe M est isomorphe au sous-groupe
abélien discret (Z/27)"L.

Lemme 6.12. Soit C un groupe de Lie compact, abélien, connexe, réel linéaire et soit
V' un espace vectoriel réel de dimension finie.

Alors pour tout sous-ensemble E C V x C engendrant un sous-groupe dense dans
V x C, pour tout € > 0, il existe un sous-ensemble F. C E fini de cardinal au plus
3dimV +2dim C, tel que le sous-groupe engendré par F est e—dense dans V x C.

Démonstration. Ce Lemme est une conséquence du Lemme 6.5 de densité précédent.
D’apres le Corollaire 3.7 du livre [BtD85], le sous-groupe C' est isomorphe & un tore.
Donc son revétement universel C' est un espace vectoriel réel de dimension dim(C') =
dim(C).

Soit € > 0. Notons V =V x C le revétement universel de V x C. C’est un espace
vectoriel réel de dimension d = d + dim C. Notons p : V — V x C le revétement. Soit

(b1, ..., b4,b441, ..., b;7) une base de V telle que (p(by), ..., p(ba)) soit une base de V' x {0}
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et le sous-groupe additif engendré par (bg41,...,b;) soit le noyau du revétement ker(p).

Cela revient & écrire Pisomorphisme entre V/(bgi1, ..., b 5 etV xC.
Remarquons que le sous-ensemble

dim C
D := Vect(by, ..., bg) X ( IT o, 1[bd+j)
j=1

est un domaine fondamental pour le revétement p. Considérons alors la famille E des
relevés des éléments de F dans ce domaine fondamental

E = p Y(E)N D.
On en déduit alors que EU {ba11,...,b3} engendre un sous-groupe additif dense de V.

Considérons un sous-ensemble B’ C E tel que my (p(B')) est une base de V. Appliquons
le Lemme 6.5 de densité sur V, pour le sous-ensemble E U {bg41,...,b;} avec la base

B'U{bg11,...,b;}. Il existe alors un sous-ensemble F C E contenant au plus 2d éléments
tel que le sous-ensemble fini FFU B" U {bg41,...,b;} engendre un sous-groupe additif

e—dense dans V.

Enfin, prenons I'image par le revétement p. On en déduit que p(F UB') C E est un
sous-ensemble fini contenant au plus 3d + 2 dim C' éléments et engendre un sous-groupe
additif e—dense dans V' x C. O

6.4.2 Proposition de décorrélation

Dans cette partie, on va prouver la Proposition suivante. On va ensuite la combiner au
Corollaire 6.8 pour obtenir le mélange topologique sur I'\G.

Proposition 6.13. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire de type
non-compact. On suppose que M est abélien. Soit I' un sous-groupe Zariski dense
dans G.

Alors il eziste
(i) un couple de points transverses (&1,€1) € L3(T),

(ii) un réel strictement positif
1 .
0< 1 S gd(glvx(gl))v

(i4i) une famille de réels strictement positifs (e.5)rejo,r), 550 telle que pour r €]0, 7]
fize,

lime,.s =0
5—0 o ’
et pour tous 6 > 0 et r €]0,71], pour tout c1,¢; € K tels que

B(&1,7) C Fey et Ver(X(61))F C Fay,

il existe une famille finie (v;)ier C I et un point x5 € a vérifiant les deux conditions
susvantes.

T Pour tout i € I, l’élément ; est (r, e, 5)—lorodromique avec

(", ;) € B(€1,er5) x B(€1,8r5)-
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t Pour tout £ € Ve (X (€1))F et (&)icr C B(&, ),

{z5 +v(£1;61,8)} X M C Ui B(0ey 6 (i, &), ).

On utilise les deux Lemmes suivants. Le premier traite de la densité des projections
de Jordan généralisées dans une des composantes connexes a x mMy de a X Mr, lorsque
M est abélien.

Lemme 6.14. Soit G un groupe de Lie connexe semisimple réel linéaire de type non-
compact. On suppose que M est abélien. Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense
dans G.

Alors il existe
(a) un cone convexe d’intérieur non vide Cy,
(b) un couple de points transverses (£o,&0) € L3(T),

(¢c) un réel ro > 0 et une famille de réels strictement positifs (€.5)rejo,ro], 550 telle
que pour r €]0,rg] fixé,

lims_0 &r,6 = 0
4(ddima +2dim My)Cre, ;, < 0

tels que pour tous § > 0 et r €]0,r¢],
il existe un sous-ensemble non vide Fs C ' et (x5, mgs) € a x My vérifiant les quatre
points sutvants.

QO Fy est fini de cardinal | < 4dim a 4+ 2 dim M.

& F5 est inclus dans un sous-semigroupe fortement (r, e, 5)—Schottky Zariski dense

dans G.

& 1 existe un ordre de Fs = (g1, ...,q1) tel que gy = o et gl+ = &y, en particulier
pour tout w = gl"l...g’f1 avec ny,...,n; > 1,

wt e B(&),«Sn(s) etw € B(go,emg).

& Pour un tel ordre de Fys, I’ensemble

A ({g/" gt | ny ey > 1))
est §—dense dans {5 + Co} x mM M.

Preuve : Appliquons d’abord le Lemme 3.23. Fixons 6 dans 'intérieur du cone limite
C(I"). Ce Lemme permet de se donner

- un ensemble fini S C T,
- un réel strictement positif ro > 0,

- une suite de réels strictement positifs &, +—> 0,
o0

tels que,

(i) pour tout r €]0,ro] il existe un rang N, > 1 a partir duquel, la famille
Sn = (v")yes C T engendre un sous-semigroupe fortement (r,e,)—Schottky
Zariski dense dans G,
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(ii) A(S) est une base de a,

(iii) 6 est dans 'intérieur du cone convexe C(A(S)) := > RiA(y).
yES

D’apres le point (iii), le cone
Co=> RiA(Y)
YES
est bien convexe d’intérieur non vide. Notons S = (v1,...,7). D’apres le point (i),
comme S engendre un sous-semigroupe fortement (r, e, )—Schottky Zariski dense dans
I', en particulier, ’yﬁ; est dans le bassin d’attraction de ;. Autrement dit, le couple de
point (7;2,7; ) est bien en position générale. D’ou

(vs1) € L(T).
Soient maintenant § > 0 et r €]0,7o]. Puisque la famille de constantes (Ci.c)-¢jo,)
converge vers 0 lorsque € — 0 d’apres le Lemme 4.49, on détermine ¢, 5 €]0,r] comme
le supremum des € €]0, 7] tel que

(4dim a + 2 dim M)Ch.e < (6.6)

IR

On vérifie que lims_,o &,5 = 0, d’ott le point (c). Considérons

(a) le cone convexe d’intérieur non vide Cp := > RyA(y),
YES

(b) (50750) = (77—"—(;)’717) € L(Q)(F)7

(c) le réel 9 > 0 donné par le Lemme 3.23 et la famille de réels strictement positifs
(€r,8)rej0,r0], 550-

Comme la suite (e,,),>n, converge vers 0, on fixe un entier n > N, tel que

En < Egpe

Utilisons le point (i), S, engendre un sous-semigroupe fortement (r,es,)—Schottky,
Zariski dense dans G.

D’apres le Théoreme 5.13, le sous-groupe Mrp /My est isomorphe a (Z/27)P, donc
pour tout m € Mr, son carré m? est dans My. Ainsi, pour tout g € T''o%,

MM (g?) = (AM(g))* € M.

Notons I';, le sous-semigroupe engendré par So,,.
Comme S,, engendre un sous-semigroupe Zariski dense de G, le Corollaire 6.11
donne
(Ab(T,)) = a x Mp, D ax M.

Prouvons que le sous-ensemble de carrés A\*(I',)? C a x Mj engendre un sous-groupe
dense dans a x My. En effet, tout élément (v, p) € a x My admet une racine carrée qui
s’écrit v

(5, VB) € ax My < (N(T,).
Donc pour tout ¢ > 0 il existe un nombre fini d’entiers (k;)jes C Z et un nombre fini
d’éléments (v;);cs tels que,

(5-v5) e 8( TTx"00s .5).

jedJ
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En élevant au carré, on obtient bien I’approximation par les carrés A\ (T',)?
. e B T <)
jeJ
D’ou
(A®(T,)2) = a x My.

Appliquons le Lemme 6.12 de densité dans a x My, pour la famille de carrés
)\ab(rn)Q.

Considérons F§ C I'y,, de cardinal au plus 3dima + 2dim M tel que le sous-groupe
engendré par les carrés A% (F})? est %—dense dans a x M.
Notons
F5 = 82, U{g* | g € F3}.

Alors le sous-groupe engendré par A% (Fs) est %—dense dans a x Mp.
Appliquons le Lemme 6.6 & la famille A®(Fs) C a x M. Il existe vs € a tel que le
sous-semigroupe engendré par

)\ab(F(;)

est %—dense dans

(vs+ D RyAg)) x M.
gEFs

Comme

on en déduit que le sous-semigroupe engendré par A% (Fs) est %—dense dans
(U5 + Co) X Mpy.
Réordonnons Fs = (g1, ...,g;) en fixant le premier g; = 3" et le dernier élément
g1 =P
On se donne ¢q, ..., ¢ € K tels que pour tout ¢ =1, ...,1
B(g;—,&«’g) C .7'-01..
Cela permet de définir pour tout ¢ = 1,...,1 en notant ¢y = ¢; et go = gy,
Vi = uci,cifl(g;;g;r,g;r_l) € ax Mr.

Posons
{ mys = 7TM(Vl)...7TM(V1)
Ts = vUs+ 2221 ma(V5).

Vérifions . Puisque S est de cardinal dim a et le sous-ensemble Fj est de cardinal
au plus 3dim a + 2 dim M), le sous-ensemble Fj est donc de cardinal au plus

dima+ 3dima+ 2dim My = 4dim a + 2 dim Mj.
Vérifions &. Comme I, est le sous-semigroupe engendré par S,

Szn cr,.
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On a choisi Fj C T',. D’ott
Fs .= Sy, U (g2)g€Fé cTy.

Or d’apres le point (i), I',, est un sous-semigroupe fortement (r, e, 5)—Schottky et on
en déduit .

Comme g; = o et gl+ = &, on applique la Proposition 2.66, pour tout ny,...,n; > 1,
'élément w = g;"...g7"" est bien loxodromique et vérifie ¢

wt e B(&o,er5) et w™ € B(fl,emg).

Prouvons la derniére condition #. On commence par appliquer la Proposition 4.50.

Soit (ni)1<i<i € (N*)!, posons w := g"...g]"* alors

Aci (w) € B()‘Cz (9)" v Ay (1) 01 2lC’f’;€r’,5)'
Comme M est abélien, cela ne dépend pas du choix des ¢; et on réécrit
A (w) € B(A™(g))"v.. A (g1)™ w1, 20C,y, ).

Or d’apres Q,
Il <4dima+ 2dim M.

Donc par choix de €, 5 donné dans I’équation (6.6),

2ZCT757‘,5 S

NGRS

Comme M est abélien, on réordonne les termes

Y
)\ab(w) S B()\ab(gl)nl...)\ab(gl)nll/l...vl s 5)

Or le sous-semigroupe engendré par A% (Fj) s’écrit
{/\ab(gl)nlm)\ab(gl)m | ni,...,ny Z 1},

et il est g—dense dans (’U(; + Co) X M.
On en déduit que
{A(g"g1?) [y ey > 13,

est —dense dans
<(U5 + Co) X Mo) V...V

Enfin, par choix de x5 et mg on obtient
((115 + CQ) X M[))Vl...l/l = (x(; —|—C0) x mgMy.

D’ou la condition . O
Le Lemme suivant permet d’atteindre tous les points de M /M.

Lemme 6.15. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire de type non-
compact. On suppose que M est abélien. Soit I' un sous-groupe Zariski dense dans G.
Considérons Uentier 1 < p < dima tel que Mp/My ~ (Z/2Z)P.

Alors pour tout & € Ly (1), il existe (hy, ..., hy) € T'9% tels que si on note he = &,

(i) (b, h;) € L(T) pour tout i = 1,...,p,
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(i) Mr/Mo = (mar (A% (hy)) Mo, ..., mar (A% (h1)) Mo).

De plus, pour tout s,,sg € K tels que

Fso = X(h
r

Sp

I
=

=
N
NG

il existe m, € M et un rang N € N, tels que pour tout o € {0, 1}P, pour tout n > N,

M 2n+ayp 2n+a1 _
Uspmp,so(hp "'hl ,&))M@ = Q.

Preuve : D’apres le Théoreme 5.13, le sous-groupe Mr /My est isomorphe a (Z/2Z)P.
Comme Z/27 est un corps, Mr/My et un Z/2Z—espace vectoriel. Comme M est
abélien, Mﬁb = Mp. D’apres le Corollaire 6.11,

@ x My = (Aab(Tier)).

Donc

Mrp = 7TM(<)\ab(I‘lom)>) — <)\M(I“low)>

D’ott comme Mr/Mj est discrete,
Mr /My = (AM(T°%) Mo).

Comme My /My est un Z/2Z—espace vectoriel de dimension p, on peut extraire de la
famille génératrice AM (I'°*) M, une base.
I existe donc g1, ..., gp € o tels que

Mrp /My = (A (g1) Mo, ..., AM (gp) Mo).
Pour tout v € G et tout élément loxodromique g € G'®, vérifions que

A?(g) = X (ugu™).

D’apres le Fait 4.42, I'élément ugu™' est loxodromique de points attractif u.gt et

répulsif u.g~. De plus, pour tout s,s’ € K tels que gt € Fs et u.g™ € Fy, par la
relation de cocycle,

A (ugu™t) = Ay (ugu™) = ol (u, g7) As(g)od (u, g*) "

s's
Comme M est abélien, on en déduit que
A (ugu™t) = A% (g).

Notons ug := eg et gar := &p. Construisons maintenant par récurrence uy, ..., up € I'
tels que pour tout ¢t =1, ...,p

(ui__llgj__l,ui_lgi_) € (L+(F) X L—(F)) nrF®.

Les points répulsifs des éléments loxodromiques sont dans L_(T"). On en déduit que
pour tout ¢ =1,...,p
g, € L_(T).

7

Commencons par construire u;. Soit kg € K tel que & = kono. Alors d’apres la
Proposition 2.22,
{&} x koNijp ¢ F@.
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En particulier, puisque &y € L (T),
{0} x (koN7jo N L_(I')) € LP(T).

Comme D’action de '™ est minimale sur L_(I') d’apreés le point (1) du Lemme 5.6
et qu’il n’y a pas de points isolés dans cet ensemble limite, il existe et on choisit un
élément u; € I tel que
uytgy € koNijg N L_(T).
Ainsi, (&o,u;tgy) € LO(T).
De méme, si uq, ...,u;—1 € I' sont construits, on choisit u; par minimalité de ’action de
I'~!sur L_(T), tel que
(w97 u; b)) € LO(T).
Ainsi, par récurrence, on a construit ug,...,u, € I.
Posons pour tout 2 =1, ..., p,

hi = ul-_lgiu,-.
Alors comme I est un sous-groupe, pour tout i = 1, ..., p, ’élément h; est loxodromique,
dans T', avec
—_ -1 -1 —
(hj_’hi ) = (u; gj’“i 9; )-
Par choix des u;, on vérifie le premier point
-1 -1 — - 2
(u; -9y u hgy) = (g, hy) € LO(T).
Enfin, puisque pour tout i =1, ..., p,

A (h) = A (gi),

la famille
(MM (h1)) Mo, ..., AT (hy) Mp).

forme une base du Z/27Z—espace vectoriel Mt /My, d’ou la condition (ii).

Choisissons d’abord s, ..., s, € K tels que Fy, = X(h;)c est le bassin d’attraction
de hj pour I'élémént loxodromique h;, puis sp = s1. Pour tout ni,...,n, > 1, notons
n = (ni,...,np) et pour tout i =1, ..., p posons

Ein = . A&,

Pour tout ¢ = 2, ..., p, notons .7-"21,781,71 la composante connexe de F,,NFy, |, contenant
+
hi" .
Comme hy est loxodromique et &, est dans le bassin d’attraction de h] et (h],hy)
est un couple transverse, on en déduit que hf € X(hy )C. Ainsi, il existe un rang N1 € N
tel que pour tout ny > Ny,

Rt = &1y € FO

§2,81°

Supposons pour un certain ¢ = 1,...,p qu’il existe N;_; tels que pour tout
n € ([Nij—1,4+0o[NN)? et tout j =1,...,i — 1

Ejn € FO

Sj+1,55°

Comme ;1 5, est dans le bassin d’attraction de I’élément loxodromique h; et (hlJr h1:_+1)

)
est un couple transverse, il existe N; > N;_1 tel que pour tout n € ([V;, +00[NN)P,

h & 1n=&n € Fo

Si+1,5"
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En particulier, puisque N; > N;_1, on en déduit que pour tout j =1, ..., 1,

Ejn € FO

Sj+1,55°

Enfin, par récurrence, on déduit qu’il existe un rang entier N, > 1 tel que pour tout
n € ([Np, +oo[N)P, et tout i =1,...,p

Si41,8"

Pour tout o € {0, 1} et tout n > N, appliquons la relation de cocycle pour oM et
le p—uplet (2n + a1, ..., 2n + «;,) qu'on note a,,

2n+ 2 2n+ 2n+ap— 2 2
oM (TR o) = oM (R T R T LR oM (R &)

Sp,S1 SpySp—1 s Hop—1
M 2n+ M (1,2n+
= Osp,sp_l (h‘Pn ap? gp—l,gn) -0y (hln o ) §0)
2n+ 2
- O’é\]{ (hpn ap Y fp—l,gn)msp,spfl (6p—17gn)0—é\14 (h1n+a1 5 60) .

Comme les cartes Fj,; correspondent aux bassins d’attraction de h;, on en déduit d’apres
le Lemme 4.43, que pour tout n > N, et tout a € {0, 1}?,
M 2n+a 2n+ M (1 2n+a M (12n+
Osp,s1 (hp p“'hln ala&]) - Asp (hp p)mspyspfl(gp—l’gn>“')‘81 (hln 041).
Comme M est abélien, la partie elliptique AM ne dépend pas du choix des s1, ..., sp € K.
D’ou

2 2
(T ) A ey 1o ) AV (1)

Enfin, on rectifie par récurrence les éléments ss, ..., s, € K en multipliant & droite
par des éléments m; € M avec mj = ey, de sorte que pour tout ¢ = 2, ..., p, restreinte
a la composante connexe .7:21_751_71 de Fs, N Fs, , contenant h; |, application

. 0
Msimg,si—1mi—1 * F M

Si38i—1

soit a valeurs dans M.
On en déduit que pour tout n > N, > 1, pour tout o € {0, 1}”, en quotientant par
MOa
oM (BT B2 )My = AM (BT My AM (R27H1) My,

SpMp,s1

Enfin, en utilisant que M /M est isomorphe & (Z/2Z)P et la condition (ii) que
(MM (h1)) Mo, ... \M () Mp).
est une base, on en déduit que pour tout n > N, > 1,

oMo (T LRI g0 My = AM ()% My AM ()™ My = a.

SpMp,S1

6.4.3 Démonstration de la Proposition de décorrélation

Tout d’abord, on va appliquer les deux Lemmes précédents pour trouver la paire (£7, 51)
D’aprés le Lemme 6.14, on considere le couple de points (£, &) € L3 (T') donné par le
point (b). Appliquons ensuite le Lemme 6.15 & &y : considérons la famille d’éléments
loxodromiques (hy, ..., hy) € T tels que si on note hy := &)
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(i) (hF,,h;) € LA(T) pour tout i = 1,...,p,

1—17""%

ii’) pour tout s,,s; € K tels que
p

f

Sp

{}"31 - x(h

I
=
>
S~—
\.D

il existe m, € M et un rang N € N, tels que pour tout a € {0,1}?, pour tout
n> N,
oM (T B2 )My = o € My /M.

SpMyp,S1

On choisit maintenant, grace a la densité

{(v*,77) |y eTPo7}

dans L®)(T") donnée par le Lemme 5.6, un élément loxodromique hpi1 € T tel que

(hi,ho) € L),

(hyi1:€0) € LO(D)
P 'ptl

Un tel choix est possible car il n’y a pas de points isolés dans les ensembles limites
Li(T") et L_(I"). On définit maintenant

(&1,61) = (hf1,€0). (6.7)

Trouvons maintenant r;. Considérons rq le réel donné par le point (¢) du Lemme
6.14. D’apres le point (i’), le choix de hp41 et le fait que les éléments hy, ..., h,41 sont
loxodromiques, le réel suivant

ro—= i Lo+ vy Lo+ -
i int { GAE X)), Jath x0)

est strictement positif. Enfin, définissons
ry = inf(ro, r}). (6.8)

Enfin, pour le dernier point, on considere la famille de réels (e, 5) donnée par le point
(¢) du Lemme 6.14.
Fixons maintenant 6 > 0 et r €]0,r;] et considérons c1,¢; € K tels que

B(&1,7) C Foy et Ver(X(€1))0 C Fs,.

Posons
1)

8 = —.
3
D’apres le Lemme 2.58, appliqué a la famille d’éléments loxodromiques (h1, ..., hpt1),
pour tout r €]0, 7] il existe un entier N, et une suite (e5,)n>n, qui converge vers 0 telle
que pour tout i = 1,...,p + 1, Pélément A} est (r,e,)—loxodromique. Appliquons le
point (ii’) du Lemme 6.15, considérons s1, s, € K tels que

f

Sp

{}"31 - x(h

I

A
—~

>
R
5
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et my, € M et un rang N € N, tels que pour tout o € {0, 1}, pour tout n > N,

O'M (h§n+ap...h?n+al,§0)M0 =oc MF/M().

SpMp,81

Pour tout m € My, il existe a(m) € {0,1} ~ Mr/M, tel que pour tout n >
sup(N, N,),
oM (pEnter(m) p2nten(m) ey npo = mMy € My /M.

SpMp,81

Posons pour tout m € Mr et n > sup(N, N,),

2n+ap(m 2n+a1(m
h[a(m),n] = hp + p( )hl + 1( )
Lla(m)n] = U(h§n+ap(m)_h%n+a1 ’50) = U(h[a(m),n]afﬂ)
2n+ap(m 2n+a
Miatmym] = O o (b7 BT )= M By €o)-

Remarquons que

U Ma(m),n) Mo = Mr.
[m]EMF/MO

Prouvons que pour n tres grand,

M 2n
U acl,spmp(hp+1a h[a(m),n]&O)m[a(m),n]MO = Mr.
[m]EMF/M()

Tout d’abord, pour tout n > N,, en appliquant la Proposition 4.50 puisqu’on a bien
choisi r < rq,

Na(my.ni&o € B(h en).
Appliquons ensuite le Lemme 4.49,

Ocy,spmyp (hp+1, g) € B()\cl (hp+1)2nycl,spmp (thrla g)» Cr,sn)-

D’apres le Fait 4.46, I'application

§— VC1,spmp(hp+1> £)

est continue sur son ensemble de Définition. Or comme la suite (e5,),>n, converge vers
0, a partir d’un certain rang Ny > N,., pour tout n > N, la boule B(h;,en) est dans
son ensemble de définition. Ainsi, comme Mr /M est discret, a partir d'un certain rang
Ny > N,., pour tout n > Ny, 'application

5 € B(h ) — Ucl,spmp(hp+17 5)

est constante modulo My. Par la relation de cocycle,

cl,sl (h2+1h[a 50) 61 SpMmyp (hp—i-l’ h[a(m) n]go) é\gmp,sl( 50)

= 02y symy (i1 h[a<m>,n1€0)m[a<m>,n}-

D’ou pour tout n > sup(Ng, N, N;),

U 0cy spmp(hQ—i—lh [a(m),n] gO)MO = Mr.
[m]EMF/Mo
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Fixons un entier n > sup(Ny, N, N;) tel que €, < &, 5 et notons pour tout o € {0,1}?

By = W2y g
Tio) = 0(hpa) o)
Mia) = 0—%81(h[a]7£0)'

On en déduit que

U m[a]Mo = MF.
ae{0,1}p

Considérons le sous-ensemble non vide Fy C I' et le point (x5, mgs) € a x Mp
vérifiant les quatres points suivants du Lemme 6.14.

QO Fy est fini de cardinal [ < 4dima + 2 dim M.

& Fj est inclus dans un sous-semigroupe fortement (7, €, 57 ) —Schottky Zariski dense
dans G.

¢ 1l existe un ordre de Fy = (g1,...,9;) tel que (gf,gl_) = (&,&o) et pour tout

w=g"..g\" avec ny,...,n; > 1,

wh € B(&,er5) et w™ € B(&o,er8)-

#® Pour un tel ordre de Fy, 'ensemble

)\“b({gf’...g?l | n1, .o > 1))
est &' —dense dans {zg + Co} X mg M.

Rappelons que d’aprés Péquation (6.7), & = £;. )
D’apres le Lemme 4.49 appliqué & g = g;"...g1"*, pour tout & € VGT(X(&))B,, tout
ni,...,n; > 1, comme rq < %d(gﬁ,z’\,’(hl)_), on déduit que
Fo = X(h)" 2 Blgh,r) 3 g g1E,
et
Tsren (991", €) € BOXP(g" g7 Wsren (9139756), Cre, 1) -
Notons,

ve =g (97397 )

ni

Appliquons de nouveau ce Lemme a hq) g;”...g1 et £ en utilisant glJr =&

Ocy,61 (h[a]g?l"-g;u?f) € B(UC1781 (hmv gl—i_))‘ab(glnl”'g?l)yﬁ 2C7’7€r,5/)‘

En utilisant le choix de 71 et le fait que les h%”“”, ey h}%’}rl sont (7, e, 5 ) —loxodromiques,

on en déduit {, que tous les éléments de cet ensemble
{hig gt | may ey > 1, 0 € {0,137}
sont (2r, 2e, 5)—loxodromiques, avec leurs points attractifs et répulsifs dans
B(&1,er5) X B(&1,er60).
Maintenant, utilisons le résultat de densité #, avec vy := v, ¢ (97 ; gl+7 &)

{er 51 (Prags DA (g oog 0 [ 1, ey > 1}
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est 6'—dense dans
Oey,51 (Plags €0) ({fﬁaf +Co} X ma/Mo) V.

C’est-a-dire en utilisant que a x M est abélien, que le sous-ensemble
{0-61761 (h[a]g[nl-'-g?lagl) | ni,...,ny > 1}
est 0’ +2C;. ,,—dense dans

{zs + wo) + a(v1) + Co} X migyme T (v1) Mo.

U m[a]m§IWM<V1)MO = MF,
ac{0,1}p

et le cone Cy est convexe d’intérieur non vide. Donc l'intersection finie

ﬂ {x5 + 2[0) + Ta(v1) + Co}
ae{0,1}p

contient un translaté de Cy de la forme
xr + Co.

De sorte que pour tout & € Ve, (X(£1))°,

{ar +v(£:6,9) + Gl x Mr € [ A{zer + zp) + v(€13€1,€) + malv1) + Co} x M.
ae{0,1}p

On en déduit que

{.Z‘[‘ + V(gl; 517 5) + CU} X MF - U B<061,61 (h[a}glnlg?lv )a 5/ + 207’,67475/)
ae{0,1}p

Maintenant, on extrait une sous-famille finie
(’YZ')IEI C {h[a]g?l“'g?l | ni,..,n =1, a€ {0? l}p}

telle que

{or +v(€56,)} x M € ([ B(oe,60 (1, €), 0 +2Cs, ).
icl

On applique le Lemme 4.49 pour toute famille (&;);cr C B(§,€r.47),

{ar +v(6:60,O} x Mr € | J B(06,6(3,), 0+ 3Cre, ).

iel

Enfin, par choix de C; ,, < g et ¢’ = g, on en déduit bien f.
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6.5 Meélange topologique du flot de translation

Rappelons la Définition 5.16, fNZG = W&}M(ﬁ), c’est-a-dire en coordonnées de Bruhat-
Hopf, pour tout ¢ € K, B
Qe NGe~ L) x ax M,

ou LEQ)(F) = LO([T) N FP? et G. = ¢eN"MAN. Ce sous-ensemble T'—invariant
par multiplication a gauche et a x M —invariant par multiplication a droite est défini
indépendamment des cartes choisies. On note Qg = F\QG son quotient.

Pour tout [m] € M/Mr, le sous-ensemble de Qg, invariant par multiplication &
gauche par I' et a droite par a X M, est défini en coordonnées globales d’Iwasawa-Hopf
par

Q[m} = (L[m}(F) X L_(F)) ﬂfg) X a.

On note Q) = F\Q[m} son quotient.

6.5.1 Une condition suffisante de mélange

Théoréeme 6.16. Soit G un groupe de Lie semisimple, conneze, réel linéaire et de type
non-compact et I' un sous-groupe Zariski dense discret de G. On suppose que M est
abélien. .

Alors pour tout 6 € C(I'), le systéme dynamique (Q[SM],qbf) est topologiquement
mélangeant.
Preuve : Fixons 6 € 8 (T"). On prouve que pour tous ouverts non vides U , VC ﬁ[ il
existe T' > 0 tel que pour tout ¢ > T, il existe ; € I' vérifiant

2 N L (V) # 0.
Soient U , VC Q[EM] deux ouverts non vides. Sans perte de généralité, on suppose

qu’il existe sy, sy € K, des ouverts non vides Uy xU_ € Lg])(F) et Vi xV_ € Lg?,) (),
des points u,v € a X Mp et un réel § > 0, tels que les ouverts U et V s’écrivent en
coordonnées de Bruhat-Hopf

em)

He, (U) = Uy x U x B(u,d),

H,, (V) = Vi x V_ x B(v,0).

Notons U = Uy xU_ et V) =V, x V_.
Rappelons I'énoncé de la Proposition 6.13 de décorrélation, il existe

(i) un couple de points transverses (&1,&;) € L2(T),
(ii) un réel strictement positif
1 .
r1 < éd(gh X(&.l))a
(iii) une famille de réels strictement positifs (e;,5),¢)o0,r], 650 telle qu'a r €]0,71] fixé,
lime,. s =0,
§—0 7’
tels que pour tout § > 0 et r €]0,r1], pour tout c1,¢ € K tels que
B(&1,7) C Fey et Vor(X(61))F € Fa,

il existe une famille finie (7;);e; C T’ et un point x5 € a vérifiant les deux conditions
suivantes.
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T Pour tout i € I, I'élément ~; est (r, e, 5)—loxodromique avec

(’Yzﬂ—vfyi_) € B(élagrﬁ) X B(glagrﬁ)-

+ Pour tout & € Ve (X (£1))F et (&)ier C B(&, &),

{z5 +v(£1;&,8)} X Mr C Ui B(0ey 6 (i, &), 0).

Dans une premiére étape, on prouve le mélange lorsque
Z/{(z) — V(Q) — B(€1,€T76/) X 3(51787‘,5,)7

pour tout r €]0,r], pour ¢’ = % > 0, avec comme cartes choisies ¢, := sy et ¢1 := sy.
Dans une seconde étape, on utilise la transitivité topologique de ’action de T' sur
L®)(T") (Théoreme 5.8) pour se ramener  ce cas.

(o]
Prouvons la premiere étape. On applique le Corollaire 6.8 & 8 € C(T'), a 'ouvert
non vide

0¥ .= B(&,e.) x B(&1,6,5) € LP(T)

au point T = vy — uq — x5 € a et au réel &’ > 0. Il existe T" > 0 tel que pour tout t > T
il existe un élément loxodromique v € I' vérifiant

{(%ﬁ%‘) e0®

, (6.9)
A() € B(x + 16, 8).

Enfin, on applique le point { de la Proposition de décorrélation, pour en déduire que

pour tout i € I, puisque 7~ est le point fixe attractif de vy,

715_177;_13(517 87’,5’) - B(glv 87",5')'
Ainsi, pour tout £ € yt_lfyi_lB(él,srvy) pour tout 7 € I,
(V€5 wea = (it 1 s oea (v ¥ we

= (7@'7?7%7155? Ocy,é1 (’Yiv’yt—’—))‘ab(’yt)u)cl
€ 0(2) X {001,51 (’Yi”ﬁ_))‘ab(’yt)u}'

Appliquons maintenant le point { de la Proposition de décorrélation,
{061761 ('Yiﬂ’;_)/\ab(%)u |iel}

est &' —dense dans

({as +v(&s 60,60} x Me)X* ()
Or v(£1;€1,€1) =0, on en déduit que
{0'01761 (%,%-&-)/\ab(%)u ‘ (S I}

est &' —dense dans
{1'5/ + )\(’}’t) -+ ua} x M.

On utilise 1’équation (6.9) pour en déduire la 26’ —densité de

{0'61751 ('Yia’)/t—‘r)/\ab(fyt)u | (XS I}
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dans
{zs +x +t0 4+ uq} x Mr.

Or x5 +x 4+ t0 +uy = t0 + v,. Donc

{vg+t0} x Mr C U B(0ey.e (Vive, v )u, 287).
i€l

Considérons g; € {vivt}ier tel que
(va +t8,v01) € B(0cy (96,7, )u, 28").
Pour tout € € ’y{l'yi_lB(fvl,em;/), pour tout w € B(u,2d")

g (v €5 w)e = (g, g€ 5 er e (98,7 )W) ey
€ 0(2) X B(Gcl,él (gta%j-)% 25/)-

On a prouvé que
aHs! (O(Q) x B(u, 25’)) N éh (H;l(O@) x B(v, 25’)))
contenait le point de coordonnées

(9077, 9€ 5 (Va +10,000)) e, = Bh(g77 . i€ 5 V), -

Par conséquent comme 6’ = g, pour tout t > T, il existe g; € I tel que

90 (H51 (0P x B(u,9))) 16} (M5 (O x B(v,9))) #0.
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Prouvons la seconde étape. D’apres le Théoreme 5.8 de transitivité topologique de

I’action de I" sur L(Q)(F), il existe hy, hy € T tels que

{huu@ > (&4,6)
V@ 5 (&,6)

Donc par I'—invariance par multiplication a gauche de ﬁ[e ) €6 a X Mp—invariance par

multiplication & droite (Théoréme 5.15), il existe u/,v" € a X My tels que

hUHSU@) > (flaéilsul)él
hHs, (V) 3 (6,65 V)e

Considérons " €]0,r1] et §” > 0 tels que

ol > HG (B(En,2nar) x Bl enar) x B, 0"))

MV S HG (B enar) x Blér,ersn) x B(',6")).

On applique I’étape 1, il existe un réel T > 0 tel que pour tout ¢ > T, il existe g, € I’

tel que _ B
gthuUd 0 ¢ (hyV) # 0.

Enfin comme les actions de I et qSé commutent, on en déduit que

by gehotd 0 6 (V) # 0.

Comme I est un sous-groupe, h‘_/l githy € ' et on en déduit le mélange topologique. [
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6.5.2 Théoreme de mélange topologique

Théoréme 6.17. Soit G un groupe de Lie semisimple, connexe, réel linéaire et de
type non-compact et I' un sous-groupe Zariski dense discret de G. On suppose que le
sous-groupe M est abélien.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(i) 6 est dans lintérieur du cone limite.

(i4) pour tout [m] € M/Mr, le systeme dynamique topologique (i), #Y) est topologi-
quement mélangeant.

Preuve du Théoréme 6.17 : Soit § € a™. Pour tout m € M,

Q[m] = Q[eM]m.

On en déduit que pour tout m € M, les systéemes dynamiques (Q[m],qbf) ont tous le

méme comportement dynamique. Il suffit donc de démontrer que le systeme dynamique
[¢]

(Qer)s #Y) est topologiquement mélangeant si et seulement si 6 € C(T).

Si le systeme dynamique (Q[em,cbf) est topologiquement mélangeant, alors il est
topologiquement transitif. Par conséquent, d’apres la Proposition 5.17, 6 est dans
I'intérieur du cone limite.

La réciproque est donnée par le Théoreme 6.16, prouvé au paragraphe précédent.
O

6.6 Transitivité topologique sur G/M N

Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire de type non-compact et soit
I' un sous-groupe discret, Zariski dense dans G. On étudie 'action de I' sur I’espace
homogene G/MN.

Lorsque G = PSL(2,R), I'espace homogene G/M N s’identifie & ’espace des variétés
stables de TTH? pour le flot géodésique.

6.6.1 Coordonnées de G/MN et sous-ensemble ['—invariant

Le diagramme suivant est G—équivariant et commutatif

G G/N
man i
G/M —— G/MN
Fait 6.18. Soit G un groupe de Lie conmexe, semisimple, réel linéaire de type mon-

compact.
Alors Uapplication

G/MN — F xa
gMN — (gno ; a(g.m0)).

est un difféomorphisme G—équivariant, ot l'action de G sur F X a est la restriction auz
coordonnées premiéres et troisiémes coordonnées de Hopf, de l'action de G sur G /M.

Démonstration : Remarquons que Stab(ny,0) = M N. Enfin, grace aux propriétés des
coordonnées de Hopf sur G/M (Proposition 4.9) , on en déduit que l’application est
bien un difféomorphisme G—équivariant. O
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6.6.2 Transitivité topologique

On définit 'analogue du sous-ensemble des variétés fortement stables des vecteurs uni-
taires de T'T'\H? dont l'orbite par le flot géodésique est positivement non-errante.

Définition 6.19. Soit I' C G un sous-groupe discret, Zariski demse. On définit
l’ensemble T'—invariant suivant de G/MN,

Et~ L (I) xa

Théoréeme 6.20. Soit G un groupe de Lie connexe, semisimple, réel linéaire de type
non-compact. Soit I' un sous-groupe discret, Zariski dense de G.
Alors laction de T' sur £ est topologiquement transitive. Plus précisément, pour

tout élément loxodromique v € T'°% tel que \(v) € C(I), pour tout = € a,
F(7.2) = Lo(T) x .

C’est I’analogue de la densité des variétés fortement stables des vecteurs périodiques
pour le flot géodésique sur PSL(2, R).

Démonstration : Soit v € TI'°® un élément loxodromique tel que A(y) € é(F) On
prouve d’abord que pour tout & > 0, pour tous x,u € a, pour tout ouvert non vide
Z/{+ C L+(F)a

L(B(yt,8) x B(x,68)) NUs x B(u,d) # 0.

Quitte a restreindre U, on peut supposer que Uy X {7~} C FO,
Choisissons tout d’abord un ouvert non vide YV ¢ L®)/(T) de maniére convenable.
Soit £ € Uy N Ly (I"). On choisit £ € L_(I") de sorte que

&8 € LO®D
{(’W,f) e LO(D).

Soit dg > 0 tel que )
B(£,200) x B(€,260) < F®
B(v",280) x B(¢,260) c F®.

Comme L (T') n’a pas de points isolés, un tel ¢y existe. Posons pour tout &’ €]0, dg],
?) .= B(¢,8) x B(£,8

V(S/ T (‘Sa ) X (57 )
D’apres le Fait 2.63, la fonction

(03 &1, &2) — (03 &1, 62)
est continue sur son ensemble de définition. En particulier, elle est continue sur

2
VY x By, 8).

Posons
v = v(&6,97).
Alors, par continuité, il existe une famille de réels positifs (e5/)5 0,5, avec

limg 0+ £5 = 0 et telle que pour tout & €]0,dg] et (o, &1, &) € V(g?) x B(y*,d),

[v(&0; &1, &) — ol < eg.
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Fixons ¢’ €]0, dp] de sorte que

Wl >

Posons V() := Vé?).
Par hypothese, A\(v) est dans l'intérieur du cone limite C(I"). Appliquons la Propo-
sition 6.7 & = A(7) et & Pouvert non vide V) < L)(I). 11 existe

(1) un réel 7o := ro(V@,0) €0, 1],

[¢] [¢]
(2) un sous-cone Cy C C(T"), convexe, fermé, d’intérieur non vide, tel que 6 € Cy,

tels que pour tout r €]0, 7] pour tout n > 0, il existe €, €]0,7] tel que
(3dima+ 2)sup(Ci.e,, Cor2c,) < 1/4,

et il existe un vecteur v, € a™ tel que pour tout point y € v + Cp, il existe un élément
gy € I', loxodromique, vérifiant

(a) gy est (2r,2e,)—loxodromique et

B(g,,2e,) X B(g, ,2ey) C Vi X V_,

(b) Agy) € B(y,n),

(c) pour tout £ € Vlgr(?((gy_))c et pour tout ¢’ € B(§,2¢,) et tout n > 1

n n
||U(gyﬂ£,) - n)‘(gy) - V(anf)” < 2C2r,25n < m

Choisissons r €]0, rg] assez petit tel que pour tout o€V,

7+ € Viar (X (&))"
Posons 7 := g. Pour tout u € a, comme 6 est dans l'intérieur du cone Cy, I'intersection
(u+R9) N (x+u0+vn+C9)

contient une demi-droite de la forme w + [T, +00]f. Considérons un entier k, € Z tel
que
u+kyb € x+ v+ vy, + Cy.

Posons
Yy :=u+kyf —vg—2x € v, +Cy.
D’apres la Proposition 6.7, il existe un élément g, € ' vérifiant les points (a),(b),(c).

Réécrivons le point (c),

+ + n
lo(gy:v™) — Agy) — v(gy, 7))l < 2Co,2¢, < 6dima+ 4’

Par choix de 7, remarquons que m < %, d’ou
- + g
(9y,77) = Mgy) — v(gy,77) € B(O, §>-
On utilise le point (b),

Mgy) —y € B(0,n) = B(O, g)
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De plus, v(g,,7") = v(g, ;94 ,7"). Or d’apres le point (a), (g,,9,) € V) Et par
choix de V@,
_ )
V(gy 79;7’7+) — 1 € B<O7 g)
D’ou
a(gy,7") € B(y + 10, 6).
Par la relation de cocycle,

a(gyy ",y e

=0a(gy, ") +aly )
= a(gy,7") — kA7)

=0(gy,7") — kub.

v

On en déduit que
a(gyy " 7F) € By + o — kub, ).

Ory+uvyg—ku=u—z, dou
a(gyy " 7h) + € B(u,9).
Calculons I'action de g, sur (v ; x),

Ryt x) = (g o(gyy ey T) + ).

Gy
Enfin, utilisons (a) g, est (2r, 2¢,)—loxodromique avec
Bl(g,f,2e,) x B(g, ,2ey) CVy X V_,
ainsi que v* € Ng oy Vior (X (£))E. On en déduit que
gy iyt eV cUy.

En particulier,

97" (B(v",8) x B(x,8)) NUy x B(u,d) # 0.
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