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Bearbeiten Sie bitte nur vier Aufgaben. Jede Aufgabe ist vier Punkte wert.
Fiir jedes Gebiet D bezeichne O(D) die Menge der holomorphen Funktionen f : D — C.
Sei Dy r(z0) = {2z € C|r < |z— 2| < R} der Kreisring um zy € C fiir reelle 0 < r < R.

37. Aufgabe: Sei f € O(D, gr(z0)) mit Laurententwicklung f(z) = > o7

oo 2.
(a) Zeigen Sie die Abschitzung |a,| < p™"max|,_.—,|f(2)] fiir jedes r < p < R.
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(b) Berechnen Sie die Laurententwicklung von f(z) = in den Kreisringen Dy 1(0)

und DLQ(O) und D071(1).

38. Aufgabe (Riemannscher Hebbarkeitssatz): Sei D ein Gebiet und zy € D. Sei
f € 0O(D\ {20}) holomorph und in einer Umgebung von zy beschrinkt. Sei

o0

f) = alz—z)

V=—00
die Laurent-Entwicklung in Dy r(zo) fiir hinreichend kleines R.

(a) Zeigen Sie a, = 0 fiir alle v < 0.

(b) Folgern Sie, dass f sich holomorph nach z fortsetzen lésst.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 37.

39. Aufgabe: Betrachten Sie die holomorphe Funktion fi,(z) = 27 sin(kz).
(a) Fiir welche z konvergiert die Reihe f(z) = > ;2 fu(2)?

(b) Fiir welche z ist f(z) holomorph?

40. Aufgabe: (a) Die in Dg2,(0) holomorphe Funktion f(z) = —*5 ist holomorph
fortsetzbar nach z = 0.

(b) Die in C* holomorphe Funktion sin(z)/z ist holomorph fortsetzbar nach z = 0.
Sie diirfen den Riemannschen Hebbarkeitssatz aus Aufgabe 38 verwenden.

41. Aufgabe: Fixiere eine endliche Menge S C C und fiir jedes s € S ein Polynom P;
mit Ps(0) = 0. Konstruieren Sie eine holomorphe Funktion f € O(C\ S), deren Hauptteil
in jedem s € S durch Ps(i) gegeben ist.

Erkldrung zu Aufgabe 41. Gemeint ist hier folgendes: Finden Sie eine holomorphe
Funktion f € O(C\ S) sodass es fiir jedes s € S einen Kreisring Dy g, (s) gibt, der in
C\ S enthalten ist und sodass die Laurent-Entwicklung von f in Dy g, (s) gegeben ist
durch

f(z) = fulz) + Ps(355) Yz € Do, (s) -
Hier ist f; eine von s abhiingige und in der Kreisscheibe Br_(s) = {z € C| |z —s| < Rs}
holomorphe Funktion.



