Prof. R. Weissauer
Dr. M. Ro6sner

Seminar Wintersemester 2020

Modulformen und L-Reihen

Zeit und Ort: Dienstag 14.15 - 15.45 Uhr, online (Link per Mail).

Vorkenntnisse: Funktionentheorie 1.

Zielgruppe: Horerinnen der Vorlesung Funktionentheorie 2, aber nicht darauf beschrinkt.
Website: https://www.mathi.uni-heidelberg.de/~mroesner/Seminar_WiSe20/
Kontakt: Dr. M. Rosner, Zimmer 3.332, INF 205, mroesner@mathi.uni-heidelberg.de

Inhalt. Das Seminar ergéinzt und vertieft verschiedene Themen der Vorlesung “Funktionen-
theorie 2”. Wir beginnen mit einer kurzen Wiederholung topologischer Grundlagen und disku-
tieren dann die Riemann’sche Zeta-Funktion als erstes Beispiel einer L-Funktion. Wir behandeln
Grundlagen zu komplexen Mannigfaltigkeiten, analytische Gebilde und die Picard’sche Sétze.
FEin Spezialfall Riemannscher Flichen sind elliptische Kurven, diese werden in der Vorlesung als
komplexe Tori definiert. Wir diskutieren, warum das dquivalent ist zur algebraischen Definition
(glatte projektive Kurve iiber C vom Geschlecht eins). Elliptische Modulformen behandeln wir
in der Vorlesung vorrangig zur vollen Modulgruppe SI(2,7Z). Wir diskutieren Eisensteinreihen
zu Kongruenzgruppen und den Hecke-Summationstrick. Der Hecke’sche Umkehrsatz liefert eine
Fins-zu-Fins-Korrespondenz zwischen Modulformen und L-Reihen, fiir Neuformen liefert das
eine gute Theorie von L-Funktionen mit Eulerprodukt. Ein besonders berithmtes Resultat der
Funktionentheoretie ist der Primzahlsatz. Wir behandeln den Beweis von de la Vallée Poussin
und Hadamard. Zum Abschluss werfen wir einen Blick auf die Funktionentheorie mit mehreren
Variablen und nichtholomorphen Modulformen (Maafformen).

Vortrige.

(1) Riemannsche Zetafunktion. (Josua Kugler) 3. November
Konvergenzgebiet, Euler-Produkt, analytische Fortsetzung, Funktionalgleichung (Beweis

z.B. mit Thetareihen, Thetatransformationsformel zitieren), Riemannsche Vermutung
formulieren. Literatur: [1, §VII,4-5], [8, §VIL.1].

(2) Anwendungen des Residuensatzes. (Max-Emanuel Hlawatsch) 10. November
Integralformeln, Werte der Riemannschen Zetafunktion an geraden natiirlichen Zahlen.
Literatur: [, §IIL.7], [9, S. 113-119].

(3) Fundamentalgruppe. (Nico Haaf) 17. November
Homotopie auf reeller Mannigfaltigkeit M, Gruppenstruktur von 71 (M, zg) sauber be-
weisen. Vertriglichkeit mit komplexer Struktur, Funktorialitéat. [11], [6, §1.1], [5, §IIT.4].

(4) *Uberlagerungen. (Patrick Patalong) 24. November
Quotientenmannigf@}tigkeiten nach diskontinuierlicher Gruppenoperation, Uberlagerungs-
theorie, universelle Uberlagerung. [6l, §1.3], [5, §III.5].

(5) Riemannsche Flichen I. (Anna Roth) 1. Dezember
Grundlagen zu komplexen Mannigfaltigkeiten. Analytisches Gebilde. Fortsetzung des
komplexen Logarithmus. Literatur: [5, §I.1-3].

(6) Elliptische Kurven. (Dominik Seel) 8. Dezember
Kurven im projektiven Raum P'C, Additionstheorem der WeierstraBschen gp-Funktion,
komplexen Tori, j-Funktion. Literatur: [I}, §], [7, §L.5].

(7) Thetareihen (Arianit Miftari) 15. Dezember
Quadratische Formen, zugehorige Theta-Reihen, Thetagruppe, Thetatransformations-
formel, Ring von Thetafunktionen, Bezug zu Modulformen. [I, §VI.4], [7, §V]
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(8) Eisensteinreihen zu Kongruenzgruppen (Dustin Baron) 12. Januar
Kongruenzgruppen I', Fundamentalgebiete, Aquivalenzklassen von Spitzen, Eisenstein-
reihen zu I' und Gewicht & > 3 und zu Gewicht 1 und 2 durch Hecke-Summation.
Eisensteinreihen erzeugen Modulformen modulo Spitzenformen. Jede Werteverteilung in
den Spitzen ist moglich. Literatur: [IL §VI.5], [4, §4.2 und§4.6], [10, §VII].

(9) Riemannsche Flichen II. (Victor Stein) 19. Januar
Kleiner und grofier Satz von Picard. Beweis via A-Modulfunktion. Literatur: [5], §I11.3] [3|
§15.22-31], [2, §VII.7-8]. Zur A-Funktion siehe auch https://dlmf .nist.gov/23.15.

(10) Vier und Acht-Quadrate-Satz. (Merve Cakir) 26. Januar
Eisensteinreihen zu Gewicht 4 und 2 und Thetareihen mit Fourierentwicklung. [1, §VII.1],
[2, §X.1]

(11) L-Funktionen zu elliptischen Modulformen (Benjamin Brindle) 2. Februar
Definition, Funktionalgleichung, Eulerprodukt, Heckes Umkehrsatz. Literatur: [I], §.VIL.3]

(12) Primzahlsatz I. (Maurice Schneider) 9. Februar

Satz von de la Vallée Poussin und Hadamard, Geschichtliche Hintergriinde und Beweis-
skizze. ((s) # 0 bei R(s) = 1 und den Taubersatz kénnen Sie annehmen, sollten diese
Aussagen aber klar formulieren. Literatur: [1, §VII.4 und Seite 452ff]

(13) Primzahlsatz II. (Lennart Stopler) 16. Februar
Beweisen Sie die benotigten Aussagen iiber die Riemannsche Zeta-Funktion (Analytische
Fortsetzung und ((s) # 0 bei R(s) = 1.) Literatur [I, §VIL.5]

(14) *Primzahlsatz III. (Prisca Gestrich) 23. Februar
Beweisen Sie den Taubersatz. Literatur [I, §VII.6]

Die Vortrige mit * sind etwas anspruchsvoller.

Grundsitzliches. Die einzelnen Vortrige werden per E-Mail vergeben. Sie kiimmern sich
bitte selbststindig um eine Vorbesprechung mindestens zwei Wochen vor dem Vortrag. Die
Vortrage dauern jeweils eine Sitzung. Danach sollte Zeit fiir eine kurze Diskussion bleiben
(etwa fiinf Minuten). Die Zielgruppe sind die anderen Teilnehmer. Fiir diese sollte Thr Vor-
trag verstédndlich, aber nicht zu langweilig sein. Bitte tragen Sie sich in Miisli ein: https:
//muesli.mathi.uni-heidelberg.de/overview

Die folgenden Referenzen sind teilweise online verfiighar iiber die Universitdtsbibliothek.
https://katalog.ub.uni-heidelberg.de
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