Übungen zur Höheren Mathematik für Physiker III Blatt 11 Prof. Dr. R. Weissauer Wintersemester 2014/15 Mirko Rösner Abgabe bis 16.01.15 um 11:15 in den Übungskästen in INF 288

Für natürliches n ≥ 2 ist die Oberflächenform auf der Sphäre S^{n−1} ⊆ R^n

σ_{n−1} = n∑ i=1 x_i ∗dx_i = − n∑ i=1 x_i(−1)^idx_1 ∧ · · · ∧ dx_{i−1} ∧ dx_{i+1} ∧ · · · ∧ dx_n ∈ A^{n−1}(R^n).

Das L^2(S^{n−1})-Skalarprodukt ist gegeben durch ⟨f, g⟩_L2_{(S}n−1_) = ∫ S^{n−1}

f̄(x)g(x)σ_{n−1} für stetige komplexwertige Funktionen f, g ∈ C(S^{n−1}, C). 1. Aufgabe: (2+2+2=6 Punkte)

(a) Berechnen Sie die Cartan-Ableitung von σ_{n−1}.

(b) Berechnen Sie die Cartan-Ableitung von^{σn−1}_{rn} in A^{n−1}(R^n\{0}). (c) Zeigen Sie vol(S^{n−1}) = n · vol(E^n) für die Einheitskugel E^n = {x ∈ R^n | ‖x‖ ≤ 1}.

Hinweis: Satz von Stokes.

2. Aufgabe: (2+2+2=6 Punkte) Zeigen Sie:

(a) ⟨x_1, 1⟩_L2_{(S}n−1_) = 0, (b) ⟨x_1, x_2⟩_L2_{(S}n−1_) = 0, (c) Der Ausdruck ⟨x_i, x_i⟩_L2_{(S}n−1_) ist unabhängig von i = 1, . . . , n.

Hinweis: Verwenden Sie jeweils Lemma 9.5. Wählen Sie für (a) M(x) = (−x_1, −x_2, x_3, . . . , x_n) und für (b) M(x) = (x_2, −x_1, x_3, . . . , x_n). 3. Aufgabe: (2+2+2=6 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die homogenen harmonischen Polynome P_{l,k} ∈ H_l(R^3) für l = 1 und k = −1, 0, 1. Hinweis: §§5.10, 5.11 im Skript und H_1 = P_1.

(b) Zeigen Sie: ⟨ P_{1,k}, P_{1,k}′ ⟩ L^2(S^{n−1}) = 0 für k ≠ k ′. (c) Zeigen Sie: ⟨P_{1,k}, 1⟩_{L2(Sn−1)} = 0.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 2.

4. Aufgabe: (4 Bonuspunkte) Berechnen Sie ⟨x_1, x_1⟩_Sn−1 .