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Musterlösung Bonusaufgaben

5. Aufgabe: (4 Bonuspunkte) Sei f P SpRn`1q, n ě 1 im Schwartzraum eine Lösung
der Wellengleichung

l f “ 0.

Zeigen Sie: Dann ist f “ 0.

Lösung:
Angenommen f P S löst die Wellengleichung. Dann folgt

0 “ Fpl fqpyq “ FpB2

n`1 ´
n

ÿ

i“1

B2

i qfq “ p2πiq2py2n`1 ´
n

ÿ

i“1

y2i qFfpyq.

Für alle y P R
n`1 mit y2n`1 ‰

řn

i“1
y2i gilt also Ffpyq “ 0. Da Ff stetig ist, gilt Ff “ 0 auch

auf dem Lichtkegel, also f “ F
´1

Ff “ 0.

6. Aufgabe: (2+2+3+2=9 Bonuspunkte) Sei M Ď R
n offen und u P L1

loc
pMq mit

∆Fu dx “ 0.

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass Fu dx glatt ist. Sei dazu ξ P M ein fester
Punkt und sei N “ Brpξq, r ą 0, eine offene Kugel um ξ mit B2rpξq Ď M . Dann gibt es
ein f P C8

c pMq mit f |N ” 1 und Träger in B2rpξq (Satz über die Partitionen der Eins).
Die Fundamentallösung der Poisson-Gleichung sei E : Rnz t0u Ñ R. Für px, yq P N ˆM

mit x ‰ y setzen wir

wpx, yq “ ∆y pp1 ´ fpyqqEpx ´ yqq .

Zeigen Sie:

(a) Für y P N ist wpx, yq “ 0, also gibt es eine glatte Fortsetzung w P C8pN ˆ Mq.

(b) vN pxq “
ş

M
upyqwpx, yqdy definiert eine glatte Funktion vN P C8pNq.

(c) Es gilt
ş

M
vN pxqgpxqdx “

ş

M
upxqgpxqdx für alle g P C8

c pNq.

(d) Es gibt ein v P C8pMq mit Fv dx “ Fu dx.

Hinweise: (b) Vertauschungssatz 4.32 (c) Satz von Fubini (d) Verheften der lokal
eindeutig definierten Funktionen vN .

Lösung:

(a) Für alle y P N gilt fpyq “ 1, daher p1 ´ fpyqqEpx ´ yq “ 0 für px, yq P N ˆ N mit x ‰ y,
insbesondere wpx, yq “ 0. Da N ˆ N offen in N ˆ M ist, lässt sich w auf die Diagonale
x “ y durch Null glatt fortsetzen. Insbesondere ist w P C8pN ˆ Mq.



(b) Für festes x P N ist wpx, ¨q P C8
c pNq, daher ist vN pxq wohldefiniert (der Träger von wpx, ¨q

liegt in B2rpξq). Es bleibt zu zeigen, dass vN glatt ist. Für festes η P N gibt es ein reelles
s ą 0 mit B2spηq Ď N . Dann ist

cα :“ sup
BspηqˆM

|Bα
xwpx, yq| ă 8

für jeden Multiindex α P N
n, da die stetige Funktion Bα

xwpx, yq auf dem Kompaktum
Bspηq ˆB2rpξq beschränkt ist. Also sind die Voraussetzungen von Satz 4.32 erfüllt und vN
ist in Bspηq glatt. Aber η P N war beliebig, also ist vN glatt in N .

(c) Sei g P C8
c pNq beliebig. Wir verwenden Fubini und Satz 4.32.

ż

N

vN pxqgpxq dx

“

ż

N

ż

M

upyqwpx, yqgpxq dydx

“

ż

M

ż

N

upyq∆y pp1 ´ fpyqqEpx ´ yqq gpxq dxdy

“

ż

M

upyq∆y

ż

N

Epx ´ yqgpxq dx
loooooooooooooomoooooooooooooon

“gpyq

dy ´

ż

M

upyq∆y fpyq

ż

N

Epx ´ yqgpxqdx
loooooooooooooomoooooooooooooon

PC8

c
pMq

dy

“

ż

M

upyqgpyqdy.

Nach Voraussetzung ist ∆Fu dx “ 0, also verschwindet der rechte Term.

(d) Nach Aufgabe 1 auf Blatt 1 ist vN als stetige Funktion auf N eindeutig bestimmt. Für
die verschiedenen ξ P M bilden die N “ Npξq eine Überdeckung von M . Für N,N 1 Ď M

mit nichtleerem Schnitt gilt vN |NXN 1 “ vN 1 |NXN 1 (betrachte Testfunktionen φ mit Träger
in N X N 1). Es gibt also eine glatte Funktion v : M Ñ R mit v|N “ vN für alle offenen
N Ď M (setze vpxq :“ vN pxq für ein N mit x P N).1

1Für die Experten: Die C
8-Funktionen auf den offenen Teilmengen N von M bilden eine Garbe.


