”Hoheren Mathematik fiir Physiker I11 Blatt 10

Musterlosung Bonusaufgaben

5. Aufgabe: (4 Bonuspunkte) Sei f € S(R®™!), n > 1 im Schwartzraum eine Losung
der Wellengleichung

Of =o.
Zeigen Sie: Dann ist f = 0.
Losung:

Angenommen f € § 16st die Wellengleichung. Dann folgt

= ]'—(D f)( aer+1 Z 82 27” yn+1 2 Y; ]'—f

Fiir alle y € R™™! mit y2,; # >, | y? gilt also Ff(y) = 0. Da Ff stetig ist, gilt Ff = 0 auch
auf dem Lichtkegel, also f = F~1Ff = 0.

6. Aufgabe: (2+2+3+2=9 Bonuspunkte) Sei M < R" offen und u € L}

loc

(M) mit
AF, 4z = 0.

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass F), 4, glatt ist. Sei dazu £ € M ein fester
Punkt und sei N = B,.(§), r > 0, eine offene Kugel um & mit By,.({) € M. Dann gibt es
ein fe CP(M) mit f|y =1 und Triger in By, (§) (Satz tiber die Partitionen der Eins).
Die Fundamentallosung der Poisson-Gleichung sei E : R™\ {0} — R. Fiir (z,y) e N x M
mit x # y setzen wir

w(z,y) = Ay (1= f) E(x —y)).
Zeigen Sie:
(a) Fiir y € N ist w(x,y) = 0, also gibt es eine glatte Fortsetzung w € C*(N x M).
(

b = §y uly)w(z,y)dy definiert eine glatte Funktion vy € C¥(N).

) v
(c) Es gilt SM on(z)g(z)de = §,, u(z)g(x)de fir alle g € CP(N).
)

(d) Es gibt ein v e C®(M) mit Fy,q; = Fydz-

Hinweise: (b) Vertauschungssatz 4.32 (c¢) Satz von Fubini (d) Verheften der lokal
eindeutig definierten Funktionen vy .

Lésung:

(a) Fir alle y € N gilt f(y) = 1, daher (1 — f(y))E(z —y) =0 fiir (x,y) € N x N mit z # v,
insbesondere w(x,y) = 0. Da N x N offen in N x M ist, ldsst sich w auf die Diagonale
x =y durch Null glatt fortsetzen. Insbesondere ist w € C*(N x M).



(b) Fiir festes x € N ist w(zx, ) € CP(N), daher ist vy (x) wohldefiniert (der Tréger von w(z, -)
liegt in Bs,.(£)). Es bleibt zu zeigen, dass vy glatt ist. Fiir festes n € N gibt es ein reelles
s > 0 mit Bas(n) € N. Dann ist

Co = sup |Oqw(x,y)| <o
Bs(n)xM

fiir jeden Multiindex a € N”, da die stetige Funktion 0%w(z,y) auf dem Kompaktum
Bs(n) x Bay(€) beschrinkt ist. Also sind die Voraussetzungen von Satz 4.32 erfiillt und vy
ist in Bs(n) glatt. Aber n € N war beliebig, also ist vy glatt in N.

(c) Sei g € CP(N) beliebig. Wir verwenden Fubini und Satz 4.32.

JN v (z)g(z) de

_ JN JM w(y)w(z, y)g(x) dyde

= || a2 = 1) EG - 0) 9(o) dady

= JM u(y) Ay JN E(x —y)g(z) dae dy — JM u(y)Ay f(y) JN E(x —y)g(z)dz dy

=9(y) eCy (M)

Nach Voraussetzung ist AF, 4, = 0, also verschwindet der rechte Term.

(d) Nach Aufgabe 1 auf Blatt 1 ist vy als stetige Funktion auf N eindeutig bestimmt. Fiir
die verschiedenen ¢ € M bilden die N = N(&) eine Uberdeckung von M. Fiir N,N' € M
mit nichtleerem Schnitt gilt vy |nv~n' = Un/|N~Ns (Detrachte Testfunktionen ¢ mit Triger
in N n N'). Es gibt also eine glatte Funktion v : M — R mit v|y = vy fiir alle offenen
N c M (setze v(z) := vn(x) fiir ein N mit z € N).!

'Fiir die Experten: Die C®-Funktionen auf den offenen Teilmengen N von M bilden eine Garbe.



