Musterlosung Blatt 13

1. Aufgabe: (3+3+2=8 Punkte) Sei w = >_"'_, dg, A dp, € A%(R?") die ka-
nonische 2-Form auf dem Phasenraum. Bestimmen Sie zur Hamiltonfunktion

n
h:R2n_>R7 (q177qn7p177pn)'_>zaq]%+bpi
k=1

mit reellen Konstanten a,b > 0 jeweils das zugehorige Vektorfeld X = X und
den Hamiltonfluss ;¥ : R?" — R?",

(a) falls a,b # 0,
(b) falls a = 0.
(c) Rechnen Sie in beiden Fillen konkret nach, dass (¢;X)*(w) = w.

Hinweis zu (a): Machen Sie einen Ansatz der Form

gpf( (q1y---,pn) = (cos(At)q1 — esin(At)py, ... ,c_1 sin(At)q, + cos(At)py,)

und bestimmen Sie die reellen Konstanten A, ¢ # 0.

Die symplektische Matrix ist gegeben durch (w;j)i; = (_(}n Ig ), also ist die Inverse

(w")ij = (7. ~g")- Das Vektorfeld zur Hamiltonfunktion £ ist gegeben durch

Xp={h,-} = 2bp,0, — 2aq,0p,.

v=1

Das zugehorige dynamische System 16st die Differentialgleichung

3/ (#e(a.p) = Xu(f(¢e(a,p))) (1)
fiir beliebige f € C°°(R?") mit der Anfangsbedingung ¢i—o(q,,p,) = (qv,p,). Exis-
tenz und Eindeutigkeit von ¢; dieser Differentialgleichung folgen aus dem Satz von
Picard. [Die Koeffizientenfunktionen von X}, sind Lipschitz-stetig.] Im Folgenden neh-
men wir zur Erleichterung der Notation n = 1 an. [Sonst betrachtet man jeweils die
Komponenten mit festem ».]

(a) Falls a,b # 0, so erfiillt

ot(q1,p1) = (cos(At)g1 — csin(At)ps, ¢! sin(At)g1 + cos(At)py)

die Bedingung ¢; o ps = @sy+ und die Konstanten A, ¢ miissen wegen (1) die
Bedingungen cA = —2bund ¢!\ = —2q erfiillen. [Man kann fiir f die Projektion
auf die Koordinaten einsetzen.] Man kann zum Beispiel A\ = 2v/ab und ¢ =
—+/b/a wihlen.

(b) Falls a =0, so ist ¢(q1,p1) = (g1 + 2tb - p1,p1) eine Losung der Differentialglei-
chung, da ¢; 0 s = peye und Lo (g1, p1)|i=0 = (2bp1,0) = X (q1,p1).



(¢) Im Fall a,b # 0 gilt

(9)" () = D) (day A dpy)

N
Il
—

d (cos(Mt)g, — esin(At)p,) A d (¢ sin(At)g, + cos(At)p, )

N
sl

= Z (cos(At)dg, — esin(At)dp,) A (¢! sin(At)dg, + cos(At)dp, )
v=1

= Z cos?(At)dg, A dp, — csin(Mt)c™ sin(\t)dp, A dg,

v=1
n
= Z dg, Adpy.
v=1

Fiir a = 0 ist Y. (¢i)*(dgy Adpy) = Y. d(qy + 2tb - p,) Adp, = w, da
dp, Adp, = 0.

2. Aufgabe: (3 Punkte) Seien f1,...,f, € C®(R") reellwertige Funktionen
mit der Eigenschaft 0; f; = 0; f; fiir alle ¢, j. Zeigen Sie, dass es ein g € C*°(R")
gibt, sodass 0;g = f; fiir alle 3.

Man definiert eine Differentialform w € A'(R") durch w = Y"1 | fidz;. Die Integra-
bilitdtsbedingung 0; f; = 0; f; impliziert dann dw = 0. Nach dem Poincare-Lemma ist
w exakt, es gibt also eine Nullform g € A°(R") = C*°(R") mit dg = w. Daraus folgt
dig = fi-

3. Aufgabe: (242+42=6 Punkte) Es sei f(0) = ¢y +C{1}91 +C{2}92 —{—6{172}9192
ein Polynom in zwei antikommutierenden Variablen 6%, 82 mit reellen Koeffizi-
enten ¢y € R fiir I C {1,2}. Berechnen Sie

(a) die Involution (f(6))*,
(b) das Berezin-Integral [ f(6)d6,
(c) die Fouriertransformierte (Frf)(n) zu qr, : R? = R, qp(x) = 22 +2 - 23.
Die Involution * kehrt die Reihenfolge der 6; um. Es gilt also
(F(0))* =(cp + ci1y0" + c(210% + c(1010"6)"
=cp + C{1}91 + 6{2}92 + C{172}9291
=cy + 0{1}91 + 0{2}92 - C{172}9192.

Das Berezin-Integral ist

/f(@)d@ = *C{LQ}.

Die Fouriertransformierte Fy, f (6) ist durch den Hodgeoperator *,(f(0)*) gegeben [Satz
5.27 in der Skriptversion vom 4. Juli. Beachte e, = 1.]. Also

FLf(0) = =(f(0)") =cp *L(1) + cq1y *(0") + cqay *L(67) — c(1,2y (0" 6%)
Z\/§C@ - 010% + \/56{1} 02—/ 1/20{2} 0t — 1/26{172}.

Jetzt ersetzt man alle 6 durch 7’



4. Aufgabe: (14+1+2=4 Punkte) Die Eins-Form o € A!(R?") auf dem Pha-
senraum R?" sei gegeben durch a(g,p) = Y 7_; qxdpk. Berechnen Sie

(a) die Cartanableitung w = da,
(b) den Pullback J*a mit der Matrix J = (_} o),

(c) die Kontraktion ix (o) mit dem Vektorfeld X (¢,p) = > _; ¢0p, -

Die Cartanableitung ist w = da = >";'_; dgx A dps.
Der Pullback mit J ist J*(o) = Y1, ppd(—q) = = >1_, pudgs.
Die Kontraktion ist ix(a)(q,p) = > py doney @wakOi,y = Y1y a3 = llal|*.

5. Aufgabe: (1+1+2+2+2=8 Bonuspunkte) Sei U C (Rm)? eine offene Teil-
menge des Ortsraumes und sei

3
L:Ux (R2) x (Bs) > R, Lia,x.t) = 2[x|’+e > w4i(q)
=1

die Lagrangefunktion eines Elektrons mit Masse m und Ladung e im Magnetfeld
mit Vektorpotential A : U — (RY2)3,

(a) Bestimmen Sie die kanonischen Impulse p;(q,x,t) = gfl

(b) Bestimmen Sie die Hamiltonfunktion H(q,x,t) = 25’:1 x;pi — L(q,x,t).

(c) Zeigen Sie, dass ¢ : (q,x,t) — (q,p(q,x,t),t) invertierbar ist und be-
stimmen Sie die Funktion x = x(q, p, t).

(d) Bestimmen Sie h(q,p,t) = H(q,x(q,p,t),t) und formulieren Sie die Be-
wegungsgleichungen fiir den HamiltonfluB ¢y = (q(¢), p(t), ).

(e) Zeigen Sie, dass im Fall rot A = 0 der Hamiltonfluss die Bewegungsglei-
chung eines kriftefreien Teilchen j—;tq(t) = 0 beschreibt.

Antwort:
(a) Die verallgemeinerten Impulse sind p;(q, x,t) = g—i =mz; +e- A;(q).
(b) Die Hamiltonfunktion ist

3

H(q,x,t):Z(mx +e-2;4:(q) —meHQ—erl i(q) = 2 |x[*

i=1

(¢) Man schreibt z; = z;(q,p,t) =
Inverse liefert.

B — <. Ai(q) und priift nach, dass das eine

(d) Die Hamilton-Funktion in kanonischen Variablen ist

h(q,p,t) = Z|x(q,p.)> =2 > (Lp 4i(a))? = 55 llpi — e Ai(q)|1*.

=1



Die Funktionen ¢;(t) und p;(t) bezeichnen nun die Koordinaten des Hamilton-
Flusses. Die Hamilton-Bewegungsgleichungen dazu lauten

d 1
) =dit) = = {h,qi} = apl = (i —e- Aiq)),
d ah e o DA,
T Pi(t) =pilt) = {h,pi} = o E; Aj(a)) a4 (a).
(e) Ausrot A = i = 94 fiir 4,5 = 1,2,3. Damit gilt
> 1d
@2 oy 4
dthz(t) m dt (pz € Az(Q))
_ i dpz . Z dQJ
= aqj dt
e [< DA °. 04;(q)
=D p—e Aj(a) 5 @) - > og, P Ai(@)
j=1 ’ j=1 J




