Homotopie von Kurven

Sei X C R” eine nichtleere offene Teilmenge. Zwei Kurven a,f : [0,1] — X mit
gemeinsamem Anfangspunkt A und gemeinsamem Endpunkt B heiflen homotop in
X, wenn es eine stetige Abbildung

H:[0,1] x [0,1] = X (¢, 8) — H(t,s)
mit folgenden Eigenschaften gibt:

I
H(t,0) = «ft) . e
H(t1) = Blt) }fur alle t € [0, 1] &

2.
ZE?: z; i g }fiir alle s € [0, 1]

Fiir jedes s € [0, 1] definiert a4(t) := H(t, s) eine stetige Kurve in X, die von A nach
B lauft, dabei ist ag = o und a7 = .

Man sagt: Die Homotopie H liefert eine stetige Deformation von « in [, wobei alle
Kurven «; in A beginnen und in B enden (Homotopie mit festen Enden).
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Beispiel: In einem konvexen Gebiet X C R” sind je zwei Kurven o und 8 mit dem
gleichen Anfangs- und Endpunkt homotop.

Beweis: Man betrachte die Homotopie
H(t,s) = sp(t)+ (1 —s)a(t)
= a(t) +s(8(t) — a(t))

Spezialfall: Ist U ein Sterngebiet mit Sternmittelpunkt p, € U und « : [0,1] —» U
geschlossene Kurve mit a(0) = a(1) = p..

Dann ist
H(t,s) = sps+ (1 = s) aft)
eine Homotopie zwischen a und der Punktkurve 8 mit 8(t) = p, fiir alle ¢ € [0, 1].
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Theorem. (Homotopieinvarianz des Kurvenintegrals fiir geschlossene 1-Formen)

Seien o und 3 Integrationswege in einer offenen Menge U C R™ mit gemeinsamem
Anfangspunkt A und gemeinsamen Endpunkt B, die in U zueinander homotop sind.
Dann gilt fiir jede stetig differenzierbare geschlossene 1-Form w in U.
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Def:(nullhomotop): Sei U C R" offen und « : [0,1] — U eine geschlossene Kurve
mit

a(0) = a(l) =py € U.
Ferner sei 3(t) := pyo fiir alle ¢t € [0,1]. 8 heifit Punktkurve. o heifit nullhomotop in
U, falls @ zur Punktkurve 8 homotop ist.

Definition (einfach zusammenhéngend)

Ein Gebiet U C R" heifit einfach zusammenhingend, wenn jede geschlossene Kurve
a in U nullhomotop ist.

Beachte: Das ’Portriit’ eines einfach zusammenhéngenden Gebietes (schon der Ebene

R?) kann sehr kompliziert aussehen:
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Theorem: Ist U C R" ein einfach zusammenhingendes Gebiet und w eine stetig
differenzierbare geschlossene 1-Form auf U. Dann gilt fiir jede geschlossene Integra-
tionskurve o in U
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Folgerung 1: In einem einfach zusammenhéngenden Gebiet ist jede geschlossene ste-
tig differenzierbare 1-Form exakt (das ist eine Verallgemeinerung des Poincaré’schen
Lemmas).




Folgerung 2: Ist U C R? einfach zusammenhéingend, dann ist jedes stetig differen-
zierbare Vektorfeld v : U — R3 mit rot v = 0 ein Gradientenfeld.

Die Integrabilitidtsbedingungen fiir das Vektorfeld v = (vi,vs,v3)" lauten gerade
Oovg = O30, Osv; = O1uz, O1vs, OV = Oyvy. Diese Bedingungen sind aber mit
rotv = 0 dquivalent.

Bemerkungen:

1. Auf den einfachen Zusammenhang kann in Folgerung 2 nicht verzichtet wer-
den: Ist U = R*\Re3 (e3 = (0,0,1)7), und H(z,y,2) = (I—Eé%, ﬁ;,O)T, dann
erfiillt H die Integrabilitdtsbedingungen, H ist aber kein Gradientenfeld. (Be-
griindung?)

2. R*\{0} ist nicht einfach zusammenhingend (Beweis?), jedoch ist R™\{0} fiir
n > 3 einfach zusammenhéngend, speziell ist R*\ {0} einfach zusammenhéngend.

Versuchen Sie einen Beweis, indem Sie zeigen

(a) Jede Kurve in einem Gebiet U C R"™ mit Anfangspunkt A und End-
punkt B ist zu einen Streckenzug von A nach B homotop (wobei man
die Strecken sogar parallel zu den Koordinatenachsen wihlen kann).

(b) Verwenden Sie (a) um zu zeigen, dass jeder Streckenzug in R™\{0} in
einem Sterngebiet der speziellen Gestalt R"\R> a liegt, wobei a # 0 ein
geeigneter Vektor in R™ ist.




