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1. Aufgabe: Es gibt unendlich viele Primzahlen p ∈ N≥1 mit p ≡ 2 (mod 3).

Hinweis: Erinnern Sie sich an Euklids Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt,
und passen Sie das Argument geeignet an.

2. Aufgabe: Eine natürliche Zahl n ≥ 1 ist eine Primzahl genau dann wenn

(n− 1)! ≡ −1 (mod n) .

Hinweis: Wenn n eine Primzahl ist, dann ist Z/(n) ein Körper.

3. Aufgabe: Sei σ > 1 eine reelle Zahl. Zeigen Sie:

(a) Die folgende Reihe konvergiert

ζR(σ) =
∑

(0,0) 6=(m,n)∈Z2

(m2 + n2)−σ .

(b) Es gibt reelle Konstanten c1, c2 > 0 unabhängig von σ sodass

ζR(σ) ≤ c1 + c2

∫ ∞
1

t−σ d t .

Hinweis: Schreiben Sie ζR(σ) als Summe der Teilreihe mit mn = 0 und der Teilreihe mit
mn 6= 0. Verwenden Sie dann das Integralkriterium für Reihen.

4. Aufgabe: Sei K = Q(
√
d) quadratischer Zahlkörper für ein quadratfreies1 d ∈ N>1.

Ein α ∈ K heißt ganz in K wenn es r, s ∈ Z gibt mit α2 + rα+ s = 0.

Zeigen Sie: Wenn d ≡ 1 (mod 4), dann ist α = a+ b1+
√
d

2 ganz für alle a, b ∈ Z.

1Quadratfrei bedeutet, d enthält jeden Primteiler nur einmal.


