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Abgabe bis 18. Mai in der Übungsgruppe

Sei R ein nullteilerfreier Hauptidealring. Für eine Primzahl p ist Fp = Z/(p) der endliche
Körper mit p Elementen.

1. Aufgabe: Zeigen Sie (ab) = (a) ∩ (b) für teilerfremde a, b ∈ R.

2. Aufgabe: Die formale Ableitung eines Polynoms f(X) =
∑n

i=0 aiX
i in R[X] ist das

Polynom f ′(X) =
∑n

i=1 aiiX
i−1.

(a) Zeigen Sie (fg)′ = f ′g + fg′ für Polynome f, g ∈ R[X].

(b) Zeigen Sie für ein primes Polynom p ∈ R[X] und ein beliebiges Polynom f ∈ R[X]:

p2|f ⇐⇒ p|ggT(f, f ′) .

3. Aufgabe: Der kleine Satz von Fermat besagt

ap−1 ≡ 1 (mod p)

für alle Primzahlen p und zu p teilerfremde ganze Zahlen a. Um zu entscheiden, ob eine
gegebene Zahl n ∈ N eine Primzahl ist, betrachtet man die Gleichung an−1 ≡ 1 (mod n).
Ist sie für irgendein a mit ggT(a, n) = 1 verletzt, dann kann n keine Primzahl sein. Das
ist der Fermat’sche Primzahltest.

Zeigen Sie: n = 341 erfüllt an−1 ≡ 1 (mod n) für a = 2, ist aber keine Primzahl. Man
nennt 341 daher eine Fermat’sche Pseudoprimzahl.

4. Aufgabe: Für eine Primzahl p 6= 2 und ein d ∈ F×p \ (F×p )2 definiere man auf dem
Vektorraum Fp ⊕ Fp eine Multiplikation durch

(x1, x2) · (y1, y2) = (x1y1 + dx2y2, x1y2 + x2y1) .

Zeigen Sie:

(a) Diese Konstruktion liefert einen endlichen Körper mit p2 Elementen.

(b) Bestimmen Sie das Bild der Potenz (x1, x2) 7→ (x1, x2)
p+1 in diesem Körper.


