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Aufgabe 1. (2 + 2 Punkte). Sei R ein Hauptidealring und f: L — M ein Homomor-

phimsus zwischen endlich erzeugten freien R-Moduln. Zeigen Sie:

a) Es existiert ein freier Untermodul F' C L mit L = ker f & F.

b) Es existieren Basen x1,...,%, von L und wi,...,y, von M sowie Elemente
at,...,op € R\{0},7 <min{m,n}, sodass f(z;) = ayy; firi = 1,...,r und f(z;) =0
fiir ¢ > r. Zusétzlich kann man «; | ;41 fiir 1 < ¢ < r erreichen.

Aufgabe 2. (2 + 2 Punkte).

a) Sei M ein endlich erzeugter freier Z-Modul und sei L C M ein Untermodul. Sei
e1,...,eq ein Basis von M und f1,..., fg ein Erzeugendensystem von L. Insbesondere
gibt es a;; € Z, so dass f; = Z?:1 ajje; firallei = 1,...,d. Wir betrachten die Matrix
A= (aij).

Zeigen Sie: Ist det(A) # 0, soist f1,..., fq eine Basis von L und der Restklassenmodul
M/L ist endlich und fiir seine Kardinalitat |M/L| gilt |[M/L| = |det(A)|.

Hinweis: Folgende Tatsache konnte niitzlich sein: Fir jede Matrix B € GL4(Z) gilt
det(B) = +1 (warum?).

b) Sei (a,b) € Z2\ {(0,0)}. Zeigen Sie: Fiir das Ideal a := (a + b-i1/2) im Ring Z[i\/2]
gilt |Z[iv/2]/a| = a® + 202

Aufgabe 3. (4 Punkte). Bestimmen Sie alle abelschen Gruppen mit 1400 Elementen
(bis auf Isomorphie).

Hinweis: Geben Sie eine Liste abelscher paarweise nicht isomorpher Gruppen an, so dass
jede abelsche Gruppe mit 1400 Elementen zu einer dieser isomorph ist. Begriinden Sie,
warum dies der Fall ist.

Aufgabe 4. (2+ 2 Punkte). Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und f: V' — V ein

K-Endomorphismus.

a) Sei V' f-zyklisch. Zeigen Sie, dass dann jeder f-invariante Unterraum U C V ebenfalls
f-zyklisch ist.

b) Sei K = Q und V = Q3. Finden Sie ein Beispiel fiir einen K-Endomorphismus f von
V', so dass V' f-zyklisch ist.

Abgabe bis Freitag, 15. Juli 2022, 11 Uhr in die Zettelkésten vor dem Dekanat
(Mathematikon, INF 205, 1. Stock) oder online via MaMpf



