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Lineare Algebra II
Ubungsblatt 7

Aufgrund des Feiertags nichste Woche gibt es auf diesem und dem néchsten Ubungs-
blatt nur 3 Aufgaben.

Aufgabe 1. (1 + 2+ 1 Punkte). Wir betrachten die durch
F(x) = 327 + 8z129 4 323 + V221 + V229

definierte Abbildung F: R? — R, sowie die Quadrik C := {z € R? | F(z) = g} Mittels

Hauptachsentransformation der Form z + y = Tz + v fiir ein T' € O(2) und ein v € R?
2 2

mochten wir C auf die Normalform Z—% — z—% = 1 mit Konstanten c;, co € R bringen. Dann
2

ist ersichtlich, dass C' eine Hyperbel %st.

a) Schreiben Sie F in die Form F(z) = x'Ax + blz mit einer symmetrischen Matrix
A € R?*? und einem Spaltenvektor b € R? um.

b) Finden Sie eine orthogonale Basiswechselmatrix S € O(2), so dass D = S*AS Diag-
onalgestalt hat und zeigen Sie, dass dann mit  — z = S’z die Gleichung von C in
2Dz +b'Sz = g iiberfiithrt wird.

c) Schreiben Sie die Gleichung 2Dz + b'Sz = g mittels quadratischer Ergénzung in die

Form (le;“)z — (ZQZQ’B)2

= 1 mit geeigneten Zahlen «, 3,c1,c2 € R um. Mit x — y =
1

2
Stz + () ist dann die Hauptachsentransformation vollzogen.

Aufgabe 2. (1+2+1 Punkte). Sei C eine Quadrik in R?, d.h. es gibt eine symmetrische
Matrix A € R?*2, einen Spaltenvektor b € R? und ein ¢ € R, so dass fiir ¢(z) :=

2t Az+2b'z+c die Gleichung C = {z € R? | g(x) = 0} gilt. So ein C' nennt man auch einen

Ab

bt c

wie in der Vorlesung. In dieser Aufgabe mo6chten wir untersuchen, ob der Kegelschnitt C

tatsichlich der Schnitt eines Doppelkegels in R? mit einer Ebene ist.

a) Fiir z € R3 sei Q(z) := 2'Ax. Zeigen Sie: C kann als Schnitt der Nullstellenmenge
von @ mit der Ebene {(x1,z2,73) € R® | 23 = 1} aufgefasst werden.

b) Zeigen Sie: Sind alle Eigenwerte von A ungleich Null und haben das gleiche Vorzeichen,
so gilt C = @.

c) Zeigen Sie: Ist rg A = 3 und C # &, so gibt es eine Matrix T' € O(3) und Zahlen «, 5 >
0, so dass fiir die orthogonale Transformation z — z = T'x des Koordinatensystems
gilt:

allgemeinen Kegelschnitt. Wir bezeichnen mit A = ( ) die zusammengesetzte Matrix

Q) =0 <= azl+ P25 — 22 =0.
Die Nullstellenmenge von @ ist also ein elliptischer Doppelkegel.

Aufgabe 3. (4 Punkte). (Erinnerung: In unserer Konvention haben Ringe immer ein
FEinselement und Ringhomomorphismen schicken das Finselement auf das Finselement.)
Sei R ein kommutativer Ring. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) R ist ein Korper.

(ii) R # 0 und jeder Ringhomomorphismus R — S in einen Ring S # 0 ist injektiv.
(iii) R besitzt genau zwei (verschiedene) Ideale.

Abgabe bis Freitag, 17. Juni 2022, 11 Uhr in die Zettelkésten vor dem Dekanat
(Mathematikon, INF 205, 1. Stock) oder online via MaMpf



