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Aufgabe 1 (Eigenschaften der Er(K)) Es sei K ein vollständiger, diskret bewerteter Körper und E eine
Elliptische Kurve über K, gegeben durch eine ganze Weierstraÿ-Gleichung, d.h. mit ai ∈ OK . Zeige:

(a) (Lemma 6.1) Ist P = (x, y) ∈ E(K) \ {O}, so gilt entweder v(x), v(y) ≥ 0 oder es gibt ein r ∈ N mit
v(x) = −2r, v(y) = −3r.

(b) (Lemma 6.6) Für r ∈ N gilt Er(K) = {(x, y) ∈ E(K) | v(x) ≤ −2r, v(y) ≤ −3r} ∪ {O}.

(c) (Lemma 6.12) Es gilt E1(K) = {P ∈ E(K) | P̃ = Õ}.

Bonusaufgabe 2 (Minimale Weierstraÿgleichung) Es sei p ≥ 5 und E eine Elliptische Kurve über Qp.

(a) Zeige, dass E eine minimale Weierstraÿgleichung der Form y2 = x3 + ax+ b mit a, b ∈ Zp hat.

(b) Formuliere Bedingungen an (die p-Bewertung von) a und b, sodass die Gleichung in (a) eine minimale
Weierstraÿ-Gleichung ist.

Aufgabe 3 (Reduktion und Basiswechsel) Es sei K/Qp ein lokaler Körper, π ein Uniformisierendes von K und
E/Qp eine Elliptische Kurve. Der Einfachheit wegen sei p ≥ 5. Zeige:

(a) Hat E/Qp gute Reduktion (bei p), so hat E/K gute Reduktion (bei π).

(b) Hat E/Qp multiplikative Reduktion (bei p), so hat E/K multiplikative Reduktion (bei π).

(c) Finde ein Beispiel, in welchem E/Qp additive Reduktion (bei p), aber E/K gute Reduktion (bei π) hat.
(In deinem Beispiel muss p in K/Qp verzweigen. Wieso?)

Aufgabe 4 (Singuläre Weierstraÿgleichung) Es sei K ein Körper mit char(K) 6= 2. Wir betrachten die über K
de�nierte singuläre Kurve (im P2)

E : y2 = x2(x+ 1).

(a) Bestimme für t ∈ K alle Schnittpunkte (mit Vielfachheit) der Geraden y = tx mit E.

(b) Finde eine rationale Abbildung P1 → E, t 7→ (ϕ(t), ψ(t)), die 0 und ∞ auf den singulären Punkt (0, 0) und
1 auf den Punkt O abbildet.

(c) Zeige damit Ens(K) ∼= K×. (Hinweis: Imitiere das Argument aus der Vorlesung für y2 = x3.)

Bonusaufgabe 5 (Reduktion) Es sei K ein vollständiger, diskret bewerteter Körper mit Restklassenkörper
k und E eine Elliptische Kurve über K, gegeben durch eine minimale Weierstraÿ-Gleichung. Zeige, dass die
Reduktionsabbildung

E(K) −→ Ẽns(k), P 7−→ P̃

surjektiv ist. (Hinweis: Hensels Lemma.)

Aufgabe 6 (Primzahlen schlechter Reduktion) Gegeben seien die folgenden Elliptischen Kurven E/Q. Bestimme
jeweils alle Primzahlen p, sodass E/Qp schlechte Reduktion hat.

(a) y2 + 27y = x3 − 9x2.

(b) y2 = x3 − 7x− 6.

(c) y2 = x3 + 16.


