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Gleichungen der Form

(1) v =2+ Ar+ B

fiir fest gewahlte A, B heifsen Elliptische Kurven. Sie tauchen oft ganz unverhofft auf, z.B. bei
der Frage, welche ganzen Zahlen genau zwischen einer Quadrat- und einer Kubikzahl liegenﬂ,
oder bei der Suche nach rationalen Zahlen, die als Flécheninhalt eines rechtwinkligen Drei-

ecks mit rationalen Seitenlingen auftreten kénnen | Heutzutage finden sie Anwendung in der
Kryptographie [5] und sind zum Beispiel auf dem Personalausweis gespeichert.

Elliptische Kurven sind deshalb so spannend, weil die Menge E(K) ihrer K-wertigen Punkte,
d.h. der (z,y) € K2, die erfiillen, eine abelsche Gruppe bilden: Wir addieren zwei Punkte,
indem wir die Gerade durch die beiden Punkte erneut mit F schneiden und den resultierenden
Schnittpunkt an der z-Achse spiegeln, siche Abbildung [I}

\. O

ABBILDUNG 1. Addition der Punkte P = (—1,1) und Q = (0,1) auf der Ellipti-
schen Kurve 3?2 = 23 —x + 1.

Der Satz von Mordell-Weil besagt, dass die Menge der rationalen Punkte F(Q) eine endlich
erzeugte abelsche Gruppe bildet. Um den Rang dieser Gruppe rankt sich eines der beriihmtesten
Probleme der Mathematik, die Vermutung von Birch-Swinnerton-Dyer.

In der Vorlesung werden Elliptische Kurven eingefiihrt und deren grundlegende Eigenschaften
studiert. Insbesondere das Verhalten von Gleichung modulo verschiedener Primzahlen wird
interessant werden. Auferdem betrachten wir die Kurve E iiber dem Korper Q, der p-adischen
Zahlen und finden Untergruppen

E(Qp) ) EO(QP) ) El(Qp) DI

Zum eingehenden Studium von E(Q,)/Eo(Q,) werden wir als Hohepunkt der Vorlesung das
Néron-Modell von E berechnen. Dabei wird es nétig sein, Gruppenschemata und allgemein Mo-
delle von Kurven wie iiber Ringen wie Z oder Z,, die selbst keine Korper sind, zu betrach-
ten. Dabei kommt eine bunte Mischung aus algebraisch-geometrischen und zahlentheoretischen
Konzepten zusammen, die wir am konkreten Beispiel der Elliptischen Kurven in Aktion sehen
werden.

'Die zugehorigen Gleichungen sind y? = z3 + 2.
2Man nennt solche Zahlen D kongruent. Hier spielt die Elliptische Kurve y? = 2% — D22 eine Rolle.



Vorkenntnisse: Algebraische Geometrie 1; Algebraische Zahlentheorie 1 (oder 2) ist ebenfalls
niitzlich. In den ersten Vorlesungen werden Themen behandelt, die im Seminar ,Elliptische
Kurven* im Wintersemester vorgekommen sind; wer dieses besucht hat, ist auf jeden Fall bestens
vorbereitet, aber dieses Wissen wird nicht vorausgesetzt.

Auch wenn man Algebraische Geometrie oder Zahlentheorie nicht gehort hat, eignet sich das
Thema sehr gut, um Einblicke in die beiden Gebiete zu erhalten, nur miissen dann gewisse
Resultate geglaubt oder nachgeholt werden. Auf die bestehenden Vorkenntnisse des Publikums
wird eingegangen werden.

Zeit und Raum: Montag 11-13 Uhr, voraussichtlich {iber Webex.

Literatur: Wir folgen zunéchst [3], bevor wir uns dem Schwerpunkt der Vorlesung [2, Ch. TV]
zuwenden. Zum Anregen des Appetits (und ohne Vorkenntnisse in algebraischer Geometrie) ist
[4] gut geeignet. Alle drei Biicher sind extrem gut geschrieben und zu empfehlen! [4] und [3]
sind online abrufbar iiber HEIDI.

Fiir die Néron-Modelle werden wir gelegentlich auch einen Blick in [1] werfen.
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