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Einfiihrung

Wir wollen den Begriff ,Elementartopos” erklaren. Dieser Begriff stellt eine Alternative zur
Mengenlehre als Fundament der Mathematik dar, gleichzeitig ist er allgemeiner als der iibli-
che Mengenbegriff. Ein Topos ist dabei einfach eine Kategorie, die unter bestimmten Gesichts-
punkten dhnlich zur Kategorie der Mengen ist, und zwar in dem Sinne, dass in ihr bestimmte
Konstruktionen moglich sind, die auch in der Kategorie der Mengen funktionieren. Die Kate-
gorie der Mengen selbst ist natiirlich das naheliegendste Beispiel fiir einen solchen Topos und
soll uns bei der Entwicklung des Begriffs auch leiten, aber wir werden auch andere Beispie-
le fiir Topoi sehen. Es soll an dieser Stelle betont werden, dass die Definition einer Kategorie
ohne Mengenlehre formuliert werden kann. Da die Definition eines Elementartopos’ auch kei-
ne Mengen benétigt, wird es dadurch méglich, die Mengenlehre durch die Topostheorie zu
ersetzen.

In diesem Aufschrieb werden terminale Objekte stets mit 1 bezeichnet. Den eindeutigen Pfeil
von einem Objekt X in das Terminalobjekt bezeichnen wir mit !x , manchmal auch nur mit !.

Dieser Text orientiert sich tiber weite Strecken an [MMgz2].

Pullbacks

Im Folgenden wird das Faserprodukt (Pullback) eine wichtige Rolle spielen, deswegen sollen
hier noch einmal einige seiner Eigenschaften aufgefithrt werden. Ein Pullback ist der Limes
eines Diagramms der Form e — e < e: Gegeben zwei Morphismen f: A— X,g: B—— X
erhalten wir ein kommutatives Diagramm




das unter solchen Diagrammen universell ist: zu jedem weiteren solchen Diagramm
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gibt es genau einen Pfeil h: Q —— P mit fy = f’ohund gg = ¢’ oh. In dieser Situation nennen
wir f’ das Pullback von f an g und ¢’ das Pullback von g an f. Dabei bleiben Monomorphismen
erhalten, d.h. wenn f ein Monomorphismus ist, ist f” auch einer; dies soll hier nicht bewiesen
werden.

Beispiel 1: In Set ist das Faserprodukt zweier Abbildungen f: A— X, g: B—— X iso-
morph zu der Menge
{(a,b) € Ax B: f(a) = g(b)}.

Wenn insbesondere B eine Teilmenge von X ist und g die Inklusion, so ist das Faserprodukt
{(a,b) e AX B: f(a) =b} ={(a,f(a)) e Ax X : f(a) € B}

isomorph zum Urbild von B € X unter f in A und das Pullback der Inklusion an f ist die
Inklusion des Urbildes f~!(B) < A. Insbesondere ist er wieder eine Inklusion, also ein Mo-
nomorphismus.

Es sei darauf hingewiesen, dass in einer Kategorie mit Terminalobjekt 1 Produkt und Equa-
lizer Spezialfille des Faserprodukts sind. Das Produkt A X B ist das Faserprodukt von A —
1 —— B.Fiir den Equalizer zweier Pfeile f, g: A =3 B betrachten wir das Produkt B X B. Dieses
liefert uns zwei Pfeile

A B
f | id | id
' (f.9) ' A :

<  BxB——— 3B, B BxB— 3

némlich (f, g): A—— B X Bund die Diagonale A: B—— B X B. Das Faserprodukt davon ist
der Equalizer von f und g:

foe:goe

E B

e BA
ALBXB.

Also ist eine Kategorie bereits endlich vollstindig, wenn es in ihr ein Terminalobjekt und alle
Faserprodukte gibt.



Unterobjekte

Ein Unterobjekt eines Objektes X in unserer Kategorie soll so etwas dhnliches sein wie eine
Teilmenge in der Kategorie der Mengen. Fiir jede Teilmenge haben wir die Inklusion als Mono-
morphismus in unser Objekt, aber wenn wir als Unterobjekte alle Monomorphismen nach X
nehmen wiirden, hitten wir zu viele. Deswegen benétigen wir noch eine Aquivalenzrelation.

Definition 2: Es sei C eine Kategorie und X ein Objekt darin. Wir nennen zwei Monomorphis-
men f: A<~—— X und ¢g: B <~—— X aquivalent, wenn es einen Isomorphismus h: A —~— B

gibt, sodass das Diagramm
\) /g

kommutiert. Eine solche Aquivalenzklasse von Monomorphismen nach X nennen wir ein Un-
terobjekt von X. Manchmal sagen wir auch ungenau, A oder f sei ein Unterobjekt von X. Die
Klasse aller Unterobjekte von X bezeichnen wir mit Sub; (X ). Wenn Sub (X) fiir jedes Objekt
X von C eine Menge ist, dann heif3t die Kategorie C well-powered.

h
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Beispiel 3: Betrachten wir zunichst die vertraute Kategorie Set. Wenn wir zwei Teilmengen
A, B C X haben und i bzw. j die jeweiligen Inklusionen sind, dann sagt die Aquivalenzrelation
gerade: i und j sind genau dann dquivalent, wenn es eine Bijektion h : A —— B gibt mitioh = j,
aber da i und j Inklusionen sind, heif3t das, fiir alle a € A gilt h(a) = i(h(a)) = j(a) = a. Also
mussen A und B in Wahrheit die gleiche Teilmenge sein und A = id,. Wir bekommen als
Unterobjekte also wirklich die Teilmengen.

Als weiteres Beispiel betrachten wir eine geordnete Menge (M, <) als Ordnungskategorie.
Weil es dort zwischen zwei Objekten hochstens einen Pfeil gibt, sind alle Pfeile Monomorphis-
men und a —— b genau dann, wenn a = b (wegen Reflexivitit und Antisymmetrie). Also sind
die Unterobjekte eines x € M alle y € M mit y < x.

Diese Kategorien sind also well-powered.

Wenn die Kategorie C well-powered ist, konnen wir Subi(—) auffassen als eine Abbil-
dung von C nach Set. Wir méchten diese zu einem kontravarianten Funktor machen. Sei dazu
f: A—— B ein Morphismus in C. Wir miissen dann einem Unterobjekt von B eines von A
zuordnen. Dazu wihlen wir einen Monomorphismus m: U —— B und betrachten das Faser-
produkt

’
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Da Pullback Monomorphismen erhélt, bekommen wir so ein Unterobjekt von A: das Pullback
von m an f. Wir setzen also Subi(f)(m) = m’. Das ist wohldefiniert und definiert einen
kontravarianten Funktor.



Definition 4: Der eben definierte Funktor

Subgs(—): CP —— Set

von einer well-powered Kategorie C nach Set heif3t Unterobjektfunktor.

Da dies ein mengenwertiger Funktor ist, stellt sich die Frage, wann dieser darstellbar ist. Dies
wollen wir im néchsten Abschnitt untersuchen.

Unterobjektklassifikatoren

Wir lassen uns wieder von der Kategorie der Mengen leiten. Dort kénnen wir ein Unterobjekt,
also eine Teilmenge, auffassen als Aquivalenzklasse von Monomorphismen. Wir haben aber
auch eine andere Beschreibung. Sei {2} = {0, 1}. Fiir Mengen S C X ist die charakteristische
Funktion von S definiert durch

1, x€8,

X —Q, X —
As {O, x ¢&S.

Aus dieser Funktion kénnen wir die Teilmenge S wieder zuriickgewinnen: Sie ist namlich ge-
rade das Urbild von {1} C €2 unter ys. Anders ausgedriickt: Wir haben ein Pullback
{1}

[ ]

und wir bekommen die Inklusion S «—— X als Pullback der Inklusion {1} «—— €2 an der cha-
rakteristischen Funktion ys.

Man kann in dieser Situation die Elemente 0 und 1 von € als ”*wahr” und *‘falsch™ inter-
pretieren; {1} ist das Terminalobjekt in der Kategorie der Mengen und der Monomorphismus
{1} —— Q) bildet das eine Element im Terminalobjekt auf "*wahr” ab. Diese Situation kann
man nun auf allgemeinere Kategorien iibertragen.

bl

Definition 5: Es sei C eine endlich vollstandige Kategorie. Ein Unterobjektklassifikator ist ein
Monomorphismus
true: 1 —— Q

vom Terminalobjekt in ein Objekt €2, sodass es fiir alle Monomorphismen S —— X in C genau
einen Pfeil y: X —— € gibt, durch den

S—mm1

-



ein Pullback ist. Das Objekt € sind die Wahrheitswerte in C, y heif3t charakteristische Funktion
von S.

Beispiele fiir Unterobjektklassifikatoren sind im letzten Abschnitt zu finden. Der folgende
Satz sagt uns, wann ein Unterobjektklassifikator existiert.

Satz 6: Es sei C eine endlich vollstidndige, well-powered Kategorie. Dann hat C genau dann einen
Unterobjektklassifikator, wenn der Unterobjektfunktor darstellbar ist. Das darstellende Objekt ist
in diesem Fall das Wahrheitswerte-Objekt €2, wir haben also eine natiirliche Aquivalenz

0: Subs(—) —— Homg (-, ).

Beweis: Sei zunichst ein Unterobjektklassifikator true: 1 — (2 gegeben. Dieser liefert uns
nach Definition fir jeden Monomorphismus m: S —— X eine charakteristische Funktion ys €
Hom (X, 2). Wir definieren 0 durch 0x (m) = ys und erhalten so eine wohldefinierte Zuord-
nung Subs(X) — Home (X, Q). Diese ist surjektiv, denn wenn wir eine charakteristische
Funktion X — () gegeben haben, bekommen wir durch Pullback an true (*‘Urbild”’) ein Un-
terobjekt von X. Wenn zwei Unterobjekte dieselbe charakteristische Funktion haben, so sind
sie beide isomorph zum Pullback dieser Funktion an true, und dieser Isomorphismus kommu-
tiert mit den Monomorphismen der Unterobjekte, sodass sie in der gleichen Aquivalenzklasse
liegen, also die Unterobjekte gleich sind. Also ist die Abbildung auch injektiv. Es bleibt die
Natirlichkeit von 0 zu zeigen; darauf soll hier verzichtet werden.
Sei nun umgekehrt Sub, (—) darstellbar durch €2, also fiir jedes Objekt X eine Bijektion

Ox : Subp(X) —— Homg (X, Q)

gegeben, die natiirlich in X ist. Setze
to = 05" (idg): Qo — Q.

Seim: § —— X ein Monomorphismus. Wir bekommen dann einen Pfeil ys = 0x (m): X — 2
als Kandidat fiir die charakteristische Funktion des zugehorigen Unterobjekts. Da 0x natiirlich

ist, kommutiert

Subg(2) — 22

Hom (2, Q2)

Subc (xs) —oxXs

0x

Subs (X) —— Hom (X, Q).

Hier schauen wir uns links oben )y an, was wir via g als Unterobjekt von {2 auffassen kon-
nen. Wir gehen nach rechts: dann wird 2y von 6q auf idg, abgebildet. Gehen wir weiter nach
unten: aus idg, erhalten wir ys. Nun gehen wir nach links: dann liefert uns 9)_(1 unser ur-
spriingliches Unterobjekt m (bzw. S) zuriick. Wegen der Kommutativitat des Diagramms gilt



also m = Subc (xs)(£20). Nach Definition des Funktors Sub, (—) auf den Morphismen ist also
m das Pullback von ty an ys:

Das obige Diagramm wird also bei gegebenem m: S —— X durch ys zu einem Pullback, und
da 0x eine Bijektion ist, ist ys auch eindeutig bestimmt. Wenn wir noch zeigen, dass {2 ein
terminales Objekt in C ist, erfillt ty die Defintion eines Unterobjektklassifikators, und ys ist
tatsachlich die gesuchte charakteristische Funktion.

Dazu wihlen wir S = X und m = idyx und betrachten zwei Pfeile ¢1, ¢2: X — €. Unser
Pullback-Diagramm wird dann zu

(fur i = 1, 2). Der untere Pfeil ist allerdings eindeutig bestimmt, denn er ist in beiden Féllen
gleich O (idy ). Wir erhalten also tg o ¢1 = ty o ¢h2, und da o ein Monomorphismus ist, folgt
¢1 = ¢o. Also ist g terminal, und das beendet den Beweis. m]

Bemerkung 7: Wir sehen, dass die Wahrheitswerte €2 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
sind, wenn sie existieren: denn (2 ist darstellendes Objekt fiir einen Funktor.

Exponentiale

Wieder schauen wir uns zunéchst die Situation in der Kategorie der Mengen an. Fiir zwei Men-
gen X, Y bilden alle Abbildungen X —— Y wieder eine Menge, also ein Objekt der Kategorie,
niamlich Homg,, (X, Y). Dieses wird iiblicherweise als YX bezeichnet. Wie kénnen wir das fiir
allgemeinere Kategorien nachbauen?

Nehmen wir uns eine weitere Menge Z her. Es gibt dann eine Bijektion

6: Hom(Z x X,Y) ——  Hom(Z,Y%) (%)

f | [z [x F— f(z.%)]]
[(z,x) — (9(2))(x)] — g

Hierdurch ist das Objekt Y bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt: denn wenn wir Z = 1
setzen, bekommen wir

Y* -~ Hom(1,Y*) =~ Hom(1l x X,Y) —~— Hom(X,Y).



Die Bijektion @ ist ferner natiirlich in X, Y und Z. Also bedeutet das nichts anderes als: (—)*
ist rechtsadjungiert zu — X X : Set —— Set. Das konnen wir als Definition benutzen.

Definition 8: Es sei C eine endlich vollstandige Kategorie und X ein Objekt darin. Wenn der
Funktor
-XX: C—C,Y— X XY

einen rechtsadjungierten Funktor hat, so sagen wir, es gibt in C Exponentiale fir X. Wir schrei-
ben den rechtsadjungierten Funktor

(—)X: C—0C, Z+—Z%.

Wenn dies fiir alle Objekte X in C funktioniert, sagen wir, dass es in C Exponentiale schlechthin
gibt.

Wenn eine Kategorie ein Terminalobjekt, endliche Produkte und Exponentiale hat, dann
heif3t sie kartesisch abgeschlossen.

Wir setzen nun in (x) Z = YX . Sei e = 07! (idy x ) das der Identitit zugeordnete Element. e
heif3t Auswertung. In Set ist das die Abbildung

e: YXxX—Y, (f.x)— f(x).

Dies ist gerade die Koeinheit der Adjunktion () an der Stelle Y.
Der folgende Satz liefert uns eine grofie Klasse von Beispielen fiir Kategorien, in denen es
Exponentiale gibt.

Satz 9: Es sei C eine kleine Kategorie. Dann ist die Funktorkategorie Func(C°P, Set) kartesisch
abgeschlossen.

Beweisskizze: Es seien P, Q: C°°P —— Set zwei Funktoren. Wir schreiben zur besseren Unter-
scheidung Nat(P, Q) fir die Morphismenmengen in der Funktorkategorie (also die natiirli-
chen Transformationen), wahrend wir die Morphismen in C zwischen A und B weiterhin als
Hom, (A, B) bezeichnen.

Zuerst zeigen wir, dass es in Func(C°P, Set) endliche Produkte gibt. Wir kénnen das Produkt
von P und Q einfach komponentenweise definieren: (P x Q)(X) = P(X) x Q(X). Die univer-
selle Eigenschaft des Produkts in C tibertragt sich dann direkt auf die Funktoren, darauf soll
hier nicht genauer eingegangen werden.

Nun zeigen wir die Existenz von Exponentialen. Wir nehmen zunéchst einmal an, dass wir
bereits ein Exponential QF haben. Das heifit also, fiir jeden weiteren Funktor R: C°° —— Set
gilt Nat(R x P,Q) —~— Nat(R, QF). Wenn nun speziell R ein darstellbarer Funktor ist, also
R —=— Hom¢ (-, C) fiir ein Objekt C aus C gilt, bekommen wir mit dem Yoneda-Lemma

0F () = Nat(Hom¢ (-, C), 0F) == Nat(Homg (-, C) x P,Q).
Dies nehmen wir zum Anlass, Q durch

QF: C® — Set, QF(C) = Nat(Hom(—,C) x P,Q) O



zu definieren. Nun bleibt nachzuweisen, dass dieser Funktor die Eigenschaften eines Exponen-
tials erfiillt; darauf soll hier verzichtet werden. Der vollstindige Beweis findet sich in [MMo2,

S. 46/47].

Definition und Eigenschaften von Topoi

Nun kénnen wir endlich definieren, was ein Topos sein soll.
Definition 10: Eine Kategorie C ist ein Elementartopos, wenn sie endlich vollstandig ist, sie

einen Unterobjektklassifikator besitzt und in ihr alle Exponentiale existieren.

Wenn Topoi einen Ersatz fiir die Mengenlehre liefern sollen, muss es moglich sein, sie zu de-
finieren, ohne auf die Mengenlehre zuriickzugreifen. In diesem Fall bedeutet das, dass wir nicht
von Mengen wie Hom, (X, Y) oder Subp (X) sprechen diirfen, und der Begriff der Bijektion
steht auch nicht zur Verfiigung. Wir haben aber die folgende dquivalente Definition:

Definition 11: Ein Elementartopos ist eine Kategorie C mit
« einem Terminalobjekt 1
+ Pullback fiir alle Diagramme X — A«+——Y

« einem Objekt €2 und einem Monomorphismus true: 1 «—— (), sodass fiir jeden Mono-
morphismus m: S —— X genau ein Pfeil y: X —— € existiert, durch den das folgende
Diagramm ein Pullback wird:

« zu je zwei Objekten X, Y einem Objekt YX und einem Pfeil e: YX x X —— Y, sodass es
fiir jedes weitere Objekt Z und jeden Pfeil h: Z X X —— Y genau einen Pfeil f: Z —
YX gibt, mit dem das folgende Diagramm kommutiert:

ZxX

f dex

YX x X



Die beiden ersten Punkte stellen sicher, dass die Kategorie endlich vollstidndig ist. Der dritte
Punkt ist gerade die Definition eines Unterobjektklassifikators — wie wir sehen, kommt sie ohne
Mengen aus. SchlieBlich muss noch die Adjunktion (x) gefordert werden: Dazu wurde die Bi-
jektion der Morphismenmengen ersetzt durch die Existenz der Koeinheit, also der Auswertung
e, und ihrer universellen Eigenschaft; dies ist der letzte Punkt.

Wir wollen nun noch einige Eigenschaften von Topoi genauer untersuchen, wobei wir wie-
der die Analogie zu der Kategorie der Mengen betonen. Wenn wir Mengen betrachten, spielen
natirlich ihre Elemente eine wichtige Rolle. In Set ist ein Element einer Menge M im Prinzip
nichts anderes als eine Abbildung 1 —— M, und dies kénnen wir etwas allgemeiner auch in
den Elementartopoi definieren. Auflerdem haben wir in Set fiir jede Menge M die Potenzmenge
P (M), die alle Teilmengen enthalt. Fir solche Teilmengen haben wir jeweils eine charakteris-
tische Funktion M —— 2, und umgekehrt definiert jede Funktion M —— (2 eine Teilmenge
von M, ndmlich das Urbild von ”*wahr”. Wir kénnen uns die Potenzmenge also vorstellen als
Menge aller Abbildungen von M nach {2, und das nehmen wir auch als Definition des Potenz-
objektes in unseren Topoi.

Definition 12: Es sei C ein Topos und X ein Objekt darin.

« Ein verallgemeinertes Element von X (iiber A) ist ein Morphismus A —— X. Wenn A = 1
ist, sprechen wir von einem globalen Element von X.

« Das Potenzobjekt von X ist definiert als das Exponential P(X) = QX.
« Ein Prddikat auf X ist ein Morphismus X —— Q.

Wenn wir zwei verallgemeinerte Elemente x: A—— X und y: A—— Y iiber A von zwei
Objekten X und Y haben, kénnen wir das geordnete Tupel (x, y) definieren: wir betrachten
das Produkt X X Y

A
(x,y)

v
X XY

X Ty

X Y

und sehen, dass seine universelle Eigenschaft uns (x, y) als verallgemeinertes Element des Pro-
duktes X X Y tber A liefert. Analog konnen wir fir jedes n € N geordnete n-Tupel definieren.

Ein Pradikat auf einem Objekt X koénnen wir uns vorstellen als eine Eigenschaft, die ein
(verallgemeinertes) Element von X haben kann oder nicht. In Set ist ein Pradikat ja gerade eine
Abbildung, die den Elementen entweder "*wahr” oder "*falsch™ zuordnet. Fir jedes Objekt X
bekommen wir ein ausgezeichnetes Pridikat truey : X —— 2 durch die Komposition

X 1m0

Wir sagen dann, dass ein verallgemeinertes Element x: A —— X die Eigenschaft p: X — Q)
hat, wenn p o x = true 4. Die Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion in der Definition
des Unterobjektklassifikators zeigt, dass zwei Priadikate auf X genau dann tibereinstimmen,
wenn sie fiir dieselben (verallgemeinerten) Elemente von X wahr sind.



Als Beispiel betrachten wir ein Unterobjekt m: S —— X unseres Objektes X und ein verall-

3¢,

1st

5

gemeinertes Element x: A—— X von X. Wann x auch ein Element von S? Wir bekom-

men in dieser Situation ein Pullback-Diagramm

Dass wir durch x auch ein verallgemeinertes Element von S bekommen, bedeutet nun nichts
anderes, als dass x iiber S faktorisiert, also der Pfeil mit dem Fragezeichen existiert, und dass
passiert wegen der universellen Eigenschaft des Faserprodukts genau dann, wenn

Xs ©x = truey.

Fiir Unterobjekte unseres Objekts X haben wir nun verschiedene Beschreibungsméglichkei-
ten: Wegen X —— X X 1 haben wir Isomorphismen

Sube (X) —— Homg (X, Q) —~— Homg (X x1,Q) — Homg(1,2*) == Hom¢ (1, P(X)).

Wir koénnen ein Unterobjekt also wahlweise als (Aquivalenzklasse eines) Monomorphismus
m: S —— X oder als charakteristische Funktion ys: X —— ) oder auch als globales Element
s: 1 —— P(X) des Potenzobjektes auffassen. Man sagt dann, s ist der Name von m (oder S).

Wir definieren nun fiir ein beliebiges Objekt X unseres Topos’ ein weiteres Pradikat, das
Element-Pradikat € x . Dazu betrachten wir erneut die Adjunktion ()

Hom(Z x X,Y) —~— Hom(Z,YX)
und setzen Y = Q und Z = P(X), damit erhalten wir
Hom(P(X) x X, ) —— Hom(P(X),P(X)).

Wir definieren dann €x als den Morphismus auf der linken Seite, der zu idp (x) gehort - das
ist einfach die Koeinheit der oberen Adjunktion in einer etwas spezielleren Situation. Was sagt
uns nun ihre universelle Eigenschaft? Aus dem letzten Punkt in Definition 11 bekommen wir:
fir jeden Pfeil f: B x X — Qin C gibt es genau ein g: B—— P(X), sodass

Bx X
P(X)x X Q
€x

10



kommutiert. Wir wollen nun ein Unterobjekt von X betrachten, es sei durch seine charakteris-
tische Funktion y: X —— (2 gegeben. Mit B = 1 und f = y bekommen wir dann genau ein
s: 1 — P(X), sodass

Q

€x

kommutiert. Wir nehmen uns nun ein verallgemeinertes Element x: A—— X von X tber A
her und bauen es in unser Diagramm so ein:

idl Xx

1xX 1xA
indXh X htfuﬁxA
P(X)x X Q.
€x

Daran kénnen wir ablesen, dass €x o s X x = true;y 4 genau dann gilt, wenn y o x = true ,,
also wenn x in dem Unterobjekt mit charakteristischer Funktion y und Namen s liegt. Das
rechtfertigt den Namen ”‘Element-Pradikat™.

SchlieBlich wollen wir noch das Pradikat der Gleichheit auf X fiir ein Objekt X unseres Topos’
definieren; dieses ist ein Pradikat auf dem Produkt X X X. Dazu betrachten wir die Diagonale
Ax: X —— X X X. Das ist ein Monomorphismus (das zeigt die universelle Eigenschaft des
Produkts), und wir konnen die zugehorige charakteristische Funktion §x betrachten:

X 1
{AX {true
S
X XX ----- Q.

Wir nehmen uns nun zwei verallgemeinerte Elemente x, y: A —— X.Das Tupel (x, y) ist dann
ein verallgemeinertes Element von X X X, das wir in unser Diagramm einzeichnen kénnen:

thrue

11



Die Pullback-Eigenschaft sagt dann: es gilt dx o (x,y) = true, genau dann, wenn der Pfeil
mit dem Fragezeichen existiert. Die definierenden Diagramme fiir A x und (x, y) konnen wir
kombinieren in dem kommutativen Diagramm

A

(x,9y)

X

id id

|
|
|
N3
X
i
P Ax
|
X

in dem die gestrichelten Pfeile jeweils eindeutig sind. Hier sehen wir: Wenn der Pfeil mit Fra-
gezeichen existiert, muss er also sowohl gleich x als auch gleich y sein, also muss x = y gelten;
umgekehrt existiert der Pfeil offensichtlich, wenn x = y ist. Wir haben also

Ox o(x,y) =true, & x=uy,

und dx ist so etwas wie ein Kronecker-Delta fiir X.
Die Bijektion Hom(X x X, Q) —— Hom(X, P (X)) liefert uns einen zu §x gehdrenden Pfeil

{}x: X— P(X).

Diesen nennen wir den Singleton-Pfeil fir X. Die universelle Eigenschaft von €x sagt €x
o ({-}x X idy) = dx. Wenn wir auf beiden Seiten zuerst (x, y) ausfithren, bekommen wir

€x o ({}x ox,y) = dx o (x,y),

also gilt ex o ({-}x ox,y) = true, genau dann, wenn x = y. Also ist {-} x ox ein Unterobjekt
von X, dessen einziges Element (verallgemeinert, iiber A) x ist.

Viele Aussagen, die uns von den Mengen her vertraut sind, gelten auch in Elementartopoi.
Zum Abschluss haben wir noch einen netten Satz iiber unsere Topoi, der ein Beispiel fiir eine
solche Aussage ist.

Satz 13: In einem Topos ist ein Pfeil, der ein Monomorphismus und ein Epimorphismus ist, bereits
ein Isomorphismus.

Beweis: Seim: S —— X ein Monomorphismus. Wir betrachten das zugehéorige Pullback-Diagramm
mit dem Unterobjektklassifikator:

12



Vorsicht: dieses Diagramm kommoutiert nur ohne den gestrichelten Pfeil! Da 1 terminal ist, gilt
aber lxy om = !5 und damit truey, o m = true o !x om = true o lg = y o m (die letzte
Gleichheit gilt, da das Viereck kommutiert). Die universelle Eigenschaft des Faserprodukts sagt
in dieser Situation gerade, dass m der Equalizer von truey und y ist. Wenn nun m auch ein
Epimorphismus ist, folgt trueyx = y, und m ist der Equalizer zweier gleicher Pfeile. Dann muss
er aber ein Isomorphismus sein, denn auch X mit dem Pfeil idy ist ein Equalizer. O

Beispiele fiir Topoi

Zum Abschluss soll eine kleine Liste von Kategorien aufgefiihrt werden, die alle Elementartopoi
sind. Weitere Beispiele finden sich in [MMog2], Kap. I §1.

(a) Set: die Kategorie der Mengen

(b) Set™ fiir eine natiirliche Zahl n € N: das seien alle n-Tupel von Mengen als Objekte und
n-Tupel von Abbildungen als Morphismen zwischen diesen

(c) M-Set fiir ein festes Monoid M: die Objekte hier seien Mengen mit einer Operation von
M und die Morphismen Abbildungen zwischen diesen, die mit der Aktion vertraglich
sind; das soll heiflen, dass fir f: A—— B,allea € Aundm € M gilt f(m-a) = m- f(a)

(d) Set"': die Objekte hier sind Folgen

x, I x, P X3 f3

von Mengen mit Abbildungen zwischen diesen und die Morphismen zwischen zwei sol-
chen Folgen (X}, fn)nen und (Yy,, gn)nen sind Familien von Abbildungen (¢, : X, —
Yy, )nen, sodass das Diagramm

Xy fi X f2 X f3
h $1 ‘ P2 ‘ #3
Yl g1 Y2 g2 Y3 93

kommutiert.

(e) FinSet: die Kategorie der endlichen Mengen

Wir wollen uns iiberlegen, warum hier jeweils ein Elementartopos vorliegt. Es ist klar, dass
die letzte Kategorie ein Topos ist, wenn die erste einer ist, also lassen wir diese bei unseren
Uberlegungen aufen vor. Fiir die iibrigen Kategorien stellen wir fest, dass sie Spezialfalle einer
Funktorkategorie Func(C°P, Set) fiir die folgenden Wahlen von C sind:

(a) Kategorie mit nur einem Objekt und einem Pfeil, der Identit4t
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(b) Kategorie mit genau n Objekten und nur den jeweiligen Identitéiten als Pfeilen

(c) Kategorie mit nur einem Objekt und einem Pfeil fiir jedes Monoidelement; die Kompo-
sition der Pfeile sei durch die Verkniipfung im Monoid gegeben

(d) Die geordnete Menge (N, >) als Ordnungskategorie

Wie wir bereits gesehen haben, gibt es in Set beliebige Faserprodukte. Dies konnen wir auf
eine beliebige Funktorkategorie Func(C°P, Set) iibertragen, indem wir das Faserprodukt zweier
Funktoren ”‘punktweise” definieren: fiir Funktoren F, G, Z von C°P nach Set und natiirliche
Transformationen a: F —— Z, f: G—— Z definieren wir das Faserprodukt P als den Funk-
tor C°°? —— Set, der ein Objekt C auf das Faserprodukt der Pfeile ac: F(C) — Z(C) und
Pc: G(C) —— Z(C) in Set abbildet.

Wir haben jeweils die folgenden Terminalobjekte in unseren Kategorien:

(a) Eine einpunktige Menge {*}
(b) Das n-Tupel von einpunktigen Mengen ({*}, ..., {*})

(c) Die einpunktige Menge {*} mit der einzig moglichen Operation von M darauf

(d) Die Folge {*} {x} {*} .-+ mit den einzig moglichen Abbildungen da-
zwischen

Unsere Kategorien sind also alle endlich vollstdndig. Die Existenz von Exponentialen sichert
uns Satz 9. Interessant wird es noch einmal bei den Unterobjektklassifikatoren. Hier haben wir:

(a) In Set gibt es zwei mogliche Wahrheitswerte 0 und 1 und man kann
true: x — Q= {0,1}, x——1
wiahlen.
(b) In Set" haben wir 2" mogliche Wahrheitswerte: Q = ({0,1},...,{0,1}) und

true: 1 — Q, (%,...,%)— (1,...,1)

(c) Ein Unterobjekt von einem Objekt X in M-Set ist eine Teilmenge S C X, die unter der
Operation abgeschlossen ist: fiir alle m € M, s € Smuss m -s € S gelten. Da M aber
nur ein Monoid ist, muss das Komplement X \ S nicht unbedingt auch abgeschlossen
unter der Operation sein, also brauchen wir mehr als zwei Wahrheitswerte. Wir kénnen
eine Funktion ys definieren durch ys(x) = {l € M | I -x € S} fir x € X. Die
Menge L = ys(x) ist ein Linksideal von M, das heifit eine Teilmenge, die M - L C L
erfiillt. Wir definieren nun (2 als die Menge aller Linksideale von M mit der Operation
m-L={keM|k-melL}firme MundL € 2. Damit ist ys eine Abbildung von X
nach 2, und S ist das Urbild des Linksideals M. Wenn wir nun also

true: {x} — Q, *— M

definieren, haben wir einen Unterobjektklassifikator gefunden.
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(d) In Set" ist ein Unterobjekt von (X,, f,) eine Folge (S,, gn) von Teilmengen S, C X,
und Abbildungen g, = fyls, (jeweils fiir n € N). Wir setzen hier Q = (NU {0}, 7) e,
wobei 7 durch 7(1) = 1, 7(n) = n—1furn > 1 und 7(c0) = oo definiert sein soll. Fir
unser Unterobjekt definieren wir

Xt Xk — NU {0}, x —— min{n € N | frin-1(fetn-2(- - fie(x)...)) € Skqn-1}
und bekommen so einen Morphismus y: (X, fn)neny —— € (hierbei soll min @ = oo

gelten). Man kann sich iiberlegen, dass dies einen Unterobjektklassifikator fiir Set' de-
finiert.
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