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Vorwort

Die Zahlentheorie stellt jeden, der sich mit ihr beschéftigt, vor enorme Herausforderungen:
Obwohl die urspriinglich zu untersuchenden Objekte — ganze Zahlen - so simpel erschei-
nen, verbergen sich hinter ihnen und den Mitteln, mit denen man ihr Verhalten zu beschrei-
ben versucht, Strukturen von ungeahnter Komplexitit, deren Eigenschaften auf den ersten
Blick mitunter einer verbliiffenden Regellosigkeit, ja fast Willkiir, zu unterliegen scheinen,
obwohl die ganzen Zahlen doch so regelmaflig gebaut sind. Umso faszinierender sind vor
diesem Hintergrund Vermutungen oder gar Ergebnisse, die ein solches Verhalten zu erkli-
ren versuchen. Die Iwasawa-Theorie mochte fiir gewisse zahlentheoretische Phanomene
genau solche Erklarungen liefern und diesen damit eine konzeptionelle Grundlage geben.

Die arithmetischen Objekte, die man hierbei studiert, sind im allgemeinsten Fall soge-
nannte Motive iiber algebraischen Zahlkorpern. Dieser Begriff wird an wenigen Stellen in
dieser Arbeit verwendet, ohne dass wir prazisieren, was genau darunter zu verstehen ist —
jedoch fallen z.B. solch interessante Objekte wie der Zahlkorper selbst oder elliptische Kur-
ven Uber diesem darunter. Einem solchen Motiv ordnet man nun eine gewisse Gruppe zu,
die wichtige Eigenschaften desselben beschreibt: im Falle eines Zahlkorpers ist dies seine
Idealklassengruppe, im Falle elliptischer Kurven die Selmer-Gruppe und in anderen Fal-
len entsprechende Verallgemeinerungen derselben. Aussagen iiber diese Gruppen liefern
Erkenntnisse tiber das Motiv und haben letztlich auch Auswirkungen auf diophantische
Probleme, daher ist man vorrangig daran interessiert, diese Gruppen zu beschreiben. Dies
ist im Allgemeinen jedoch ein sehr schwieriges Problem.

Iwasawa hatte dazu eine entscheidende Idee: Anstatt diese Motive iiber einem einzelnen
Zahlkorper zu betrachten, konnen wir ihr Verhalten in einem unendlichen Koérperturm stu-
dieren. Dies scheint auf den ersten Blick komplizierter zu sein, hat jedoch aus algebraischer
Sicht viele Vorteile und fithrt zu einer fruchtbaren Theorie. Die Gesamtheit der oben er-
wahnten Gruppen in dem Kérperturm wird dadurch zu einem Modul iiber einem gewissen
Ring, der Iwasawa-Algebra, und solche Moduln haben angenehmere Eigenschaften als die
entsprechenden Objekte fiir einen einzelnen Zahlkorper. Auf diesem Wege konnte Iwasa-
wa eine Reihe von Ergebnissen etwa tiber Idealklassengruppen in solchen Korpertiirmen
erzielen.

Ein anderer zentraler Untersuchungsgegenstand der Zahlentheorie sind L-Funktionen.
Man kann jedem Motiv mit einer einfachen Formel eine solche zuordnen — diese ist dann
(zunichst) einfach eine holomorphe Funktion in einem Teil der komplexen Zahlenebene.
Im Falle der Zahlkorper ist dies die Riemannsche oder Dedekindsche Zetafunktion, im Falle
elliptischer Kurven ihre Hasse-Weil-L-Funktion. Es wurde bereits frith erkannt, dass diese
Funktionen benutzt werden kénnen, um Aussagen iiber die oben erwéhnten Gruppen zu
treffen: So hat z.B. Kummer gezeigt, dass man durch Auswerten der Riemannschen Zeta-
funktion an gewissen Stellen entscheiden kann, welche Primzahlen die Klassenzahlen von
Kreisteilungskorpern teilen.



Vorwort

Dieser iiberraschende Zusammenhang lasst sich aus heutiger Sicht mit der Iwasawa-
Theorie erklaren. Sie bringt p-adische Analysis ins Spiel, um die L-Funktion eines Motivs in
ein p-adisches Objekt zu verwandeln, und durch eine sogenannte Hauptvermutung wird ein
Zusammenhang zwischen dieser p-adischen L-Funktion und dem oben erwahnten Modul
iiber der Iwasawa-Algebra ausgedriickt. Auf diese Weise wird ein Aspekt der gerne ge-
schriebenen Phrase, dass L-Funktionen ,arithmetische Informationen kodieren®, prazisiert.

In der klassischen Iwasawa-Theorie hat der erwahnte Korperturm stets eine abelsche Ga-
loisgruppe. Verzichtet man auf diese Bedingung, wird man zur nichtkommutativen Iwasawa-
Theorie gefiihrt, die in den letzten Jahren an Bedeutung gewonnen hat. Schon aus tech-
nischer Sicht ist die nichtkommutative Theorie komplizierter, und es war zunéchst nicht
klar, wie eine nichtkommutative Hauptvermutung formuliert werden sollte. Nachdem ent-
scheidende algebraische Resultate u.a. von Venjakob erzielt wurden, wurde eine solche fiir
elliptische Kurven von Coates, Fukaya, Kato, Sujatha und Venjakob aufgestellt. Die Kon-
struktion nichtkommutativer p-adischer L-Funktionen in diesem Rahmen ist gegenwiértig
im Allgemeinen noch ein offenes Problem.

In dieser Arbeit wird erklart, wie man die Arbeiten von Hida zu Familien von Modul-
formen und deren Verbindung zur Deformationstheorie benutzen kann, um p-adische L-
Funktionen zu solchen Familien (deren Konstruktion bereits bekannt ist!) als Funktionen auf
gewissen Galoisdarstellungen und damit als ,nichtkommutative p-adische L-Funktionen®
aufzufassen. Dazu verwenden wir sogenannte ,R = T“-Sitze tiber die Identifikation gewis-
ser Hecke-Algebren mit Deformationsringen, die von Mazur vermutet und in bestimmten
Fillen u.a. von Wiles als Teil seines Beweises von Fermats letztem Satz gezeigt wurden.
Die Funktionen, die wir dadurch bekommen, lassen sich leider nicht direkt mit einer nicht-
kommutativen p-adischen L-Funktion im oben erwéhnten Sinne vergleichen (ganz davon
abgesehen, dass die in den Formeln auftretenden Perioden einen solchen Vergleich ohne-
hin stark erschweren). Man konnte darauf hoffen, dass dies fiir p-adische L-Funktionen zu
Familien hoherdimensionaler automorpher Formen moglich ist (fiir solche ist in gewissen
Fillen ebenfalls eine Konstruktion bekannt). Hierauf kann in dieser Arbeit jedoch nicht
mehr eingegangen werden.
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Notationen und Konventionen

Es bezeichnen N, Z, Q, R, C, Z,, Q, jeweils die natiirlichen, ganzen, rationalen, reellen,
komplexen, p-adischen ganzen und p-adischen rationalen Zahlen. Die natiirlichen Zahlen
beginnen bei 1. Mit C;, bezeichnen wir die Vervollstindigung eines algebraischen Abschlus-
ses von Q),, was ein algebraisch abgeschlossener Korper ist, der algebraisch (aber nicht to-
pologisch) isomorph zu C ist [Was82, §5.1].

Alle Ringe haben eine 1 und Ringhomomorphismen seien stets unitir. Der Buchstabe p
steht, wenn er ohne weitere Erlauterung verwendet wird, stets fir eine beliebige Primzahl.
Mit ¢ bezeichnen wir ausschlie3lich die Eulersche ¢-Funktion.

Ein Zahlkorper ist eine endliche Erweiterung von . Wenn S eine endliche Menge von
Primstellen eines solchen Zahlkérpers K ist, bezeichnen wir mit K die maximale auflerhalb
von S unverzweigte Erweiterung von K. Mit A g bezeichnen wir den Adelring von K und
mit Ix seine Idelgruppe. Wenn v eine archimedische Stelle eines Zahlkorpers K ist und w
eine Fortsetzung auf eine Erweiterung L, definieren wir die Zerlegungsgruppe von w wie
tiblich als die Stabilisatorgruppe von w in Gal(L|K) und die Tragheitsgruppe als identisch
mit der Zerlegungsgruppe. Dadurch sehen wir v in der Erweiterung L|K als verzweigt an,
wenn v in K eine reelle Stelle ist, es aber in L eine Fortsetzung zu einer komplexen Stelle w
gibt.

Fur einen Korper K bezeichnen wir mit p(K) die Gruppe der Einheitswurzeln in K, al-
so die Torsionsgruppe von K. Fiir eine natiirliche Zahl n bezeichnen wir mit y,(K) die
Untergruppe der n-ten Einheitswurzeln und mit y,~ (K) die Gruppe der Einheitswurzeln,
deren Ordnung eine Potenz von n ist. Wenn klar ist, welcher Kérper gemeint ist, lassen wir
diesen auch weg.

Fiir jede Primzahl p bezeichnen wir mit | - |, den p-adischen Betrag auf Q,,, den wir stets
als durch |p|, = p~! normiert voraussetzen. Wenn K eine endliche Erweiterung von Q,
mit Ganzheitsring O ist, so heifit die Inklusion

wi: p(K) — O

der Teichmiiller-Charakter fur K. Mitunter bezeichnen wir diesen auch mit wp oder einfach
nur mit .

Fir den Ring der quadratischen Matrizen von Dimension n € IN mit Koeffizienten in
einem Ring R schreiben wir M,,(R), und GL,,(R) sei seine Einheitengruppe. Wenn in einer
Matrix eine Stelle freigelassen wird, so steht dies fiir eine 0, wahrend ein * fiir einen be-
liebigen Eintrag steht. Fiir einen geordneten kommutativen Ring R (z.B. einen Teilring von
RR) bezeichnen wir mit GL;; (R) die Untergruppe von GL,(R) der Matrizen mit positiver
Determinante.

Statt ,projektiver Limes® sagen wir meistens ,Limes“ und statt ,induktiver Limes“ sagen
wir ,,Kolimes®“. Wir schreiben hierfiir lim und colim.

Ein kompakter topologischer Raum muss nicht notwendig hausdorffsch sein.
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Notationen und Konventionen

Wenn G eine (méglicherweise topologische) Gruppe ist, bezeichnen wir mit G* die Abe-
lisierung von G. Damit meinen wir den Quotienten von G nach dem kleinsten Normalteiler,
der alle Kommutatoren enthilt, und im Falle einer topologischen Gruppe abgeschlossen ist.
Wenn R ein kommutativer Ring ist, schreiben wir Quot R fiir den totalen Quotientenring
von R, d.h. die Lokalisierung von R nach der Menge aller Nichtnullteiler (da Nullteiler keine
Einheiten sein konnen, ist das die gro3tmogliche Lokalisierung). Wenn R nullteilerfrei ist,
bezeichnet also Quot R seinen Quotientenkorper.

Wir benutzen die folgenden Kategorien:

Set
Top

grp
a6

Ring
Mod (R)
Alg (R)
Mod (G)

Func(C, D)

Kategorie der Mengen

Kategorie der topologischen Rdume

Kategorie der Gruppen

Kategorie der abelschen Gruppen

Kategorie der Ringe

Kategorie der Moduln tiber einem Ring R; stetige R-Moduln, falls R
ein topologischer Ring ist

Kategorie der R-Algebren fiir einen Ring R; stetige R-Algebren, falls
R ein topologischer Ring ist

Kategorie der abelschen Gruppen mit Operation einer Gruppe G (ste-
tig, falls G eine topologische Gruppe ist)

Kategorie von Funktoren zwischen zwei Kategorien C und D

Wenn wir einer dieser Kategorien ein ,, Fin“ voranstellen, meinen wir damit die volle Un-
terkategorie, deren Objekte endlich sind, soweit dies sinnvoll ist. So bezeichnet z.B. FinGrp
die Kategorie der endlichen Gruppen.
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I. Algebraische Grundlagen

Wir beginnen, indem wir verschiedene Grundlagen bereitstellen, die wir in den spateren
Kapiteln benotigen werden. Die einzelnen Abschnitte dieses Kapitels hingen meist nur lose
zusammen.

1. Proendliches

Eine proendliche Gruppe ist bekanntlich eine Gruppe, die (projektiver) Limes von endlichen
Gruppen ist. Eine analoge Definition kann man fiir topologische Raume, Ringe etc. machen.
All dies sind jedoch Spezialfille einer allgemeinen Konstruktion, die wir zu Beginn erklaren
wollen, um alle diese Definitionen unter einem gemeinsamen Dach zu versammeln.

Es sei dazu zunéachst eine proendliche Gruppe G gegeben, die wir als Limes

iel
von endlichen Gruppen G; schreiben, wobei i eine gerichtet geordnete Menge (I, <) durch-
lauft. Hierbei vereinbaren wir die Konvention, dass die Morphismen stets vom grofSeren
zum kleineren gehen, d.h. fiir i, j € I mit i < j gebe es ein zugehdriges f;;: G; — G;. Die
Zuordnung
l'}—>Gi, (IS]) +—’fij

konnen wir als Funktor I —— #inGrp sehen, wenn wir I als (kleine) Ordnungskategorie®
auffassen. Jeder Funktor von einer kleinen gerichteten Ordnungskategorie in die Kategorie
der endlichen Gruppen definiert auf diese Weise eine proendliche Gruppe, und umgekehrt
kann jede proendliche Gruppe durch einen solchen Funktor beschrieben werden (der jedoch
nicht eindeutig ist).

Wir nehmen uns nun eine weitere proendliche Gruppe

H = lim H,
jel

und betrachten einen stetigen Gruppenhomomorphismus ¢: G —— H. Durch Verkettung
mit den Projektionen 7;: H —— H; bekommen wir aus ¢ eine Familie von stetigen Homo-
morphismen
(pj: G— Hj)jes € | | Hom(G, Hy),
jeJ

! Die Eigenschaft, dass die geordnete Menge I gerichtet geordnet ist, wird fiir die zugehorige Ordnungskategorie
in der Literatur meist als ,filternd“ (engl. ,filtrant“) bezeichnet. Wir nennen solche Kategorien hier einfach
gerichtete Ordnungskategorien.



L Algebraische Grundlagen

die mit den Abbildungen H; — Hj- fiir j* < j vertréglich ist. Wegen der universellen
Abbildungseigenschaft von H liefert umgekehrt jede solche Familie einen stetigen Homo-
morphismus G —— H. Deshalb ist

Hom(G,H) — limHom(G.H;), ¢ +—— (¢; =mj0¢);
J

eine Bijektion.

Seinun j fest und ¢;: G —— H; ein Homomorphismus. Da die Topologie auf H; diskret
ist, ist der Kern von ¢; offen in G. Er muss also einen offenen Normalteiler N enthalten,
sodass G/N = G; fiir ein i gilt, und der induzierte Homomorphismus ¢;;: G; — H; legt
@j bereits fest. Das i ist natiirlich nicht eindeutig bestimmt, alle i” € I mit i” > i haben
ebenfalls diese Eigenschaft. Wir konnen aber eine Abbildung

Hom(G, H;) — ]_[Hom(Gi,Hj)/~ . i [oy)]

iel

definieren, wobei wir auf der rechten Seite zwei Homomorphismen G; — H;und G;y —
Hj identifizieren, wenn i’ > i und die Morphismen mit der Abbildung G;; — G; vertrag-
lich sind (genauer teilen wir die durch diese Bedingungen erzeugte Aquivalenzrelation her-
aus). Diese Abbildung ist wieder eine Bijektion. Auf der rechten Seite steht nun der Kolimes
der Hom(G;, H;). Wir haben also gezeigt:

Lemma 1.1: Es gibt eine kanonische Bijektion

Hom(G, H) —— lim colim Hom(G;, H;).

jeJj el

Dies nehmen wir zum Anlass fiir die folgende Definition.

Definition 1.2: Sei C eine beliebige Kategorie. Wir definieren eine Kategorie Pro(C), die
wir die pro-Kategorie zu C nennen, wie folgt: Objekte seien Funktoren ¥ : I —— C von
kleinen gerichteten Ordnungskategorien nach C, und

Hom,,,(c) (7. G) = lim colim Homg (7 (i), G ().
jeJ iel

Man hat fiir jede Kategorie C einen kanonischen Funktor
1c: C—— Pro(C)
in die zugehorige pro-Kategorie. Dieser ist durch
ic(X): {e¢} —C, eo+——X, id, — idy

fir X € C gegeben, wobei {e} die terminale Kategorie bezeichnet (i¢ soll das Naheliegen-
de mit Morphismen tun). Man sieht sofort, dass dieser volltreu ist, und wir demnach jede
Kategorie als Unterkategorie ihrer pro-Kategorie auffassen konnen.

Wir wollen ein paar abstrakte Aussagen iber pro-Kategorien zusammenstellen, die spi-
ter niitzlich sein werden. Dazu sei stets C eine beliebige Kategorie.



1. Proendliches

Lemma 1.3: In Pro(C) gibt es kleine gerichtete Limiten.
Beweis: [KSo6], Thm. 6.1.8 und Bemerkung danach. |

Lemma 1.4: Essei ¥ : | —— C ein Objekt in Pro(C). Dann gilt in Pro(C)

F = limic(F (i)).

iel

Beweis: Nach Lemma 1.3 existiert der Limes auf der rechten Seite in Pro(C). Wir betrachten
fireini el

Hotmgy(c) (7 tc(7 (1)) = colim Home (7). 7 (1)
Die Identitat auf 7 (i) liefert ein Element der obigen Morphismenmenge, das wir mit 7;
bezeichnen. Um die Behauptung zu zeigen, gentigt der Nachweis, dass ¥ zusammen mit
den m;: ¥ — 1c(F (i)) die universelle Eigenschaft des Limes’ lim; 1c (7 (i)) erfiillt. Dies
ist eine einfache Rechnung und soll hier nicht ausgefithrt werden. O

Lemma 1.5: Esseien I und ] kleine gerichtete Ordnungskategorien. Dann ist auch ihr Produkt
wieder eine solche. Es sei ein Bifunktor ¥ : I X ] —— C gegeben. Dieser induziert Funktoren
Fr: I — Func(J,C) und Fj: ] — Func(I,C), die als Funktoren mit Werten in Pro(C)
aufgefasst werden kénnen. Es gilt dann in Pro(C)

iel

lim F; (i) = lim F; (j).
im F(i) lim 7(7)

Beweis: Die erste Aussage ist [KSo6, Prop. 3.2.1 (iii)]. Fir die zweite Aussage verwenden
wir [KSo6, Prop. 2.1.7]. Fiir die Kategorie, die dort C heif3t, setzen wir Pro(C) ein, was nach
Lemma 1.3 die Voraussetzung dort erfullt. Wir setzen dort @ = 1¢c o ¥ und erhalten dann
die Behauptung zusammen mit Lemma 1.4. O

Bemerkung 1.6: Wir bleiben in der Situation von Lemma 1.5. Dass die Zuordnung ¥ : I X
J — C ein Bifunktor ist, ist dazu dquivalent, dass F; und Fj jeweils Funktoren sind und
auflerdem fir alle i’ < iinIundj’ < jin J das Diagramm

F(i,j) F(i,j)

| |

F(i’,j) — F(i’,)’)

kommutiert [KSo6, S. 17].

Definition 1.7: Die pro-Kategorien der Kategorien der endlichen diskreten topologischen
Réume, der endlichen Gruppen, der endlichen Ringe heifien jeweils die Kategorien der pro-
endlichen Ridume, proendlichen Gruppen, proendlichen Ringe. Wir bezeichnen sie mit Prf7op,
PrfGrp, PrfRing. Entsprechend sei die Kategorie Prf4lz(R) der proendlichen R-Algebren tiber
einem proendlichen Ring R definiert.
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Genau genommen ist eine proendliche Gruppe nach dieser Definition also ein gerichte-
tes System von endlichen Gruppen. Der Funktor lim von der Kategorie der proendlichen
Gruppen in die Kategorie der topologischen Gruppen, der ein solches System auf seinen Li-
mes abbildet (der hier zum Gliick stets existiert!), ist nach den obigen Uberlegungen volltreu
und definiert somit eine Aquivalenz von Kategorien auf sein Bild. In diesem Sinne kénnen
wir die Kategorie der proendlichen Gruppen als Unterkategorie der topologischen Gruppen
sehen, sodass eine proendliche Gruppe auch wirklich eine Gruppe ist.> Analog stellen wir
uns auch die anderen pro-Kategorien vor, wenn ein geeigneter Limes-Funktor existiert (was
fir alle bisher genannten Beispiele der Fall ist).

Die proendlichen Rdume, Gruppen und Ringe kénnen folgendermafien charakterisiert
werden:

Satz 1.8: (a) Sei X ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:
(i) X ist ein proendlicher Raum.
(ii) X ist kompakt, hausdorffsch und total unzusammenhdngend.
(iii) X ist kompakt, hausdorffsch und jeder Punkt hat eine Umgebungsbasis aus
Mengen, die zugleich offen und abgeschlossen sind.
(b) Sei G eine topologische Gruppe. Dann sind dquivalent:
(i) G ist eine proendliche Gruppe.
(ii) G ist kompakt, hausdorffsch und total unzusammenhdngend.
(iii) G ist kompakt, hausdorffsch und das Neutralelement hat eine Umgebungsbasis
aus offenen Normalteilern.
(c) Sei R ein topologischer Ring. Dann sind dquivalent:
(i) R ist ein proendlicher Ring.
(ii) R ist kompakt und hausdorffsch.
(iii) R ist kompakt, hausdorffsch und total unzusammenhdngend.

(iv) R ist kompakt, hausdorffsch und die O hat eine Umgebungsbasis aus offenen
Idealen.

Beweis: [RZoo, Thm. 1.1.12, Thm. 2.1.3 und Prop. 5.1.2] O

Beispiel 1.9: Jede Galoisgruppe ist, mit der Krulltopologie versehen, eine proendliche Grup-
pe. Umgekehrt taucht auch jede proendliche Gruppe als Galoisgruppe einer Korpererwei-
terung auf (sogar in beliebiger Charakteristik); siehe dazu [RZoo, Thm. 2.11.5].

Eine Untergruppe einer proendlichen Gruppe ist genau dann wieder proendlich, wenn
sie abgeschlossen ist. Der Raum der Nebenklassen modulo einer Untergruppe ist auch ge-
nau dann proendlich, wenn die Untergruppe abgeschlossen ist, und insbesondere ist eine
Faktorgruppe nach einem Normalteiler genau dann proendlich, wenn dieser abgeschlossen
ist. Deshalb werden wir in der Regel nur abgeschlossene Untergruppen von proendlichen
Gruppen betrachten.

? Wenn man ganz genau sein will, sollte man sich die Kategorie der proendlichen Gruppen als den Isomor-
phieabschluss des Bildes des Limes-Funktors in der Kategorie der topologischen Gruppen vorstellen, d.h.
man nimmt zu diesem Bild noch alle isomorphen topologischen Gruppen hinzu.
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Definition 1.10: Es sei C eine Klasse endlicher Gruppen.® Eine proendliche Gruppe heifjt
pro-C-Gruppe, wenn sie Limes von Gruppen aus C ist. Die pro-C-Gruppen bilden eine Ka-
tegorie, die wir mit PrfGrp, bezeichnen.

Wichtige Beispiele fiir C sind die Klassen aller endlichen zyklischen Gruppen und aller
p-Gruppen, in welchen Fallen man von prozyklischen Gruppen bzw. pro-p-Gruppen spricht.

Wir wollen nun fiir pro-C-Gruppen ein Analogon zu den freien Gruppen aus der abs-
trakten Gruppentheorie definieren. Dort werden die freien Gruppen dadurch beschrieben,
dass man zu dem Vergissfunktor V': Grp —— Set von der Kategorie der Gruppen in die Ka-
tegorie der Mengen einen linksadjungierten Funktor F: Set —— Grp hat, der eine Menge
auf die von ihr erzeugte freie Gruppe abbildet. Dies bauen wir nun in der proendlichen Welt
nach.

Definition 1.11: SeiV': PrfGrp, —— PrfTop der Vergissfunktor, der eine pro-C-Gruppe auf
den zugrundeliegenden proendlichen Raum schickt. Wenn es einen zu V linksadjungierten
Funktor F: PrfTop —— PrfGrp,. gibt, so heifst F(X) fiir einen proendlichen Raum X die freie
pro-C-Gruppe iiber X.

Satz 1.12: Der zu V linksadjungierte Funktor F existiert.*

Beweisskizze: Es sei ein proendlicher Raum X gegeben. Wir miissen also eine pro-C-Gruppe
F(X) zusammen mit einer stetigen Abbildung 1: X —— F(X) angeben, sodass es fur jede
weitere stetige Abbildung f: X —— G in eine pro-C-Gruppe G genau eine Fortsetzung
¢: F(X) — G gibt, mit der das Diagramm

kommutiert. Wir geben hier nur kurz an, wie F(X) konstruiert wird, die Details finden sich
in [RZoo, Prop. 3.3.2].
Sei dazu D die abstrakte freie Gruppe mit Basis X und

N = {N € D | N normale Untergruppe, D/N €C, VYd € D: X NdN offen in X}.

Wir setzen
F(X)= lim D
(X) = lim D[y
und definieren : als die Komposition X —— D —— F. Dieses F(X) hat dann die gewtinschte
universelle Eigenschaft. O

* C enthalte fiir ein G € C stets auch alle zu G isomorphen Gruppen.

* Hier miissen noch einige technische Anforderungen an C gefordert werden, z.B. Abgeschlossenheit unter
Quotientenbildung, Untergruppenbildung, etc. Fiir die Details verweisen wir auf [RZoo, §3.3]. Bei uns werden
diese Bedingungen immer erfillt sein.
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Beispiel 1.13: Eine endliche Menge mit n Elementen ist auch ein proendlicher Raum. Die
zugehorige freie pro-C-Gruppe heif3t die freie pro-C-Gruppe von Rang n. Die freie proend-
liche Gruppe von Rang 1 ist Z. Die freie pro-p-Gruppe von Rang 1 ist Z,. Dies sieht man
direkt an der Konstruktion, die im Beweis von Satz 1.12 angegeben ist.

Wenn G irgendeine (multiplikativ geschriebene) pro-C-Gruppe ist und Z die freie pro-
C-Gruppe von Rang 1, deren erzeugendes Element wir mit 1 bezeichnen, dann gibt es fiir
jedes g € G genau einen Homomorphismus ¢: Z —— G mit ¢(1) = g. Wir setzen dann

fur z € Z und konnen auf diese Weise Elemente von G mit Elementen aus Z potenzieren.
Hierbei gilt g** = g?g" fir z, w € Z. Wenn G eine abelsche Gruppe ist, so gilt auflerdem
(gh)? = g*h* fiir g,h € G. Im Falle aller proendlichen Gruppen bzw. der pro-p-Gruppen
gilt Z = Zbzw. 7 = 7., was sogar Ringe sind. Dadurch wird auf G eine Z-Modul-Struktur
definiert. Wir haben also gezeigt:

Satz 1.14: Jede proendliche abelsche Gruppe ist auf eindeutige Weise ein Z-Modul. Jede abel-
sche pro-p-Gruppe ist auf eindeutige Weise ein Z.,-Modul.

Wir wollen nun noch eine weitere Konstruktion aus der abstrakten Algebra in die pro-
endliche Welt iibertragen, namlich die des Gruppenrings. Wenn R ein kommutativer Ring
ist und G eine Gruppe, dann erfiillt der Gruppenring R[G]| die folgende universelle Eigen-
schaft: fur jede R-Algebra A und jeden Gruppenhomomorphismus G —— A* gibt es ge-
nau eine Fortsetzung zu einem R-Algebren-Homomorphismus R[G] —— A. Anders ausge-
drickt: der Funktor R[-]: Grp —— Alg(R) ist linksadjungiert zum Einheitengruppenfunktor

() Alg(R) — Grp.

Definition 1.15: Sei R ein proendlicher Ring und U : Prf4alg(R) —— PrfGrp der Funktor, der
einer proendlichen R-Algebra ihre Einheitengruppe zuordnet.” Wenn dieser einen links-
adjungierten Funktor F: PrfGrp —— PrfAlg(R) hat, so heifit F(G) die proendliche Gruppe-
nalgebra (oder der proendliche Gruppenring) zu einer proendlichen Gruppe G. Statt F(G)
schreiben wir R[G].

Der proendliche Gruppenring existiert ebenfalls immer:
Satz 1.16: Die proendliche R-Algebra
R[G] = liI{InR[G/N]

erfiillt die in Definition 1.15 geforderte universelle Eigenschaft. Hierbei durchlaufe N alle offe-
nen Normalteiler in G.

® Fiir beliebige topologische Ringe R definiert die Zuordnung R —— R* keinen Funktor in die Kategorie der
topologischen Gruppen, da die Inversion nicht stetig sein muss! Fiir einen proendlichen Ring R = lim R; gilt
aber RX = lile?( , sodass dieser Funktor wohldefiniert ist.
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Beweis: Man beachte zunichst, dass dieser Limes wegen Lemma 1.3 in der Kategorie der
proendlichen R-Algebren existiert. Um zu zeigen, dass dieser Ring die gewiinschte univer-
selle Eigenschaft erfiillt, sei eine proendliche R-Algebra A und ein Gruppenhomomorphis-
mus G —— A* gegeben. Wir schreiben A als Limes

endlicher R-Algebren. Wegen der universellen Eigenschaft von A gentigt es, fiir jedes i einen
stetigen Homomorphismus R[G] —— A; anzugeben, sodass diese alle kompatibel sind. Wir
betrachten fiir ein festes i die Komposition

G—— A* —»A;(.

Da A; endlich ist, faktorisiert diese iiber G/N fiir einen offenen Normalteiler N von G, und
die universelle Eigenschaft des abstrakten Gruppenrings liefert dann einen R-Algebren-Ho-
momorphismus R[G/N| — A;. Indem wir diesem die Projektion R[G] — R[G/N] vor-
schalten, erhalten wir auf diese Weise fiir jedes i Homomorphismen

R[[G]] — A,‘,
und es ist leicht zu verifizieren, dass diese kompatibel sind. Dies zeigt die Behauptung. O

Wenn R = O der Ganzheitsring in einer endlichen Erweiterung von Q,, ist, dann nennt
man den proendlichen Gruppenring O[G] mitunter auch die Iwasawa-Algebra von G.

Wir haben eine kanonische Abbildung von G in diesen proendlichen Gruppenring, die
durch

G—R[G]", g+—(9N)N

gegeben ist. Wir schreiben fiir das Bild eines g € G unter dieser Abbildung meistens auch
wieder g. Auf diese Weise kann der ,normale“ Gruppenring R|G| nach R[G] eingebettet
werden und liegt dort dann dicht [RZoo, Lem. 5.3.5 (c)]. Schlief3lich erhilt man genau wie
in der abstrakten Algebra:

Satz 1.17: Wenn M ein proendlicher R-Modul ist und eine proendliche Gruppe G stetig auf
M operiert, sodass diese Operation vertrdglich mit der R-Modul-Struktur ist, dann ist M auf
eindeutige Weise ein R[G]-Modul.

Beweis: [RZoo, Prop. 5.3.6 (d)] |

Mitunter betrachen wir auch fiir nicht-proendliche Ringe R (etwa R = Q) und eine
proendliche Gruppe den Ring
R[G] = h&nR[G/N].

2. lwasawa-Moduln

In der Zahlentheorie treten oft in natiirlicher Weise Galois-Moduln auf, d.h. abelsche Grup-
pen, auf denen eine Galoisgruppe G operiert. Eine solche abelsche Gruppe kann dann, wenn
sie proendlich oder diskret ist, als Modul iiber dem proendlichen Gruppenring Z[[G]] aufge-
fasst werden, bzw. iiber Z,[G], wenn sie eine pro-p-Gruppe ist (vgl. Sitze 1.14 und 1.17).
Daher kommt dem Studium von Z,[G]-Moduln eine besondere Bedeutung zu. Fiir solche
Moduln gibt es in gewissen Fillen eine schone Strukturtheorie, die im Folgenden kurz zu-
sammengefasst werden soll.
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2.1. Vorbemerkungen

In diesem Abschnitt sei p eine Primzahl, m € IN zu p teilerfremd und R ein kommutativer
nullteilerfreier Ring mit Quotientenkérper K und separablem Abschluss K.

Sei zunichst G eine beliebige Gruppe. Fiir einen Modul M tiber dem Gruppenring R[G]
und einen Charakter y: G—— R* betrachten wir den Untermodul

My={meM|VgeG:g-m= y(g)m}, (2.1)

welchen wir den Eigenraum zu y nennen. Dann haben wir einen kanonischen Morphismus

@MX%M, (2.2)
X

wobei in der Summe y alle Charaktere von G durchlduft. Wenn G endlich ist, R die Werte
aller Charaktere y: G — K™ enthlt und die Gruppenordnung von G in R invertierbar
ist, ist dies ein Isomorphismus [Was82, S. 100]. Die Projektion von M auf M, kann in diesem
Fall durch

M—M,, mt—e¢em
mit

1 -1
=G ;Gx@g € RG]

ausgedriickt werden. Man rechnet leicht nach, dass
x9 = X(9)ex (2:3)

fur alle g € G gilt.

Definition 2.1: Wir setzen 7
Zpm = i Bl mp' 2.

Lemma 2.2: Es gilt kanonisch
Zypm=AXT

mitT' = 1+ pZ, und A = (Z/mpZ)™ fiirp # 2 und A = (Z/AmZ)™ fiirp = 2.

Beweis: Wir zeigen die Aussage nur im Fall p # 2, der andere Fall geht dhnlich. Sei n € IN.
Die kanonische Abbildung

Lt pZy — 25 — (Z[prz)”
induziert eine exakte Sequenz

1+p7Z,
L+ p"Zy

(“lprz)” — (%fpz)" —1.
Diese Sequenz spaltet, denn

(Zfpz)" — (Z]prz)" . ar—a""
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ist ein Schnitt fiir die rechte Abbildung. Zusammen mit dem chinesischen Restsatz liefert

das
14 pZ
(%/mprz)” = (Z[mpz)” T (2.4)

Nimmt man hiertiber den Limes, folgt die Behauptung,. O

Insbesondere erhalten wir Zerlegungen
L= (“fmp)" xT = (Z[mz)” 2.

Die Gruppe I' ist zur additiven Gruppe von Z, isomorph [Neuo7, Kap. 11, (5.5)].

Es sei nun G = A x I' mit Gruppen I' und A, die jeweils (nichtkanonisch) zu Z, bzw.
einem Quotienten von (Z/mpZ,)™ isomorph sind (ein Beispiel fiir ein solches G ist Z;m)
Weiter nehmen wir ab jetzt an, dass R die Werte aller Charaktere von A enthalt und die
Gruppenordnung von A in R invertierbar ist. Indem wir R[G] als Modul iiber R[A] auffassen,
bekommen wir wie in (2.2) eine Zerlegung

R[G] = €D RIG]s
8

in der § uber alle Charaktere von A lauft.

Lemma 2.3: Jeder der Summanden R|G]s ist als R-Modul kanonisch zu R[] isomorph.

Beweis: Es sei ¢5 wie in (2.3) definiert. Dann gilt R[G]s = &sR[G]. Es sei I', = (1
07Z,)/(1 4+ p"Z,) und G, = A x I',. Wir konstruieren einen Isomorphismus ¢5R[G,]
R[I",,], die Behauptung folgt dann wieder tiber den Limes.

Sei dazu nun n fest. Fir ein g = (a,y) € G, = A x I',, ist esg = 8(a)yes nach (2.3).
Durch R-lineare Fortsetzung von

n 4+

esg—— 6(a)y

erhélt man einen R-Modul-Homomorphismus esR[G,] —— R[I',,]. Andererseits erhélt man
durch R-lineare Fortsetzung von

RIlW] — &sR[Gnl, vy —¢s5(Ly) (r €T

einen Homomorphismus in die umgekehrte Richtung, und man rechnet leicht nach, dass
diese zueinander invers sind. O

2.2. Strukturtheorie

Es sei A ein kommutativer noetherscher ganzabgeschlossener Ring.

Definition 2.4: Ein A-Modul M heifit pseudo-null, wenn er endlich erzeugt ist und fir alle
Primideale p von Hohe < 1 gilt M, = 0.



L Algebraische Grundlagen

Diese Definition hat auch eine geometrische Interpretation. Sei dazu X = Spec A das
zu A gehorende affine Schema. Ein endlich erzeugter A-Modul M definiert eine kohérente
Ox-Modulgarbe M auf X. Der Trager von M ist ein abgeschlossenes Unterschema von X.
Die Bedingung, dass M pseudo-null ist, bedeutet dann gerade, dass der Trager von Min X
mindestens Kodimension 2 hat, also in gewissem Sinne ,klein® ist.

Ein A-Modul-Homomorphismus M —— N heift Pseudo-Isomorphismus, wenn sein Kern
und sein Kokern beide pseudo-null sind. Das ist dazu dquivalent, dass fiir alle Primideale
p von Hohe < 1 die induzierte Abbildung M, —— N, ein Isomorphismus ist. Man beach-
te, dass Pseudo-Isomorphie im Allgemeinen keine Aquivalenzrelation ist! Wenn man sich
jedoch auf endlich erzeugte A-Torsionsmoduln einschrinkt, ist es eine Aquivalenzrelation
[NSWoo, S. 225].

Ab jetzt nehmen wir A als nullteilerfrei an. Die erste wichtige Strukturaussage fiir A-
Moduln ist

Satz 2.5: Sei M ein endlich erzeugter A-Modul, T der Torsionsuntermodul und F = M/T.
(a) Es gibt einen Pseudo-Isomorphismus M —— F & T.

(b) Es gibt endlich viele natiirliche Zahlenny, ..., n; und Primideale p1, . .. ,p; von Hohe
1 und einen Pseudo-Isomorphismus

t
T— (P Afore
i=1
Diese sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis: [NSWoo, Prop. 5.1.7] O

Man sollte sich diesen Satz als eine Analogie zum Struktursatz fiir Moduln tiber Haupti-
dealringen vorstellen. Tatsachlich kann er mithilfe dieses Satzes bewiesen werden.

Eine wichtige Anwendung dieses Satzes ist der Fall, dass A = O[T] der Ring der formalen
Potenzreihen iiber dem Ganzheitsring O einer endlichen Erweiterung K von Q,, ist. A ist
dann lokal - sein maximales Ideal wird von T und dem maximalen Ideal von O erzeugt -
und vollstdndig bzgl. der davon induzierten Topologie. In diesem Fall ist ein Modul iiber A
genau dann pseudo-null, wenn er endlich ist [NSWoo, Rem. 4 nach (5.1.4)], und der Modul
F aus Satz 2.5 ist frei [NSWoo, (5.1.8), (5.1.9)].

Sei also im Folgenden O ein solcher Ganzheitsring, m sein maximales Ideal, 7 ein Erzeu-

ger desselben und A = O[T].

Bemerkung 2.6: Es soll an dieser Stelle bemerkt werden, dass jede Potenzreihe f € O[T]
auf m konvergiert. Denn die Koeffizienten a,, € O eines solchen f sind alle von Betrag < 1,
und wenn wir fiir T ein Element x € m einsetzen, gilt |a,x"| < |z]|™". Also ist (apx™),
eine Nullfolge, was in einem ultrametrischen Raum bereits fiir die Konvergenz einer Reihe
genugt.

Ein praktisches Hilfsmittel im Umgang mit solchen Potenzreihen ist der Weierstraf3sche
Vorbereitungssatz und sein Korollar.

10
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Definition 2.7: Sei f = Z ap,X" € O[T]. Dann heifit®
n=0

rldf :=inf {n € Ny : a, ¢ m} € Ng U {o0}

der reduzierte Untergrad von f. Ein Polynom f € O[T] heif3t Weierstraf3-Polynom, wenn es
normiert ist und

degf =1ldf
gilt, also genau dann, wenn es normiert ist und alle seine Koeffizienten aufler dem Leitko-

effizienten in m liegen.

Lemma 2.8 (Division mit Rest): Seienf,g € O[T], undseirld f < co. Dann kann g eindeutig
in der Form

g=fq+r
geschrieben werden, wobei g € O[T] und r € O[T] ein Polynom ist mit

degr < rldf.

Beweis: [Was82, Prop. 7.2] O

Satz 2.9 (Weierstraf3scher Vorbereitungssatz): Es sei f € O[T], f # 0. Dann ldsst sich f in
eindeutiger Weise als Produkt
f=xn"-F-u

schreiben, wobei u € O[T]* eine Einheit ist und F € O[T] ein Weierstraf3-Polynom.
Beweis: [Was82, Thm. 7.3] O

Korollar 2.10: Es sei f € O[T], f # 0 eine Potenzreihe, die irgendwo konvergiert. Dann hat
die dadurch dargestellte Funktion nur endlich viele Nullstellen.

Beweis: Mit dem Weierstrafischen Vorbereitungssatz konnen wir f als
f=n"-F-u

mit F € O[T] undu € O[T]* schreiben, und die Nullstellen von f stimmen dann mit denen
von F iiberein. Davon gibt es nur endlich viele, da F ein Polynom ist. O

Mithilfe des Weierstraf3schen Vorbereitungssatzes konnen nun die Primideale von Héhe
1 in A Klassifiziert werden.

Lemma 2.11: Die Primideale von Hohe 1 in A sind von der Form (p) oder (F), wobei F ein
irreduzibles Weierstraf3-Polynom ist.

Beweis: Das ist eine leichte Konsequenz aus dem Weierstraf3schen Vorbereitungssatz 2.9,
siehe [NSWoo, (5.3.7)]. |

Zusammen mit dem allgemeinen Struktursatz 2.5 ergibt das vorige Lemma den folgenden
Struktursatz fiir O[T]-Moduln.

¢ rld® steht fur ,reduced lower degree®.

11
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Satz 2.12: Es sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann gibt es einen Pseudo-Isomorphismus

S t
M%A’@G?A/pmi @EBIA/F;”. (25)
i= j=

Hierbei sind die F; irreduzible Weierstraf$-Polynome, die r,s,t, m;, n; natiirliche Zahlen und
die F; sind bis auf Reihenfolge und Multiplikation mit Einheiten, die m;, n; bis auf Reihenfolge
eindeutig bestimmdt.

Definition 2.13: Das Ideal, das von dem Produkt

=1 j=1

erzeugt wird, ist durch M eindeutig bestimmt. Es heiflt charakteristisches Ideal von M.

Das charakteristische Ideal ist eine wichtige Invariante eines solchen Moduls. Man kann
es als ein Analogon der Gruppenordnung sehen: denn wenn A eine endliche abelsche Grup-
pe ist, dann gibt es einen Isomorphismus von Z-Moduln

S
A— DLz
i=1

fiir bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmte Primzahlen p; und Exponenten m;. Das ,cha-
rakteristische Ideal“ von A in Z wire dann (p;"' - - - pJ"*), es wird also von der Gruppenord-
nung erzeugt.

Bemerkung 2.14: Sei E der A-Modul, der in (2.5) auf der rechten Seite steht. Der Name
»charakteristisches Ideal“ kommt daher, dass das Polynom

t
nj
17
j=1
das charakteristische Polynom des Endomorphismus’ des K-Vektorraumes M ®¢ K ist, der
von der Multiplikation mit T induziert wird, falls M ein Torsionsmodul ist (wobei K der

Quotientenkérper von O ist). In diesem Fall gilt namlich » = 0 und jeder der Summanden
A/p™i ist bereits ein O-Torsionsmodul, sodass
t

E®p K = K ®p A/Fflj
=1 ’
gilt. Sei nun F = T9 + Zi;é arT* ein Weierstrapolynom. Dann ist K ®o A/F ein d-
dimensionaler K-Vektorraum mit Basis 1, T, ...,T9 ! und beziiglich dieser Basis hat die
Multiplikation mit T die Abbildungsmatrix

12
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deren charakteristisches Polynom F ist. Ferner sieht man leicht, dass die charakteristischen
Polynome der von T induzierten Endomorphismen auf M®» K und EQo K iibereinstimmen.

Im Hinblick auf arithmetische Anwendungen soll nun die Verbindung zu proendlichen
Gruppenringen hergestellt werden. Sei dazu I' eine multiplikativ geschriebene proendliche
Gruppe, die (nichtkanonisch) isomorph zur additiven Gruppe Z, ist. Wir wihlen einen
topologischen Erzeuger y € I'. Dann gilt:

Satz 2.15 (Iwasawa-Isomorphismus): Die Abbildung
O[T] — O[], Tr——y-1
ist ein Isomorphismus von proendlichen O-Algebren.
Beweis: [NSWoo, Prop. 5.3.5] |

Die Moduln iiber O[T] sind also Moduln tiber einem proendlichen Gruppenring, also
einer Iwasawa-Algebra, und heiflen deshalb auch I'wasawa-Moduln. Da die Wahl eines an-
deren topologischen Erzeugers von I' einen Automorphismus von A induziert, der ins-
besondere ein Pseudo-Isomorphismus ist, hiangt das charakteristische Ideal eines solchen
Iwasawa-Moduls nicht von der Wahl eines topologischen Erzeugers ab.

Es sei nun G von der Gestalt G = A X I mit Gruppen I' und A, die jeweils (nichtka-
nonisch) zu Z,, bzw. einem Quotienten von IF isomorph sind (hier und im folgenden ist
I durch (Z/47))* = {+1} zu ersetzen, falls p = 2), und M ein endlich erzeugter Modul
tiber O[G]. Wir befinden uns also in der Situation von Abschnitt 2.1 mitm = lund R = O
(beachte, dass dann R die dortigen Voraussetzungen erfiillt!). Die Charaktergruppe von I ;
ist zyklisch und wird vom Teichmiiller-Charakter w erzeugt (vgl. Bemerkung 5.2), und die
Charaktergruppe von A ist eine Untergruppe derer von IF ;; Damit kénnen wir

M:@M,»,
i

und

ol6] = P olal

schreiben, wobei hier i iiber die in dieser Untergruppe vorkommenden Potenzen von w lauft
und das Subskript i jeweils fiir den entsprechenden Eigenraum von «’ steht. Da nach Lem-
ma 2.3 jedes O[G]; zu O[I'] isomorph ist, konnen wir jedes M; als O[I']-Modul auffassen
und haben dann wegen Satz 2.15 den Struktursatz 2.12 zur Verfiigung. Damit kénnen wir
diesen auch auf Moduln tiber A(G) := O[G] verallgemeinern; siehe dazu auch [CSo6, Thm.

7.2]:

Satz 2.16: Es sei M ein endlich erzeugter A(G)-Modul. Dann gibt es einen Pseudo-Isomorphis-
mus

M—AG) & @ AG) [y, (2.6)
j=1

Hierbei sind die f; Nicht-Nullteiler von A(G).
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Beweis: Sei A = O[I']. Fiir jedes i wie oben haben wir nach Satz 2.12 einen Pseudo-Isomor-

phismus
si
Mi— A o P Ay
j=1

wobei jedes f; ; wie dort entweder eine p-Potenz oder eine Potenz eines irreduziblen Wei-
erstraf3-Polynoms ist. Ohne Einschrankung nehmen wir ferner an, dass alle s; iibereinstim-
men: dazu definieren wir s als das Maximum der s; und definieren die ,fehlenden® f; ; als
1. Dann definieren wir f; als das Bild von

(f,-,j)l-eEBAL» @A(G)i:A(G). O

Definition 2.17: Wir definieren das charakteristische Ideal von M als das Ideal in A(G), das
von dem Produkt fi - - - f; erzeugt wird.

Dieses ist also gerade

Hci,
i

wenn C; das charakteristische Ideal von M; als A-Modul im Sinne von Definition 2.13 be-
zeichnet.

3. Algebraische K-Theorie

Algebraische K-Theorie ist eine ,Homologietheorie fiir Ringe“ oder allgemeiner fiir gewisse
Kategorien. Sie besteht aus einer Familie von Funktoren K; fiir jedes i € Z von der Katego-
rie der Ringe in die Kategorie der abelschen Gruppen, oder allgemeiner von einer Kategorie
von entsprechenden Kategorien in die Kategorie der abelschen Gruppen. Wenn R und S
Ringe sind, kann man zusitzlich zu den K-Gruppen K;(R) bzw. K;(S) fiir jeden Ringhomo-
morphismus R —— S eine relative K-Gruppe K;(R, S) definieren, und man hat zwischen
diesen K-Gruppen eine lange exakte Sequenz

- = Kit1(R, ) — Kiy1(R) — Kia(S) — Ki(R,S) — -~

Wir wollen hier nicht erkldren, wie diese K-Gruppen im Allgemeinen aussehen, denn
wir brauchen nur Ky und K;. Die hoheren K-Gruppen sind viel schwieriger zu definieren,
siehe dazu [Rosg4, Chap. 5].

3.1. Ko und K; von Kategorien
Definition 3.1: Es sei C eine Kategorie mit den folgenden Eigenschaften:

« C ist eine volle additive Unterkategorie einer abelschen Kategorie A.

« Wenn
0 A B C 0

eine exakte Sequenz in A ist und A und C in C sind, dann auch B.
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« C hat ein kleines Skelett (d. h. es gibt eine kleine volle Unterkategorie C’, sodass die
Inklusion C’ —— C eine Aquivalenz ist).

Eine solche Kategorie heif3t Kategorie mit exakten Sequenzen. Eine Sequenz in C heif3t exakt,
wenn sie in der C umfassenden abelschen Kategorie exakt ist.

In diesem Abschnitt sei C stets eine Kategorie mit exakten Sequenzen. Ferner nehmen
wir von allen Funktoren zwischen solchen Kategorien stets an, dass sie additiv sind.

Wir definieren nun die K-Gruppen Ky und K; durch Angabe von Erzeugern und Relatio-
nen. Um die Erzeuger von ihren Aquivalenzklassen beziiglich dieser Relationen zu unter-
scheiden, schreiben wir diese Aquivalenzklassen als [-].

Definition 3.2: (a) Die Gruppe Ky(C) ist der Quotient der freien abelschen Gruppe, die
von den Isomorphieklassen der Objekte aus C erzeugt wird, nach den Relationen
[B] = [A] + [C], wenn es in C eine exakte Sequenz

0 A B C 0

gibt.

b) Die Gruppe K7 (C) ist der Quotient der freien abelschen Gruppe, die von Paaren
pp pp
(A, @) mit A € C und « € Aut(A) erzeugt wird, nach den Relationen [A, a]+[A, f] =
[A,a o f] und [B, f] = [A, a] + [C, y], wenn es ein kommutatives Diagramm

0 A B C 0
0 A B C 0

mit exakten Zeilen gibt.

Aus der Relation in (a) folgt [A] + [B] = [A @ BJ, und aus der zweiten Relation in (b) folgt
[A, a]+[B, f] = [A®B, a®f]. Aus der ersten Relation in (b) folgt [A, id 4] = [A, id 4] +[A, id 4]
und damit [A, id 4] = 0.

Wenn D eine weitere Kategorie mit exakten Sequenzen istund ¥ : C —— D ein exakter
Funktor, so erhalt dieser exakte Sequenzen und bildet deshalb die Diagramme aus Defini-
tion 3.2, die die Relationen definieren, auf entsprechende Diagramme in 9 ab. Dadurch
induziert # Homomorphismen K;(C) — K;(D) fur i = 1, 2. Auf diese Weise werden
Ko und K; zu Funktoren von der Kategorie der Kategorien mit exakten Sequenzen’ in die
Kategorie der abelschen Gruppen.

Definition 3.3: Es sei D eine weitere Kategorie mit exakten Sequenzen und ¥ : C —
D ein Funktor. Dann definieren wir die relative K-Gruppe Ko(¥ ) als Quotient der freien
abelschen Gruppe, die von Tripeln (A1, A2, @) erzeugt wird, sodass Aj,Ay € Cund a €
Homgy, (F (A1), F (A2)) ein Isomorphismus ist, nach den Relationen

[A1, Az, a] + [A2, A3, 0] = [A1,A3,a” 0 q]

7 Wir konnen jede Kategorie mit exakten Sequenzen als klein annehmen, deshalb gibt es die Kategorie der
Kategorien mit exakten Sequenzen.
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und
[B1, Ba, f] = [A1, A2, a] + [C1,Ca, Y],

wenn wir in C fiir i = 1, 2 exakte Sequenzen

0 A,‘ B,‘ Ci 0

haben, sodass in O das Diagramm

F (A1) F (B1) F (C1)
T
F (Az) F (B2) F (C2)

kommutiert. Vgl. hierzu auch [Wei13, Def. 11.2.10]. Wenn klar ist, welcher Funktor gemeint
ist, schreiben wir auch Ko (C, D) statt Ko(F).

Satz 3.4: Es seien C und D Kategorien mit exakten Sequenzen und ¥ : C —— D ein exakter
Funktor mit der folgenden Eigenschaft:® Fiir jedes D1 € D gebe es ein Dy € D und ein C € C,
sodass D1 @ Dy = F (C).

Dann gibt es eine exakte Sequenz

K1(C) — Ki(D) =5 Ko(F) —= Ko(C) — Ko(D).

Beweisskizze: Die in der Aussage unbezeichneten Pfeile in der Sequenz werden von ¥ in-
duziert, wie bereits erklart wurde. Wir geben an, wie die Abbildungen d und ¢ definiert
sind. Dass die Sequenz exakt ist und die unten angegebenen Abbildungen wohldefiniert
sind, wollen wir hier nicht zeigen und verweisen dazu auf [Wei13, Exerc. 11.2.17].

Der Homomorphismus ¢ sei durch

¢([A1, A2, a]) = [A1] — [A2]

definiert. Um 9 zu definieren, sei (D1, §) ein Reprisentant eines Elements von K (D). Da
es nach Voraussetzung ein Dy € D und C € C gibt mit D; @ Dy = ¥ (C), gilt in K1 (D)

D1,8] = D1, 6] + [Da.idp,] = (D1 © s, 8 ® idp,] = [7(C). f
mit einem f € Aut(¥ (C)). Wir definieren dann
d([D1,8]) = [C.C, Bl.

Nun kann man nachrechnen, dass dies wohldefiniert ist und die Sequenz aus der Behaup-
tung exakt macht. ]

® Ein Funktor mit dieser Eigenschaft heif}t mitunter auch kofinal.
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3. Algebraische K-Theorie

3.2. Ko und K7 von Ringen

Es sei nun R ein Ring und Proj(R) die Kategorie der endlich erzeugten projektiven Moduln
iiber R.

Lemma 3.5: Proj(R) ist eine Kategorie mit exakten Sequenzen.

Beweis: [Rosgg, Ex. 3.1.2 (2)] |

Definition 3.6: Wir definieren K;(R) = K;(®roj(R)) fur i = 0, 1. Wenn ein Ringhomo-
morphismus f: R—— S gegeben ist, fassen wir S via f als R-Modul auf und es sei ¥ der
Funktor’

Proj(R) — Proj(S), P+—— PQgS.

Dann definieren wir die relative K-Gruppe durch Ko(f) = Ko(F ). Wenn klar ist, welcher
Homomorphismus gemeint ist, schreiben wir hierfiir auch Ky(R, S).

Der Funktor ¥ ist exakt, da projektive Moduln iiber einem beliebigen Ring stets flach
sind. Ferner geniigt # der weiteren Forderung aus Satz 3.4: denn wenn ein projektiver S-
Modul D; gegeben ist, ist dieser direkter Summand in einem freien Modul, wir finden also
ein Dy mit Dy @ Dy = S™, und wir konnen dann C = R"™ wahlen. Deshalb bekommen wir
eine exakte Sequenz

K1 (R) — K1 (S) — Ko (R, S) —= Ko(R) — Ko(S).

Diese ist ein Teil der zu Beginn des Abschnittes erwahnten langen exakten Sequenz von
K-Gruppen.

Wir wollen uns nun fiir die Gruppen Ky(R) und K (R) eine konkretere Form iiberlegen.
Ko(R) ist die Grothendieck-Gruppe der Isomorphieklassen projektiver Moduln tiber R mit
der direkten Summe als Gruppenoperation. Das liegt daran, dass in Proj(R) jede exakte
Sequenz

0 A B C 0

spaltet — denn das ist genau die Eigenschaft, dass C projektiv ist.
Um K (R) konkreter zu beschreiben, definieren wir zunéchst

GL(R) = colimGL,(R),
nelN

wobei die Einbettung GL,,(R) —— GL,,{(R) durch
()
1
gegeben sei. Dann gilt

Ki(R) = GL(R)®.

Wir geben hier an, wie der Isomorphismus aussieht, wollen dies aber nicht beweisen. Dazu
sei auf [Rosg4, Thm. 3.1.7] verwiesen. Jedes Element von GL(R) hat einen Reprasentanten

° Ein Modul ist genau dann projektiv, wenn er direkter Summand in einem freien Modul ist. Daran sieht man
leicht, dass P ®g S wieder projektiv ist.
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A € GL,(R) fur ein n € IN. Dieses gibt uns einen Automorphismus « von R", und wir
definieren
GL(R)® — Ki(R), A+—— [R",a].

Eine Umbkehrabbildung hierfiir kann folgendermaflen konstruiert werden: sei ein [P, a] €
Ki(R) gegeben. Da P ein projektiver R-Modul ist, ist er direkter Summand in einem freien
Modul, es gibt also ein Q € Proj(R) und ein n € IN mit P @ Q = R". Dann gilt

[P,a] =[P, a] + [Q,idQ] =[R"a® idQ},

und wenn wir den Automorphismus a ®id von R" durch eine Matrix A darstellen, kénnen
wir
Ki(R)— GL(R)®, [P,a] — A

definieren.
Satz 3.7 (Morita-Invarianz): Fiir jeden Ring R und jedesn € IN gilt
Ki(R) = Ki(M,(R))
furi=0,1.
Beweis: Fir i = 1 gilt das, weil wir einen kanonischen Isomorphismus
GL(M,,(R)) = GL(R)
haben. Fiir i = 0 siehe [Ros94, Thm. 1.2.4]. O

Wenn R ein kommutativer Ring ist, haben wir fiir jedes n € IN die Determinantenab-
bildung det: GL,(R) — R*, und diese ist mit den Einbettungen GL,,(R) —— GL,(R)
vertraglich und induziert deshalb det: GL(R) —— R*. Wegen der Kommutativitit von R
faktorisiert diese iiber die Abelisierung und liefert deshalb einen Homomorphismus

det: K1 (R) — R*.

Satz 3.8: Wenn K ein Korper ist, ist
det: Ky (K) — K*

ein Isomorphismus.

Beweis: [Rosgg, Prop. 2.2.2] O

Im Falle eines nichtkommutativen Rings R funktioniert die klassische Definition der De-
terminante nicht mehr, aber fiir einen lokalen Ring kann man trotzdem eine Determinante
definieren:

Satz 3.9: Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) lokaler Ring ist. Es gibt genau einen Ho-
momorphismus
det: GL(R) — (RX)®

mit den folgenden Eigenschaften:
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4. Nichtkommutative charakteristische Elemente

e det(1) = 1 (wenn die erste 1 die Einheitsmatrix in GL(R) bezeichnet)
e det ist invariant unter Zeilen- und Spaltenoperationen.

» Wenn man eine Zeile oder Spalte einer Matrix A mit einem a € R* multipliziert, dndert
dies det(A) um @, wobei a das Bild von a in (R*)® bezeichnet.

Dieser induziert einen Isomorphismus

det: K;(R) —— (R*),
Beweis: [Rosgq, Thm. 2.2.5, Prop. 2.2.6] O

4. Nichtkommutative charakteristische Elemente

4.1. Einfithrung

In diesem Abschnitt sei wieder O der Ganzheitsring in einer endlichen Erweiterung von
Q,, und es bezeichne A den proendlichen Gruppenring O[I'] fiir eine Gruppe I, die (nicht-
kanonisch) isomorph zu Z,, ist, und Q den Quotientenkérper von A.

In Abschnitt 2 haben wir endlich erzeugte Moduln iiber A betrachtet. Der zentrale Begriff
dort war der des charakteristischen Ideals (Definition 2.13), der jedem solchen Modul ein
Ideal in A zuordnet. Solche Moduln treten oft in natiirlicher Weise auf - I ist dann meist eine
Galoisgruppe — und das charakteristische Ideal ist eine wichtige Invariante eines solchen
Moduls.

Wenn wir solche Moduln in grofleren, moglicherweise nichtabelschen Erweiterungen
studieren wollen, stellt sich die Frage, wie man die Definition eines charakteristischen Ideals
auf diese Situation verallgemeinert. Man betrachtet dann also Moduln iiber O[G] fiir eine
moglicherweise nichtabelsche proendliche Gruppe G. Fiir gewisse solche Gruppen G haben
Coates, Schneider und Sujatha gezeigt, dass es in diesem Fall einen Struktursatz dhnlich
Satz 2.12 gibt, aber die Ideale, die dort aus O[G] herausgeteilt werden, sind im Allgemeinen
keine Hauptideale. Deshalb (und auch aus anderen Griinden) eignet sich dieser Struktursatz
leider nicht zur Definition eines charakteristischen Ideals; siehe hierzu auch [Venos].

Wir schauen uns noch einmal die kommutative Situation (G = I') an. Das charakteris-
tische Ideals eines A-Moduls hingt nur von dessen Torsionsanteil ab, also betrachten wir
ohne Einschriankung nur Torsionsmoduln. Die von 0 verschiedenen Hauptideale in A ent-
sprechen bijektiv den Elementen von

AN {0} / A,
und diese Halbgruppe kdnnen wir nach
Q% [ A%

einbetten. Wir bezeichnen nun die Grothendieck-Gruppe aller endlich erzeugter A-Torsi-
onsmoduln mit Ko(Ayors). Dann ist die Abbildung

char: Ko(Ators) — QX/AX ,
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die einem solchen Modul einen Erzeuger seines charakteristischen Ideals zuordnet, ein
Gruppenhomomorphismus. Wegen Satz 2.9 ist dieser auflerdem surjektiv: denn wenn ein
f € A, f # 0 gegeben ist, ist A/(f) ein endlich erzeugter Torsionsmodul mit charakteristi-
schem Ideal (f).

Motiviert durch diese Beobachtungen bringen wir nun die exakte Sequenz aus der alge-
braischen K-Theorie ins Spiel. Der Ringhomomorphismus

A—Q
induziert eine exakte Sequenz

0

Ki(A) K1 (Q) Ko(A, Q).

Wir werden spater sehen (Lemma 4.5), dass Ko(A, Q) = Ko(Ators) gilt. Damit und mit den
Satzen 3.8 und 3.9 sehen wir, dass diese exakte Sequenz die folgende Gestalt annimmt:

7]

Ki(A) K1(Q) Ko(A, Q)
deth ~ deth ~ l char
A>< c QX QX/AX.

Daran sieht man: ein Erzeuger eines charakteristischen Ideals eines A-Torsionsmoduls M
entspricht kanonisch einem charakteristischen Element &)y € K1(Q), welches d(&x) = [M]
erfillt. Das ist genau die Eigenschaft eines charakteristischen Elements, die sich auf die
nichtkommutative Situation verallgemeinern lésst.

4.2. Nichtkommutative Lokalisierung

In der kommutativen Situation lag das charakteristische Element in K; des Quotientenkor-
pers der Iwasawa-Algebra. Im nichtkommutativen Fall werden wir nicht diese maximale
Lokalisierung betrachten, sondern nur gewisse Elemente invertieren. Lokalisieren ist im
Falle eines nichtkommutativen Ringes etwas subtiler als im kommutativen Fall - man muss
namlich nun zwischen ,Linksbriichen® und ,Rechtsbriichen® unterscheiden.

Definition 4.1: Es sei R ein Ring und S C R ein multiplikatives System (damit meinen wir
eine unter der Multiplikation abgeschlossene Teilmenge mit 1 € S).

(a) S heifit rechte Ore-Menge, wenn fur alle s € S und r € R gilt

rSNsR # @.

(b) S heiflt rechts-reversibel, wenn fiir alle r € Rund s € S gilt

sr=0=>dteS:rt=0.

(c) Eine rechts-reversible rechte Ore-Menge heift rechte Nenner-Menge.
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(d) Ein rechter Quotientenring von R beziiglich S ist ein Ring Q zusammen mit einem
Homomorphismus 6: R — Q, sodass
« 0(s) e Q* furalles € S,
« Jedes g € Q ist von der Gestalt g = 0(r)0(s) "' mitr € R, s € S,
¢« 0(r)=0 & 3JseS:rs=0.

Wir definieren die entsprechenden ,linken® Begriffe analog.

Lemma 4.2: (a) Es seiR ein noetherscher Ring und S C R ein multiplikatives System. Ein
rechter Quotientenring existiert genau dann, wenn S eine rechte Nenner-Menge ist. Die
analoge Aussage gilt fiir linke Quotientenringe.

(b) Jeder (linke oder rechte) Quotientenring (Q, 0) von R erfullt die folgende universelle
Eigenschaft: fiir jeden Ring T und jeden Ringhomomorphismus ¢: R—— T, der ¢(S) C
T erfiillt, gibt es genau einen Ringhomomorphismus : Q —— T mit ¢ = ¢ 0 0.

(c) Wenn ein rechter Quotientenring existiert, ist er bis auf Isomorphie eindeutig, genauso
ein linker Quotientenring. Wenn es einen rechten und einen linken Quotientenring gibt,
dann sind diese beiden kanonisch isomorph. In diesem Fall bezeichen wir diesen mit Rg
und nennen ihn den Quotientenring schlechthin.

Beweis: (a) [MR87, Thm. 2.1.12 und Lem. 2.1.13 (i)]
(b) [MR87, Lem. 2.1.4]
(c) Folgt unmittelbar aus (b). O

Insbesondere existiert der rechte Quotientenring stets, wenn S eine rechte Ore-Menge ist,
die keine Nullteiler von R enthalt.

Definition 4.3: Es sei R ein noetherscher Ring, S C R eine linke und rechte Nenner-Menge
und M ein R-Modul. M heif3t ein S-Torsionsmodul, wenn es fir jedes m € Meins € S
gibt, sodass sm = 0. Dies ist dazu dquivalent, dass Rs ®g M = 0 gilt. Wir bezeichnen
mit Mod (R) s.tors die volle Unterkategorie von Mod (R), die aus den endlich erzeugten S-
Torsionsmoduln besteht.

Lemma 4.4: Mod (R) s.tors ist eine Kategorie mit exakten Sequenzen.

Beweis: Mod (R) s_tors ist eine volle Unterkategorie der abelschen Kategorie Mod (R). Da alle
Moduln in Mod (R)s-tors endlich erzeugt sind, hat die Kategorie ein kleines Skelett. Eine
exakte Sequenz

0 A B C 0

in Mod (R) wird nach Tensorieren mit Rg zu
Rs®rA—— Rs®r B—— Rs®r C—— 0,

und wenn A, B € Mod (R) s-tors, gilt Rs ®g A = Rsg ®g C = 0 und damit auch Rs ®g B = 0,
also B € Mod (R) s-tors- O
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Wir kénnen also die K-Gruppe Ko(Mod (R) s-tors) betrachten. Andererseits liefert uns der
Ringhomomorphismus R —— Rg eine relative K-Gruppe Ko(R, Rs).

Lemma 4.5: Es gilt kanonisch Ko(Mod (R) s-tors) = Ko(R, Rs).

Beweis: [Veno3, (4.3)] -

4.3. Definition der charakteristischen Elemente

Wir wollen die in den vorherigen Abschnitten entwickelte Theorie nun anwenden, um
nichtkommutative charakteristische Elemente zu definieren. Dazu sei wieder O der Ganz-
heitsring in einer endlichen Erweiterung von Q , und G eine kompakte p-adische Lie-Gruppe.
Solche p-adischen Lie-Gruppen sind ganz analog zu reellen oder komplexen Lie-Gruppen
definiert, siehe dazu [Sch11]. In diesem Fall ist der proendliche Gruppenring A(G) = O[G]
noethersch [Schi1, Thm. 27.1, Thm. 33.4]. Aus technischen Griinden nehmen wir an, dass
G einen abgeschlossenen Normalteiler enthilt, sodass G/H = 7, gilt, und dass es in G
kein Element von Ordnung p gibt. Als Anwendung haben wir natiirlich im Sinn, dass G die
Galoisgruppe einer Erweiterung eines Zahlkorpers K ist, und die erste Bedingung an G ist
zum Beispiel stets erfiillt, wenn diese Erweiterung die zyklotomische Z ,-Erweiterung von
K enthalt. Die kommutative Theorie erhalten wir daraus zuriick, indem wir G = I" und
H =1 setzen.

Definition 4.6: Es sei
S={feAG): A(G)/A(G)f ist als A(H)-Modul endlich erzeugt}
und

s' = p"s.

n€]N0

Satz 4.7: S und S* sind linke und rechte Ore-Mengen. Ihre Elemente sind keine Nullteiler.

Beweis: Die Behauptung fiir S ist [CFKSVos, Thm. 2.4].*° Die Behauptung fiir S* folgt dar-
aus, da p im Zentrum von A(G) liegt. O

Wir notieren im Folgenden die Kategorie Mod (A(G)s*-tors) kurz mit Mod ;7 (G).

Bemerkung 4.8: Im kommutativen Fall haben wir $* = A(I") \ {0}. Dies folgt leicht aus
Satz 2.9 und Lemma 2.8. Deshalb ist in dieser Situation A(I")s+ der Quotientenkdrper von
A(T"), und die Kategorie Mod (A (") s+-tors) ist einfach die Kategorie aller endlich erzeugter
A(T')-Torsionsmoduln.

1° Die Behauptung wird dort nur im Fall O = Z, gezeigt, aber die Autoren bemerken spiter (S. 203/204), dass
sich die Argumente auch auf den Fall eines grofieren O tibertragen.
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5. Dirichlet-Charaktere und Bernoulli-Zahlen

Ab jetzt sei O = Z,. Wir betrachten nun erneut die exakte Sequenz aus der K-Theorie,
die von dem Ringhomomorphismus

A(G) — A(G)s:

induziert wird. Dann hat die Sequenz die Gestalt

K1(A(G)) — K1(A(G)s+) — Ko(Mod 11(G)) — Ko(A(G)) — -+~ .

Lemma 4.9: Unter unseren Bedingungen an G ist 0 surjektiv.

Beweis: [CFKSVos, Prop. 3.4] |

Dies ermoglicht uns die folgende Definition:

Definition 4.10: Es sei M € Mod (G). Ein charakteristisches Element von M ist ein &y €
K1 (A(G)s+), welches

d(&m) = [M]
erfullt.

Die Uberlegungen in Abschnitt 4.1 und Bemerkung 4.8 zeigen, dass dies tatsichlich die
klassische Definition eines charakteristischen Ideals verallgemeinert.

5. Dirichlet-Charaktere und Bernoulli-Zahlen

Definition 5.1: Es sei N eine natiirliche Zahl und K ein Korper. Ein Dirichlet-Charakter
modulo N mit Werten in K ist ein Homomorphismus

x: (ZINz)" — K.

Ein solcher Dirichlet-Charakter kann iiber (Z/nZ)™ fiir einen Teiler n | N faktorisieren.
Das minimale solche n heifit der Fiihrer von y. Wenn der Fithrer N ist, so heifit y primitiv.
Ist K = C, so heiflt y ein komplexer Dirichlet-Charakter, aber wir sagen dann meist einfach
nur Dirichlet-Charakter. Ist K eine endliche Erweiterung von Q,, so heif3t y ein p-adischer
Dirichlet-Charakter. Ein Dirichlet-Charakter heif}t gerade, wenn y(—1) = 1 und ungerade,
wenn y(—1) = —1. Ein Dirichlet-Charakter heif}t unverzweigt bei einer Primzahl p, wenn
p den Fihrer des Charakters nicht teilt.

Fir jedes N € IN haben wir den trivialen Charakter, der alles auf 1 abbildet. Diesen
bezeichnen wir mit )(2, oder manchmal nur mit y°. Aufer fiir N = 1 ist dieser nie primitiv.

Zu jedem Dirichlet-Charakter y gibt es einen zugehdrigen primitiven Charakter, namlich
x modulo dem Fiithrer von y.

Wenn zwei Dirichlet-Charaktere y modulo N und ¢ modulo M gegeben sind, kénnen
wir ihr Produkt definieren. Sei dazu L das kleinste gemeinsame Vielfache von M und N und
seien yr bzw. 1 jeweils die Kompositionen

(Z)1z)* — (Z|nz)" -2k baw. (Z)12) — (Z)mz) - K.
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Dann definieren wir yy als den Dirichlet-Charakter modulo L, der durch

xy(a) = xr(a)yr(a)

gegeben ist. Dieser muss nicht primitiv sein, selbst wenn y und ¢ primitiv waren: denn z.B.
ist fiir jeden Dirichlet-Charakter y modulo N das ¢(N)-fache Produkt von y mit sich selbst
der triviale Charakter modulo N, der fiir N > 1 offensichtlich nicht primitiv ist.

Bemerkung 5.2: Fiir jede Primzahl p # 2 konnen wir den Teichmiiller-Charakter w :=
wq,, als p-adischen Dirichlet-Charakter von Fithrer p auffassen: denn mit dem Henselschen
Lemma kénnen wir p(Q,) mit I} identifizieren, und der Teichmiiller-Charakter ist dann
ein Schnitt fiir die rechte Abbildung in der kanonischen exakten Sequenz

X
» I, 1.

Dies gibt uns eine Zerlegung Z; = I} X (1+pZ,), und der zweite Faktor ist zur additiven
Gruppe von Z,, isomorph. Fiir p = 2 kdnnen wir den Teichmiiller-Charakter als Dirichlet-
Charakter von Fithrer 4 auffassen, da die Torsionsuntergruppe {+1} von Zs zu (Z/47Z.)™
isomorph ist. Mitunter fassen wir w auch als einen Homomorphismus Z; — Z;; auf,
indem wir ihm die Projektion Z —— I} vorschalten (hier und im Folgenden ist I} durch
(Z/AZ)™ zu ersetzen, falls p = 2). Man sieht leicht, dass w dann durch

w(x) = lim x*", xe€ z,

gegeben ist. Wenn wir I} mit seinem Bild in Z7 C Q identifizieren, kénnen wir den
Teichmiiller-Charakter auch als die Projektion auf den ersten Faktor

w:Zy =F; x (14 pZ,) — T,

auffassen. Der Leser moge sich nicht davon verwirren lassen, dass der Charakter nach seiner
urspriinglichen Definition genau in die andere Richtung geht.

Dirichlet-Charaktere sind besonders wichtig beim Studium der ihnen zugeordneten L-
Funktionen. Diese sollen hier kurz eingefithrt und ihre wichtigsten Eigenschaften zusam-
mengestellt werden. Fir Beweise derselben verweisen wir auf [Zag81, §1.7].

Die L-Funktion eines Dirichlet-Charakters y modulo N, den wir als primitiv annehmen,
ist definiert durch die Reihe

L(x,s) = ) x(mn™",
n=1

die fir Res > 1 konvergiert. Hierbei fassen wir y als eine Funktion auf Z auf, indem wir
x(a) = 0fir (a, N) > 1 setzen, und sonst als den Wert der Restklasse von a definieren. Fiir
einen nicht-primitiven Charakter definieren wir seine L-Reihe als diejenige des zugehdrigen
primitiven Charakters.

Fiir einen trivialen Charakter ist

L(xR}.s) ={(s)= > n7*

n=1

24
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die Riemannsche Zetafunktion. Insbesondere hiangt seine L-Funktion nicht von N ab, und
deshalb sprechen wir in diesem Zusammenhang oft von dem trivialen Charakter.

Die Riemannsche Zetafunktion spielt unter den Dirichletschen L-Reihen eine gewisse
Sonderrolle, ihre grundlegenden Eigenschaften werden in Abschnitt m1.1 aufgefiihrt. Fir
die anderen Charaktere gilt:

Satz 5.3: Sei y ein nichttrivialer primitiver Dirichlet-Charakter mit Fiihrer N. Wir setzen

Mo = (5) 0 (S5 e o0 = 22

Hierbei bezeichnet I' die Gamma-Funktion,

x(m)e2min/N (5.1)

M=z

G(x) =

n

die Gaufische Summe von y, und es ist § = 0, wenn y ein gerader Charakter ist, und sonst
6 = 1. Dann hat die L-Funktion von y eine holomorphe Fortsetzung auf ganz C, und sie erfiillt
die Funktionalgleichung

A(x.s) =i%(Y)A(x.1-s).

Von besonderem Interesse sind die Werte dieser L-Reihen bei negativen ganzzahligen
Argumenten. Uber solche Werte gibt es einen allgemeinen Satz fiir Dirichletreihen, den wir
hier aus [Zag81, Satz 1.7.1] zitieren:

Satz 5.4: Es sei
L(s) = Z apn”*®
n=1

eine Dirichletreihe mit irgendwelchen a, € C, die fiir mindestens ein s € C konvergiert. Wir
setzen fiir''t > 0

n=-1

mit Koeffizienten b, € C. Dann hat die Funktion L eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C
mit einem einzigen Pol von Ordnung 1 mit Residuum b_; beis = 0 (holomorph, fallsb_; = 0),
und es gilt

L(=n) = (=1)"bn

fiir allen € INy.

" Diese Reihe konvergiert fur alle ¢+ > 0, da sonst die Dirichletreihe L iiberall divergent wire. Dies folgt aus
der Formel fiir die Konvergenzabszisse einer Dirichletreihe, siehe [Zag81, Satz 1.1.2].

2 Das bedeutet in diesem Fall, dass fiir jedes N € IN gilt f(¢) = er:]:_l bn% + o(tN), was insbesondere
erfillt ist, wenn f bei t = 0 analytisch ist oder einen Pol von Ordnung 1 hat. Die Koeffizienten b, sind dann
eindeutig bestimmt. Vgl. hierzu [Erds6, §§1.2, 1.3].

25



L Algebraische Grundlagen

Diesen Satz wollen wir nun auf Dirichlet-L-Reihen anwenden. Sei also y ein primitiver
Dirichlet-Charakter modulo N (der auch der triviale Charakter sein darf) und

Unter Benutzung der NZ-Periodizitit von y als Funktion auf Z und der geometrischen Rei-
he sieht man leicht, dass dies genau die Funktion f aus Satz 5.4 ist. Es ist jedoch tblich, statt
f selbst die Funktion F(t) = —tf(—t) und ihre asymptotische Entwicklung zu betrachten.

Definition 5.5: Es sei
N at
x(a)te
F(t) = _—
0=

und
(o)

F(t) = ZBn,Xi

|
=0 n

die asymptotische Entwicklung von F(t), welche hier einfach die Taylorreihe ist. Die hier
auftretenden Koeffizienten B, , heiflen die verallgemeinerten Bernoulli-Zahlen zum Cha-
rakter y. Falls y der triviale Charakter ist, schreiben wir B, statt B, , und nennen diese
Zahlen einfach nur Bernoulli-Zahlen (deshalb heiflen die anderen ,verallgemeinert").

Bemerkung 5.6: Die verallgemeinerten Bernoulli-Zahlen sind stets algebraisch, genauer
gesagt liegen sie im Korper Q(y), der tiber Q von den Werten von y erzeugt wird. Dies
folgt aus der bekannten Formel fiir die Taylorkoeffizienten. Insbesondere sind die Standard-
Bernoulli-Zahlen rational. Man sieht auch leicht an der Definition, dass B,, = 0 fiir ungera-
des n # 1. Mit etwas mehr Rechnen sieht man, dass fiir nichttriviale Charaktere B, , = 0
gilt, wenn n und y entgegengesetze Paritat haben (d.h. fiir ungerade n, falls y ein gerader
Charakter ist, und fiir gerade n, falls y ungerade ist); vgl. hierzu [Iwa72, §2].

Der Ubergang von f zu F verschiebt die Nummerierung der Koeffizienten in der asym-
ptotischen Entwicklung um 1 und fiigt ihnen den Faktor (—1)"n hinzu. Diese Beobachtung
fuhrt zusammen mit Satz 5.4 sofort zu

Satz 5.7: Fiir eine Dirichletsche L-Reihe gilt fiir allen € IN

B
L(y,1-n)=- ';’X.

Die Bernoulli-Zahlen wurden von Jakob Bernoulli gefunden, als er fiir festes n € INy die

Werte des Ausdrucks
k

Sa(k) = ) a", ke,

a=1

durch ein Polynom in k ausdriicken wollte. Ein derartiges Ergebnis wollen wir hier fir
die verallgemeinerten Bernoulli-Zahlen aus [Iwa72, §2] zitieren. Man erhilt es nach etwas
Rechnen als einfache Konsequenz der Definition der Bernoulli-Zahlen.
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5. Dirichlet-Charaktere und Bernoulli-Zahlen

Satz 5.8: Fiir einen Dirichlet-Charakter y von Fiihrer N und n, k € INg sei

Sn,y(k) = Z x(a)a".
a=1
Dann gilt
1 n
n+1

i=

n+1 ntl—i
Sn,y(kN) = ( ; )Bi,x(kN) =

—_

Nun wollen wir fiir einen p-adischen Dirichlet-Charakter ebenfalls Bernoulli-Zahlen de-
finieren.

Definition 5.9: Es sei K eine endliche Erweiterung von Q, und y: (Z/NZ) ¥ —— K* ein
primitiver p-adischer Dirichlet-Charakter. Dann setzen wir fir n € IN

1 ;
B”’X = j]i)n;]o pj—NSn’X(pJN).

Dass diese Definition sinnvoll ist, zeigt der folgende Satz.

Satz 5.10: Es sei y ein komplexer Dirichlet-Charakter mit Fithrer N. Wir wdhlen eine Einbet-
tung

1 Q—Q,
des algebraischen Abschlusses von Q in den von Q. Dann bildet 1 fiir jedesn € IN die n-te

Bernoulli-Zahl des komplexen Charakters y auf die n-te Bernoulli-Zahl des p-adischen Cha-
rakters 1o y ab.

Beweis: Es gilt in Q(y) wegen Satz 5.8

1
n-+

1 . N (n+1 : _; ;
N xP'N) = 121( i )B",X@JN)" "=Buytp G
P

mit einem C; € Q(y). Weiter gilt offenbar (S, ,(k)) = Sn,i0 (k). Damit bekommen wir

Bnioy = Jim ml(sn,x@w)) = lim (1(Bn, ) + 2 1(C))) = (Bn.)

(1(Cj) ist zwar nicht unabhangig von j, jedoch ist sein p-adischer Betrag unabhéngig von
J beschrénkt). Insbesondere haben wir damit auch gezeigt, dass der Grenzwert in Definiti-
on 5.9 stets existiert. m|

Indem wir in Satz 5.10 fir y den trivialen Charakter einsetzen, erhalten wir daraus:

Korollar 5.11: Fiir die Bernoulli-Zahlen By, n € Ny, gilt in Q,

1 .
— 15 _ J
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6. Darstellungen

Hier sollen einige Aussagen iiber Darstellungen zusammengestellt werden. Fiir die allge-
meine Darstellungstheorie endlicher Gruppen iiber Kérpern verweisen wir auf [Ser77]. Wir
wollen einige Begriffe auf Darstellungen mit Koeffizienten in allgemeineren Ringen iiber-
tragen. Es sei dazu G eine Gruppe und A ein kommutativer Ring.

Definition 6.1: Eine Darstellung einer Gruppe G mit Koeffizienten in A ist ein Homomor-
phismus
p: G—— Auty(V)

fiir einen freien A-Modul V von endlichem Rang. Wenn G eine topologische (etwa pro-
endliche) Gruppe und A ein topologischer Ring ist, nehmen wir stets an, dass ein solcher
Homomorphismus stetig ist. Wenn wir eine Basis von V wihlen, ist Aut, (V) offenbar zu
GL,,(A) isomorph, wenn n den Rang von V bezeichnet. Deswegen formulieren wir im Fol-
genden einiges fir GL,,(A), es ist aber in der Regel klar, dass die meisten Aussagen nicht
von der Basiswahl abhangen.

Wenn p’: G—— Auty(V’) eine weitere Darstellung von G mit Koeffizienten in A ist,
dann ist ein Morphismus von p nach p” ein Homomorphismus zwischen den A-Moduln V
und V’, der mit der Aktion von G auf diesen vertréglich ist. Dies macht die Darstellungen
von G mit Koeffizienten in A zu einer Kategorie.

Eine Darstellung heif3t irreduzibel, wenn es keinen nichttrivialen G-stabilen A-Untermo-
dul von V gibt. Eine Darstellung p: G—— GL,(K) mit Koeffizienten in einem Korper K
heif3t absolut irreduzibel, wenn fir jede algebraische Erweiterung L von K die Darstellung

G- GL,(K) — GL,(L)

irreduzibel ist.

Bemerkung 6.2: Es sei K ein Koérper und p, 7 Darstellungen von G auf endlichdimensiona-
len K-Vektorraumen V bzw. W. Dann kénnen wir Homg(V, W) zu einer Darstellung von
G machen, indem wir die G-Aktion durch

g®(v) = 7(9)®(p(g7)v), geG, e Homg(V,W), veV

definieren. Auch das Tensorprodukt V ®x W kénnen wir zu einer G-Darstellung machen,
indem wir es mit der diagonalen G-Aktion versehen. Schlieflich definieren wir zu V die
duale Darstellung als V* = Hompg(V, 1), wobei 1 die triviale eindimensionale Darstellung
bezeichnet. Mit diesen Definitionen gilt dann

V* ® W = Homg(V, W).
Ein Isomorphismus ¥U: V* @ W —— Homg(V, W) ist durch

U(f & w)(v) = f(0) - w

fir f € V¥, w € Wund v € V gegeben. Man sieht schnell, dass dies ein injektiver (und aus
Dimensionsgriinden auch surjektiver) Isomorphismus von K-Vektorraumen ist, und die G-
Aquivarianz kann leicht nachgerechnet werden.
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Lemma 6.3 (Carayol-Serre): Es seiG eine proendliche Gruppe und A ein proartinscher lokaler
Ring mit endlichem Restklassenkorper I¥. Es seien zwei stetige Darstellungen

pi: G— GLy (A), i=1,2

gegeben. Mit
p;: G— GL, (I)
sei die Reduktion von p; modulo dem maximalen Ideal von A bezeichnet. Wenn ein p; absolut
irreduzibel ist und
Spur pi1 (o) = Spur pa(0)
fiir alle o € G gilt, dann sind p1 und pa isomorph.

Beweis: [HidMFG, Prop. 2.13] m|

Besonders wichtig fiir uns sind Darstellungen von Galoisgruppen, fiir die wir nun noch
einige Begriffe einfiithren. Sei dazu im Folgenden K ein Zahlkorper und Gx = Gal(@IK )
seine absolute Galoisgruppe. Wir bezeichnen zu jeder Primstelle v von K und jeder tiber v
liegenden Primstelle w | v von @ mit I,,j, C G die Trigheitsgruppe bei w und mit Frob,,,
ein Frobeniuselement bei w.

Definition 6.4: Es sei p: Gk —— GL,(A) eine Darstellung von Gg.

(a) p heifit unverzweigt bei einer Primstelle v von K, wenn die Tragheitsgruppe jeder
iiber v liegenden Primstelle von L im Kern von p liegt.

(b) Das Frobenius-Polynom von p bei einer Primstelle v von K ist das Polynom
Fp o = det (1= p(Frob,,o)T)ly 1. ) € A[T].

Hierbei ist w eine beliebige iiber v liegende Primstelle und V/+1v der Untermodul von
V = A", der von I,,|, festgelassen wird. Da F, ,, ein charakteristisches Polynom ist,
héngt es nur von der Konjugationsklasse von Frob,,|,, ab, und diese ist unabhéngig
von der Wahl von w.

(c) p heilt ungerade, wenn die Determinante der komplexen Konjugation —1 ist, und
sonst gerade.

Eine Darstellung p: Gx —— GL,,(A) ist also genau dann unverzweigt bei v, wenn p iiber
die Galoisgruppe der maximalen bei v unverzeigten Erweiterung von K faktorisiert. Eine
ungerade Darstellung tiber dem Grundkorper K = Q ist stets verzweigt bei der archimedi-
schen Primstelle von Q, denn deren Tragheitsgruppe wird von der komplexen Konjugation
erzeugt.

Beispiel 6.5: Uber den kanonischen Isomorphismus Gal(Q(u,)|Q) = (Z/nZ)™ kénnen wir
jeden Dirichlet-Charakter y modulo n via

Go — Gal(Q(n)IQ) == (Z[nz)" —= C* = GLy(C)

als eindimensionale Galoisdarstellung auffassen. Diese ist als Galoisdarstellung genau dann
im Sinne von Definition 6.4 (a) unverzweigt, wenn y als Dirichlet-Charakter im Sinne von
Definition 5.1 unverzweigt ist. Ebenso ist sie genau dann als Galoisdarstellung ungerade,
wenn y als Dirichlet-Charakter ungerade ist.
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Bemerkung 6.6: Sei A ein proartinscher lokaler Ring mit endlichem Restklassenkorper I
und

pi: Gal(QIK) — GL,,(4), i=1,2

zwei stetige Darstellungen, sodass eine der reduzierten Darstellungen p; absolut irreduzibel
ist. Wenn beide Darstellungen nur bei endlich vielen Primstellen von K verzweigt sind und
fir alle unverzweigten Primstellen p gilt

Spur p; (Frob,) = Spur py(Frob,),

dann sind p; und py isomorph. Dies folgt mit Lemma 6.3 aus dem Tschebotareffschen Dicht-
heitssatz, der impliziert, dass in jeder Galoiserweiterung von Zahlkérpern, die nur an end-
lich vielen Stellen verzweigt, die Frobeniuselemente zu den unverzweigten Primstellen dicht
in der Galoisgruppe liegen. Die Bedingung an die Spur ist insbesondere dann erfiillt, wenn
fur alle diese p die Frobenius-Polynome der Darstellungen tibereinstimmen.

Definition 6.7: Es sei F ein weiterer Zahlkorper, A eine nichtarchimedische Stelle von F mit
zugehoriger Komplettierung F; und V ein endlichdimensionaler F;-Vektorraum.

(a) Eine A-adische Darstellung ist ein stetiger Homomorphismus
pir: Gk — Autp (V).

Ein System von A-adischen Darstellungen ist eine Familie p = (p;); von A-adischen
Darstellungen von Gy fiir alle nichtarchimedischen Primstellen A von F.

(b) Es sei p = (pa), ein System von A-adischen Darstellungen. Wir bezeichnen stets
fur jedes A mit € die unter A liegende Primzahl in Q und mit S, die Menge der tiber
¢ liegenden Primstellen von F. Wir nennen p ein kompatibles’ System von Galois-
darstellungen, wenn es eine endliche Menge S von Primstellen von F gibt, sodass
gilt:

« Alle p, sind bei allen v ¢ S U S; unverzweigt.
« Fiir jedes A und jedes v ¢ S, hat das Frobenius-Polynom F,, . Koeffizienten in

F und ist unabhéangig von A.

(c) Sei p ein kompatibles System. Wir wihlen eine Einbettung des Zahlkorpers F nach
C. Dann definieren wir die L-Funktion zu p durch das formale Euler-Produkt

Lip.s) = [ | Fprul(N0) ™),

in dem v iber alle Primstellen von K lauft und wir fiir jedes v ein A mit v ¢ Sy
wihlen. Hierbei bezeichnet N v die Kardinalitat des Restklassenkorpers von v.

¥ Dieser Begriff wird in der Literatur nicht ganz einheitlich verwendet. Unsere Definition ist sehr stark, in
manchen Texten heif3t ein solches System ,,strikt kompatibel®.
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Beispiel 6.8: Wenn eine Darstellung p: Gal(Q|K) — GL,(C) gegeben ist, hat diese stets
endliches Bild, also gibt es einen Zahlkorper F in C, sodass das Bild von p bereits in GL,,(F)
liegt. Damit ist p automatisch fast iiberall unverzweigt. Wenn wir p fiir jede Primstelle A von
F mit der Einbettung F —— F, von F in seine Komplettierung bei A verketten, bekommen
wir ein System von A-adischen Darstellungen, und dieses ist trivialerweise kompatibel. Die
L-Funktion dieses Systems ist in diesem Fall die Artinsche L-Funktion der Darstellung p.
Wenn wir einen Dirichlet-Charakter wie in Beispiel 6.5 als Galoisdarstellung tiber Q auf-
fassen, stimmt diese auflerdem mit der L-Funktion des Dirichlet-Charakters uiberein.

7. Elliptische Kurven

Hier wollen wir noch einige Dinge tiber elliptische Kurven bemerken. Fiir die allgemeine
Theorie elliptischer Kurven sei auf [Sil86] verwiesen.

Es sei E eine elliptische Kurve iiber Q. Fiir einen Korper K bezeichnet E(K) die Gruppe der
K-wertigen Punkte auf E, sofern diese definiert ist (also etwa fiir einen Erweiterungskorper
von Q) oder einen endlichen Korper von Charakteristik p, wenn E bei p gute Reduktion hat).
Wir bezeichnen fiir n € IN mit E[n](K) die Untergruppe der n-Torsionspunkte in E(K). Zu
E gehort eine Familie von ¢-adischen Galoisdarstellungen fiir jede Primzahl £

TE.¢: Gal(@lQ) — Auty,, (T¢(E))
auf dem ¢-adischen Tate-Modul

To(E) = lim E[¢")(Q),
nelN

der als Z,-Modul (nichtkanonisch) zu Z% isomorph ist. Die Darstellung 7g ¢ ist genau bei
den Primzahlen verzweigt, bei denen E schlechte Reduktion hat: das besagt das Kriterium
von Néron-Ogg-Shafarevich [Sil86, Thm. vir.7.1].

Die Darstellungen 7 ¢ bilden ein kompatibles System im Sinne von Definition 6.7 (b), sie-
he [HidGMF, §2.7.2]. Wir kénnen also die L-Funktion dieses kompatiblen Systems betrach-
ten (vgl. Definition 6.7 (c)). Diese bezeichnen wir mit L(E, s) und nennen sie die L-Funktion

von E. Sie ist also durch

L(E,s) = 1_[ det ((1 - TE’((FI'Obq)q_sHVIq)_l,
q

gegeben, wobei g uiber alle (rationalen) Primzahlen lauft und wir fiir jedes g ein £ # q
auswahlen.

Es sei p eine Primzahl, bei der E gute Reduktion hat. Dann setzen wir a, = p+1—-#E(IF,,).
Wir sagen, dass E bei p ordindre Reduktion hat, wenn p kein Teiler von a, ist. Wenn p > 5
ist, ist das zu a, # 0 dquivalent: dies folgt aus der Hasse-Schranke [Sil86, Thm. v.1.1], die

lap| < 2+/p besagt.
Bemerkung 7.1: Zwischen den Zahlen a, und den Eulerfaktoren der L-Funktion besteht ein
enger Zusammenhang: fiir alle Primzahlen p, bei denen E gute Reduktion hat, gilt namlich

det (1 - 7, ¢(Frob,)T)) ' = 1 - a,T +pT>.

Die Einschrankung auf den tragheitsinvarianten Unterraum kann hierbei entfallen, da die
Darstellung ja bei p unverzweigt ist. Siehe dazu [Silg4, Rem. 11.10.1].
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II. Klassische Modulformen

Modulformen sind auf den ersten Blick funktionentheoretische Objekte — namlich gewis-
se holomorphe Funktionen auf der oberen Halbebene, die sich als Potenzreihen mit soge-
nannten Fourierkoeflizienten schreiben lassen. Schon frith wurde aber erkannt, dass diese
Fourierkoeffizienten interessante arithmetische Informationen beinhalten: so tauchen hier
etwa die Summen der Teiler(potenzen) von natiirlichen Zahlen oder die Darstellungszahlen
quadratischer Formen (d.h. die Anzahl, wie oft eine gegebene Zahl von einer quadratischen
Form dargestellt wird) als Koeffizienten auf. Ein neueres (und viel schwierigeres) Ergebnis
ist die von Wiles, Taylor, Breuil, Conrad und Diamond bewiesene Modularitét elliptischer
Kurven iber Q [Wilgs; TW95; BCDTo1], die einen Zusammenhang zwischen den Fourier-
koeffizienten gewisser Modulformen und Anzahlen von Punkten auf elliptischen Kurven
angibt.

Wir wollen in diesem Kapitel Modulformen einfithren und ihre grundlegenden Eigen-
schaften zusammenstellen. Natiirlich sind nicht alle Modulformen gleich interessant — be-
sonders gute Eigenschaften haben die sogenannten Eigenformen. Es soll vor allem unser
Ziel sein, diese und ihre Fourierkoeffizienten zu untersuchen. In Kapitel IV werden wir das
Studium der Eigenformen fortsetzen, indem wir diese anstatt tiber C iiber anderen (vor al-
lem p-adischen) Ringen betrachten und sie letztlich als geometrische Objekte (als Punkte in
Spektren von Hecke-Algebren) auffassen.

1. Der eindimensionale Fall: Hecke-Charaktere

Dirichlet-Charaktere und ihre L-Funktionen spielen in der Zahlentheorie eine grofie Rolle,
z.B. beim Beweis des Dirichletschen Primzahlsatzes. Etwas allgemeiner sind Hecke-Cha-
raktere (auch Groflencharaktere genannt) von grofler Bedeutung z.B. in der Klassenkorper-
theorie. Modulformen kénnen als eine Art nichtabelsche Verallgemeinerung von Hecke-
und damit Dirichlet-Charakteren gesehen werden. Deshalb wollen wir mit einem Abschnitt
tiber Hecke-Charaktere beginnen.

Definition 1.1: Es sei K ein Zahlkorper, Ix = A} seine Idelgruppe und Cx = Ig/K™
die Idelklassengruppe. Ein (stetiger) Charakter y: Cx —— C* heifit Hecke-Charakter. Wir
nennen y von endlicher Ordnung, wenn sein Bild endlich ist.

ImFall K = Q haben wir die Zerlegung Ig = QX-(ZX XRY)mit RY = {x € R:x>0}.
Daraus folgt _
Cq = 7> X ]R_T_

Wenn wir U(N) = {z € Z* : z = 1mod NZ} fiir N € IN setzen, gilt:
Lemma 1.2: Die Abbildung

Cq— (Z/Nz)x, (z,r) —— zmod N
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II. Klassische Modulformen

induziert einen Isomorphismus

o/ (N) x RY) = (Z[Nz)"

Beweis: Die Surjektivitit ist klar, und auch, dass ]Rfﬁ im Kern liegt. Der Kern von
— 7 —~\ X X
z*— (Z%INz)" = (%|Nz)
ist nach Definition U(N). Dies zeigt die Behauptung. i

Bemerkung 1.3: Im Falle K = Q kdnnen wir jedem Dirichlet-Charakter einen Hecke-Cha-
rakter von endlicher Ordnung zuordnen, indem wir ihm die Abbildung Cq —— (Z/NZ)™
aus Lemma 1.2 vorschalten. Wenn umgekehrt ein Hecke-Charakter y: Z* X RY — C*
von endlicher Ordnung gegeben ist, dann ist sein Bild diskret, also muss der Kern von y
die Zusammenhangskomponente der 1 in Ig enthalten - diese ist {1} X R - und eine
offene Umgebung der 1 in Z. Die Gruppen U(N) bilden eine Umgebungsbasis der 1 in
7, also enthilt der Kern von x ohne Einschriankung ein U(N). Dies zeigt, dass y iber
Cq/(U(N) x RY) faktorisiert und damit einen Dirichlet-Charakter (Z/NZ)* — C* in-
duziert. Die Dirichlet-Charaktere sind also genau die Hecke-Charaktere von endlicher Ord-
nung fir den Fall K = Q.

Fir einen Hecke-Charakter y: Cx —— C* kann durch das Euler-Produkt

L(x.s) = [ ](1 = x(ay) N() ™)~

p

eine L-Funktion definiert werden. Hierbei durchlauft p alle Primideale von K, N(p) bezeich-
net die Kardinalitat des Restklassenkorpers von p und a, € Cg ist die Klasse des Idels
(....1,...,1,m1,...,1,...), wobei & ein Primelement der zu p gehérenden Komplettie-
rung von K ist. Im Falle eines Dirichlet-Charakters erhalten wir gerade wieder die Dirich-
letsche L-Funktion. Fiir diese L-Funktionen kann man ebenfalls analytische Fortsetzbarkeit
und eine Funktionalgleichung zeigen, siehe etwa [Tat67a].

Hecke-Charaktere spielen eine wichtige Rolle in der Klassenkorpertheorie. Thr Haupt-
satz, das Artinsche Reziprozititsgesetz, kann in folgender Form formuliert werden:

Satz 1.4: Es sei K ein Zahlkorper und Gx = Gal(Q|K) seine absolute Galoisgruppe. Weiter
bezeichne IIO( die Zusammenhangskomponente des Neutralelements in der Idelgruppe Ix. Dann
gibt es eine kanonische exakte Sequenz

1— KX[) — [x — G — 1.

Hier ist mit = der topologische Abschluss gemeint.

Beweis: [Tat67b, §§5.4, 5.6] O
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2. Modulare Kurven

Fiir jede abelsche Erweiterung L von K und jeden Galois-Charakter
o: Gal(LIK) — C*
gibt uns das einen Hecke-Charakter
x:Ckx = IK/K>< RN IK/KXIIO( =~ G?? — Gal(L|K) AN Ccx,

und die Pfeile in der exakten Sequenz sind so gebaut, dass fiir jede endliche unverzweigte
Primstelle p von K gilt

x(ay) = o(Frob,).
Hierbei ist Frob, ein Frobeniuselement bei p (da L|K abelsch ist, hingt dieses nur von p
ab). Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass die L-Funktion des Hecke-Charakters y und
die Artinsche L-Funktion der Darstellung o (vgl. Beispiel 1.6.8) iibereinstimmen.

Eines der grundlegendsten Probleme der algebraischen Zahlentheorie — Erweiterungen
algebraischer Zahlkorper zu klassifizieren und das Zerlegungsverhalten der Primstellen in
diesen zu beschreiben — wird dadurch fiir abelsche Erweiterungen in zufriedenstellender
Weise gelost. Dabei werden zur Beschreibung dieser Erweiterungen nur zum Grundkorper
gehorende Daten verwendet, namlich der aus seinen samtlichen Komplettierungen gebildete
Adelring.

Ein Hecke-Charakter eines Zahlkorpers K ist also insbesondere eine Abbildung

GL, (K)\CL1(Ax) — €

(die natiirlich noch weitere Eigenschaften hat). Dies verallgemeinernd, definiert man eine
automorphe Form auf GL,, als eine komplexwertige Funktion auf GL,(K)\GL,(Ak), die
gewisse technische Zusatzbedingungen erfiillt. Eine vollstindige Definition findet sich in
[Bumg7, §3.3, S. 299/300]. Diese sind als hoherdimensionale Verallgemeinerungen von He-
cke-Charakteren anzusehen. Das Langlands-Programm versucht (unter anderem), als Ver-
allgemeinerung von Satz 1.4 und der Bemerkung danach eine Korrespondenz zwischen ho-
herdimensionalen Galoisdarstellungen und solchen automorphen Formen zu finden.

Im Fall K = Q und n = 2 zerfallen die automorphen Formen in zwei Klassen. Beide
lassen sich durch gewisse Funktionen auf der oberen Halbebene produzieren, die im einen
Fall holomorph sind, im anderen Fall lediglich reell-analytisch: das sind die (elliptischen)
Modulformen und die Maafischen Wellenformen. Wir wollen uns hier nur mit den Modul-
formen beschiftigen, die wir in den folgenden Abschnitten einfithren werden. Wie diese
Funktionen auf der oberen Halbebene zu Funktionen auf GLy(Q)\GLy(Aq) und damit zu
automorphen Formen fiithren, beschreiben wir in Bemerkung 3.3. Fiir total reelle Zahlkor-
per K|Q gibt es eine Verallgemeinerung von Modulformen, namlich die Hilbertschen Modul-
formen. Diese sind gewisse Funktionen auf dem m-fachen Produkt der oberen Halbebene,
wenn m die Anzahl der reellen Einbettungen von K ist. Sie lassen sich als Funktionen auf
GLy(K)\GLy (A k) deuten.

2. Modulare Kurven

EsseilH = {z € C : Imz > 0} die obere Halbebene. Wir stellen uns diese als offene
Teilmenge in der Riemannschen Zahlenkugel P! (C) vor. Weiter setzen wir

H* =HUQU {eo} = HUPYQ).
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II. Klassische Modulformen

Die Gruppe SLy(RR) operiert auf IP!(C) durch Mébiustransformationen, und H und H*
sind stabil unter dieser Operation. Wir interessieren uns insbesondere fiir die Operation
der Untergruppe SLy(Z).

Definition 2.1: Sei N eine natiirliche Zahl. Die Hauptkongruenzuntergruppe von Level N
von SLy(Z) ist der Kern der kanonischen Abbildung

SLy(Z) — SLy (Z/NZ) -

Wir bezeichnen sie mit I'(N). Eine Untergruppe I" von SL,(Z) heifit Kongruenzuntergruppe,
wenn sie I'(N) fiir ein N enthélt; das minimale solche N heifit Level von I".

Fiir jede Kongruenzuntergruppe ist der Quotientenraum I'\IlH* ein kompakter topologi-
scher Raum, und man kann zeigen, dass man ihn mit einer Struktur als Riemannsche Flidche
versehen kann [Shi71, §1.5]. Da die Kategorie der kompakten Riemannschen Flachen aqui-
valent ist zur Kategorie der projektiven nichtsinguliaren Kurven tiber C, kénnen wir I'\IH*
also als komplexe Kurve ansehen. Die Punkte auf dieser Kurve, die von P! (Q) herkommen,
heiflen Spitzen.

Definition 2.2: Eine Kurve I'\H* fiir eine Kongruenzuntergruppe I' C SLy(7Z) heifit mo-
dulare Kurve. Wir bezeichnen sie mit X (I"). Wir schreiben Y(I") fir die offene Teilmenge
I'\H.

Wir definieren zwei spezielle Kongruenzuntergruppen, die in der Theorie der Modulfor-
men eine zentrale Rolle spielen, namlich

Io(N) = {(j f,) € SLy(Z): N |},

I''(N) = {(ccz Z) €y(N):a,d=1(modN)}.

Diese sind jeweils die Urbilder der Untergruppen der oberen Dreiecksmatrizen bzw. der
strikten (d.h. mit len auf der Diagonalen) oberen Dreiecksmatrizen in SLy(Z/NZ) unter
der kanonischen Projektion von SLy(Z). Offenbar gilt I'(N) € T'y(N) € T'y(N). Wir be-
zeichnen die zugehorigen modularen Kurven mit X(N), X1(N), Xo(N).

Wir wollen noch kurz erwéhnen, dass diese modularen Kurven als Modulraume fiir ellip-
tische Kurven iiber C mit gewissen Zusatzdaten gesehen werden kénnen. Da wir hier nicht
erklaren wollen, was ein Modulraum ist, verweisen wir dazu auf [HM98] oder [KM85]. In
letzterem wird die Interpretation der modularen Kurven als Modulraume elliptischer Kur-
ven in einer abstrakten Sprache gezeigt. Da wir dies im Weiteren nicht benétigen, wollen
wir sie hier elementar formulieren.

Wir definieren

So(N) = {(E, o) : E elliptische Kurve iiber C, }/ .

" C ¢ E(C) zyklische Untergruppe von Ordnung N

. E elliptische Kurve tiber C, } /~

S1(N) = {(EP> " P € E(C) Punkt von Ordnung N (2.1)

E elliptische Kurve tiber C,
S(N) = {(E, P,Q) : P,Q € E(C) Basis fiir die Torsionsuntergruppe E[N] }/ ~
mit Weil-Paarung ey (P, Q) = e27/N
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3. Elliptische Modulformen

Die Aquivalenzrelation ~ sei jeweils dadurch gegeben, dass es zwischen zwei dquivalenten
Kurven einen Isomorphismus gibt, der die zusatzlichen Daten respektiert. Weiter sei fiir
7 € H mit A, das Gitter Z & Zt C C bezeichnet. Dann gilt

S I T hFH—— C

N(N) —— $i(N), Ti(N)r— (C[a, -+ Al)

T

Y(N)— S(N), T(N)r— (Cfa, . =+ A, % +A)

sind jeweils Bijektionen.

Beweis: [DSos, Thm. 1.5.1] |

3. Elliptische Modulformen

Sei X = X(I') die modulare Kurve zu einer Kongruenzuntergruppe I', und sei C(X) ihr
Funktionenkoérper. Auf dieser gibt es die Garbe der meromorphen Differentialformen, die
wir mit 2 x bezeichnen. Das ist eine Garbe von C(X)-Vektorraumen, die lokal frei von Rang
1 ist. Mit Q?}k bezeichnen wir das k-fache Tensorprodukt von 2x mit sich selbst fiir eine

natiirliche Zahl k. Die kanonische Projektion 7 : lH —— X liefert uns die inverse Bildgarbe
ﬂ*Q?}k aufH.Seinunow € Q?}k (X) ein globaler Schnitt und 7*w sein Pullback nach H. Dann
konnen wir 7* (w) = f(z)(dz)®* mit einer meromorphen Funktion f auf H schreiben. Da
m*(w) von X(I') kommt, muss es I'-invariant sein, d.h.

fyz)d(yz)®* = f(2)dz®"
fur alle y € I erfullen. Man kann leicht nachrechnen, dass
d(yz) = (cz +d) 2dz (y = (j d) el)

gilt. Deshalb muss die Funktion f die Bedingung

flyz) = (cz+d)"*f(2) (3.1)

erfillen.
Dies nehmen wir zum Anlass, fir jede ganze Zahl k eine Rechtsaktion von SLy(Z) auf
dem Ring O(H) der holomorphen Funktionen auf H durch

hlylk(z) = (cz + d)_kh(yz), he OH), zeH, y = ((cl cbl) € SLy(Z)

zu definieren, die wir die Gewicht-k-Aktion nennen. Die Gleichung (3.1) sagt dann also aus,
dass f invariant unter der 2k-Aktion von I ist. Wir dehnen diese Operation auf die Gruppe
GLJ (R) aus, indem wir fiir « € GL3 (R) und f: H —— C definieren

h[a]i(z) = (deta) /% (cz + d)~*h(az). (3.2)
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II. Klassische Modulformen

Definition 3.1: Sei I' € SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe von Level N. Eine elliptische
Modulform von Gewicht k und Level N bzgl. I ist eine holomorphe Funktion f auf H, die
flylx = f firalle y € T erfillt und fiir die der Grenzwert

lim fy]«(iy)

y—)OO

fir alle y € SLy(Z) existiert und endlich ist. Wenn dieser Grenzwert 0 ist, so heifit f
Spitzenform. Die elliptischen Modulformen von Gewicht k zur Gruppe I' bilden einen C-
Vektorraum, den wir mit My (I") bezeichnen. Den Unterraum der Spitzenformen bezeich-
nen wir mit Si(T").

Wir wollen uns in dieser Arbeit auf elliptische Modulformen beschrinken und werden
deshalb ab jetzt statt ,elliptische Modulform® einfach ,Modulform® schreiben.

Definition 3.2: Sei f eine Modulform zu einer Kongruenzuntergruppe I' von Level N, und
sei h die kleinste natiirliche Zahl, sodass die Matrix ( 1 il) inT liegt. (Fiir T'o(N) und I'; (N)

gilt h = 1.) Ein solches h existiert, denn I' enthalt z.B. die Matrix (1 v ) Dann gilt fir alle
ze

f@) =fI(* 1)l =1z +h),
d.h. f ist hZ-periodisch, und wir kénnen f in eine Fourierreihe entwickeln:

oo

f2) =) anq"

n=0

mit ¢ = e2"#/" Die Koeffizienten a,, heifien die Fourierkoeffizienten von f. Eine Modulform
hei3t normalisiert, wenn a; = 1 gilt.

Bemerkung 3.3: Wir wollen nun kurz andeuten, wie Spitzenformen zu Funktionen auf
GLy(Q)\GLy(Aq) fihren und damit als automorphe Formen im Sinne von Abschnitt 1
angesehen werden konnen. Da wir hierbei sehr knapp bleiben, verweisen wir fiir Details
auf die hier zitierten Werke. Wir schreiben im Folgenden A fiir A q.

Seialso I' € SLy(Z) eine Kongruenzuntergruppe und ein f € Si(I') gegeben. Zu diesem
f definieren wir eine Funktion ¢ auf SLy(IR) durch

Die Invarianz von f unter der Gewicht-k-Aktion von I' iibersetzt sich fiir die Funktion ¢y
in die Eigenschaft

or(yg) = or(g) Vg eSLy(R), y €.

Wir kénnen ¢y also auffassen als eine stetige Funktion auf I'\SLy(R). Auf diesem Raum
kann man ein SLy(R)-invariantes Radon-Maf3* wiahlen, und beziiglich dieses Maf3es ist ¢
quadratisch integrierbar (hier benutzt man, dass f eine Spitzenform ist). Also ist

Si(T) — L*(T\SLy(R)), f+—— o

! Das ist ein Mafl auf der Borel-o-Algebra, das kompakten Mengen endliches Maf3 gibt und von oben und
unten regulér ist. Es ist eindeutig bis auf Multiplikation mit einem Skalar.
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3. Elliptische Modulformen

eine wohldefinierte Abbildung, und diese ist sogar eine isometrische Injektion von komple-
xen Hilbertrdumen, wenn wir Sk (I') mit dem Petersson-Skalarprodukt versehen (welches
wir in Abschnitt 5 einfithren werden). Siehe hierzu [Dei1o, §3.3].

Wir benétigen nun eine Variante der sogenannten starken Approximation, die wir aus
[Dei1o, Prop. 7.2.4, Satz 7.2.5] zitieren. Sei dazu K der Abschluss von I in SL, (Z) und Z(RR)
das Zentrum von GL,(R). Dann induziert die Inklusion SLy(R) <—— GLy(A\) einer reellen
Matrix in die archimedische Komponente der adelischen Matrizen einen Homéomorphis-

r\SLe(R) = Gr,(Q)z(R)\CL2(A) [k .

Dieser ist sogar SLy(R)-4quivariant und liefert deshalb wegen der Eindeutigkeit des Radon-
Mafles einen Isomorphismus von Hilbertraumen

L*(P\SLy(R)) = L*(Z(R) GLy(Q)\GLy(A)/K).

Wir bekommen also eine isometrische Inklusion von Sk (I') in den rechten Hilbertraum. Ins-
besondere kénnen wir Si(I") als Unterraum des Raums der komplexwertigen Funktionen
auf GLy(Q)\GLy(A) auffassen. Das Bild dieser Abbildung ist in [Gel75, Prop. 3.1] beschrie-
ben. Es sei noch erwahnt, dass das auch mit den Fourierkoeffizienten ,zusammenpasst®,
siehe dazu Bemerkung 6.8.

Auch Maaf3sche Wellenformen koénnen als Funktionen auf GL,(Q)\GLy(A) aufgefasst
werden [Dei1o, Satz 7.2.6]. Das Analogon zu Modulformen fiir total reelle Zahlkérper K|Q,
die Hilbertschen Modulformen, kénnen als Funktionen auf GL, (K)\GLy (A k) gesehen wer-
den [Gelrys, S. 52].

Bemerkung 3.4: Die Uberlegungen am Anfang dieses Abschnittes kann man benutzen, um
mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch zu zeigen, dass die Raume My (I") endlichdimen-
sional sind und ihre Dimension explizit bestimmen. Dies geschieht z.B. in [Shi71, §§2.3-
2.6]. Als Spezialfall der dort hergeleiteten Formeln sei exemplarisch die Dimension von
My (T'1(N)) bzw. Sk (I'1(N)) fiir k > 3 und N > 5 genannt. Diese ist [DSos, Fig. 3.4]

_ 2
ESPE (- 5] 25 > o,
PIN

wobei dort ,,4“ fur My (I'1(N)) und ,—“ fir Sg(I'1(N)) einzusetzen ist. Das Produkt lauft
hier uiber alle Primteiler von N und die Summe tuber alle Teiler von N. Insbesondere sieht
man daran, dass diese Dimensionen unbeschrankt sind, wenn k und N wachsen.

Bemerkung 3.5: Wenn I' C SLy(Z) eine beliebige Kongruenzuntergruppe von Level N ist,
dann gilt Mg(T') € Mg(T'(N)). Weiter gilt fur f € M(T'(N)), dass (z+—— f(Nz)) €
M (T'1(N?)): denn es gilt

f(Nz) = NT*2F (N )] (2)

und

Iy (N?) C (N 1)_1F(N) (N 1),
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II. Klassische Modulformen

wie man sich leicht iiberlegt. Wenn

oo

f(Z) — Z ane27rinz/N

n=0
die Fourierentwicklung von f € M (T'(N)) ist, so ist

[Se]

f(NZ) — Z aneQn'inz'

n=0

Wir haben also fiir jede Kongruenzuntergruppe I" von Level N eine Einbettung
Mi(T) — Mi(I1(N?)),

die die Fourierkoeffizienten erhilt. Da uns die Fourierkoeffizienten besonders interessieren,
werden wir uns im Folgenden meistens auf die Kongruenzuntergruppe I'1(N) zuriickzie-
hen.?

Es seien nun I' € A Kongruenzuntergruppen, so dass I' in A normal ist. Dann definie-
ren wir eine Operation von A auf Mg(I") durch (e, f) —— f[a]r. Um zu sehen, dass dies
wohldefiniert ist, miissen wir zeigen, dass die Funktion f[a] invariant unter I ist (die Ho-
lomorphie auf Il und an den Spitzen bleibt von der Operation natiirlich ungestért). Dazu
seiy € I" gegeben. Wegen al’ = I'a gibt es ein y € I" mit @y = ya. Damit bekommen wir
dann

(flali)lyle = flyelx = flek.

also gilt tatsichlich f|a|r € Mg (T).

Per Definition operiert die Untergruppe I' trivial, sodass eine Aktion des Quotienten
A/T" induziert wird. Dieser Quotient ist endlich, da jede Kongruenzuntergruppe in SLy(Z)
endlichen Index hat. Also definiert die obige Operation eine Darstellung

Alr — Autg(Mk(I))

einer endlichen Gruppe auf einem endlichdimensionalen komplexen Vektorraum, und diese
konnen wir in irreduzible Darstellungen zerlegen. Im Falle, dass der Quotient A/I" abelsch
ist, lasst sich diese Zerlegung besonders leicht hinschreiben, da dann alle irreduziblen Dar-
stellungen eindimensional sind.

Definition 3.6: Es seien I' € A Kongruenzuntergruppen, so dass I' in A normal und der
Quotient A/T" abelsch ist. Fiir jeden Charakter ¢ von A/I" definieren wir

Mi(A,e) = {f e Mi(D) | Vy € A: flylx = e(y)f}-

? Wir kénnen zwar jedes My (I") auch nach My (I'(N)) einbetten, jedoch hat die Gruppe I'1 (N)) angenehmere
Eigenschaften: so ist in Definition 3.2 & = 1, und die von der zugehorigen modularen Kurve klassifizierten
elliptischen Kurven (vgl. Satz 2.3) sind in diesem Fall einfacher.
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Dies ist der Eigenraum des Charakters ¢ in der oben erwahnten Darstellung (vgl. (1.2.1)). In
dieser Situation gilt dann

Mi(T) = P Mi(A, o),

wobei ¢ alle Charaktere von A/I" durchlauft.
Besonders wichtig ist die obige Diskussion fiir den Fall I' = I'y(N) und A = T'x(N).
Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Abbildung

To(N)— (Z[nz)" . (i 2) —d

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist und I'; (N) als Kern hat. Der Quotient A/T°
ist in diesem Fall also (Z/NZ)™, und wir notieren seine Darstellung auf M (I';(N)) mit
(-) und nennen diese Abbildungen die Diamant-Operatoren.

Definition 3.7: Fir 6 € Z mit (6, N) = 1 sei
OYf =flylk, fureiny= (z Z) € I'o(N) mitd = 6 (mod N).

Wir setzen (8) f = 0 fir § € Z mit (6, N) > 1.

Es gilt dann
Mi(T1(N)) = P Mk(To(N), %),
X

wobei y alle Dirichlet-Charaktere modulo N durchlauft. Wir schreiben meistens My (N, y)
statt My (I'o(N), x). Ein Element von My (N, x) heiflt Modulform von Gewicht k, Level N
und Nebentyp y.

Zusammen mit Bemerkung 3.5 heif3t dies also, dass es im Wesentlichen gentigt, die Rau-
me My (N, x) zu verstehen, wenn man Modulformen zu einer beliebigen Kongruenzunter-
gruppe verstehen mochte. Deshalb werden wir im Weiteren vor allem diese Raume betrach-
ten.

Schlieflich merken wir noch an, dass all dies ganz analog auch fiir die Raume S (I") statt
M (T") funktioniert. Wir definieren also die Raume Sk (N, y) entsprechend.

4. Hecke-Operatoren

Der Definition eines Hecke-Operators liegt folgendes einfache Prinzip zugrunde: Seien S, X, Y
Mengen und seien Abbildungen p: S —— X und q: S —— Y gegeben.

X/SKY

Aus dieser Situation kann man unter geeigneten Voraussetzungen einen Hecke-Operator
T basteln, der aus einer Funktion auf X eine Funktion auf Y macht. Sei dazu f eine (etwa
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II. Klassische Modulformen

reell- oder komplexwertige) Funktion auf X. Durch Komposition mit p machen wir daraus
zundchst eine Funktion f op auf S. Schliellich ,definieren” wir die Funktion Tf auf Y durch

wobei wir annehmen, dass auf S ein geeignetes Maf3 gegeben ist und die Abbildungen p, q
und f hinreichend schon sind, sodass dieses Integral existiert. Wenn z.B. die Abbildung ¢
endliche Fasern hat, kann man auf S das Zihlmaf; wihlen und

Tfy)= > fop(s)
)

seq !y

definieren. Da die Situation symmetrisch ist, konnen die Rollen von X und Y natiirlich auch
vertauscht werden.

In unserer Situation seien I'j, I'y Kongruenzuntergruppen, o € GL2+ (Q) und sei IV =
I'sNa~ T« (was dann ebenfalls wieder eine Kongruenzuntergruppe ist, siehe [Shi71, Lem.
3.9]). Wir haben dann folgendes Diagramm, in dem alle Abbildungen kanonische Projek-
tionen sind:

]H*
IV\H*
r\H* a T a\H* Iy\H*

Zwischen den beiden linken unteren Eintragen gibt es einen Isomorphismus
a‘lFla\]H* — Fl\]H* . 2] — [az].

Diesen verketten wir mit der kanonischen Projektion IV\H* — a~ Ty a\H* und erhalten
so ein Diagramm

T/\H*

PN

I\ o\H",

das die Rolle unseres ersten Diagramms mit S = [V\H*, X = I'/\H* und Y = T[;\H*
spielen soll. Da die Abbildungen p und g hier (Einschrankungen von) Uberlagerungen von
Kurven sind, haben beide endliche Fasern.

Wir wollen in dieser Situation einen Homomorphismus zwischen den Divisorengruppen
von Y und X definineren. Einen Divisor auf Y konnen wir als eine Abbildung von Y nach Z
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4. Hecke-Operatoren

sehen (mit endlichem Tréger). Die oben erklarte Konstruktion produziert aus einem solchen
Divisor einen Divisor auf X, und wir bekommen einen Homomorphismus

T: Div(Y) — Div(X).

In [Shi71, S. 76/77] wird gezeigt, dass dieser durch die folgende Formel gegeben ist. Sei [z] €
Y und z € H* ein Urbild auf der oberen Halbebene. Wir betrachten die Doppelnebenklasse
I';al's und zerlegen sie in eine disjunkte endliche Vereinigung von Linksnebenklassen

e
FlaFQ = U Flﬁi-
i=1

Dann gilt

4

T([2)) = ) [Bizl.

i=1
Diese Formel legt die folgende Definition nahe, die eine Aktion von solchen Doppelne-
benklassen auf Modulformen liefert.

Definition 4.1: Seien I', I'y Kongruenzuntergruppen, a € GL; (Q) und

laly =| |T1fi, i € GLT(Q) (4.1)

e
i=1

eine disjunkte Zerlegung der Doppelnebenklasse I'; aI's in Linksnebenklassen. Der Doppel-
nebenklassenoperator

[Fl(){FQ]k : Mk(Fl) — Mk(rg)
ist gegeben durch

fIT1aTs)x = (deta) > " (B (4-2)
i=1

Der Faktor (det &)*/2~1 dient hierbei der Normalisierung (vgl. Bemerkung 4.4).

Dies ist ein Homomorphismus von C-Vektorraumen. Er bildet Spitzenformen auf Spit-
zenformen ab [Shi71, Prop. 3.37], es gibt also den genauso definierten Operator

[D1als]: Se(T1) —— Sk(Ta).

Besonders wichtig fiir uns ist der Fall, dass I'y = T'y = T';(N).

Beispiel 4.2: Wenn I' € A Kongruenzuntergruppen sind, sodass I' in A normal ist, haben
wir eine Operation von A/T" auf My (I") (siehe Seite 40). Diese ist durch solche Doppelne-
benklassenoperatoren gegeben: denn sei fiir ein § € A/I" ein Lift « = (‘cl Z) € A gegeben.
Wegen der Normalitat gilt

Ial' = Ta(a™'Ta) = Ta,

und es folgt
flallx = fla]k-

Insbesondere sind also die Diamant-Operatoren (-) aus Definition 3.7 solche Doppelneben-
klassenoperatoren.
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II. Klassische Modulformen
Definition 4.3: Wir setzen

A:{aeMQ(Z):aE(l

0 :) (modN), deta > 0} (4.3)

und definieren T, fiir jede natiirliche Zahl n als die formale Summe

To= ). [[1(N)al1(N)l. (4.4)

aeA
det a=n

Hinter der Wahl von A und dieser Definition steckt die Interpretation von Y;(N) als
Modulraum (siehe (2.1) und Satz 2.3): die Punkte auf Y; (N) entsprechen Paaren (E, P), wo-
bei E eine komplexe elliptische Kurve und P ein Punkt von Ordnung N in E(C) ist. Eine
komplexe elliptische Kurve ist nichts anderes als ein Gitter in C. Jedes T,, definiert einen
Endomorphismus der Divisorengruppe von Y;(N). Wenn wir T, auf ein Gitter L € C mit
gewdhltem Punkt P von Ordnung N in C/L anwenden, gilt

n-Ta(L,P) = Z(L’,P), (4.5)

L

wobei L’ hier alle Gitter in C durchléuft, die L als Teilgitter von Index n enthalten, und so,
dass P auch in C/L’ Index N hat; siehe hierzu [Lan76, §§vi1.2,vir.4].

Bemerkung 4.4: Wir wollen an dieser Stelle erwihnen, dass man die Aktion von GL; (R)
auf O(H) statt wie in (3.2) auch durch

flalk(z) = (deta)* " (cz + ) f (az)

definieren kénnte. In diesem Fall kann dann der Normalisierungsfaktor (det &t)¥/2=1 in (4.2)
entfallen. Wenn man jedoch die Relationen aus Satz 4.6 fiir die Operatoren T, erhalten
mochte, gilt in diesem Fall (4.4) nur, falls n eine Primzahl ist. Auch (4.5) gilt nur, falls n prim
ist, dafur kann der Faktor n auf der linken Seite entfallen.

In [DSos5] wird mit dieser alternativen Normierung gearbeitet. Die Operatoren T), fiir
Primzahlen p werden dort durch

1= ) g ) Tavl

definiert und fiir zusammengesetztes n dann iiber die Relationen aus Satz 4.6. Die Wirkung
dieser Operatoren auf My (I'1(N)) ist in beiden Féllen dieselbe.

Im Folgenden betrachten wir T,, als Endomorphismus von My (I'1(N)). Dabei gilt insbe-

sondere Ty = id. Wenn ® eine Kongruenzuntergruppe mit I'1 (N) € ® C T'y(N) ist, haben
wir eine Zerlegung

Mi(T'1(N)) = EP Mi(®,¢),

in der ¢ die Charaktere von ®/I'1 (N) durchliuft.
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4. Hecke-Operatoren

Lemma 4.5: Die Endomorphismen [I'1(N)al'1(N)]x fir a € A(T'1(N)) sind mit der Zerle-
gung
Mi(T1(N)) = D Mi(@,e),

vertrdglich, d.h. es gilt [['1(N)al'i(N)|iMi(®,¢) € My (P, ¢) fir jeden Charakter e von
®/T'1(N). Insbesondere sind die T,, mit dieser Zerlegung vertraglich.

Beweis: Wir greifen hier auf [Shi71] zurtick. Dort wird die Behauptung in (3.5.5), (3.5.6) und
dem nachfolgenden Absatz (S. 79) fiir & = T'o(N) gezeigt, der Beweis tibertragt sich aber
direkt auf unsere Situation. O

Satz 4.6: Die Endomorphismen T,, von M (I'1(N)) erfiillen die folgenden Relationen:

(a) Fiir Primzahlen p undr € IN gilt
(i) als Endomorphismus von My (I'1(N)): Tpr = TpTyr-1 — <p>pk_1Tpr—2
(ii) als Endomorphismus von My (N, x): Tpr = TpT,r-1 = )((p)pk_lTpr-z

(iti) Tpr = (T,)", fallsp | N

(b) T Ty = Ty fiir teilerfremde m und n

(¢) T Ty = Ty Ty, fiir allem,n € IN.

Beweis: Wir verwenden wieder [Shi71]. Auf S. 70 definiert Shimura einen Operator T’ (n),
welches unser T, ist.

(a) Wir verwenden Thm. 3.35 und Thm. 3.24 (4) aus [Shi71]: Dies zeigt, dass fiir T, als
Endomorphismus von M (I'1(N)) (in Shimuras Notation)

T'(p") =T'(P)T (p"") = pT'(p. )T (")

gilt . Die Gleichungen (3.5.6) und (3.5.8) auf S. 79/80 zeigen dann, dass T (p, p)f =
p*=2x(p)f als Endomorphismus von My (N, y). Beachte hierbei, dass in (3.5.6) h =
{1} gilt und dass (3.5.8) auch fur p | N gilt, da dann y(p) = O und T’ (p, p) = 0 nach

Thm. 3.35, und aulerdem nicht nur fiir Spitzenformen.

Dies zeigt Gleichung (ii). Die Relationen (i) und (iii) folgen hieraus unmittelbar (vgl.
Definition von {-)).

(b) [Shi71, Thm. 3.34 (4)]
(c) Folgt aus [Shi71, Prop. 3.8]. |

Man kann nachrechnen, dass der Effekt der Hecke-Operatoren auf den Fourierkoeffizi-
enten durch die folgende Formel gegeben ist:

45



II. Klassische Modulformen

Lemma 4.7: Sei f € My(I'1(N)). Dann gilt fiir allem,n € IN
an(Taf) = D, d a2 (@F).
d|(m,n)
Insbesondere gilt fiir f € My (N, y)
am(Taf) = D, X(d)d* apnse(F).

d|(m,n)

Beweis: Die zweite Behauptung ist Formel (3.5.12) in [Shi71]. Die erste Behauptung folgt
hieraus mit der Definition von {-). O

Daraus kann man folgern, dass die Eigenwerte von Eigenvektoren der Hecke-Operatoren
mit den entsprechenden Fourierkoeffizienten tibereinstimmen:

Satz 4.8: Es sei ein normalisiertes f € Sg(N, y) mit Fourierentwicklung

f= i anq"
n=1

gegeben, welches fiir jedesn € IN mit (n, N) = 1 ein Eigenvektor von T,, zum Eigenwert c,, ist.
Dann gilt
an = cp fir(n,N) = 1.

Beweis: Sei n € IN mit (n, N) = 1. Da f normalisiert ist und Eigenvektor von T, zum
Eigenwert ¢, gilt
a1(Tnf) = cpa1 = cp.

Die Behauptung folgt dann aus Lemma 4.7 mit m = 1, was
a1(Tuf) = an
fur alle n € IN besagt. ]

Bemerkung 4.9: Essei M ein Teiler von N.Dann giltI'; (N) € I'y (M) und daher Si.(I'1 (M))
C Sk(T'1(N)). Fur ein d € Z hingt die Wirkung von (d) auf Si(I'1(N)) per Definition nur
von der Restklasse von d modulo N ab, und diese bestimmt die Restklasse von d modulo M.
Dies zeigt, dass die Einschrankung von (d) auf den Unterraum S (I'; (M) ) mit der Wirkung
von (d) auf diesem Unterraum tibereinstimmt. Mit Lemma 4.7 folgt, dass dies auch fiir die
Operatoren T, gilt. Mit anderen Worten: das Diagramm

Sk(l'1(M)) ——— Sk(T'1(N))

Si(F'1(M)) ———— Sk(I'1(N)),

in dem die horizontalen Pfeile die natiirlichen Inklusionen und die vertikalen entweder (d)
oder T,, sind, kommutiert.
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5. Das Petersson-Skalarprodukt und Atkin-Lehner-Theorie

Wir wollen nun ein Skalarprodukt auf den Raumen Sy (I") fiir eine Kongruenzuntergruppe
I einfithren. Dafiir definieren wir zunéchst ein SLy(RR)-invariantes Maf} y auf der oberen

Halbebene H durch ded
xdy
du(z) = 72

Seien nun f, g € M (T") gegeben. Dann ist die Funktion

z=x+1iy.

z— f(2)9(2)y*, z=x+iyecH

T'-invariant, wie man leicht nachrechnet. Sei D ein Fundamentalbereich fur I". Dann ist
demnach das Integral

dx
y

S d S
/D F@gy 2 /D F(2)g )y 2dxdy

wohldefiniert, wenn es existiert. Man kann zeigen, dass dieses Integral konvergiert, sobald
das Produkt fg an allen Spitzen von I' verschwindet, also insbesondere fiir f,g € Si(I)
[Lan76, §111.4].

Lemma 5.1: Die Zuordnung

1 —
(.9) = = /D F(@)g@y*2dx dy

definiert ein Skalarprodukt auf Si.(T"). Es heif$t Petersson-Skalarprodukt.

Dieses Skalarprodukt ist vertrdglich mit der Zerlegung

Sk(T1(N)) = €D Sk(N. x)
X

in dem Sinne, dass die Unterrdaume S (N, y) paarweise orthogonal sind [Shi71, (3.5.4)].
Das wichtigste Resultat, welches dieses Skalarprodukt mit Hecke-Operatoren in Verbin-
dung bringt, ist der folgende Satz.

Satz 5.2: Aufdem Raum S(N, y) sind die adjungierten Endomorphismen der Hecke-Opera-
toren fiir alle n mit (n, N) = 1 durch

Ty = x(n) ™' Ty
gegeben. Insbesondere sind die Hecke-Operatoren T,, normal fiir (n, N) = 1 (d.h. die kommu-
tieren mit ihren Adjungierten).

Beweis: [Lan76, Thm. vi1.5.1] m|

Der Spektralsatz aus der linearen Algebra impliziert dann unmittelbar:

Korollar 5.3: Der Raum Si(N, yx) hat eine Orthogonalbasis, die aus simultanen Eigenformen
fiir alle T,, mit (n, N) = 1 besteht.
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Wir wollen nun noch Beziehungen zwischen Modulformen zu verschiedenen Level stu-
dieren. Sei dazu N € IN und d ein Teiler von N. Dann gilt wegen I'y (N) € I';(d)

Mi(L'1(d)) € Mi(T'1(N)).
Auflerdem haben wir aufler der Inklusion eine weitere kanonische Abbildung
ta: Mi(T1(d)) — Mr(T1(N)). - f() — f(5F )

Modulformen, die auf eine dieser Weisen von kleineren Leveln herkommen, wollen wir ,alt“
nennen.

Definition 5.4: Der Unterraum von M (I'1(N)), der von den Bildern der beiden eben be-
schriebenen kanonischen Abbildungen

Mi(T'1(d)) — My (T'1(N))

fiir alle d | N erzeugt wird, heiflt der Raum der Altformen und wird mit My (I'1(N))°M be-
zeichnet. Analog definieren wir Sg(I'1 (N))°!4. Sein orthogonales Komplement in Sy (I'; (N))
bezeichnen wir mit Si(I'1 (N))"" und nennen die Elemente Neuformen.®

Die Rdume der Alt- und Neuformen sind stabil unter den Hecke-Operatoren [DSos, Prop.
5.6.2].

Satz 5.5 (Atkin-Lehner): Sei f € S(I'1(N)) mit Fourierentwicklung

f= Z anq".
n=1
Dann gilt a,, = 0 fir (n, N) = 1 genau dann, wenn f von der Form

= inplf)

PIN
firf, € Sk(T'1(N/p)) ist.
Beweis: [DSos, Thm. 5.7.1] O
Satz 5.6: Wenn f € Si(I'1(N)) ein Eigenvektor aller T,, mit (n, N) = 1 ist, dann gibt es
einen Teiler M von N und eine Neuform, fo € SV (I'1(M)), die ebenfalls ein Eigenvektor

aller T, mit (n,N) = 1 ist und deren Fourierkoeffizienten fiir alle diese n mit denen von f
ilbereinstimmen.

Beweis: [Miy89, Cor. 4.6.14] O

® Der englische Begriff ,newform“ wird in der Literatur oft fiir Neuformen in unserem Sinne verwendet, die
zusétzlich Eigenvektoren aller Hecke-Operatoren sind; unsere Neuformen heiflen dann oft ,primitiv®.
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Wir definieren nun noch
Er(l) = Me(D) /s (1)

fiir eine Kongruenzuntergruppe I'. Mithilfe des Petersson-Skalarprodukts kann dieser Raum
mit dem orthogonalen Komplement von S (I") in M (I") identifiziert werden (man beach-
te, dass dieses zwar kein Skalarprodukt auf dem ganzen Raum M (I") ist, aber konvergiert,
wenn eines der beiden Argumente eine Spitzenform ist, weshalb dieses orthogonale Kom-
plement sinnvoll definiert werden kann). Der Raum Eg (I') heifit der Raum der Eisensteinrei-
hen. Vieles von dem, was wir im folgenden fir Spitzenformen machen werden, wiirde auch
fiir die Eisensteinreihen funktionieren. Wir sind aber vorwiegend an den L-Funktionen und
Galoisdarstellungen interessiert, die uns Modulformen liefern (siehe Abschnitte 6 und 1v.3),
und diese sind fir Eisensteinreihen nicht so interessant: die L-Funktionen sind namlich das
Produkt zweier Dirichlet-L-Reihen [Shi71, S. 78], und die Galoisdarstellungen sind reduzibel
[DSos, Thm. 9.6.6]. Aus diesem Grund werden wir uns meistens nur mit den Spitzenformen

beschaftigen.

6. Eigenformen und L-Funktionen

Definition 6.1: Wir nennen ein f € M (N, y) eine Eigenform, wenn es ein Eigenvektor
aller Hecke-Operatoren T, fir n € IN ist.

Satz 6.2: Seif € Si(I'1(N))"V ein normalisierter Eigenvektor aller Hecke-Operatoren T,, fiir
allen € IN mit (n, N) = 1. Dann ist f eine Eigenform.

Beweis: Sein € N und g = T,f — a,(f)f. Als Linearkombination zweier Neuformen ist g
eine Neuform. Der erste Fourierkoeffizient von g ist

a1(g) = ar(Tnf) = ai(anf) = 0.

Wegen Lemma 4.7 gilt
a1(Tmg) = amg

fir alle m € IN, und da g ebenfalls Eigenvektor aller Hecke-Operatoren T, fir (m,N) = 1
ist, folgt a,,(g9) = 0 fir (m, N) = 1. Nach Satz 5.5 ist dann g auch eine Altform, also muss
g = 0 gelten. O

Bemerkung 6.3: Esseif € Si(I'1(N)) eine Eigenform. Die Relation (i) aus Satz 4.6 (a) zeigt
Py =T) - Tpe.

Also muss f auch ein Eigenvektor der Operatoren (n) fiir alle n € IN mit (n, N) = 1 sein.
Daraus folgt, dass es fiir jede solche Eigenform genau einen Dirichlet-Charakter y modulo
N gibt, sodass f € Sk(N, y): denn wenn ¢, der Eigenwert zu (n) ist, konnen wir

x(n) =cn

definieren, und es ist klar, dass dies ein Dirichlet-Charakter ist und dass f € Sk(N, y) gilt.
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Satz 6.4: Seif € Mi(I'1(N)) mit Fourierentwicklung

f= i anq".
n=1

Dann ist f genau dann eine normalisierte Eigenform, wenn es einen Dirichlet-Charakter y
modulo N gibt, sodass die Fourierkoeffizienten die folgenden Relationen erfiillen:

(@) a1 =1,
(b) apr = apa,r-1 — )((p)pk_laprfg fiir alle Primzahlen p undr > 2,
(¢) amn = amay, fir teilerfremde m und n.

Dieses y ist dann der Nebentyp von f.

Beweis: Dass die Fourierkoeffizienten einer normalisierten Eigenform von Nebentyp y die-
se Relationen erfiillen, folgt sofort aus den entsprechenden Relationen fiir die Hecke-Ope-
ratoren aus Satz 4.6. Die andere Richtung folgt durch eine leichte Rechnung aus Lemma 4.7
und Satz 4.8; siehe dazu auch [DSos, Prop. 5.8.5]. O

Definition 6.5: Sei f € Mj(I") eine Modulform zu einer Kongruenzuntergruppe I, und sei

f= Z anq"
n=0

die zugehorige Fourierreihe. Die L-Funktion zu f ist definiert als die Dirichletreihe

Wenn y ein primitiver Dirichlet-Charakter ist, definieren wir weiter die um y getwistete
L-Funktion zu f als

oo

L(f, x,s) = Y x(n)ann™.

n=0

Die guten analytischen Eigenschaften von Modulformen (Holomorphie oder sogar Ver-
schwinden an den Spitzen) sorgen fiir Konvergenz dieser Dirichletreihe: Wenn f eine Spit-
zenform ist, konvergiert L(f, y, s) absolut fiir Re s > % + 1, sonst fiir Re s > k [DSos, Prop.
5.9.1].* Im Falle von Spitzenformen lésst sich diese Funktion zu einer ganzen Funktion auf
C fortsetzen; sonst lsst sie sie im Allgemeinen nur zu einer meromorphen Funktion fort-
setzen [Bumg?7, Prop. 1.3.6].

* Die Aussage wird dort nur fir f € My(I'1(N)) gezeigt, was aber wegen Bemerkung 3.5 geniigt. Auch
wird dort lediglich eine ungetwistete L-Funktion betrachtet (d.h. y ist trivial), aber da die Koeffizienten der
Dirichletreihe durch das Twisten jeweils um Faktoren von Betrag < 1 abgeéndert werden, folgt leicht, dass
dies die Konvergenz nicht verschlechtert.
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Die Mellin-Transformation von f ist definiert durch das Integral

« dt
Mf(s) = / fit)t*—.
0 t
Sie hangt mit der L-Funktion iiber die Beziehung

Mf(s) = (27)°T'(s)L(fs)

zusammen. Dies kann man benutzen, um im Falle einer Spitzenform f € Si(N, y) eine
Funktionalgleichung fiir die L-Funktion zu zeigen. Sei dazu A(f,s) = N*/2Mf (s). Dann
gilt

A(f.s) =i A(flelkk—s), 7= (N _1)

nach [Shi71, Thm. 3.66].

Satz 6.6: Esseif € My (N, y). Dann hat die zugehérige L-Funktion genau dann eine Darstel-
lung als Eulerprodukt

L(f, 5) = l_[(l — app_s + X(P)Pk_l_Qs)_17

P
wenn f eine normalisierte Eigenform ist.
Beweis: Dies folgt leicht aus Satz 6.4. Siehe dazu auch [DSos, Thm. 5.9.2]. |

Definition 6.7: Das Polynom 1 — a,X + y(p)p*~*X? € C[X] heifit das p-te Hecke-Polynom
von f.

Solche Eigenformen und ihre Hecke-Polynome werden uns in Kapitel IV im Zusammenhang
mit modularen Galoisdarstellungen erneut begegnen.

Bemerkung 6.8: In Bemerkung 3.3 hatten wir angedeutet, wie man Spitzenformen als au-
tomorphe Formen auf GL, iiber @ ansehen kann. Wir wollen zum Schluss noch erwahnen,
dass man solchen automorphen Formen in gewissen Fillen ebenfalls eine L-Funktion zu-
ordnen kann - insbesondere dann, wenn sie zu einer Eigenform gehdren — und dass diese
mit der L-Funktion zu einer klassischen Eigenform zusammenpasst, d.h. sie stimmen iiber-
ein bis auf eine (konstante) Verschiebung des Arguments. Siehe dazu [Dei1o, Kap. 8], wo
dies in einem Spezialfall gezeigt wird.
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I1l. Kommutative p-adische L-Funktionen

Bei der Untersuchung von L-Funktionen stehen zuerst meist funktionentheoretische Ge-
sichtspunkte im Vordergrund. Studiert man spezielle Werte dieser Funktionen, so zeigt sich
aber, dass diese auch ein p-adisches Verhalten an den Tag legen kénnen. Dies wurde zu-
erst von T. Kubota und H.-W. Leopoldt beobachtet, und damit konnten sie fiir Dirichletsche
L-Funktionen und insbesondere die Riemannsche Zetafunktion ein p-adisches Analogon
konstruieren.

Heute wird fiir eine grofle Klasse von L-Funktionen vermutet, dass diese ein p-adisches
Pendant haben. Im Allgemeinen ist dessen Konstruktion aber vollig unklar — mehr noch,
sogar wesentliche Eigenschaften der komplexen L-Funktionen, die als Voraussetzungen fiir
die Existenz des p-adischen Avatars unabdingbar sind, sind nicht bekannt. In gewissen
Fillen gelang es aber, eine solche Konstruktion durchzufithren, unter anderem fiir die L-
Funktionen von Modulformen.

Wir werden uns in diesem Kapitel zuerst mit p-adischen Dirichlet-L-Funktionen beschéf-
tigen, um klar zu machen, wie man p-adische L-Funktionen richtig auffassen sollte, und am
Ende die entsprechenden Ergebnisse fiir die L-Funktionen von Modulformen zusammen-
stellen. Warum wir diese p-adischen L-Funktionen ,kommutativ® nennen, wird erst spéter
klar werden; siehe dazu Abschnitt v.2.

1. Motivation

1.1. Die Grundidee

Bernhard Riemann hat die spéter nach ihm benannte Riemannsche Zetafunktion

{(s) = Zn_s, se€C, Res>1
n=1

untersucht und gezeigt, dass sie eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C mit einem einzi-
gen Pol der Ordnung 1 bei s = 1 hat und der Funktionalgleichung

s(s=1) _s

A(s) = A(1 —s) mit A(s) = 5 2I(5)¢(s)

genligt. Bereits Euler war die Produktentwicklung
Zs)=]J-p7)" Res>1
P
bekannt, in der p alle Primzahlen durchlauft, und er fand auflerdem die Formel

(2]‘[)an2”

om = ()" e
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fur die Werte der Zetafunktion bei positiven geraden Zahlen (hier bezeichnet B,, die n-te
Bernoulli-Zahl, vgl. Definition 1.5.5).
Zusammen mit der Funktionalgleichung liefert Eulers Formel*

{(1-n)= —% firn e N,
was ein Spezialfall von Satz 1.5.7 ist. Insbesondere sind die Werte bei den nichtpositiven gan-
zen Zahlen rational — eine tiberaus erstaunliche Tatsache, wenn man bedenkt, dass ¢ dort
durch analytische Fortsetzung einer durch eine konvergente Reihe definierten meromor-
phen Funktion definiert ist! Diese Rationalitét ist die Voraussetzung fiir die arithmetische
Interpretation dieser speziellen Werte der Zetafunktion.
Ein erster Schritt zu einer solchen Interpretation sind die Kummer-Kongruenzen:

Satz 1.1: Seip # 2 eine Primzahl, k € IN und seien m,n € IN nicht durch p — 1 teilbar. Es gelte
m = n (mod p*(p — 1)). Dann gilt

Bm

m n—1
- )

(=pm 1B = (=B (modptt),
n

Dies wollen wir hier nicht beweisen, wir zeigen spéter (Satz 1.4) eine Variante davon. Ein
elementarer Beweis findet sich z.B. in [Lan76, Thm. xX.1.1].

Bemerkung: Ublicherweise wird dieser Satz nur fiir gerade m, n formuliert, dann allerdings
auch fiir die Primzahl p = 2. Wenn p # 2, dann gilt die Kongruenz sogar fiir alle m,n € IN:
denn aus der Voraussetzung m = n (mod p¥(p — 1)) folgt, dass m und n entweder beide
gerade oder beide ungerade sind (da p — 1 gerade ist). Wenn m ungerade und nicht 1 ist, ist
die entsprechende Bernoulli-Zahl B,,, = 0, und fiir m = 1 ist 1 — p™~! = 0. Deshalb ist die
Kongruenz trivialerweise erfiillt, wenn m und n ungerade sind.

Wir wollen diese Kongruenzen nun neu interpretieren. Dies war im Wesentlichen die
Idee von Kubota und Leopoldt, die auf diese Weise als Erste zu p-adischen L-Funktionen
gelangt sind [KLé64].

Dazu wihlen wir eine Primzahl p # 2 und ein beliebiges a € IN mit (p—1) 1 a und setzen

Dy=(a+(p-1)Z)NN={neN:n=a(modp-1)}.
Wir betrachten dann die Funktion?
f:Dy— Q%, nr—— (1-p" H(1-n).

Das ist im Prinzip die Riemannsche Zetafunktion eingeschrankt auf 1 — D,, wobei der p-
te Eulerfaktor entfernt wurde. Der Inhalt der Kummerschen Kongruenzen ist dann gerade,
dass diese Funktion gleichmafig stetig ist, wenn wir beide Seiten mit der p-adischen Metrik
versehen. Daraus folgt dann, dass sich die Funktion zu einer p-adischen Funktion fortsetzen
lasst.

! Die Bernoulli-Zahlen B, sind 0O fiir ungerade n # 1, und die Zetafunktion hat bei den negativen geraden
Zahlen triviale Nullstellen, was leicht aus der Funktionalgleichung folgt. Fiir gerade n folgt die Beziehung
dann aus Eulers Formel zusammen mit der Funktionalgleichung.

> Wenn a ungerade ist, ist diese Funktion konstant 0 und daher langweilig. Wer méchte, kann also a als gerade
annehmen.
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1. Motivation

Lemma 1.2: f ist gleichmdfig stetig beziiglich der p-adischen Metrik.
Beweis: Wir miissen zeigen:

Ve > 035> 0Ym,n € Dg: Im—nl, <5 = |f(m) - f(n)], <e

Fir alle m, n € D, ist die Kongruenz m = n (mod p — 1) automatisch erfiillt. Wenn wir ohne
Einschrinkung ¢ = p~(**1 fiir ein k € IN annehmen, kénnen wir § = p~¥ setzen und die
Aussage folgt direkt aus den Kummer-Kongruenzen. O

Satz 1.3: Es gibt genau eine stetige Funktion

f: Zp% Qp’
die
fln)=(@1-p" (1 -n)
firn e D, erfillt.

Beweis: Diese Funktion entsteht aus dem oben definierten f durch stetige Fortsetzung auf
die Vervollstandigung von D,; dass diese existiert, folgt aus der gleichméafigen Stetigkeit.
Wir zeigen, dass D, in Z, dicht liegt, indem wir zeigen, dass es fiir jede ganze Zahl z € Z
und jedes k € N ein ! € Z gibt mit p¥I—z € D, (denn dann liegt z und damit Z im Abschluss
von D,). Dazu wahlen wir [ einfach als eine ganze Zahl, die

a—z

l= ok

(modp - 1)

erfiillt, und grofl genug, damit p*I — z € IN. Wir bemerken hier noch, dass der Beweis der
Dichtheit nicht p — 1 1 a benutzt. ]

Eine solche Funktion ist als ein erster Prototyp eines p-adisches Analogons der Riemann-
schen Zetafunktion anzusehen. Allerdings hat dieser noch ein erhebliches Manko: die Funk-
tion hangt so noch von der Wahl von a ab, und a unterliegt hierbei der Einschrankung, dass
es nicht in der trivialen Restklasse modulo p — 1 liegen darf.

1.2. Die p-adische Zetafunktion

Um zuerst die Einschrinkung an die Restklasse von a modulo p — 1 loszuwerden, zeigen
wir folgende Variante der Kummer-Kongruenzen:

Satz 1.4: Sei p # 2 eine Primzahl und m,n € IN, und sei ¢ € Z zu p teilerfremd. Es gelte
m = n (mod p¥(p — 1)). Dann gilt

(I=cM-pm =" =(1-c"( —P"‘l)% (mod p**).
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II. Kommutative p-adische L-Funktionen

Beweis (nach [Pang7]): Zunichst bemerken wir, dass wegen pX(p—1) = # (Z/pkHZ) ™ fiir
alle x € Z mit (x,p) = 1 gilt

mExn

(mod pF+1). (%)
Mit Korollar 1.5.11 sieht man leicht, dass in Q, gilt

X

(1-p™")By = lim —Z m,

]—>oopj
P’fa
wir kénnen also ein grofies j € IN mit
1 e (k+1)
_ gam- _ m —(k+
(1=p""")Bm o 2% =P
a=1 P
pta
wihlen. Mit diesem j gilt dann
B 1 &
_.m _ am=1\Tm _amy_— m k+1
R R e >mp,.;a (modp**1).
pta

Die hier auf der rechten Seite stehende rationale Zahl bezeichnen wir vortibergehend mit
A. Hierbeli ist zu beachten, dass es sich nicht um eine Gleichheit in Z/pk+1Z handelt, denn
beide Seiten der Kongruenz kénnen nichttriviale p-Potenzen im Nenner enthalten. Jedoch
gilt dies nicht fiir ihre Differenz, und deren Zzhler ist durch p**+1 teilbar.

Es ist

A li a™ — (.ca)m

m a=1 pj
pla
Fiir jedes solche in der Summe vorkommende a sei nun b, € {1,...,p’} die eindeutige Zahl

mit b, = ca (modp’). Da (c,p) = 1, also ¢ € (Z/p’Z)™, ist a —— b, eine Permutation der
Menge '
fac{l,....p'}:pta},

pj
am g 5ol
m a=1 P
pta

und wir bekommen

b

Wir setzen nun t = “’%M € 7. Es gilt dann

m

o = )" = ca )" = )" = 3 (7)™ = mple™ k-

i=1

fiir ein K € Z. Setzen wir dies in die vorherige Rechnung ein, so erhalten wir

p’ . -1
A— tZ(ca)m_l +pJM.

— m
pta
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1. Motivation

Wir wihlen nun j ohne Einschrankung so grof, dass der rechte Term keine p-Potenz im
Nenner hat und der Zahler durch p*+!
(*) die gewiinschte Kongruenz modulo p

teilbar ist. Dann erhalten wir unter Benutzung von
k+1.

m m— Bm & m— ) & n— n n— Bn
(I-c™(1-p 1)?EAEtE(ca) 1EtE(CQ) l=(1-cma-pH=L. o
a=1 a=1

n
pta pla

Im Vergleich zu der weiter oben zitierten Variante der Kummer-Kongruenzen (Satz 1.1)
ist es nun also erlaubt, dass m und n durch p — 1 teilbar sind, dafiir wurde auf beiden Sei-
ten der Kongruenz ein Faktor (1 — ¢”) eingefiigt. Dies benutzen wir, um nun endlich das
Analogon der p-adischen Zetafunktion zu definieren.

Satz 1.5: Es gibt genau eine stetige Funktion

ot Zp \ {1} — Qp,
die
Gp(1=n) = (1-p" H{(1-n)

fiirallen € N mitn = 0 (mod p — 1) erfiillt. Sie heif3t p-adische Riemannsche Zetafunktion.

Beweis: Dadie Menge der n € INmitn = 0 (mod p—1) dichtin Z,\ {1} liegt (vgl. Beweis von
Satz 1.3), gibt es hochstens eine solche Funktion. Zur Konstruktion derselben verfahren wir
wie in Lemma 1.2 und Satz 1.3: wir setzen a = 0, wahlen ein beliebiges zu p teilerfremdes
¢ # 1 und setzen die Funktion

f:DO*’Q, n}—>(1_cn)(1_pn—l)%

zu einer stetigen Funktion f: Z, — Q, fort. Dann definieren wir {;, durch

G lp\ {1} —Qp, 1-nt— —

Diese Funktion hat dann offensichtlich die gewiinschte Eigenschaft, und wegen der Eindeu-
tigkeit héngt sie nicht von der Wahl von c ab. O

Was macht diese Funktion bei natiirlichen Zahlen, die nicht durch p — 1 teilbar sind?

Satz 1.6: Es gilt

- —1\Bn,on
Gp(1=m) = (1= & "(p)pnh) =
fiir alle n € IN. Hierbei ist » der Teichmiiller-Charakter, siehe Bemerkung 1.5.2.

Beweis: Es sei n eine beliebige natiirliche Zahl. Wir wihlen eine Folge von natiirlichen Zah-
len (n) ke in der trivialen Restklasse modulo p—1, die in Z,, gegen n konvergiert, namlich

e = n(p*(p - 2) +1) = n((p* - 1)? = pF T (pF - 1)).
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II. Kommutative p-adische L-Funktionen

Es gilt nach Korollar 1.5.11

J
1 p
-1 .
~(1=p"™ B, = _jlgloloﬁ Z ak
a=1
pta

Wir mo6chten in dieser Gleichung den Grenziibergang k — oo ausfithren und diesen mit dem
Grenziibergang j — oo vertauschen. Um zu rechtfertigen, dass wir dies diirfen, miissen wir
zeigen, dass die Konvergenz fiir j — oo gleichmafBig beziiglich k ist. Der Ubersichtlichkeit
halber tun wir dies im nachfolgenden Lemma.

Wenn wir die Grenzwerte beziiglich k und j nun also vertauschen, bekommen wir

P
1
lim (1 - p"YHB,, = lim — lim a"k.
k—)oo( p ) Mk j—oo p] azlk—u)o
pta

Wegen ny = n — np* + n(p — 1)p* gilt in 7,

lim a"* = lim a"(apk)_"(apk)(p_l)" = a"w(a) "w(a)? V" = v "(a)a",

k— oo k— oo

da w(a) eine (p—1)-te Einheitswurzel ist. Zusammen mit Definition 1.5.9 erhalten wir daraus

: _ nk—l = a = o
kli,n:o(l p ) - jli{lgop Z W - n %}
P’f a
und damit wie gewiinscht
Bn w™ "

li 1- = -

am L= me) ===
(beachte, dass w™" Fiithrer p hat, falls n nicht durch p — 1 teilbar ist). O

Es bleibt die Gleichméafigkeit der Konvergenz zu zeigen, die es uns erlaubte, die Grenz-
werte zu vertauschen. Da diese nicht von der speziellen Gestalt der Folge (ny) renv abhingt,
formulieren wir die Aussage in der folgenden Form:

Lemma 1.7: Es gilt
j

1
VYe>03J, e NVj > J.Vne IN: ’EZGH_ (1 _pn—l)Bn

<e.

p

Beweis: Es seien n, j € IN. Wir benutzen die Notation und die Aussage aus Satz 1.5.8 (wobei
wir fiir y den trivialen Charakter einsetzen). Setzt man in die Beziehung

Pj
D a" = Salp!) = p"Salp’™)
ta
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1. Motivation

die Formel aus dem Satz ein, erhilt man nach ein wenig Rechnen

1 & 1 < (n+1) o .
— a" = . BiPJ(n_l)(l—Pl_l)-
pf% n—i—l; i
pla

Ist in der Summe auf der rechten Seite i = n, so ist der entsprechende Summand gerade
(n+1)(1 - p"~ 1B, also gilt

1 & "1n+1
(5 e == m,) = 2 > (M a0
p a=1 i=1
pta
n-1 n—i
j p n i-1
=p/ ) —| . |Bi(l- .
P n+1—iJ1( P
i=1
Diesen Ausdruck miissen wir nun also geeignet abschétzen. Offenbar gilt (’;) < 1und
p
I1-pt, =1.
Wir zeigen zunichst, dass firallei =1,...,n— 1 gilt
n—i
P— < 1’
n+1-i

p

was zu vp(n + 1 — i) < n — i dquivalent ist, wenn wir mit v, die p-adische Bewertung
bezeichnen. Fiir jedes k € IN ist p die kleinste natiirliche Zahl, fir die v, den Wert k
annimmt. Da stets p* > k + 1 gilt, muss also vp(k + 1) < k sein. Setzen wir hier k = n — i
ein, bekommen wir die gewiinschte Ungleichung.

Um die Bernoulli-Zahlen abzuschatzen, benutzen wir den Satz von Clausen-von Staudt,
den wir aus [Was82, Thm. 5.10] zitieren. Er besagt, dass fiir gerades n € IN

B+:Z

t’lln

gilt, wobei iiber alle Primzahlen ¢ summiert wird, sodass £ — 1 ein Teiler von n ist. Da fiir
ungerades n die entsprechende Bernoulli-Zahl 0 ist, folgt daraus insbesondere, dass fiir alle
n e N gilt

|Bul, < p-

Es sei nun ein ¢ > 0 gegeben, welches ohne Einschrinkung von der Form ¢ = p~/ mit
einem J € IN ist. Wir setzen dann J, = J 4 1 und haben dann wie gewiinscht fiir j > J, und
alle n € IN:

1 &

a" - (1- | <p It <pItl = o

> Zl (L=p" Ba| <p™/"<p
pta

Wir haben nun also fiir die Riemannsche Zetafunktion ein p-adisches Analogon gefun-
den. Diese Konstruktion kann in &hnlicher Form fiir die L-Funktionen von Dirichlet-Cha-
rakteren durchgefithrt werden. Hierbei muss man allerdings eine Einbettung Q — Q,,
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II. Kommutative p-adische L-Funktionen

wihlen, um die verallgemeinerten Bernoulli-Zahlen als p-adische Zahlen, bzw. die Dirichlet-
Charaktere als p-adische Dirichlet-Charaktere interpretieren zu kénnen (vgl. Satz 1.5.10) -
die p-adische L-Funktion hangt dann natiirlich von dieser Einbettung ab. In [Twa72, §3] wird
dies durchgefiihrt, und die Konstruktion ist sogar etwas feiner, sodass wir nicht nur eine
stetige Funktion bekommen, sondern sogar eine holomorphe (bzw. meromorphe fir den
trivialen Charakter), d.h. eine Funktion, die durch eine konvergente Potenzreihe gegeben
ist. Das Resultat ist folgendes [Iwa72, Thm. 3.2]:

Satz 1.8: Es sei y ein primitiver Dirichlet-Charakter, und es sei eine Einbettung Q —— @p
gewdhlt. Dann gibt es genau eine Funktion L,(y, s), gegeben durch eine Potenzreihe

(o]

Lp(x:s) = === + D anls = )"

S
n=0

mita, € Qp(x), die
Lp(x.1=n) = (1= yo "(p)p" ")L(x& ", 1 ~n)

fiir alle n € IN erfiillt. Die Potenzreihe konvergiert auf
r_
{seCp:ls—1] <pr-T}

(insbesondere also aufZ.,) und esista_1 = 0, falls y ein nichttrivialer Charakter ist, und sonst
1

a_1 = 1- ;

Mit Bemerkung 1.5.6 folgt sofort, dass die p-adische L-Funktion eines ungeraden Cha-
rakters konstant O ist. Das ist aber nicht so schlimm, da die verbleibenden L-Funktionen
durch die Potenzen des (ungeraden!) Teichmiiller-Charakters trotzdem Informationen tiber

Bernoulli-Zahlen von ungeraden Charakteren enthalten.

2. Ilwasawas Konstruktion p-adischer Dirichlet-L-Funktionen

Iwasawa hat noch eine alternative Moglichkeit zur Konstruktion der p-adischen L-Funktio-
nen aus Satz 1.8 angegeben, die zu einem besseren Verstindnis des Wesens dieser Funk-
tionen fiihrt und fiir die weitere Verallgemeinerung besonders wichtig ist. Diese ist in
[Iwa72, §6] erklart und soll hier kurz zusammengefasst werden. Ihre grundlegende Idee
ist, Stickelberger-Elemente zu verwenden, um zu einem Dirichlet-Charakter ein Element in
einer Iwasawa-Algebra zu konstruieren, das uns die p-adische L-Funktion liefert.

Wir wollen uns in diesem Abschnitt auf den Fall einer ungeraden Primzahl beschranken.
Diese Einschrankung ist nicht notwendig, die Konstruktion funktioniert auch fiir p = 2,
allerdings werden manche Formeln durch p # 2 etwas einfacher. Auflerdem werden wir
nur die Konstruktion fiir einen nichttrivialen Charakter erkldren. Diese Einschrankung ist
ebenfalls nicht n6tig, macht aber die Darstellung etwas tibersichtlicher. Wir wihlen fiir den
gesamten Abschnitt eine Einbettung Q —— @p und fassen damit alle Dirichlet-Charaktere
bei Bedarf als p-adische Charaktere auf.
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2. Iwasawas Konstruktion p-adischer Dirichlet-L-Funktionen

Definition 2.1: Es sei K = Q(p,) der n-te Kreisteilungskorper und G = Gal(K|Q) seine
Galoisgruppe. Fiir ein a € (Z/nZ)™ sei o, € G der a zugeordnete Automorphismus von K
unter dem natiirlichen Isomorphismus (Z/nZ)> = G. Das Stickelberger-Element von K ist>

a=1
(a,n)=1

Ein Grund, warum dieses Element interessant ist, ist der Satz von Stickelberger [Was82,
Thm. 6.10], der besagt, dass das Stickelberger-Ideal I := 7G| N X xZ|G] die Idealklassen-
gruppe von K annuliert, d.h. fiir jedes gebrochene Ideal a von K und jedes f € I 'ist f(a) ein
gebrochenes Hauptideal.

Mithilfe solcher Stickelberger-Elemente wollen wir nun die p-adischen L-Funktionen neu
konstruieren. Sei dazu p eine ungerade Primzahl und m € IN zu p teilerfremd. Wir betrachten
den Korperturm

QCKyCKiC- - CKe = U Kn,  Kn=Q(tmpn)-

nEINO

Offenbar ist dann _
G := Gal(Kw|Q) = Z .,
wobei Z, m, in Definition 1.2.1 definiert wurde.
Wir setzen I' = 1 + pZ,, A = (Z/mpZ)™ und haben dann

G=AxT

nach Lemma 1.2.2. Weiter setzen wir

1+pZ,

=—— P =7/ )n1 Gn = Gal(K,
[+pZ, /p Z al(Kn|Q)

n

und schreiben N
mn:Gp 2 AXxD,— T,

fir die Projektion auf I',. Den topologischen Erzeuger 1 + mp von I bezeichnen wir mit y.

Wir fassen nun M := Q,[G] als Modul iiber Q,[A] auf und zerlegen ihn in Eigenraume
M= Ms
S

wie in (1.2.2). Nach Lemma 1.2.3 ist dann jeder der Summanden M als @,,—Modul zu @p T
isomorph.

Fiir jedes n € IN haben wir das Stickelberger-Element %, := Xk, € Q[G,]. Man
rechnet leicht nach, dass diese ein kompatibles System fiir die natiirlichen Abbildungen
Q[Gn+1] — Q|G bilden, und dies liefert uns daher ein Element ¥ € Q[G] € Q,[G].

*In den meisten Texten findet man eine Definition mit entgegengesetzem Vorzeichen. Fiir uns wird jedoch
diese Vorzeichenwahl praktischer sein.
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II. Kommutative p-adische L-Funktionen

Wir projizieren nun dieses Stickelbergerelement in jeden der Eigenrdume Ms und benut-
zen den Isomorphismus aus dem vorigen Lemma. Dies liefert uns fiir jeden Charakter § von
A ein zugehoriges Element &5 € Q,[I'], welches konkret durch &5 = (&s,,) , mit

A L=
§5,n = _mp" aZ:l ad (a)ﬂ'n(o'a) (S Qp[rn]
(a,mp")=1

gegeben ist. Offenbar ist &5 bereits ein Element von K[I'], wenn K die endliche Erweiterung
von Q) ist, die von den Werten von ¢ erzeugt wird.

Wir betrachten nun einen bei p unverzweigten nichttrivialen Dirichlet-Charakter y, des-
sen Fithrer m sei. Auf

A= (2]mz)" x T}

betrachten wir die Charaktere

und setzen
Ayi = &s,. (2.1)

Dies ist ein Element von K[I'], wenn K der Erweiterungskérper von Qp ist, der von den
Werten von y erzeugt wird.

Lemma 2.2: Wenn i und y gerade sind, dann ist A, ; = 0.

Beweis: Unter dieser Voraussetzung ist auch §; gerade, also gilt in der Summe

1w
Esim =~ >, asi N (@)m(on) !
1

mp"

a—=
(a,mp™)=1

jeweils 571 (a) = 871 (-a) = 871 (mp" — a). Andererseits gilt auch 7,(0,) = mn(0_4), da
die komplexe Konjugation im Kern von 7, liegt. Wenn man in der Summe die Summanden
zu a und mp"™ — a zusammenfasst, sieht man damit

1 g -1 -1
E5n= =3 ; 57 (@)a(oa) .
(a,mp™)=1

Der Koeffizient von 7,(c,) ! in dieser Summe ist fiir jedes a ein Vielfaches von

P

deA

Dies ist das Skalarprodukt von 67! mit dem trivialen Charakter auf A, und da §; ! ein nicht-
trivialer Charakter ist (denn y ist nichttrivial), folgt das Verschwinden dieses Ausdrucks aus
der Orthogonalitatsrelation fiir Charaktere, siehe z.B. [Ser77, Thm. 1.3]. O

Satz 2.3: Es sei O der Ganzheitsring in K, und es sei y ein gerader Charakter. Dann gilt A, ; €
O[] far alle i.
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2. Iwasawas Konstruktion p-adischer Dirichlet-L-Funktionen

Beweis: Fiir gerades i ist das wegen Lemma 2.2 klar. Fiir ungerades i ist yo~ (1) gerade,
und die Aussage folgt dann aus [Was82, Prop. 7.6 (b), (c)] (setze dort 6 = xo~=1), |

Sei also im Folgenden y gerade. Am Ende des vorherigen Abschnittes hatten wir bemerkt,
dass im Falle eines ungeraden y die zugehorige p-adische L-Funktion verschwindet, sodass
dies keine wirkliche Einschrankung darstellt.

Es sei nun G = Gal(Q(pp~)|Q) und k: G —— Z der kanonische Isomorphismus, der
auch der zyklotomische Charakter genannt wird. Es gilt

~ X
G=F, xT.
Die hiervon induzierte Einbettung
[ ——Z; (2.2)

bezeichnen wir mit k, sodass k = w X k gilt. Da die Charaktere von IF ;' gerade die Potenzen

o', ..., P! des Teichmiiller-Charakters sind, haben wir wie in (1.2.2) eine Zerlegung

O[G] = £;O[G] (wobei &; = £,:).

Wir bringen nun noch die Isomorphismen
¢i: € 0[G] = O[I']

aus Lemma 1.2.3 ins Spiel und erhalten dann

(pr0¢0)i: O[6] = (D OITT. (2.3)

Der hierzu inverse Isomorphismus liefert uns ein zu

p-1
(Ay.i)i<i<p-1 € @Oﬂrﬂ (2.4)
i=1

gehorendes Element p1, € O[G].

Nun nehmen wir einen beliebigen weiteren Dirichlet-Charakter 1 vom Fiihrer p” fiir ein
r € IN. Dieser nehme Werte in einer geniigend grofien Erweiterung K’ von K an, und wir
bezeichnen mit O” den Ganzheitsring von K’. Wir fassen ¢ via

GL Z; - (Z/prz)x l)olx

als Charakter von G auf. Damit definieren wir fiir jede ganze Zahl t einen Homomorphismus
G— O, ar— y(a) 'k(a)".

Die universelle Eigenschaft des proendlichen Gruppenrings (vgl. Definition 1.1.15) beschert
uns eine eindeutige Fortsetzung zu einem Homomorphismus von O-Algebren

oV 0[] — O, (2.5)

Die fundamentale Aussage lautet dann
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II. Kommutative p-adische L-Funktionen

Satz 2.4: Es gilt fiirallen e N

O (1y) = (1= xy(p)p" " )L(xy. 1 - n). (2.6)

Beweis: Es seit € Z beliebig. Die Zerlegung G = IF; x I' liefert eine Zerlegung von ¢ in
einen Charakter von ]F; und einen von I'. Den letzteren bezeichnen wir mit #, und ersterer
ist eine Potenz des Teichmiiller-Charakters /. Wir bezeichnen den von

U—lﬂk*t: T O/x
induzierten O-Algebren-Homomorphismen
or)— o’

mit @?. Zuerst zeigen wir, dass das Diagramm

0[d] er_,0[G] —=L O[1]
o)
3]
O/

(2.7)

kommutiert. Hierbei sind ¢,_; und ¢;_; als ¢; und ¢; fir das i mit 1 < i < p — 1 und
i=t—j(modp — 1) zu verstehen.

Sei dazu g € G. Uber die Zerlegung G = I}’ x I' schreiben wir g = (a,y). Wegen
Y =nxo gilty(g) = o (a)y(y), also 17 (y) = ¥~ (g)w’(a). Weiter gilt ¢,—;(e,—jg) =
@'/ (a)y (vgl. Beweis von Lemma 1.2.3). Damit folgt

O] (pr-jer-j9)) = 0" (@0 (PR (v) = ¥ H(g)o' ()R (y) = @) (9).

Aufgrund der Kommutativitat des Diagramms (2.7) und der Definition von y1, gilt nun

O () = B (Ay.r—)).

Nach Definition gilt A, ,_; = 0, falls ¢ — j gerade ist. Wenn wir hier t = 1 — n einsetzen, ist
t — j genau dann gerade, wenn n # j (mod 2). Die Paritit von iy = «’/ X 7 ist die von j, da
n als Charakter auf I' gerade ist. Da nach Voraussetzung auch y gerade ist, sind in diesem
Fall die Paritdten von yy und n entgegengesetzt. Nach Bemerkung 1.5.6 ist in diesem Fall
L(yy¥,1—n) = 0. Wir konnen uns also im Folgenden auf den Fall zuriickziehen, dass ¢ — j
ungerade und damit A, ;_; nichttrivial ist.

Nun benutzen wir ein Resultat aus [Iwa72, §6]. Iwasawa zerlegt dort (S. 66) einen be-
liebigen Dirichlet-Charakter in einen ersten und zweiten Faktor. Wenn man das auf f; =
xw/ =1y anwendet, ist der erste Faktor yw/~‘*! und der zweite ist . Auf S. 70 definiert
Iwasawa einen Homomorphismus @, der unser 52 , ist. Auf S. 76 wird weiter ein Element
&o definiert, welches in unserer Notation §(ij,t+1)—1w = & -141-7 = Ay,1—j ist. Die Lem-
mata 2 und 3 bei Iwasawa zeigen firt =1 —n

o -n n— B”’ﬁ —n@™ "
Bl (0yag) = (1= oo™ (ppr) P
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2. Iwasawas Konstruktion p-adischer Dirichlet-L-Funktionen

Wegen

n

Pronw ™" = yo! "M o™ = yolp = yy

folgt daraus die Behauptung. O

Satz 2.5: Das Element y1,, € O[G] ist durch (2.6) eindeutig bestimmt.

Beweis: Wenn es zwei solche Elemente gibt, liegt ihre Differenz im Kern aller @f_n tir alle
n € IN. Es geniigt also zu zeigen

ﬂ Kern <I)1¢_n =0.
n
Wir benutzen das kommutative Diagramm (2.7) und zeigen stattdessen
m Kern%f_n =0.
n

Dies geniigt wegen des Isomorphismus’ (2.3).
Ein Element in diesem Schnitt entspricht via dem Isomorphismus O[I'] = O][T] einer
Potenzreihe f. Da die Komposition

o]
O[T] == O[] —% O

durch

fr—Ffuy) "y -1) (2.8)
gegeben ist, gilt dann

()™= -1) =0

fiir alle n. Insbesondere hat also f unendlich viele Nullstellen. Mit Korollar 1.2.10 folgt dann
f=0. O

Bemerkung 2.6: Wir haben bei unseren bisherigen Betrachtungen den trivialen Charakter
x° ausgeschlossen. Dies geschah vornehmlich aus Bequemlichkeit und um die Darstellung
ubersichtlich zu halten. Die Konstruktion, die wir erklart haben, funktioniert aber fur den
trivialen Charakter ganz dhnlich. Was sich dabei dndert, ist die Aussage aus Satz 2.3: die
Elemente A ; liegen dann nur fiir i # 1in O[I'], fur i = 1ist A, ; ein Element des Quoti-
entenkoérpers von O[I']. Dessen Nenner konnen wir aber explizit angeben: wenn wir

k(y)

h=1- )2 cO[T] = O[]

setzen, gilt hA, 1 € O[I'] [Was82, Prop. 7.6 (a) und S. 122].
Wenn wir in (2.8) f = h einsetzen, sehen wir, dass dieser Wert genau dann 0 wird,
n = x!~! gilt. Wenn wir das Bild von
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II. Kommutative p-adische L-Funktionen

in O[G] mit g bezeichnen (vgl. (2.3)), sehen wir damit und mithilfe des Diagramms (2.7)
leicht, dass (I>tl//(g) = 0 genau dann gilt, wenn y = k=1,
Wenn wir also  # k! fordern und p 40 wie gehabt definieren, konnen wir fir die

verbleibenden ¢ und ¢
¥

w c K
2, (9)

definieren. Wenn ¢y = ‘! gilt, ist entweder t = 1 und ¢ trivial, oder ¢/ hat unendliche
Ordnung. Beides ist in Satz 2.4 ausgeschlossen (dortist t = 1 — nund n € IN). Also ist

Y (1 0) :=

CIDII'//_ (1 y0) fiir ¥ und n wie dort stets wohldefiniert, und die Aussagen der Sétze 2.4 und 2.5
gelten dann ganz genauso (dies wird in [Iwa72, §6] ebenfalls gezeigt).

Der néchste Abschnitt wird uns eine Moglichkeit an die Hand geben, die hier konstru-
ierten Elemente y, in einem neuen Licht zu betrachten. Dies werden wir in Satz 4.1 tun
und anschlieffend erkldren, wie wir hieraus die Funktion aus Satz 1.8 zuriickgewinnen (wir
konnten das auch hier schon sehen, aber spéter lasst es sich eleganter ausdriicken).

3. Maf3e und Integrale

In diesem Abschnitt soll p-adische Maf3- und Integrationstheorie fiir proendliche Raume
entwickelt werden. Wir betrachten hier jedoch keine o-additiven Maf3e, sondern nur end-
lich additive, d.h. es handelt sich nach der iiblichen Terminologie um Inhalte. Diese sind
auch nicht auf der vollen Borel-c-Algebra eines proendlichen Raumes definiert, sondern auf
den Teilmengen, die zugleich offen und abgeschlossen sind. Diese bilden immerhin einen
Ring, d.h. sie sind abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten und Bilden der symmetri-
schen Differenz, und sie enthalten nach Satz 1.1.8 (a) eine Basis der Topologie. Fiir unsere
Zwecke werden solche Inhalte ausreichen.

Die Theorie p-adischer Mafle wurde von Mazur in [MS74] eingefiithrt. Dort wurden etwas
andere Bezeichnungen verwendet, die in der Literatur tiblich geworden sind und an die wir
uns deshalb halten werden.

3.1. Integrale

Definition 3.1: Sei X ein proendlicher Raum und R € $(X) der Ring der offen-abgeschlos-
senen Teilmengen. Weiter sei W eine abelsche Gruppe. Eine Distribution* auf X mit Werten
W ist eine Funktion

H:R— W,

die endlich additiv ist, d.h. fur disjunkte A, B € R gilt u(AU B) = u(A) + p(B).
Wenn W ein normierter Vektorraum ist und die Distribution p beschrankt ist (d.h. die
Menge der |u(A)]| fiir A € R ist beschrénkt), dann nennen wir sie ein Mag.

Die Menge der W-wertigen Distributionen auf X bezeichnen wir mit Dist(X, W); dies ist
eine abelsche Gruppe. Offenbar erfiillt jede Distribution y(@) = 0.

Sei nun K eine endliche Erweiterung von Qp und W ein K-Banachraum, d.h. ein K-
Vektorraum, der mit einer homogenen ultrametrischen Norm || versehen ist und beziiglich

* Nach der tiblichen Terminologie ein Inhalt.
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3. Mafe und Integrale

dieser vollstandig ist. Ein wichtiges Beispiel ist der Fall W = C,. Sei weiter y ein Maf3
auf einem proendlichen Raum X mit Werten in W. Wir wollen das Integral einer stetigen
Funktion X —— W beziiglich des Mafles p erklaren. Dabei gehen wir dhnlich vor wie bei
der Konstruktion des Lebesgue-Integrals.

Sei dazu C(X, W) der K-Vektorraum der stetigen Funktionen von X nach W und S(X, W)
der Unterraum der einfachen Funktionen, d.h.

S(X,W) ={f € C(X,W) : f nimmt nur endlich viele Werte an}.
Wir versehen C(X, W) mit der Supremumsnorm

|I£]| = sup If (x)I.
xeX

Damit wird C(X, W) zu einem Banachraum.
Jede einfache Funktion f € S(X, W) lasst sich als W-Linearkombination von charakte-
ristischen Funktionen
n
f= Z xill g,
i=1

mit A; € Rund x; € W schreiben: denn wenn x1, . . ., x,, die paarweise verschiedenen end-
lich vielen Werte sind, konnen wir A; = f~!(x;) wihlen. Da f stetig und W hausdorffsch
ist, sind die A; jeweils offen und abgeschlossen, also Elemente von R. Fiir eine solche Dar-
stellung definieren wir das Integral von f beztiglich y durch

/fdp = anx,-,u(A,-).
X i=1

Es ist wegen der Additivitdt von y klar, dass dies nicht von der Wahl der Linearkombination
abhangt. Dies definiert einen Homomorphismus von K-Vektorraumen®

S W) — W, f%/xfdp.

Lemma 3.2: (a) S(X,W) liegt dicht in C(X, W).

(b) Der Homomorphismus i, ist Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten®

C = sup |u(A)].
A€R
Beweis: (a) Sei ein ¢ > 0 und eine stetige Funktion f: X —— W gegeben. Fiir jedes w

im Bild von f sei B(w, ¢) € W die Kugel mit Radius ¢ um w. Diese ist offen und ab-
geschlossen, da W ein ultrametrischer Raum ist. Wir setzen U,, = f~!(B(w, ¢)), was
dann ebenfalls offen und abgeschlossen, also ein Element von R ist. Die U,, bilden
offensichtlich eine offene Uberdeckung von X, und da X kompakt ist (Satz 1.1.8 (a)),

°> Zusammen mit dem folgenden Lemma rechtfertigt dies die Bezeichnung Distribution.
¢ Hier brauchen wir zum ersten Mal, dass y ein Maf} ist. Davor funktioniert alles auch fiir Distributionen.
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II. Kommutative p-adische L-Funktionen

konnen wir endlich viele wy, . . ., w, wihlen, sodass die zugehorigen U,,, eine Uber-
deckung von X sind. Wir machen diese disjunkt, indem wir

n
Ar=Uy\ | Uy, i=1,..n
j=it+1

setzen (beachte, dass immer noch A; € R gilt), und definieren eine einfache Funktion

ﬁ] = i Wi]lA,»-
i=1

Es gilt dann

IF = foll = sup[f(x) = foo)l = _max sup |f(x) = wi < e.

=1,..., nyxeA;

(b) Es seien zwei einfache Funktionen

f = Zn:xi]lAi’ g = iyiﬂAi
i=1 i=1

gegeben, wobei wir ohne Einschrankung annehmen, dass die Mengen A; in der Li-
nearkombination von charakteristischen Funktionen die gleichen sind. Es gilt dann
unter Benutzung der ultrametrischen Dreiecksungleichung

fodﬂ - /ng”’ - |Z;(xi — yi)u(Ai)

<C. max |-yl =Csup|f(x) — gt =C-[[r -] o
xeX

Aus Lemma 3.2 folgt sofort, dass sich i, zu einem eindeutigen Homomorphismus
CX, W) — W

fortsetzt. Fiir das Bild einer stetigen Funktion f: X —— W unter diesem Homomorphismus
schreiben wir dann ebenfalls
/ fdu.
X

3.2. Mafle auf proendlichen Radumen

Wir wollen nun tiberlegen, welche Mafle und Distributionen es auf einem proendlichen
Raum geben kann. Dazu nehmen wir zunachst wieder an, dass W nur eine abelsche Gruppe
ist. Wir schreiben

X =limX;

iel

als Limes von endlichen diskreten Rdéumen und bezeichnen mit 7; die kanonische Projektion
X — X;. Ist nun p eine W-wertige Distribution auf X, so induziert dies fiir jedes i eine
Distribution y; auf X; durch p;(A) = p(n;1(A)).
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3. Mafe und Integrale

Eine Distribution (oder ein Maf3) auf einer endlichen Menge X; mit Werten in W ist
offenbar nichts anderes als eine Abbildung y; : X; —— W: fiir eine beliebige Teilmenge A C
X; kann man dann p;(A) = Y ,c 4 ii(a) setzen, dies definiert dann ein W-wertiges Maf3 auf
X; und jedes W-wertige Maf} kommt so zustande.

Die Maf3e y1;, die wir wie eben beschrieben als Abbildungen X; —— W auffassen, erfiillen
offenbar die folgende Kompatibilitdtsrelation:

pi@) = > pib) fiari > . (3.1)

befi;l(a)

Wenn wir fiir i > j eine Abbildung N;;: Meas(X;, W) — Meas(X;, W) durch Ny;(y;) =
pj wie in (3.1) definieren, erhalten wir dadurch eine Abbildung

Dist(X, W) — lim Dist(X;, W),
1

wobei der Limes auf der rechten Seite beziiglich der Abbildungen Nj;; gebildet wird.
Satz 3.3: Die natiirliche Abbildung

Dist(X, W) — lim Dist(X;, W)
L

ist eine Bijektion.

Beweis: Wir zeigen dies, indem wir eine Umkehrabbildung konstruieren. Wenn eine im
Sinne von (3.1) kompatible Familie (p;); von Abbildungen X; —— W gegeben ist, so legt
dies den Wert der zu definierenden Distribution y € Dist(X, W) fiir Mengen der Form

U= ( 1_1[»1 Umn X ];[IXI') NX, M CIendlich, A, C X,, beliebig (%)
meM i

fest: denn dann muss
pU) = > pi(w)
uemy(U)
gelten, wobei iy eine obere Schranke von M ist. Da M endlich ist und die Indexmenge I
gerichtet geordnet ist, existiert ein solches iy, und wegen der Kompatibilitatsbedingung (3.1)
hangt die rechte Seite nicht von der Wahl von iy ab.

Die Mengen der Form (x) bilden eine Basis der Topologie auf X. Wenn nun eine beliebige
offene und abgeschlossene Teilmenge A C X gegeben ist, konnen wir diese also als Vereini-
gung von Mengen der Form (*) schreiben, und da A abgeschlossen und damit kompakt ist,
reicht eine Vereinigung endlich vieler solcher Uy, . . ., U,. Weiter sieht man leicht, dass der
Schnitt zweier Mengen der Form (*) wieder von dieser Form ist. Wir definieren dann durch
eine Inklusions-Exklusions-Formel

Nun muss man sich tiberlegen, dass dies nicht von der Wahl der Zerlegung von A abhéngt,
dass das so definierte y eine Distribution ist, und dass die Zuordnung (u;); —— u eine
Umkehrabbildung definiert. Darauf soll hier verzichtet werden. O
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II. Kommutative p-adische L-Funktionen

Besondere Bedeutung wird dem Falle zukommen, dass der proendliche Raum X eine
proendliche Gruppe G = lim; G; ist, etwa eine Galoisgruppe, und W eine Banachalgebra
tiber einer endlichen Erweiterung K von Q,, (z.B. einfach K selbst, oder C,). Dann kénnen
wir Dist(X, W) auf naheliegende Weise zu einem W-Modul machen. Wenn wir weiter fir
zwei Distributionen y und v ihre Faltung p * v durch

[ rawen = [ [ fomaunany

fir f € S(G, W) definieren, gibt dies Dist(X, W) eine Struktur als W-Algebra.

Korollar 3.4: Es gibt einen kanonischen Isomorphismus von W-Algebren

Dist(G, W) —~— W[G].

Beweis: Es besteht eine Bijektion (von Mengen) zwischen Dist(G;, W) und dem Gruppen-
ring W|G;|. AuBerdem tiberlegt man sich leicht, dass die durch (3.1) definierten Abbildungen
N;j gerade den natiirlichen Abbildungen W[G;] —— W{G;] fiir i > j entsprechen. Damit
folgt die Bijektivitat sofort aus Satz 3.3. Dass die W-Algebren-Struktur respektiert wird,
kann leicht nachgerechnet werden. m|

Beispiel 3.5: DasBild eines g € G unter dem kanonischen Homomorphismus G —— W[G]*
ist das Dirac-Maf} bei g.

Offensichtlich ist jede K-wertige Distribution py € Dist(G, K) auf einer proendlichen
Gruppe G, die Werte in O annimmt, stets ein Maf}. Das Bild der solchen Distributionen in
K[G] unter dem Isomorphismus aus Korollar 3.4 ist offensichtlich O[G]. Deshalb kénnen
wir die Elemente der Iwasawa-Algebra einer proendlichen Gruppe G stets als Mafle auf G
auffassen.

Beispiel 3.6: Wenn y: G—— K* ein stetiger Charakter ist, so gilt wegen Beispiel 3.5 fir
allege G

/Gxdg = x(9).

Dies zeigt, dass der von y durch die universellen Eigenschaft des proendlichen Gruppen-
rings O[G] induzierte O-Algebren-Homomorphismus O[G] — K durch

u%/xdu
G

gegeben ist.
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3. Mafe und Integrale

3.3. Pseudo-Mafle

Es sei nun G eine kommutative proendliche Gruppe, K weiterhin eine endliche Erweiterung
von Q, mit Ganzheitsring O und Q = Quot O[G] der totale Quotientenring von O[G]. Der
in Beispiel 3.6 von einem Charakter induzierte Homomorphismus ®: O[G] — K setzt
sich auf ein Element ¢ € Q fort, wenn b ¢ Kern ®.

Definition 3.7: Ein Element p € Q heif}t Pseudo-Maf3 auf G mit Werten in O, wenn (g —
1)p € O[G] fir alle g € G gilt.

Fiir Pseudo-Mafle 1 = ¢ ist b ¢ Kern @ stets erfiillt, falls & wie in Beispiel 3.6 von einem
nichttrivialen Charakter y induziert wird: denn (g — 1)y € O[G] fir alle g € G bedeutet,
dass es fiir jedes g ein ¢; € O[G] gibt mit g — 1 = c4b. Wenn wir uns ein g € G mit
x(g9) # 1 wiahlen, dann gilt ®(b)®(cy) = ®(g - 1) = x(g) — 1 # 0 und deshalb ®(b) # 0.
Wir konnen also beziiglich eines Pseudo-Mafles zwar nicht beliebige stetige Funktionen
G — O integrieren, aber immerhin stetige nichttriviale Charaktere y: G—— K*. Das
Integral von y beziiglich eines Pseudo-Mafles y ist dann durch

1
/G)(du = =1 /G)(d((g - Dp)

gegeben, wobei g € G ein beliebiges Element mit y(g) # 1 ist. Es ist klar, dass dieser Wert
nicht von der Wahl von g abhéngt.

3.4. Amice-Transformation

Wir wollen zum Schluss dieses Abschnittes noch einmal den Zusammenhang zwischen der
Iwasawa-Algebra, Potenzreihen und Maflen herausstellen. Sei dazu nach wie vor K eine
endliche Erweiterung von Q,, O der Ganzheitsring, I" eine proendliche Gruppe, die zu Z,
isomorph ist, und y € I' ein topologischer Erzeuger.

Fiir eine natiirliche Zahl n bezeichnen wir mit (f) das Polynom

= € Q[X]

(x) X(X -1)- -’;!(x —n+1)

n

und setzen (i)() = 1. Die hierdurch auf Z definierte Polynomfunktion nimmt stets ganzzah-
lige Werte an: fiir natiirliche Zahlen ist das klar, und man sieht leicht, dass

(o) =5

fur m € Z gilt. Da sie durch ein Polynom gegeben ist, ist sie stetig bzgl. des p-adischen Be-
trags, und sogar gleichmaflig stetig, da sie beschrankt ist. Wir erhalten also als Fortsetzung
eine gleichmafig stetige Funktion

() 2o 20 x—[)

Wir haben Isomorphismen von O-Algebren

Dist(T", 0) = O[I'] = O[T].
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II. Kommutative p-adische L-Funktionen

Lemma 3.8: Der Isomorphismus
A: Dist(T", O) = O[T]

ist durch -
U ch(y)T” mit ¢, (1) = /1“ (r.l)dy
n=0

gegeben. Hierbei benutzen wir die durch die Wahl des topologischen Erzeugers y festgelegte
Identifikation von I" mit Z.,, um (n) als Funktion auf T’ aufzufassen.

Beweis: Es sei y das Maf3 auf I', das dem topologischen Erzeuger y unter dem Isomorphis-
mus O[I'] = Dist(I", O) zugeordnet wird. Da A durch das Bild von y bereits eindeutig
festgelegt ist und die Komposition

Dist(T", 0) —~— O[] = O[T]

pauf 1+ T abbildet (vgl. Satz 1.2.15), geniigt es zu zeigen, dass die oben angegebene Zuord-
nung p auf 1 4 T abbildet.

Das Maf p ist nach Beispiel 3.5 das Dirac-Maf} bei y, und y wird von dem Isomorphismus
I' = 7, auf 1 abgebildet. Daraus folgt sofort

und damit die Behauptung. ]

Hieraus folgt sofort die folgende Verallgemeinerung des binomischen Lehrsatzes: in O[T]

gilt fiir alle s € Z,,
o (s
14+T7)° = T".
1= ()

n=0

Damit kénnen wir den Isomorphismus A auch in der Form

A = [+ T)duts)

schreiben.

Definition 3.9: Fiir ein Maf} p heifit A(y) € O[T] die Amice-Transformation von p. Von
manchen Autoren wird sie auch als Mahler-Transformation bezeichnet.

An Lemma 3.8 sieht man, dass ein Mafl y durch die Folge der ¢, (i), n € INg bereits
eindeutig festgelegt ist. Da diese durch Integrale von Polynomfunktionen gegeben sind und
das Integral linear ist, folgt daraus sofort:

Korollar 3.10: Ein Maf i € Dist(I', O) ist durch die Integrale aller Monome

/x"d,u(x), ne Ny
r

eindeutig bestimmt.
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4. p-adische Dirichlet-L-Funktionen als Mafle

Wir wollen die Ergebnisse aus Abschnitt 2 nun mafltheoretisch formulieren. Sei dazu er-
neut O der Ganzheitsring einer endlichen Erweiterung von Q, und y ein bei p unver-
zweigter Dirichlet-Charakter von Fithrer m mit Werten in O*. Ferner sei wieder G =

Gal(Q(pp=)IQ) und x: G —— Z der zyklotomische Charakter. Gemaf Korollar 3.4 kon-
nen wir das in Abschnitt 2 konstruierte Element 1, der Iwasawa-Algebra O[G] als Maf3 auf
G auffassen. Wegen Beispiel 3.6 konnen wir die Aussage der Sétze 2.4 und 2.5 auch in der
folgenden Form formulieren:

Satz 4.1: Es sei y ein bei p unverzweigter nichttrivialer Dirichlet-Charakter. Dann gibt es ge-
nau ein Maf j1, auf G, sodass fiir allen € IN und alle Dirichlet-Charaktere y von p-Potenz-
Fiihrer gilt:

/G P, = (1 ()" LG 1 - n). (41)

In vielen Texten findet man auch die folgende, dhnlich aussehende Formulierung: es gibt
genau ein Maf i, auf G, sodass fiir n und ¢ wie oben gilt

/G yrndy, = (1= g (p)p™ L 1 - ). (4.2

Wir wollen kurz erklaren, wie diese Aussage mit der aus Satz 4.1 zusammenhéngt. Dazu
setzen wir wie in Abschnitt 2 I' = 1 + pZ,,,y = 1 4+ mp, A = O[I'] und ¥ wie in (2.2). In
(2.4) haben wir das Maf} 1, als Element von

definiert. Wir definieren nun eine Involution v von A = O[T] durch
viA—— A, Tr——x({y)1+T)1 -1 (4-3)

und definieren ), = v(iy), indem wir v in jeder Komponente i = 1,...,p — 1 anwenden.
Eine leichte Rechnung zeigt, dass dann

[vwrant, = [ o7t na,
G G

gilt (etwa indem man in (2.8) v anwendet).
Fiir den trivialen Charakter gibt es die folgende Variante der Aussage (siehe auch [CSo6,

Prop. 4.2.4]):
Satz 4.2: Es gibt genau ein Pseudo-Maf3 ,u;V auf G, sodass fiir alle n € IN und alle Dirichlet-
Charaktere {y von p-Potenz-Fiihrer

[ o = (1= 21 =),
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II. Kommutative p-adische L-Funktionen

Beweis: Wir benutzen Bemerkung 2.6 und definieren
.ug’ = V(.u )(0)'

Man rechnet leicht nach, dass v(h) = —T, was unter dem Isomorphismus O[T] —=— O[I']
auf 1 — y abgebildet wird. Deshalb ist ,u;V ein Pseudomafl. Die Aussage folgt dann aus dem,
was in Bemerkung 2.6 erwahnt wurde. ]

Dass wir hier nur ein Pseudo-Maf} anstelle eines Maf3es bekommen, spiegelt die Tatsache wi-
der, dass die Riemannsche Zetafunktion im Gegensatz zu den Dirichletschen L-Funktionen
einen Pol hat. Wir haben diesen Satz hier in der zu (4.2) passenden Form formuliert, da die
Eigenschaft, Pseudo-Maf} zu sein, leider nicht invariant unter v ist — dementsprechend ist
He = v(,u;V) kein Pseudo-Maf.

Iwasawas Konstruktion liefert also fiir jeden Dirichlet-Charakter y ein (Pseudo-)Maf} auf
der Galoisgruppe G des Korpers aller p-Potenz-Einheitswurzeln, dessen Integrale spezielle
Werte der komplexen L-Funktion des Charakters mitsamt aller Twists mit Charakteren von
p-Potenz-Fiihrer interpolieren. In diesem Sinne sollte man die p-adischen L-Funktionen ei-
gentlich als Funktionen auf der Charaktergruppe X, = Hom(G, C,) von G auffassen und
nicht als Funktionen auf Z,, dhnlich wie man klassische L-Funktionen als Funktionen auf
der Charaktergruppe der Idelgruppe eine Zahlkorpers ansehen kann (vgl. Tate’s Thesis,
[Tat67a, Def. 4.4.1 und §4.5]). Eine solche p-adische L-Funktion ist durch ein Element 1 in
der Iwasawa-Algebra O[G] von G bestimmt und durch

X,—Cp, xt+—— /Gxdy)(
gegeben. Die Funktion, die zur Riemannschen Zetafunktion gehort, hat einen Pol beim tri-
vialen Charakter (ndmlich fir ¢y = k™", wie wir in Bemerkung 2.6 angemerkt hatten).
Wir kénnen Z,, als Teilmenge von X p auffassen, indem wir ein s € 7y auf den Charakter

S ~ T X X X
wXKS.G_IFp XF%ZP Q(Dp

abbilden. Als Einschrankung auf Z, erhalten wir dann genau die Funktion aus Satz 1.8:
denn fur n € IN gilt

/C;wfl_"dpx = /Ga)"lcl_"dyx =(1-yo "(P)p" HL(yw ", 1=n)=L,y(x,1 -n).
Iwasawa zeigt in [Iwa72, §6], dass die Funktion
Z,— Cp, s+ /wasdyx

analytisch in s ist, also durch eine konvergente Potenzreihe gegeben ist, und die Eindeutig-
keit aus Satz 1.8 zeigt dann die Behauptung.
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5. p-adische L-Funktionen fiir Modulformen

Nachdem wir nun fir Dirichlet-Charaktere bereits p-adische L-Funktionen konstruiert ha-
ben, legen die Betrachtungen aus Abschnitt 11.1 nahe, als nachstes nach der Konstruktion
von p-adischen L-Funktionen fiir Modulformen zu suchen. Die Konstruktion von p-adischen
L-Funktionen zu allgemeineren automorphen Formen ist gegenwartig noch ein offenes Pro-
blem, auch wenn diese in gewissen Fillen bereits gelang.

Es stellt sich nun die Frage, wie eine p-adische L-Funktion zu einer Modulform oder
zu anderen L-Funktionen tiberhaupt aussehen soll. Das erste Problem, das hierbei auf-
taucht, ist das der Algebraizitit: bevor wir irgendwelche speziellen Werte von komplexen L-
Funktionen iiberhaupt p-adisch interpretieren konnen, miissen wir wissen, dass diese Werte
(bzw. geeignete Modifikationen derselben) algebraisch sind, denn sonst gibt es keine Mog-
lichkeit, sie auf konsistente Weise in einer Erweiterung von Q, wiederzufinden. Fiir die Di-
richletschen L-Funktionen gibt Satz 1.5.7 Auskunft iiber die Algebraizitat gewisser spezieller
Werte. Fiir motivische L-Funktionen wurde von Pierre Deligne in [Del79] eine Vermutung
dariiber aufgestellt, wie eine solche Aussage in diesem Fall aussehen sollte und die Satz 1.5.7
verallgemeinert. Wir wollen dies hier nicht im Detail erkliren, sondern nur sagen, welche
Gestalt diese Vermutung fiir die L-Funktionen von Modulformen annimmt. In diesem Falle
ist die Vermutung ein Satz von Shimura.

Satz 5.1: Esseif € S}V(I'1(N)) eine normalisierte Eigenform und Ky der Korper, der iiber Q
von den Fourierkoeffizienten von f erzeugt wird (vgl. Bemerkung 1v.3.4). Dann gibt es Perioden
Q;—Z € C*, sodass fiir jeden Dirichlet-Charakter y undn =1,...,k — 1 gilt

G(y)
WL(JCW’”) € Kr(y).

In dieser Formel ist der Exponent von QJf als das Vorzeichen von (—1)"(—1) zu wdihlen, und
G(-) bezeichnet die Gauf3-Summe (vgl. (1.5.1)).

Beweis: [Shiy7, Thm. 1 (ii)] m|

Die Perioden aus diesem Satz werden von Shimura auch konkret angegeben. Die in die-
sem Satz vorkommenden Twists der L-Funktion benétigen wir, da wir ansonsten nur fir
endlich viele Werte der (ungetwisteten) L-Funktion eine Algebraizititsaussage haben. Wenn
wir uns eine p-adische L-Funktion wiinschen, die an diesen Stellen mit der komplexen iiber-
einstimmt, lagen diese endlich vielen Werte liegen keineswegs mehr dicht in Z,, und eine
solche p-adische L-Funktion wire alles andere als eindeutig bestimmt.

Aufbauend auf der Vermutung von Deligne haben John Coates und Bernadette Perrin-
Riou in [CP89] und [Coa89] erklart, wie die p-adischen Pendants zu diesen motivischen L-
Funktionen vermutlich aussehen. Ihre Vermutung orientiert sich an den Sétzen 4.1 und 5.1.
Im Falle der L-Funktionen zu Modulformen ist eine solche p-adische L-Funktion erfolgreich
konstruiert worden — fiir Gewicht 2 bereits in [MS74], fiir allgemeines Gewicht, aber Level
1 in [Man73; Man74] und spater allgemein in [MTT86]. Wir zitieren das Ergebnis hier aus
[Kitg4, Thm. 4.8].

75



II. Kommutative p-adische L-Funktionen

Satz 5.2: Essei f € Sg(I'1(N)) eine normalisierte Eigenform, K¢ der Korper, der iiber Q von
den Fourierkoeffizienten von f erzeugt wird, und es sei eine Einbettung Q— @p gewdhlt.
Fiir den p-ten Fourierkoeffizient a, gelte in Q, dass |a,|, = 1.

Dann gibt es ein Maf$ iy auf G, sodass fiirn = 0, ...,k — 2 und jeden Dirichlet-Charakter
Y vom Fithrer p™ fiir ein m € Ny gilt:

mn _ ' _
Lo rang = ST s g+ )
4

In dieser Formel ist der Exponent von Q;f als das Vorzeichen von (—1)"y/(—1) zu wdhlen.

Man vergleiche dieses Ergebnis mit der entsprechenden Aussage fiir Dirichlet-Charaktere
aus Satz 4.1!
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1V. Hida-Theorie und
Galoisdeformationen

Wir haben in Kapitel II die Raume der Modul- und Spitzenformen eingefithrt und gewis-
se Endomorphismen dieser Rdume, die Hecke-Operatoren, studiert. Besonders interessant
waren dabei die Spitzenformen und unter diesen die Eigenformen, die gemeinsame Eigen-
vektoren aller dieser Hecke-Operatoren sind. Sie haben herausragende Eigenschaften, denn
ihre Fourierkoeffizienten (fiir die wir uns besonders interessieren, da sie arithmetische In-
formationen beinhalten) erfiillen gewisse Relationen, die zum Beispiel dazu fithren, dass ih-
re L-Funktionen ein Eulerprodukt haben. Auch werden wir spéter sehen, dass man solchen
Eigenformen Galoisdarstellungen zuordnen kann, die eng mit den Fourierkoeffizienten ver-

kntipft sind.

Es sollte uns also ein Anliegen sein, diese Eigenformen genauer zu untersuchen. Die erste
wichtige Aussage, die uns dabei hilft, ist Satz 1.1, der es uns erméglicht, Spitzenformen iiber
anderen Ringen als C zu betrachten. Die Hecke-Operatoren, deren Eigenvektoren wir stu-
dieren wollen, bilden eine Teilalgebra der Endomorphismen der Raume der Spitzenformen,
die Hecke-Algebra, und eine der wichtigsten Aussagen in dieser Theorie ist der Dualitéts-
satz 2.3. Er und die Folgerung aus Satz 2.6 reduzieren das Studium der Eigenformen letztlich
auf die Untersuchung der Geometrie dieser Hecke-Algebren und riicken diese damit in den
Mittelpunkt des Interesses.

Diese Sichtweise fithrte Hida dazu, p-adische Hecke-Algebren zu verschiedenen Gewich-
ten und Leveln zu einer grofien Hecke-Algebra zusammenzufassen (Definition 4.1), welche
er ursprunglich benutze, um Kongruenzen zwischen Fourierkoeffizienten von Modulfor-
men zu untersuchen (Lemma 3.5). Diese Hecke-Algebra enthalt als direkten Summanden
die sogenannte ordindre Teilalgebra, welche in Hidas Theorie eine zentrale Rolle spielt. Die
Galoisdarstellungen zu Eigenformen, fiir die wir uns vorrangig interessieren, lassen sich zu
einer grofien Galoisdarstellung mit Werten in dieser Teilalgebra zusammensetzen, welche
vermutlich (und teilweise bewiesen) eine gewisse universelle Eigenschaft erfillt.

Fiir dieses Kapitel wéhlen wir ein fiir alle mal eine Einbettung @p —— C und fassen
damit bei Bedarf komplexwertige Charaktere irgendwelcher Gruppen als p-adische auf und
umgekehrt, ohne dies im Einzelfall explizit zu erwéhnen.

1. Modulformen iiber beliebigen Ringen

Als erstes wollen wir erklaren, wie wir uns von der Vorstellung von Modulformen als kom-
plex-analytische Objekte 16sen konnen und diese tiber (nahezu) beliebigen Ringen betrach-
ten konnen.

Es sei dazu @ eine Kongruenzuntergruppe mit I'; (N) € ® € I'g(N) und ¢ ein komplexer
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IV. Hida-Theorie und Galoisdeformationen

Charakter von' ®/I'; (N). Fir einen Teilring A von C, der alle Werte von ¢ enthalt, definieren
wir

Sk(P,¢e,A) = {f € Sk(P, ¢) : alle Fourierkoeffizienten von f liegen in A}
(vgl. Definition 11.3.6). Insbesondere haben wir fiir einen beliebigen Teilring A von C
Sk(T'1(N),A) = {f € Sk(T'1(N)) : alle Fourierkoeffizienten von f liegen in A},
und falls A die Werte eines Dirichlet-Charakters y modulo N enthilt
Sk(N, x,A) = {f € Sk(N, y) : alle Fourierkoeffizienten von f liegen in A}.

Falls ¢(N) in A invertierbar ist und A die Werte aller solcher Charaktere ¢ enthilt, gilt

Sk(T1(N), A) = P Sk(®, £, ).

Die zentrale Aussage iiber diese Raume ist der folgende Satz. Hierbei bezeichnet Z[¢] den
Ring, der tiber Z von den Werten von ¢ erzeugt wird.

Satz 1.1 (Ganzheit): Die natiirliche Abbildung
Si(P, ¢, Z[¢]) ®z[) A— Sk(P,¢,4), f®ar——af

ist ein Isomorphismus. Insbesondere ist Sy (I'1(N), Z)) ®7A = Si(I'1(N), A) fiir jeden Teilring
von C und Sx(N, x, Z[x]) ®z[,] A = Sk(N, x,A), wenn A die Werte von y enthdlt.

Beweis: [HidMFG, Thm. 3.12] O

Wegen Satz 1.1 hitten wir also Si (P, ¢, A) auch durch die linke Seite definieren kénnen,
und dies verallgemeinert sich sofort zu einer Definition fiir einen beliebigen Ring A, der
nicht notwendigerweise in C liegen muss.

Definition 1.2: Fiir eine beliebige kommutative Z[¢]-Algebra A sei

Sk(D,¢,A) := Sk(P, ¢, Zle]) ®z[¢] A

Die Einbettung
Sk(®, &, Z[e]) — Z[e][q],

die eine Spitzenform auf ihre Fourierentwicklung schickt, liefert eine natiirliche Abbildung
Sk(®,e,A) — Alq]. Den Raum Sk (P, ¢, A) konnen wir uns dann als die A-lineare Hiille
von Sk (P, ¢, Z[e]) in A[q] vorstellen.

Satz 1.3: Fiir eine beliebige kommutative Z[¢]-Algebra A ist Sy (P, €, A) ein endlich erzeugter
A-Modul. Fiir einen beliebigen kommutativen Ring A ist Sp(I'1(N), A) ein freier A-Modul.

! Dieser Quotient ist abelsch, da ®/T'1 (N) € T'g(N)/T1(N) = (Z/NZ)*.
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1. Modulformen tiber beliebigen Ringen

Beweis: Wir zeigen die Behauptung zuerst fir Si(I'1(N), Z). Dazu betrachten wir fiir n €
IN das kommutative Diagramm

Sk(HJ(N),@) ‘ @J[Q]] ‘T
Sk(T'1(N). Z) Zlq] 7",

in dem die linken horizontalen Pfeile jeweils eine Spitzenform auf ihre Fourierentwicklung
und die rechten eine Potenzreihe auf das Tupel ihrer ersten n Koeffizienten abbilden. Da
Sk(I'1(N), C) ein endlichdimensionaler C-Vektorraum ist (vgl. Bemerkung 11.3.4), ist die
Komposition

Sk(l'1(N), €) = C[g] — C"

fur gentigend grofes n injektiv. Mit einer einfachen Diagrammjagd sieht man, dass dann
auch

Sk(T'1(N), Z) — Z[q] — Z"

injektiv sein muss. Dies zeigt die Behauptung fir Si(T'1(N), Z). Mit Satz 1.1 und Definiti-
on 1.2 folgt daraus die Aussage fiir beliebiges A.

Fur Si(®, ¢, A) funktioniert das obige Argument analog und wir erhalten die Injektivitat
von

Si(®, ¢, Zle]) — Zle|lq] — Z[¢]",

woraus wir folgern konnen, dass Si (P, ¢, Z[¢|) ein endlich erzeugter Z[e]-Modul ist (da
Z¢| noethersch ist), und damit auch jedes Si(®, ¢, A). Da Z]e] kein Hauptidealring sein
muss, erhalten wir aber nicht unbedingt, dass Sk (P, ¢, Z[e]) frei ist. O

Bemerkung 1.4: Dass die A-Moduln Sy (®, ¢, A) und Si(I'1(N), A) endlich erzeugt sind,
sieht man auch direkt an Satz 1.1 und Definition 1.2: denn wegen Bemerkung 11.3.4 wissen
wir, dass die Raume fiir A = C endlichdimensional sind, also miissen sie auch iiber Z bzw.
Z¢| endlich erzeugt sein. Uberdies zeigt das

Rang , Sx(I'1(N), A) = dimg Sk (I'1(N))
fur jeden kommutativen Ring A.

Bemerkung 1.5: Es sei ® wie oben, G = ®/T'1(N) und A ein kommutativer Ring, der die
Werte aller Charaktere von G enthalt. Wir kénnen S := Si(I'1(N), A) als Modul iiber
A[G] auffassen und dann fiir jeden Charakter ¢ von G seinen Eigenraum S, wie in (1.2.1)
definieren. Wir wollen uns nun tiberlegen, dass dieser mit Si(®, ¢, A) tibereinstimmt. Wir
notieren die Aktion von G auf S mit (-).

Wenn ein f = a® fy € Sk(P, ¢, A) mit fy € Sk(P, ¢, Ze]) € S(T'1(N), Z[e]) gegeben
ist, dann gilt firg € G

9 f =a® (9 fo) = a ((9)fo) = e(9)f»
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also liegt das Bild von f unter der natiirlichen Abbildung Si(®,e,A) — S in S,. Wenn
umgekehrt ein f = a ® fo € S, mit fy € Sk(I'1(N), A) und a # 0 gegeben ist, gilt firg € G

a® (e(9)fo) = e(9)f =<9 f =a® (g fo),

also
a® (e(g)fo - {9) fo) =0,

und da S ein freier A-Modul ist, folgt (g) fo = €(9)fo, also fo € Sk (P, ¢, Z[¢]) und damit
f € Sk(CI), E,A).

2. Hecke-Algebren und Dualitat

Wir haben in Abschnitt 11.4 Hecke-Operatoren als Endomorphismen der Vektorrdume von
Modul- oder Spitzenformen eingefiihrt, die durch Doppelnebenklassen gegeben sind. Um
die Wirkung der Doppelnebenklassen auf diesen Rdumen abstrakter zu modellieren, fihrt
Shimura in [Shi71, §3.1] einen Ring R(I", A) von Doppelnebenklassen ein. Wir wollen die-
sen hier fiir den Fall ' = T';(N) und A wie in Definition 11.4.3 betrachten. Fiir einen be-
liebigen kommutativen Ring A definieren wir R(I', A, A) als freien A-Modul, der von allen
Doppelnebenklassen I'al’ mit « € A erzeugt wird. Um das Produkt zweier solcher Doppel-
nebenklassen I'al’ und ['ST" zu erkléren, zerlegen wir diese wie in (11.4.1) in Linksneben-
klassen:

e f
Tal' = | JTa;, TPr=| JTB:
i=1 i=1
Die Multiplikation ist dann durch

Tal'-TPT = )" mg TET

definiert, wobei tiber alle Doppelnebenklassen I'éT" C I'al'fT" summiert wird und
mg = #{(i,j) : Ta;p; = '€},

Shimura zeigt, dass dies wohldefiniert ist und R(I", A, A) zu einem Ring macht, der in diesem
Fall kommutativ ist [Shi71, Prop. 3.8] (dort wird nur R(I', A, Z) betrachtet, aber es gilt
offensichtlich R(I', A, A) = R(I', A,Z) ®z A). Das Produkt in diesem Ring ist gerade so
gemacht, dass die Aktion der Doppelnebenklassen auf My (I") widergespiegelt wird [Shi71,
Prop. 3.38]: wir bekommen einen Ringhomomorphismus

R(T, A, Z) — Endg(Me(D)).

Fir n € IN definieren wir T,, € R(I", A, A) wie in (11.4.4).

Wir wollen nun die Aktion dieser Doppelnebenklassen auf den Raumen Sy (®, ¢, A) fur
beliebige Ringe bzw. Z|[¢]-Algebren A betrachten. In [HidGMF, Prop. 3.2.12 (1)] wird gezeigt,
dass die Rdume Sk (P, ¢, Z[¢]) stabil unter allen Doppelnebenklassenoperatoren sind.? Da-
durch kénnen wir fiir beliebiges A Algebrenhomomorphismen

R, A, A) — End,(Sk(®.¢,4)

? Streng genommen brauchen wir hier bereits das Argument aus Bemerkung 2.2, da dort nur gezeigt wird, dass
die Raume unter den T, stabil sind.
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definieren. Man wberlegt sich leicht, dass diese so gemacht sind, dass fiur Si(I'1(N), A)
und Sk (N, y,A) die Formeln aus Lemma 11.4.7 fiir den Effekt der Operatoren T, auf den
Fourierkoeflizienten giiltig bleibt.

Definition 2.1: Wenn ein A-Modul M zusammen mit einem A-Algebren-Homomorphismus
R(I', A, A) — End,(M)

gegeben ist, dann definieren wir die Hecke-Algebra von M mit Koeffizienten in A als das Bild
dieses Homomorphismus’.

Im Falle M = Si(®, ¢, A) bezeichnen wir diese Hecke-Algebren mit A (P, ¢, A). Entspre-
chend sind ;. (I'1(N), A) und A (N, y, A) zu verstehen.

Bemerkung 2.2: Die Hecke-Algebra #;(I'1(N), A) enthélt wegen Beispiel 11.4.2 die Endo-
morphismen (-), da I'o(N) € A. In [Shi71, Prop. 3.35] wird gezeigt, dass R(I', A, Z) von
den T, (die dort T"(n) heiflen) zusammen mit Elementen T’(p, p) fiir Primzahlen p + N
erzeugt wird, und dass gilt pT’(p,p) = Tg — Ty2. Aus Satz 11.4.6 () (i) folgt andererseits
p*" 1 (p) = T7 — T2, also sehen wir, das fir(I'1(N), A) von den T, und den (p) fiir Prim-
zahlen p ¥ N erzeugt wird. Wegen des Dirichletschen Primzahlsatzes finden wir fiir jedes
solche p eine weitere Primzahl ¢ # p mit p = g (mod N) (also (p) = (gq)), die ebenfalls N
nicht teilt, und wir finden weiter ganze Zahlen a, b, sodass ap*~! + bg*~! = 1. Damit folgt

) = (ap*' +bg" ) (p) = a(T2 = Tpe) + b(T] - Tp2),

und wir sehen, dass die T, als Erzeugendensystem geniigen. Vgl. dazu auch [RS11, Prop.
9.4.1]. Das gleiche Argument funktioniert auch fiir A (P, ¢, A).

Wir definieren nun eine Paarung
(-, ) : flk((I), E,A) X Sk(q), E,A) — A, <h,f> = al(hf).

Hierbei meinen wir mit a,(-) den n-ten Fourierkoeffizient einer Modulform. Insbesondere
gilt dann

(Tn, f) = an(f) (2.1)

nach Lemma 11.4.7. Uber diese Paarung haben wir den wichtigen folgenden Satz, der in
unserer Theorie eine zentrale Rolle spielt.

Satz 2.3 (Dualitét): Die oben definierte Paarung ist perfekt, d.h. sie induziert Isomorphismen
von A-Moduln

Hom 4 (Sk(®,¢,A),A) = At (P,e,A) und Homy(hr(P,e,A),A) = Si(P, ¢, A).

Hierbei sind jeweils Homomorphismen von A-Moduln gemeint.

Beweis: [HidMFG, Thm. 3.17] |

Korollar 2.4: Die Hecke-Algebra hy(®, e, A)ist als A-Modul endlich erzeugt. hi.(I'1(N), A) ist
ein freier A-Modul.

Beweis: Folgt direkt aus Satz 1.3 und Satz 2.3. O
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IV. Hida-Theorie und Galoisdeformationen

Korollar 2.5: Die natiirliche Abbildung
(D, e, Zle]) @7 A— hi(P,6,A), h®ar— ah
ist ein Isomorphismus.

Beweis: Unter Verwendung der Tensor-Hom-Adjunktion und Hom 4 (A, A) = A (hier sind
A-Modul-Homomorphismen gemeint) gilt nach Satz 2.3

fic(®, €, A) = Homy (S (P, ¢, A), A) = Homy(Sk(D, ¢, Ze]) @7 A, A)
= Homgy,)(Sk(®, ¢, Z[¢]), A) = Homy | (Sk(®, ¢, Zle]), Z[¢]) ®7[ A
= hi (P, e, Zle]) ®7Z[e] A. a

Wie im klassischen Fall nennen wir ein f € Si(®,¢, A) eine Eigenform, wenn es ein
Eigenvektor aller Hecke-Operatoren T, fiir alle n € IN ist. Man iiberlegt sich leicht, dass
die Sétze 11.4.6 und 11.4.8 und damit auch Satz 11.6.4 in dieser Situation ihre Giltigkeit be-
halten. In Bemerkung 11.6.3 hatten wir gesehen, dass im klassischen Fall jede Eigenform
f € Sk(I'1(N)) einen Nebentyp hat. Das Argument aus Bemerkung 2.2 zeigt zusammen
mit Bemerkung 1.5, dass dies auch in unserer Situation giiltig bleibt, wenn A so grof ist,
dass es alle Werte aller Dirichlet-Charaktere modulo N enthilt. Satz 2.3 erméoglicht es uns
dann, Eigenformen als geometrische Objekte aufzufassen.

Satz 2.6: Es gibt eine kanonische Bijektion zwischen der Menge der normalisierten Eigenfor-
men in Sk(®, ¢, A) und Z[¢|-Algebrenhomomorphismen (P, e, Z[e]) — A.

Beweis: Die Elemente von Sk (®, ¢, A) stehen nach Satz 2.3 in Bijektion mit den A-Modul-
Homomorphismen der Hecke-Algebra A (P, ¢, A) nach A. Ein solcher ist genau dann mul-
tiplikativ, also ein A-Algebren-Homomorphismus, wenn er die Relationen zwischen den
T, aus Satz 11.4.6 respektiert, da die T,, die Hecke-Algebra erzeugen (Bemerkung 2.2). We-
gen (2.1) gilt das genau dann, wenn die Fourierkoeffizienten der zugehoérigen Spitzenform
die entsprechenden Relationen aus Satz 11.6.4 erfiillen, also genau dann, wenn die zuge-
horige Spitzenform eine normalisierte Eigenform ist. Dies gibt uns zunéchst eine Bijekti-
on zwischen der Menge der normalisierten Eigenformen in Si(®, ¢, A) und A-Algebren-
Homomorphismen fy (P, e, A) — A.

Um die restliche Behauptung einzusehen, benutzen wir wieder die Tensor-Hom-Adjunk-
tion, die uns

Hom (/i (®, ¢, A), A) = Homg (A (®, ¢, Z[e]) ®7s A, A) = Homy, (A (P, €, Z[e]), A)

gibt (zunéchst als Bijektion von Modulhomomorphismen, aber damit auch von Algebren-
homomorphismen). m]

Bemerkung 2.7: Wenn A eine Z[¢]-Algebra und B eine A-Algebra ist, gilt offenbar B =
A®z],) B. Das gleiche Argument zeigt dann, dass es ebenso eine Bijektion zwischen norma-
lisierten Eigenformen in Si(Q®, ¢, B) und B-Algebrenhomomorphismen fy (®, ¢, A) — B
gibt. Fir A = B haben wir insbesondere eine Bijektion zwischen normalisierten Eigenfor-
men in Si (P, ¢, A) und A-Algebrenhomomorphismen f (P, ¢, A) — A. In dieser letzten
Form werden wir diese Aussage meistens verwenden.

82



2. Hecke-Algebren und Dualitdt

Korollar 2.8: Dervon den Fourierkoeffizienten einer normalisierten Eigenform f € Si(®, ¢, A)
erzeugte Teilring von A ist ganz iiber Z.

Beweis: Dieser Teilring ist nach Konstruktion das Bild des zu f gehérenden Homomorphis-
mus’ A (P, ¢, Z[e]) —— A und deshalb nach Korollar 2.4 als Z[e]-Modul endlich erzeugt.
Die Behauptung folgt daraus mit [Eisgs, Cor. 4.5, Thm. 4.2]. |

Satz 2.6 besagt also, dass die normalisierten Eigenformen in Si(®, ¢, A) genau den A-
wertigen Punkten des Z[¢]-Schemas Spec (P, ¢, Z[¢]) entsprechen und gibt damit der
Geometrie der Hecke-Algebren eine Bedeutung. Das folgende Lemma gibt fiir gewisse Rin-
ge A genauere Auskunft iber diese Geometrie.

Lemma 2.9: Es sei A ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m, der m-adisch voll-
standig ist, und H eine A-Algebra, die als A-Modul endlich erzeugt ist. Dann hat H nur endlich
viele maximale Ideale und ist das Produkt

H:]_[Hm

m

seiner Lokalisierungen bei diesen maximalen Idealen. Jeder der lokalen Ringe H,, ist m-adisch
vollstindig.

Beweis: [Eisgs, Cor. 7.6] |

Dieses Lemma wollen wir fiir den Fall anwenden, dass A = O der Ganzheitsring in
einer endlichen Erweiterung von Q, ist, die alle Werte aller Dirichlet-Charaktere modulo
N enthélt, und H = A (I'1(N), O). Wegen Satz 1.3 sind die Voraussetzungen dafiir erfullt.
Also hat A (I'1(N), O) nur endlich viele maximale Ideale und ist ein endliches Produkt

k(1 (N), 0) = | | Ax(T1(N), O

m

lokaler Ringe. Geometrisch bedeutet dies also, dass Spec i (I'1(N), O) die disjunkte Ver-
einigung der Spektren der lokalen Ringe A (I'1(N), O),, ist. Insbesondere sieht man dar-
an leicht, dass jeder O-Algebrenhomomorphismus f(I'1 (N), O) — O tber genau einen
dieser lokalen Ringe faktorisieren muss (jeder O-wertige Punkt liegt in genau einer irre-
duziblen Komponente, da O nullteilerfrei ist). Auf diese Weise konnen wir jeder normali-
sierten Eigenform f € Sk (I'1(N), O) genau ein maximales Ideal m und einen lokalen Ring
i (T'1(N), O)y von fig(I'1(N), O) zuordnen.

Lemma 2.10: Es sei A lokaler Ring mit maximalem Ideal M, H eine A-Algebra,
ftH— A
ein A-Algebren-Homomorphismus und m ein maximales Ideal von H. Dann gelten:
(a) f ist surjektiv

(b) f(m) =M
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(¢) Der induzierte Homomorphismus

ﬁll: H/T]l I A/M
ist ein Isomorphismus.

(d) Ist f’: H—— A ein weiterer A-Algebren-Homomorphismus, so ist die Komposition

A/M fit H/m fn A/M

die Identitdt.

Beweis: (a) Klar, da f A-linear ist.
(b) Klar.
(c) Erist wegen (a) surjektiv und als Kérperhomomorphismus sowieso injektiv.

(d) Die Komposition ist A-linear und muss deshalb die Identitat sein. O

Aus Lemma 2.10 (c) folgt sofort:

Lemma 2.11: Seif € Si(I'1(N), O) eine normalisierte Eigenform und m das maximale Ideal
von fi(I'1(N), O), zudem f gehort. Dann stimmt iy (I'1 (N), O)/m mit dem Restklassenkorper
I von O iiberein.

3. Modulare Galoisdarstellungen

Im folgenden sei y ein Dirichlet-Charakter modulo N und K eine endliche Erweiterung von
Qp., die alle Werte von y enthilt. Mit O bezeichnen wir den Ganzheitsring von K, mit mp
das maximale Ideal und mit I seinen Restklassenkérper. Wir wollen nun Spitzenformen
mit Koeffizienten in O betrachten. Sind diese Eigenformen, kann man ihnen eine Galois-
darstellung zuordnen.

Satz 3.1: Es sei f € SIV(N, x, O) eine normalisierte Eigenform, deren Fourierkoeffizienten
wir mit a,, firn € IN bezeichnen. Dann gilt:

(a) Es gibt eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte stetige absolut irreduzible ungerade
Galoisdarstellung

pr: Gal(QIQ) — GLy(0),

die auflerhalb von Npco unverzweigt ist, und sodass fiir alle Primzahlen € ¥ Np gilt
Spur(Frob,) = ay, det(Frob,) = y(£)¢5~1.

Hierbei ist Frob, ein Frobeniuselement bei €.
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3. Modulare Galoisdarstellungen

(b) Wennk > 2 und a, € O, dann ist die Einschrinkung von py auf die Zerlegungs-
gruppe’ D, isomorph zu einer oberen Dreiecksdarstellung

£ %
pflp, = sl

und § ist unverzweigt.

Beweis: [HidMFG, Thm. 3.26]. Dort wird nicht gesagt, dass diese Darstellung ungerade ist,
siehe dazu [DSos, S. 393]. |

Diese Darstellung hat also die Eigenschaft, dass fiir Primzahlen ¢ 1 Np das {-te Hecke-
Polynom von f (Definition 11.6.7) mit dem ¢-ten Frobenius-Polynom (Definition 1.6.4 (b))
von py iibereinstimmt.

Definition 3.2: Fiir eine Eigenform f € Si(I'1(N), O) bezeichnen wir mit
pr=prmodmo: Gal(Q|Q) — GLy(TF)

die Darstellung, die wir aus py bekommen, wenn wir modulo dem maximalen Ideal von
O reduzieren. Sie heif3t die Restklassendarstellung zu f. Wenn diese Restklassendarstellung
absolut irreduzibel ist, ist pr nach Lemma 1.6.3 eindeutig bestimmt.

Bemerkung 3.3: Die im Satz behauptete Eindeutigkeit ist mit Bemerkung 1.6.6 leicht zu se-
hen, falls die Restklassendarstellung p, absolut irreduzibel ist. Daran sieht man insbeson-
dere, dass die Galoisdarstellung dann nur von den Fourierkoeffizienten a, fir (n,N) = 1
abhangt. Deshalb ist die Forderung, dass f eine Neuform ist, keine wirkliche Einschran-
kung: denn wenn lediglich f € Sg(I'1(N), O) ein Eigenvektor aller T, fiir (n, N) = 1 ist,
gibt es nach Satz 11.5.6 eine zugehorige Neuform, deren Fourierkoeffizienten fiir alle n mit
(n,N) = 1 mit denen von f Ubereinstimmen. Es ist jedoch giinstig, durch die Forderung,
dass f eine Neuform ist, das Level N minimal zu halten, um keine Primzahlen unnétig als
verzweigt anzusehen.

Bemerkung 3.4: Mithilfe von Korollar 2.8 kénnen wir auch klassischen komplexen Eigen-
formen Galoisdarstellungen zuordnen: denn wenn f € Si(I'1(N)) eine normalisierte (kom-
plexe) Eigenform ist, sind die Fourierkoeflizienten von f ganz iiber Z und erzeugen somit
eine endliche Erweiterung K¢ von Q in C. Das liefert uns eine ganze Familie von Galois-
darstellungen: denn fiir jede endliche Primstelle A von K¢ kdnnen wir f als Element von
Sk(I'1(N), O) auffassen, wenn O der Ganzheitsring in der Komplettierung von K bei A
ist, und das gibt uns ein System von A-adischen Darstellungen (vgl. Definition 1.6.7). Die-
ses ist ,fast kompatibel®, d.h. die Frobenius-Polynome der unverzweigten Primzahlen haben
Koeffizienten in K¢ und stimmen iiberein.

Es sei nun O wieder wie vorher der Ganzheitsring in einer endlichen Erweiterung von
Qp, die die Werte aller Dirichlet-Charaktere modulo N enthilt und mo das maximale Ideal
in O.

* Diese Zerlegungsgruppe hiangt von der Wahl einer iiber p liegenden Primstelle in der maximalen aufierhalb
von Np unverzweigten Erweiterung von @ ab. Eine andere Wahl fithrt aber zu einer konjugierten Zerle-
gungsgruppe, und die Giiltigkeit von (b) bleibt davon unberiihrt.
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Lemma 3.5: Esseien f,g € Sg(I'1(N), O) normalisierte Eigenformen, die zum gleichen ma-
ximalen Ideal m von fiy(I'1(N), O) gehoren. Wir bezeichnen ihre Fourierkoeffizienten mit ay,
bzw. by, firn € IN. Dann gilt

a, = b, modmp

firallen € IN.

Beweis: Es seien A,n: fig(I'1(N), O)y — O die zu f bzw. g gehérenden O-Algebren-Ho-
momorphismen. Nach Lemma 2.11 induzieren diese Isomorphismen

I,ﬁ: ﬁk(rl(N),O)m/m =~ O/m(’):]F,

und wegen Lemma 2.10 (c) stimmen diese tiberein. Wegen A(T,,) = a, und n(T,) = b, folgt
daraus die Behauptung. ]

Lemma 3.6: Es seien f,g € Si(I'1(N), O) Eigenformen, die zum gleichen maximalen Ide-
al m von h(I'1(N), O) gehdren. Wenn eine der Restklassendarstellungen p und p, absolut
irreduzibel ist, dann giltp, = p .

Beweis: Es gilt nach Lemma 3.5 fiir Primzahlen € ¥ Np
Spur pr(Frob,) = a¢ = by = Spur p4(Frob,) mod mo,

wobei mit a, bzw. b,, wieder die Fourierkoeffizienten von f bzw. g bezeichnet seien. Daraus
folgt die Behauptung mit Bemerkung 1.6.6. ]

Das vorherige Lemma besagt also, dass die Restklassendarstellungen der Eigenformen,
die zu einem festen maximalen Ideal m gehoren, entweder alle absolut irreduzibel sind oder
alle nicht absolut irreduzibel sind, und im ersteren Fall stimmen alle diese Restklassendar-
stellungen tiberein. Das ermoglicht es uns, fiir ein solches maximales Ideal m die Restklassen-
darstellung zum als p,, zu definieren. Fiir die anderen maximalen Ideale kann man ebenfalls
eine (reduzible) Restklassendarstellung definieren [HidMFG, S. 115], dies werden wir aber
nicht benétigen.

4. Die universelle Hecke-Algebra

In Abschnitt 2 haben wir Hecke-Algebren zu festem Level und Gewicht iiber p-adischen
Ringen betrachtet. Wie bereits erwahnt, kann man diese p-adischen Hecke-Algebren fiir al-
le Level und Gewichte zu einer ,groflen Hecke-Algebra zusammensetzen. Aus dieser kann
man die einzelnen Hecke-Algebren und damit einzelne Eigenformen wieder zuriickgewin-
nen (mit Satz 4.7). Diese grofie Hecke-Algebra enthilt dadurch Informationen zu sehr vielen
Eigenformen auf einmal und fasst diese zu sogenannten Hida-Familien zusammen. Diese
Theorie wurde von Hida in [Hid86b; Hid86a] entwickelt. Ein anderer Zugang wurde von
Wiles in [Wil88] angegeben.
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4. Die universelle Hecke-Algebra

4.1. Die grofie Hecke-Algebra

Seiim folgenden stets p eine Primzahl und N zu p teilerfremd. Aulerdem fixieren wir wieder
eine endliche Erweiterung K von Q, und bezeichnen mit O ihren Ganzheitsring.
Fir (im Moment noch feste) r, i € IN setzen wir

S'(Np") = (D Sk(T1(Np"). 0).
k=1

Nach Satz 1.3 ist das ein freier O-Modul von endlichem Rang. Zu jeder Doppelnebenklasse
I'1(N)al'1(N) fur @« € A (A wie in Definition 11.4.3) bekommen wir einen Endomorphis-
mus von S’(Np"), indem wir in der k-ten Komponente den Doppelnebenklassenoperator
[['1(N)al'1(N)]x wirken lassen. Dies definiert einen O-Algebren-Homomorphismus

R(T, A, 0) — Endp(S*(Np"))

wie in Definition 2.1, und wir bekommen eine Hecke-Algebra, die wir mit 4#'(Np", O) be-
zeichnen. Diese ist eine proendliche O-Algebra: denn Endy (S*(Np")) ist isomorph zu ei-
nem Matrizenring iiber O, deshalb ist die Teilalgebra £’(Np”, O) hausdorffsch, und auBler-
dem ist sie als stetiges Bild des kompakten Rings R(I", A, O) kompakt und damit nach
Satz 1.1.8 (c) proendlich.

Sei jetzt r < s und i < j. Dann haben wir kommutierende kanonische Einbettungen

S (Np",0) ———— S'(Np*, 0)

| |

S/(Np",0) —— S/(Np*,0).

Die Aktionen der Doppelnebenklassenoperatoren auf jedem dieser Raume ist mit diesen
Einbettungen vertraglich (siehe Bemerkung 11.4.9). Deshalb bekommen wir ein analoges
kommutatives Diagramm fir die Hecke-Algebren

K (Np", O)

K (Np*®, O)

# (Np", O)

W (Np*. 0). (4.1)

in dem die Pfeile durch Einschrianken dieser Operatoren auf die eingebetteten Teilrdume
gegeben sind. Dies ermdglicht uns die folgende Definition.

Definition 4.1: Die universelle Hecke-Algebra von Level Np®™ ist

A(N,O) = lim £'(Np", O).
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Wegen Bemerkung 1.1.6 und Lemma 1.1.5 ist dies in der Kategorie der proendlichen O-
Algebren wohldefiniert.

Bemerkung 4.2: In [Hid86a] definiert Hida zunéchst zwei grofie Hecke-Algebren, bei de-
nen jeweils das Gewicht bzw. das Level festgehalten werden und der Limes nur tiber das
andere genommen wird:

fir(Np=, O) = lim fie(T1(Np"), O) und  A(Np", 0) = li;n A (Np", O).

Uberraschenderweise kommt jedoch in beiden Féllen das gleiche heraus (wenn man k = 1
auslésst): es gilt kanonisch

A(Np",O) = fi(Np™,O) firallek > 2undr > 1

[Hid86a, (1.4), (1.7)]. Diese Hecke-Algebra ist dann natiirlich isomorph zu der, die wir in
Definition 4.1 definiert haben.

Wir wollen #(N, O) nun zu einer Algebra tiber (’)[[Z;;, ~] machen, wobei Z, n wie in
Definition 1.2.1 definiert ist. Dazu setzen wir I'V' = 1 + pZ,, C Z; n (die Bedeutung des
Superskripts ,wt“ erklaren wir spiter) und haben dann eine Zerlegung

2= (lngz)" <1 = (B]z)" <75 w)

Wir bezeichnen mit 7, die Projektion von Z;  aufden Faktor Z 7 und schreiben z mod Np”
fur das Bild eines z € Z; n unter der Projektion

% X
ZyN (Z/Nnprz)”
Fiir festes r und i definieren wir zu jedem z € Z; v €inen Endomorphismus [z], ; von

S'(Np") = @Sk(Fl(Npr)’ 0),
k=1

der in der k-ten Komponente durch

fi — ﬂp(z)k (zmod Np") fi (4.3)

gegeben ist; vgl. hierzu [Hid86b, (1.12), S. 242]. Hierbei ist (-) der Diamant-Operator aus
Definition 11.3.7 und 7, (z) ist als Element von O* anzusehen.

Lemma 4.3: Der Endomorphismus [z], ; ist ein Element von A'(Np")*.

Beweis: Wenn [z],; € £'(Np") gilt, dann ist es auch eine Einheit, denn [z7!], ; ist dann ein

Inverses. Es geniigt also, [z],.; € A'(Np") zu zeigen. Dazu wihlen wir ein y € I'o(Np") mit

*k %k r
Yy = (O z) mod Np
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und setzen a = m,(z) € O*. Wir schreiben ein f € S'(Np”) als Summe f = )} _, fi mit
i € Sk(T'1(Np"), O). Auf Sk (I'1(Np"), O) gilt nach (11.4.2)

D1 (N)ay D1 (N)]ife = (@)2 7 (dety)*/>71 ) filBilk = @ 2[CL(N)yTL(N) fi
i=1

wenn die §; wie dort Représentanten fiir die Linksnebenklassen sind. Wegen Beispiel 11.4.2
gilt ferner [I'1 (N)yI'1(N)]xfx = (zmod Np”) fk, also bekommen wir

[2]rif = D a*(zmod Np™) fie = a® )" [[1(N)ayT's(N)]ifi,
k=1 k=1

also [z],,; = a?[T'1(N)ayl'1(N)] gemaf der Definition der Aktion von Doppelnebenklassen
auf S'(Np"). Dies zeigt die Behauptung. m]

Also definiert
Zyn—— B (NP, z—[2] (4-4)

einen Gruppenhomomorphismus, und man iiberlegt sich leicht, dass dieser mit den Restrik-
tionsabbildungen zwischen den Hecke-Algebren vertraglich ist. Daraus bekommen wir ei-
nen Homomorphismus

Zy Ny — KN, O)*, z+—[], (4.5)

und die universelle Eigenschaft der proendlichen Gruppenalgebra induziert wiederum einen
O-Algebren-Homomorphismus

O[Z x] — AN, O).

Auf diese Weise konnen wir (N, O) zu einer Algebra iiber O[Z7 /] machen.
Es sei nun A" = O[I'™']. Da I'*! eine Untergruppe von Z \ ist, gibt dies A(N, O)

insbesondere die Struktur einer A"*-Algebra.

4.2. Die ordinire Teilalgebra

Die Hecke-Algebra £(N, O) ist so noch ,zu gro“: sie ist als A"*-Modul nicht endlich er-
zeugt. Das wollen wir zunéchst einsehen, indem wir zeigen, dass der Rang von Sk (I'1 (Np”),
0) als O[Z ]-Modul unbeschréinkt ist, wenn k und r wachsen.

Dazu sei G eine beliebige endliche Gruppe und M ein O[G]-Modul, der als O-Modul frei
von endlichem Rang ist. Fiir jedes s € M ist dann Rang,(O[Gls) < #G, und da der Rang
subadditiv ist, gilt fiir jedes endliche O[G]-Erzeugendensystem S von M, dass

Rang ,(M) = Rang,, (Z O[G]s) < #S - #G.
seS
Daraus folgt
Rang (M)

min {#S | S € M erzeugt M als O[G]-Modul} > G
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Wenn wir in der Definition (4.3) der Aktion von O HZ; ~]auf Sk ('t (Np”), O) den Faktor

7,(2)* weglassen, faktorisiert diese Aktion iiber O[G] mit G = (Z/Np"Z)™. Da dieser
Faktor den Rang nicht beeinflusst, geniigt es uns also zu zeigen, dass

Rang, (Sk(I'1(Np"), 0))
¢(Np")
unbeschrankt ist. Wegen Bemerkung 1.4 stimmt Rang ., (S (I'1 (Np"), O)) mit der Dimensi-
onvon Si(I'1 (Np")) als C-Vektorraum tiberein, und fir diese hatten wir in Bemerkung 11.3.4
eine Formel angegeben. An dieser sieht man bereits mit sehr groben Abschatzungen die Un-
beschrinktheit des obigen Ausdrucks.
Man kann aber eine bestimmte Teilalgebra von £(N, O) ausschneiden, die endlichen A™*-

Rang hat. Um dies zu erkliren, benotigen wir das folgende Lemma, welches wir aus [HidLFE,
§7.2, Lemma 1] zitieren:

Lemma 4.4: Sei O der Ganzheitsring in einer endlichen Erweiterung von Q, und H eine kom-
mutative O-Algebra, die als O-Modul endlich erzeugt ist. Dann existiert fiir jedes x € H der
Grenzwert

e:= lim x" € H

n—oo

und e ist idempotent.

Wir wollen dies auf den Fall H = 4'(Np”, O) und x = T,, anwenden und setzen also

e;r = lim T;! € K'(Np",0).

n—oo

Die Kommutativitdt des Diagramms (4.1) zeigt, dass diese Elemente von den Pfeilen im
Diagramm aufeinander abgebildet werden. Dadurch kénnen wir eine € A(N, O) definieren,
welches immer noch idempotent ist.

Definition 4.5: Die universelle ordindre Hecke-Algebra von Level Np™ ist

(N, O) = ef(N, O).

Das Element e € #(N, O) heifit die ordindre Projektion.

Dann gilt:

Satz 4.6: Seip > 5. Dann ist i°"4(N, ©O) als AV*-Modul frei von endlichem Rang.

Beweis: [Hid86b, Thm. 3.1] O
Fiir festes Level und Gewicht definieren wir analog fiir eine Kongruenzuntergruppe ®

mit I'; (Np") € & € I'g(Np") und einen Charakter ¢ von ®/I'; (Np”)
e := lim T;I € (P, ¢e,0)

n—oo

und setzen ﬁzrd(®, £,0) = eh(P,e,0) und Szrd(@, £,0) = eSk(®, ¢, O). Die Elemente
fe S,‘;rd(@, ¢, O) nennen wir ordindr. Es ist also f genau dann ordinir, wenn ef = f. Wenn
f ein Eigenvektor von T, mit Eigenwert a € O ist, dann gilt

ef:{f’ |a|p:1,

0, lal, <1.
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Insbesondere ist eine Eigenform genau dann ordinér, wenn ihr p-ter Fourierkoeffizient eine
Einheit in O ist.

4.3. Kontrolltheorie und Hida-Familien

Aus der Hecke-Algebra A°™(N, ©O) kénnen wir durch Reduktion modulo gewisser Primi-
deale die Hecke-Algebren zu festem Gewicht und Level zuriickerhalten. Dies wird als Kon-
trolltheorie bezeichnet. Wir wollen nun erklaren, wie das funktioniert.

Sei dazu r € IN. Mit I'}"* bezeichnen wir die Untergruppe 1+p"Z, C I™'. Wir definieren
®, = I'i(Np) N To(p") und wollen nun Definition 11.3.6 auf den Fall A = &, und I" =
I';(Np") anwenden. Der Quotient A/I" ist in dieser Situation isomorph zu I''/T'V, der
Isomorphismus wird von

P, > (j Z) ——del+NpZ C1+pZ,=T" —s FWt/F‘;vt

induziert. Wir bezeichnen also fiir einen Charakter ¢ von I'Y/I'V (den wir mit der obigen
Abbildung als Charakter von @, auffassen kénnen) mit

Sk(2r,2) = {f € Se(IT'(Np")) | ¥y € @y flyle = e(y)f}

seinen Eigenraum und haben dann
S F1 NP @ Sk rs €

Wegen (1.2.4) gilt
x X wt w
(Z[nprz)” = (Znpz) x T ey
deshalb kénnen wir jeden Dirichlet-Charakter y modulo Np” auf eindeutige Weise als Pro-

dukt y = ¢y eines Charakters ¢ von I'*/I'¥" und eines Dirichlet-Charakters / modulo Np
schreiben. Da auch

Sk(T1(Np") @Sk (Np". x)

gilt, erhalten wir

e) = P Sk(Np". e9), (4.6)
14

wobei in dieser letzten Summe ¢ alle Dirichlet-Charaktere modulo Np durchlauft.
Die Charaktere ¢ von I'™Y/T'" fiir ein r € IN kénnen mit den Charakteren von I'"* von
endlicher Ordnung identifiziert werden. Mit 1 bezeichnen wir die kanonische Einbettung

Fwt « OX )
Wir betrachten den von
M™—— 0%, yr—e(yy)"

induzierten O-Algebren-Homomorphismus nx .: A¥' —— O und bezeichen mit Py . C
A% dessen Kern. Da @ nullteilerfrei ist, ist dieser ein Primideal. Dann lautet die funda-
mentale Aussage [Hid86a, Thm. 1.2]
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Satz 4.7 (Hidas Kontrolltheorem): Die Zuordnung T, —— T,, induziert einen kanonischen
Isomorphismus von O-Algebren

ord or
A (N, O)/Pk’gﬁord(N, O) = ﬁk d((I)r,é‘, O)

fiir jeden Charakter ¢ von I von endlicher Ordnung mit Werten in O und k > 2. Hierbei ist
r durchKerne = 'V definiert.

Daran sehen wir, dass die Gruppe I'"* die Rolle einer Gewichtsgruppe spielt: denn jedes
y € ' ist von der Form y = (1 + p)° mit einem s € Z,, und indem wir k durch s
ersetzen, konnen wir Py , := P; . genauso definieren wie oben. Fiir die ganzzahligen s ,ist"
dann y gerade das Gewicht. Dadurch wird nun auch die Bedeutung des Superskripts ,wt*
klar: dieses steht fiir ,weight”. Entsprechend bezeichnen wir A"" als die Gewichts-Iwasawa-
Algebra.

Gemaf der Philosophie, dass Eigenformen Punkte der Hecke-Algebra sind, machen wir
nun die folgende Definition.

Definition 4.8: Wir setzen
SN, 0) = Hom(£(N, 0), O[Z \]).
Hier sind O[[Z;’ ~]-Modulhomomorphismen gemeint.
Die natiirliche Aktion der Hecke-Algebra £°"4(N, O) auf S°¢(N, O) ist dann durch
Tf(h) = f(Th), T,he N,O), feS™(N,O)

gegeben. Nach Definition ist S4(N, O) ein OHZ;’ ~] Modul. Damit kénnen kénnen wir
wie in Abschnitt 1.2.1 fiir jeden Dirichlet-Charakter ¢/ modulo Np den Unterraum

Sord<N, w’ O)

definieren, auf der (Z/NpZ)™ durch i operiert (vgl. (1.2.1)). Wenn ¢(N) in O invertierbar ist
und O die Werte aller Dirichlet-Charaktere modulo Np enthalt, haben wir eine Zerlegung

SN, 0) = P S™(N,y,0).
4

Die Unterraume Sord(N ,,O) sind unter der Aktion der Hecke-Operatoren stabil, wie
man mit Beispiel 11.4.2 und der Kommutativitit der Hecke-Algebra leicht sieht. Damit er-
halten wir durch Einschrinken der Hecke-Operatoren von S°4(N, O) auf den Unterraum
S°4(N, ¢, O) einen Homomorphismus

(N, ©) — End(SY(N, ¢, 0)).

Dessen Bild bezeichnen wir mit A°"¢(N, 7, O).

Definition 4.9: Eine ordindre AV'-adische Eigenform mit Nebentyp 1 ist ein AV'-Algebren-
Homomorphismus

ﬁord<N, w’ O) - AWt.
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Da wir nur ordindre A"*-adische Eigenformen betrachten werden, lassen wir ,ordinar"
meist weg.

Korollar 4.10: Es gilt fiir k, e und r wie in Satz 4.7
ﬁOrd(N, l#, O)/Pk,gﬁord(N, ¢, O) =~ ﬁzrd(Npr’ €¢w—k, O)
Hierbei bezeichnet « den Teichmiiller-Charakter, siehe Bemerkung 1.5.2

Beweis: Die Algebra H in dem Diagramm

(N, 0) (N, 0)/(Pr.,) ———— h4(®,,¢,0)

| |

ﬁord(]\/'7¢7 O) ﬁord(N,Eb, O)/(Pk,s)

H

entspricht iiber die Dualitit aus Satz 2.3 dem Teilraum U von S,‘c’rd(ér, €,0), auf dem die
Operation der Gruppe (Z/NpZ)™, die in (4.4) definiert ist, durch ¢/ gegeben ist. An der
Zerlegung (4.2) sehen wir, dass die Komposition

(Zfnpz)" — (Z|npz)" T =25y = (P[Nz) " < 25— 25

durch o gegeben ist, wenn wir diesen als Charakter von (Z/NpZ)™ auffassen. Deshalb ist
die Aktion eines a € (Z/NpZ)™ auf einem f € U durch

[alf = w(a)* (2 f
gegeben. Da diese andererseits durch Multiplikation mit /(a) gegeben ist, folgt
@f =yo*a)f
fiir a € (Z/NpZ)™. Damit folgt fiir
X Wi X
z=(a.b) e (Z|npz)” x I 1ot = (Z[nprz2)

und f € U, dass
@ f =y~ (a)e(b)f = ey (2)f
und deshalb U = Szrd(Npr, ey, O) wie behauptet. ]
Wenn eine A"'-adische Eigenform F: A°(N, 1, O) —— A gegeben ist, konnen wir
diesen Homomorphismus fiir jedes k > 2 und jeden Charakter ¢ von I'"" von endlicher

Ordnung modulo Pi . reduzieren und erhalten daraus einen Homomorphismus

RN e, 0) = BN O) [p pori(n g, 0) — A[p, — 0.

93



IV. Hida-Theorie und Galoisdeformationen

Dieser entspricht einer Eigenform fi . € Szrd(N p", ek, O). Eine A*'-adische Eigen-
form produziert also eine ganze Familie (f¢ )« . von Eigenformen mit Koeffizienten in O.
Wenn wir aus F eine formale g-Entwicklung

oo

F(q) = ). F(T»)q" € A™[q]

n=1

bilden, bekommen wir hieraus die g-Entwicklung von f ., indem wir 5 . auf die Koeffizi-
enten anwenden:

fk,e()_nke Z’?ke q EO[[]]

Aus diesem Grund nennen wir eine A"*-adische Eigenform auch eine Hida-Familie.

Die Fourierkoeffizienten einer normalisierten Eigenform f € Szrd(Npr, ey~ ) liegen
wegen Korollar 2.8 in einer endlichen algebraischen Erweiterung von @ in K, und mit unse-
rer gewahlten Einbettung @p —— C konnen wir sie als komplexe Zahlen auffassen. Daran
sehen wir mit Satz 1.1, dass die Mitglieder eine Hida-Familie sogar klassische komplexe
Eigenformen sind.

Es sei abschlieflend noch erwahnt, dass jede ordinare Eigenform in einer Hida-Familie
lebt: dies wird z.B. in [Wil88, Thm. 1.4.1] gezeigt.

4.4. Die grofle Galoisdarstellung

Wir haben in Satz 3.1 einer Eigenform f € Si(I'1(N), O) eine Galoisdarstellung zugeord-
net, deren Frobenius-Polynome bei den unverzweigten Primzahlen mit den entsprechen-
den Hecke-Polynomen der Eigenform tibereinstimmt. Diese Darstellungen wollen wir nun
zu einer groflen Galoisdarstellung zusammenbauen, die Werte in der universellen Hecke-
Algebra annimmt.

Wegen Satz 4.6 erfiillt £°°4(N, O) die Voraussetzungen von Lemma 2.9 und ist deshalb
ein endliches Produkt lokaler Ringe:

(N, 0) ]_[ﬁ

Wenn eine A%'-adische Eigenform F: A°"4(N, ¢/, ©) — A™ mit einem Nebentyp 1/ gege-
ben ist, faktorisiert die Komposition

ﬁord(N, O) _ ﬁord(N, lﬁ, O) i}

Awt

liber genau einen dieser lokalen Ringe, und auf diese Weise kénnen wir jeder A"*-adischen
Eigenform ein maximales Ideal zuordnen, genauso wie wir dies Abschnitt 3 fiir eine einzel-
ne Eigenform gemacht hatten. Wir wihlen einen solchen lokalen Ring aus, der zu einem
maximalen Ideal m von £°"4(N, ©) gehort. Fiir jedes k > 2 und r € IN kénnen wir m nach
ﬁzrd(f‘l (Np"), O) projizieren, wenn wir mit Bemerkung 4.2

A(N,0) = lim fi(T'1 (Np"), O)
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4. Die universelle Hecke-Algebra

schreiben, und erhalten dann dort ein maximales Ideal ny ,. Daran sehen wir zunéchst,
dass die Restklassenkorper

AN 0) [y und AN O) iy,

tibereinstimmen, und wegen Lemma 2.11 ist dieser der Restklassenkérper IF von O.

Mit Korollar 4.10 sehen wir, dass es zu jeden k > 2 und r € INj eine Eigenform f €
S,‘zrd(Np’ , e~ %, O) fiir ein passendes ¢ gibt, sodass my_, das zu f gehérende maximale
Ideal ist. Also kénnen wir die Restklassendarstellung p, , vonmy , betrachten. Wir nehmen
an, dass diese absolut irreduzibel ist.

Lemma 4.11: p; . ist unabhdngig vonk undr.

Beweis: Wir nehmen ein j > 2 und ein s € IN, sodass die Restklassendarstellung p; ; eben-
falls absolut irreduzibel ist. In diesem Fall finden wir O-Algebren-Homomorphismen

A BP(T1(ND"), 0) — O, Ajs: B™(T1(Np®), 0) — O,

sodass die Restklassendarstellungen die Reduktionen der Darstellungen pi , bzw. p; s der
zu Ay » bzw. 4; s gehorenden Eigenformen modulo dem maximalen Ideal () von O sind.
Wir bezeichnen mit g , die Komposition

/Ik,r

(N, 0) — ATy (Np"), 0) 225 0

und entsprechend fiir g; 5. Diese induzieren dann Isomorphismen
— — d ~
9k, Yj,s- (N, O)/m — I,
und wegen Lemma 2.10 (d) stimmen diese iiberein. Damit gilt

Spur(pi,(Frob,)) = Ak r(T¢) = g.r(T¢) = g.s(T¢) = Spur(py, , (Frob,)) mod 7,

und deshalb folgt die Behauptung aus Bemerkung 1.6.6. O

Definition 4.12: Die Restklassendarstellung eines maximalen Ideals m von f°"(N, Q) ist
Pk falls diese fir ein k und r absolut irreduzibel ist.

Wenn kein p;, absolut irreduzibel ist, lassen wir die Restklassendarstellung von m undefi-
niert. Wir sind manchmal etwas ungenau und sagen, dass die Restklassendarstellung eines
m absolut irreduzibel sein soll; damit sei dann stets gemeint, dass diese definiert sein soll.

Wir bezeichnen nun mit W € O den Ganzheitsring der maximalen unverzweigten Tei-
lerweiterung von K|Q,. Damit stimmen die Restklassenkérper IF von W und O {iberein,
und W ist der Ring der Witt-Vektoren dieses Restklassenkorpers [Ser79, Chap. 11, Thm. 3
und Thm. 7]. Weiter sei nun p # 2.
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IV. Hida-Theorie und Galoisdeformationen

Satz 4.13: Es seim ein maximales Ideal von i°%(N, W), sodass die Restklassendarstellung von
m absolut irreduzibel und bei p verzweigt ist. Dann gibt es eine bis auf Isomorphie eindeutige
ungerade Galoisdarstellung

Pm - Gal(@l@) I GLQ(ﬁm),
die aufSerhalb von Npoo unverzweigt ist, und so, dass
1
Spur(Frob,) = Ty, det(Frob,) = Z[f]

fiir alle Primzahlen £ t Np gilt. Hierbei bezeichnet [-] den Homomorphismus aus (4.5). Die
Einschrinkung von py, auf die Zerlegungsgruppe D, ist isomorph zu einer oberen Dreiecks-

darstellung
£ *x
pflp, = ( 5) ,

und § ist unverzweigt.

Beweis: [Gougo, Thm. 4] und [Gou88, Thm. 111.5.6]. Dort wird p > 7 angenommen, aber in
[Bocot, S. 991] wird ein Weg erwihnt, wie die Argumente fiir p = 3 und p = 5 angepasst
werden kénnen. ]

Satz 4.14: Esseif € Szrd(<1>r, ¢, Q) eine Eigenform,
A ﬁ,‘zrd(@r, eEW)— O

der zugehorige Homomorphismus (vgl. Bemerkung 2.7) und py die Galoisdarstellung zu f'. Es
bezeichne Py den Kern des Homomorphismus’

ﬁord(N’ W) ﬁord(N, W)/Pk,gﬁord(N, W) AN ﬁzrd(@r, £, W) */1> O

und es sei m das maximale Ideal von i°"4(N, W), iiber das dieser faktorisiert. Unter den Vor-
aussetzungen aus Satz 4.13 gilt dann

pmmod Py = pr.

Beweis: Nach Konstruktion gilt fiir Primzahlen ¢ ¥ Np
Spur(pm (Frob,)) mod Pr = Ty mod Py = a, = Spur(ps(Frob,)),

und damit folgt die Behauptung aus Bemerkung 1.6.6. ]
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5. Deformationstheorie

5. Deformationstheorie
Wir haben in Abschnitt 4.4 eine absolut irreduzible Darstellung
p: Gal(QIQ) — GLy(F)

mit Koeffizienten in einem endlichen Kérper betrachtet, die von einer Modulform herkam,
und dazu in Satz 4.13 eine Darstellung p,, mit Koeffizienten in dem sehr viel gréfieren Ring
fm angegeben. Diese hat nach Satz 4.14 die Eigenschaft, dass wir fiir jede weitere Eigen-
form f, deren Restklassendarstellung mit p iibereinstimmt, die zu f gehdrende Darstellung
pr mit Koeffizenten in O aus der grofien Darstellung py, zuriickgewinnen koénnen, indem
wir letztere mit einem geeigneten Homomorphismus £, — O verketten. Diese Situation
wollen wir nun abstrakt nachbauen.

Dass zwei Eigenformen dieselbe Restklassendarstellung haben, bedeutet nichts anderes,
als dass ihre Darstellungen (und damit ihre n-ten Fourierkoeffizienten fir (n, Np) = 1) mo-
dulo 7 iibereinstimmen, wenn 7 ein Primelement von O bezeichnet. Die zu einer gegebenen
Restklassendarstellung gehérenden Eigenformen und ihre Galoisdarstellungen liegen also
m-adisch nahe beieinander. Deshalb stellt man sie sich als ,Deformationen“ voneinander
Vor.

5.1. Deformationsringe

Im Folgenden sei O stets der Ganzheitsring in einer endlichen Erweiterung von Q, und I
der Restklassenkdorper.

Definition 5.1: Es sei G eine proendliche Gruppe und p eine gegebene Darstellung
p: G—— GL,(IF).

Weiter sei A eine lokale O-Algebra, deren Restklassenkorper mit dem von O tibereinstimmt,
und m das maximale Ideal in A.
Eine Darstellung
p: G—— GL,(A)

heifit eine Deformation von p, wenn

pmodm = p.

Es war eine Idee von Mazur, solche Deformationen systematisch zu studieren [Maz89].
Um diese zu erklaren, bezeichnen wir mit 24.-4(;(O) die Kategorie der pro-artinschen lo-
kalen O-Algebren mit Restklassenkorper IF' mit O-Algebren-Homomorphismen.* Durch die
Forderung der tibereinstimmenden Restklassenkorper sind automatisch alle Morphismen in
dieser Kategorie lokal. Weiter fixieren wir eine proendliche Gruppe G und eine Restklas-
sendarstellung

p: G— GL,(IF).

* Sie ist die pro-Kategorie der Kategorie der artinschen lokalen O-Algebren mit Restklassenkérper IF, wie man
sich leicht iberlegt.

97



IV. Hida-Theorie und Galoisdeformationen

Wir nennen zwei Deformationen p, p’: G—— GL,(A) strikt dquivalent, wenn es ein x €
14+ M, (m,) gibt, sodass p(g) = xp’(g)x~"! fiir alle g € G gilt, und notieren dies als p ~ p’.
Nun betrachten wir den Deformationsfunktor

Def: PAL-Alg(O) — Set,

~ .

Ar—— {p: G— GL,(A) : p ist Deformation von ,T)}/

Da alle Homomorphismen in 24£2-4/7(O) lokal sind, erhalten sie Deformationen und Def5
kann auf die naheliegende Weise auf Morphismen wirken.

Definition 5.2: Wenn der Deformationsfunktor Def; darstellbar ist, heif3t ein darstellendes
Objekt R ein universeller Deformationsring fiir p.

In diesem Fall haben wir also fiir jedes A € PAL-4[7(O) eine Bijektion
Def;(A) = Hom@ (Rﬁa A)

Wenn wir hier A = R einsetzen, bekommen wir eine zur Identitét gehorende universelle
Deformation

0: G—— GL,(R5),

und Ry Klassifiziert strikte Aquivalenzklassen aller Deformationen der gegebenen Restklas-
sendarstellung, indem jedem A € 24L-27(O) und jedem p € Def;(A) ein eindeutiger

O-Algebren-Homomorphismus f,: Rz —— A zugeordnet wird, sodass
p~foe.

Satz 5.3: Wenn p absolut irreduzibel ist, existiert R in PAL-Aly(O). Wenn G die Endlich-
keitsbedingung ®,, erfiillt, ist R noethersch.

Beweis: [HidMFG, Thm. 2.26, Prop. 2.30] O

Wir wollen hier nicht erklaren, was die ®,-Endlichkeitsbedingung genau ist — dazu verwei-
sen wir auf die obige Referenz — sondern merken nur an, dass die absolute Galoisgruppe
Gal(Q|Q) diese erfiillt. In unserem Fall sind also die betrachteten Deformationsringe stets
noethersch.

5.2. Kommutative Deformationen

Fir den einfachen Fall, dass n = 1 ist (also p ein Charakter), wollen wir zeigen, wie der
universelle Deformationsring aussieht. Hierbei orientieren wir uns an [HidMFG, §2.3.1].

Lemma 5.4: Fiir jedes A € PAL-Al7(O) und jede abelsche pro-p-Gruppe H ist der proendliche
Gruppenring A[H| ein Element von PAL-Alg(O).
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Beweis: Wir benutzen zunichst, dass 4L-4[;(O) die pro-Kategorie der Kategorie der ar-
tinschen lokalen O-Algebren mit Restklassenkorper IF ist. Daran und an Lemma 1.1.3 sehen
wir, dass es geniigt, die Aussage zu zeigen, wenn A eine lokale artinsche O-Algebra und H
eine endliche abelsche p-Gruppe ist.

Wir zeigen zuerst, dass A[H]| artinsch ist. Dazu benutzen wir, dass ein Ring R genau dann
artinsch ist, wenn er als R-Modul endliche Linge hat (d.h. wenn es eine Kompositionsreihe
von endlicher Lange gibt), vgl. hierzu [Eisgs, Thm. 2.14]. Als A-Modul ist A[H] isomorph zu
A*H und daraus folgt leicht, dass A[H] Lange [ - #H hat, wenn [ die Linge von A bezeichnet.
Also ist A[H] artinsch.

Als néchstes zeigen wir, dass A[H| lokal ist, und benutzen dazu, dass die maximalen Idea-
le eines Rings in Bijektion mit den Isomorphieklassen einfacher Moduln tiber diesem Ring
stehen. Es gentigt also, zu zeigen, dass es nur eine Isomorphieklasse irreduzibler Darstel-
lungen von H mit Koeffizienten in A gibt, also, dass jede irreduzible Darstellung p: H —
Aut 4 (V) fir einen A-Modul V' # 0 trivial ist. Da A abelsch ist, ist jeder A-lineare Auto-
morphismus von V sogar A[H]|-linear, und wir kénnen p als Abbildung nach Aut 4f4(V)
auffassen. Da A abelsch ist, ist jeder A-lineare Automorphismus von V sogar A[H|-linear,
und wir kénnen p als Abbildung nach Aut 45 (V) auffassen. Nach dem Lemma von Schur
ist End 4[] (V) ein Schiefkérper. Da H trivial auf A operiert, ist m4V eine Unterdarstellung
von p, und nach dem Lemma von Nakayama gilt maV # V,da V # 0. Also folgt maV = 0
wegen der Irreduzibilitat, und deshalb hat End 4 5) (V) Charakteristik p. Wenn wir mit K den
Erweiterungskorper von I, bezeichnen, der in End ) (V') von p(H) erzeugt wird, kénnen
wir p als Charakter nach K* auffassen. Da H eine endliche pro-p-Gruppe ist, muss jedes
p(h) fur h € H eine p-Potenz-Einheitswurzel in K sein. Da K aber Charakteristik p hat, folgt
p(h) = 1 und damit, dass p trivial ist.

Schlielich zeigen wir noch, dass A[H] Restklassenkérper I hat. Der Restklassenkdrper
ist als IF-Vektorraum isomorph zu V. Fiir v € V' \ {0} ist

]F:A/mA —V, ar—av

wegen m4V = 0 wohldefiniert und definiert eine Einbettung von I als A[H]-Untermodul
nach V. Da V irreduzibel ist, folgt V" = I O

Nun kénnen wir universelle Deformationsringe fiir Charaktere konstruieren. Sei also ein
Charakter p: G—— IF* einer proendlichen Gruppe G gegeben. Wir mithilfe des Teichmiiller-
Charakters® wp : F* —— O konnen wir p zu einem Charakter p = wpop nach O liften.
Wir bezeichnen mit G‘;Jb die p-Sylowgruppe der Abelisierung von G. Alle Charaktere von
G faktorisieren iiber die Abelisierung, und da diese das Produkt ihrer Sylowgruppen ist,
koénnen wir jeden Charakter von G auch als einen dieser Sylowgruppe auffassen.

Satz 5.5: Der universelle Deformationsring fiir p ist (’)[[G;‘Jb]], wenn die universelle Deformation

durch
0: Gy — O[GYT*, g+ pl9)g

definiert wird.

> Wenn die Restklassencharakteristik 2 ist, ist das streng genommen nicht der Teichmiiller-Charakter, sondern
ein Quotient desselben, aber aufgrund des Henselschen Lemmas existiert der Lift trotzdem.
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Beweis: Wegen Lemma 5.4 ist (’)ﬂG?,b]] ein Element von 24.L-4l7(O). Wenn irgendeine De-

formation p: G —— A* gegeben ist, sei f,, der von

G— A%, gr— p(9)p(g)™"

durch die universelle Eigenschaft des proendlichen Gruppenrings induzierte O-Algebren-
Homomorphismus O[[G;b]] —— A. Dann kann man leicht nachrechnen, dass f, oo = p
gilt. ]

Beispiel 5.6: Wenn S eine endliche Menge von Primstellen von Q) ist und wir Darstellungen
von Gal(@lQ) klassifizieren wollen, die auflerhalb von S unverzweigt sind, miissen wir die
Galoisgruppe Gs = Gal(Q®|Q) der maximalen abelschen auflerhalb von S unverzweigten
Erweiterung von Q betrachten. Fiir S = {p, oo} ist deren Abelisierung nach Klassenkorper-
theorie kanonisch isomorph zu Z 5, und die p-Sylowgruppe ist hier 1+pZ.,,. Wir bezeichnen
diese zur Unterscheidung zur Gewichtsgruppe I'"' mit I'®¥® und schreiben A% = O[['Y]
fur die zugehorige zyklotomische Iwasawa-Algebra. In diesem Fall ist also der Deformati-
onsring eines jeden Charakters A®¢ = O[T].

Fiir eine Restklassendarstellung
p: Gal(QIQ) — GL,(F)

beliebiger Dimension ist der Deformationsring fiir den Charakter det p nach Satz 5.5 der
proendliche Gruppenring (’)[[Gal(@l@);‘,b]]. Wenn der universelle Deformationsring R und
die universelle Deformation p existiert, dann ist det p eine Deformation von det p, und es
wird ein Homomorphismus

O[Gal(QIQ)?] — R5

induziert. Auf diese Weise konnen wir jeden Deformationsring R zu einer Algebra tiber
Rget5 machen.

5.3. Eingeschrinkte Deformationen

Da wir vornehmlich an Galoisdarstellungen interessiert sind und wir in Satz 5.3 und der
Bemerkung danach gesehen hatten, dass in diesem Fall alle Deformationsringe noethersch
sind, wollen wir nunmehr mit der vollen Unterkategorie PANL-4l7(O) von PAL-Alz(O)
arbeiten, in der alle Ringe noethersch sind.

In den Abschnitten 3 und 4.4 hatten wir Galoisdarstellungen zu Modulformen betrach-
tet. Wenn wir diese mit Mitteln der Deformationstheorie untersuchen wollen, ist es giinstig,
nur solche Deformationen zuzulassen, die dhnliche Eigenschaften wie die modularen Ga-
loisdarstellungen haben. Dies fiithrt zu Deformationsringen mit gewissen Einschrankungen
an die Deformationen, welche wir nun erklaren wollen. Insbesondere schrinken wir uns
nun auf den Fall n = 2 ein, da dies die Dimension der modularen Galoisdarstellungen ist.

Definition 5.7: Esseip: Gal(Q|Q) —— GLy(A) eine Darstellung fiir ein A € PANL-Aly(O)
und v eine Primstelle von Q.
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(a) p heifit fast ordindr bei v, wenn die Einschrinkung von p auf die Zerlegungsgruppe
(vgl. FuBnote 3) D,, isomorph ist zu einer oberen Dreiecksdarstellung

plez 5

(b) p heif3t ordindr bei v, wenn p fast ordinir bei v und § unverzweigt ist.

Diese Bezeichung orientiert sich an Satz 3.1 (b), der besagt, dass die Galoisdarstellung zu
einer ordindren Eigenform ordinér bei p ist. Es sei darauf hingewiesen, dass jede Galoisdar-
stellung bei der archimedischen Stelle von Q) stets ordinar ist.

Wir fixieren nun eine endliche Menge S von Primstellen von @) und bezeichnen mit Gg
die Galoisgruppe Gal(Q®|Q) der maximalen Erweiterung von @, die auBerhalb von S un-
verzweigt ist.

Es seien nun Sy € S1 € S Teilmengen und p eine gegebene Restklassendarstellung von
Gs. Wir betrachten den Unterfunktor

Def%’sf“s1 : PANL-Aly (O) — Set
des Deformationsfunktors DefF, der durch

p ist Deformation von p,
Ar— {p: Gs —— GLy(A) : ordinir bei allen ¢ € S, }/ ~
fast ordinar bei allen £ € S

gegeben ist. Wenn das zugehorige darstellende Objekt existiert, bezeichnen wir dieses mit
R5(S, So, S1) und nennen es den universellen eingeschrdnkten Deformationsring von p bzgl.
S, S0, 51.

Satz 5.8: Wenn So = S1 und p absolut irreduzibel und ordindr bei allen ¢ € Sy ist, dann
existiert der Deformationsring R5(S, So, So).

Beweis: [Gougo, Thm. 2] |

Lemma 5.9: Esseip € S, Sg C S eine Teilmenge mitp ¢ So und S; = So U {p} und p fast
ordindr bei p. Es existiere R;5(S, S1, S1). Dann existiert auch R5(S, So, S1), und wir haben einen
kanonischen Isomorphismus von O-Algebren

Rﬁ(S, S(), 51) = Rﬁ(S, Sl, Sl)ﬂFCycﬂ.

Beweis: Wir bezeichnen mit 6 den Charakter § aus Definition 5.7 (a) fiir p. Es sei
pe Def%’SO’Sl (A)

fir ein A € PANL-Alg(O), p ist also fast ordinar bei p. Fir p bezeichnen wir den Charakter
§ aus Definition 5.7 (a) mit
8,: D, — A™.

Die Tragheitsgruppe I, € D, ist unter der Identifikation D), = Gal(@plQp) isomorph zu
I, = Gal(Qp|Q}‘,r), wenn Q) die maximale unverzweigte Erweiterung von Q, bezeichnet.
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Nach lokaler Klassenkorpertheorie ist I ;b zu 7 ; isomorph [Ser67, §2, Thm. 3a]. Andererseits
gilt
b o
GY=[]z;,
tesS

und dap € S, kdnnen wir SI I, und 6, | I, Zu Charakteren von G fortsetzen, die wir ebenfalls

mit § bzw. & » bezeichnen. Diese sind nach Konstruktion auf3erhalb von p unverzweigt. Mit
dieser Definition ist dann
p®S e Def‘%’sl’sl (A)

und 6, ist eine Deformation von S.
Dies liefert uns eine Abbildung,

,S0,S ,51,S {p} -1
Def% 0:51(4) —, Det‘% U7H(A) x D (A), pr— (p®5,".5)).

wobei wir hier mit Def{gp } den Deformationsfunktor fiir 3 meinen, der auBerhalb von p
unverzweigte Deformationen klassifiziert. Fiir den entsprechenden Deformationsring R{Ep 4

gilt nach Beispiel 5.6 R{gp b O[I'Y¢]. Man tiberlegt sich leicht, dass die obige Abbildung
eine natiirliche Aquivalenz dieser Deformationsfunktoren ist. Damit folgt

Def %% (4) = Def "% (4) x Def!’ (4)

= Homg (R5(S, 51, 51), A) X Homo(R%p},A) .2
5.1
= Homp (R5(S, S1,51), A) X Homg,, (I, A*)
= Homgy (R5(S, S1, 51)[I'°], A),
und dies zeigt die Behauptung. ]

Definition 5.10: Wir schreiben R%rd(S ,So) fiir R5(S, So, So) und nennen diesen den ordind-
ren Deformationsring. Falls p € S\ Sp, schreiben wir® R%Ord(S, So) fiir R5(S, S0, So U {p}) und
nennen ihn den fast ordindren Deformationsring.

5.4. R = T-Satze

In diesem Abschnitt sei p # 2, K eine endliche Erweiterung von Q, mit Ganzheitsring
O und Restklassenkoérper IF und W der Ring der Witt-Vektoren von I, den wir wieder mit
dem Ganzheitsring der maximalen unverzweigten Teilerweiterung von K|Q,, identifizieren.
Die Rolle, die bisher O innehatte, wird nun von W ibernommen, wir arbeiten also in der
Kategorie PANL-Alg(W).

Wir betrachten nun wieder die universelle ordinire Hecke-Algebra A = £°"4(N, W) aus
Abschnitt 4. Wenn m ein maximales Ideal von £ ist, dann ist der zugehorige lokale Ring
hy ein Element von PANL-4l;(W): denn in Abschnitt 4.4 hatten wir bemerkt, dass der
Restklassenkorper IF ist, und weil 4 wegen Satz 4.6 proartinsch und noethersch ist (da A™*
proartinsch und noethersch ist), gilt dies auch fiir den Teilring £,,.

¢ Das Superskript ,nord” steht fir ,nearly ordinary*.
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5. Deformationstheorie

Im Falle, dass die Restklassendarstellung p,, zu m absolut irreduzibel und bei p verzweigt
ist, hatten wir in Satz 4.13 eine bei p ordinére Darstellung

pu: Gal(QIQ) — GLy(fin)

angegeben, die auflerhalb von Npoo unverzweigt ist. Man kénnte vermuten, dass diese ei-
ne universelle Deformation von p,, ist. Um dies genau zu formulieren, ist jedoch einige
Vorsicht geboten.

Die Darstellung p,, ist die Restklassendarstellung einer Eigenform f € Sk (I'1(Np”), O)
(vgl. Satz 4.14). Der universelle Deformationsring von p,, ,sieht” aber das N nicht mehr, und
es ware ja moglich, dass es zu verschiedenen solchen N (mit den gleichen Primteilern) Fi-
genformen mit den gleichen Restklassendarstellungen gibt. Also miissen wir das ,richtige*
N irgendwie aus p, extrahieren.

Es sei dazu eine beliebige Darstellung

p: Gal(QIQ) — GLy(F)

gegeben. Da diese endliches Bild hat, faktorisiert sie iiber eine endliche normale Teiler-
weiterung L|Q. Fir jede Primzahl £ # p wiahlen wir eine Stelle von L, die tiber ¢ liegt,
und bezeichnen mit G; fiir i € INy die hoheren Verzweigungsgruppen in der zugehérigen
Erweiterung der komplettierten Korper (vgl. [Neuo7, §11.10]; insbesondere ist Gy die Trag-
heitsgruppe) und mit V; den Unterraum von V = 2, der von G; festgelassen wird. Dann
setzen wir

= 1
n(t.p) = ;) (Go : Gy) dim /Vi ’
was eine nichtnegative ganze Zahl ist, siehe [Ser79, §vi.2] und [Ser77, §19.3]. Wenn € in L
unverzweigt ist, ist Gp und damit alle G; trivial, also ist dann n(¢, p) = 0. Da dies fiir fast
alle £ der Fall ist, ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 5.11: Der Fiihrer von p ist

N(p) = l_[gn(f,ﬁ)'

l#p

Wir nehmen nun weiter an, dass p absolut irreduzibel und bei p verzweigt und ordinar
ist. Mit N = N(p) sei der Fihrer von p bezeichnet. Wir fordern, dass es eine Eigenform
fe Sl‘zrd(Fl(Np’), O) fir ein r € Ny gibt, sodass p die Restklassendarstellung von f ist.
Dieses f bestimmt dann ein maximales Ideal m der Hecke-Algebra i = A°¢(N, W), und
wir bezeichnen die entsprechende Lokalisierung wieder mit 4,,. Weiter setzen wir’

S = {p, oo} U {Primteiler von N}, Sg = {f € S: pist ordinir bei {}.

Lemma 5.12: (a) Jede Eigenform f € Szrd(I’l(Npr), O), deren Restklassendarstellung p
ist, ist eine Neuform.

7 In manchen Texten, z.B. [B6co1], kann S auch gréler sein. Unseren Fall bekommen wir daraus zuriick, indem
wir dort 3 = @ setzen.
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IV. Hida-Theorie und Galoisdeformationen

(b) Fiir jede Primzahl € | N ist die Darstellung p, ist genau dann ordindr bei €, wenn p
dies ist.

Beweis: [Gougo, Lem. 7, Prop. 8] O
Aufgrund dieses Lemmas bekommen wir also einen kanonischen Homomorphismus®

RY4(S, S0) — fin.

Vermutung 5.13: Der kanonische Homomorphismus
RYY(S, Sp) — fin

ist ein Isomorphismus.

Diese Vermutung stammt urspriinglich von Mazur. In einem Spezialfall wurde sie in [MTgo]
formuliert, die hier angegebene Version stammt aus [Gougo]. In [Gougo, Thm. 12] wurde
gezeigt, dass dieser Homomorphismus stets surjektiv ist.

Da in vielen Texten Hecke-Algebren mit T (und nicht wie bei uns mit £) bezeichnet
werden, und die universellen Deformationsringe meist R heiflen, nennt man eine Aussage
von diesem Typ auch einen R = T-Satz. Ein solcher besagt also, dass alle Deformatio-
nen (mit passendem Verzweigungsverhalten) der Galoisdarstellung einer festen ordiniren
Eigenform selbst wieder modular sind, also von einer solchen Eigenform herkommen. Geo-
metrisch stellt man sich das Spektrum des Deformationsrings als den ,Deformationsraum®
vor, und das Spektrum von £, ist der Unterraum der modularen Deformationen. Die R = T-
Aussage besagt dann, dass dieser Unterraum bereits der ganze Deformationsraum ist.

Inzwischen ist iber diese Vermutung einiges bekannt. In Hidas Buch findet sich ein Be-
weis im Falle N = 1 und gewissen weiteren Voraussetzungen [HidMFG, Thm. 5.29]. Die
Arbeiten von Wiles und Taylor [Wilgs; TW95] zu Fermats letztem Satz zeigen eine Isomor-
phie zwischen Hecke-Algebren zu festem Level und Gewicht und weiter eingeschinkten
Deformationsringen (mit fester Determinante fiir alle Deformationen); im Falle N = 1 wird
dies auch in [HidMFG, Thm. 3.31] gezeigt. In [Boco1] wird erklart, wie man die Resultate
von Wiles und Taylor benutzen kann, um auf die Isomorphie der ,,groflen” Ringe in Vermu-
tung 5.13 zu schlieffen. Fiir die genauen Bedingungen, unter denen dieses Resultat erzielt
wird, siehe [B6co1, Ass. 2.1].

In Anlehnung an Lemma 5.9 und Definition 5.10 definieren wir nun noch:

Definition 5.14: Die universelle fast ordindre Hecke-Algebra ist
ﬁnord(N’ O) — ﬁord(N’ O) [[Iwcyc]].

Entsprechend definieren wir A°"4(N, ¢/, O).

® In manchen Texten - z.B. in [Boco1] - geht dieser Homomorphismus nicht in einen lokalen Ring der vol-
len Hecke-Algebra ﬁ"rd(N , O), sondern in einen entsprechenden lokalen Ring der eingeschrinkten Hecke-
Algebra, welche die Unteralgebra ist, die nur von den T, mit (n, Np) = 1 erzeugt wird. Wegen [Gougo, Thm.
10, Thm. 12] macht dies aber keinen Unterschied.
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6. p-adische L-Funktionen fiir Hida-Familien

Nachdem wir in Abschnitt 4.4 die Galoisdarstellungen zu den Mitgliedern einer Hida-Familie
zu einer groflen Galoisdarstellung zusammengefasst haben, stellt sich die Frage, ob man
etwas dhnliches auch mit ihren L-Funktionen machen kann. In Satz 111.5.2 haben wir ange-
geben, wie eine p-adische L-Funktion fiir eine einzelne Eigenform aussieht. Diese war ein
Maf} auf der Gruppe G = Gal(Q(p=)|Q), dessen Integrale spezielle Werte der (Twists der)
L-Funktion dieser Eigenform interpoliert.

Fiir eine Hida-Familie wurde eine p-adische L-Funktion von Kitagawa als Maf3 auf G x ™
konstruiert. Er erhielt das folgende Ergebnis:

Satz 6.1 (Kitagawa): Es sei F: A°"4(N, ¢, O) —— A" eine AV'-adische Eigenform mit for-
maler q-Entwicklung

oo

F(g) = > ang" € A™[g],

n=1
und es seien
fr.e € STYND, ey, 0)

die Mitglieder der zugehorigen Hida-Familie. Wir definieren 1 und ny . wie in Abschnitt 4.3.

Dann gibt es ein O-wertiges Maf3 pip auf G x IT'™', sodass fiir alle Dirichlet-Charaktere y vom
Fiihrer p™, alle k > 2, alle Charaktere ¢ von T von endlicher Ordnung undn =0, ...,k —2
gilt

/ / XL @) e (w) i) dpp (2 w) =
G Jrwt

(16,
(27ri)”Q;—Zk’gryk,g(ap) m

(1= 1k.e(ap) T Z(PIP")Lfieces xom + 1),

Dabei sind QJ% € C* die Perioden aus Satz n1.5.1, G(+) ist die Gauf3-Summe (vgl. (1.5.1)), die
Ei . € O\ {0} gewisse Korrekturterme und die Menge {|Ei Cl k, € wie oben} ist endlich. Die
Exponenten .+ “sind als das Vorzeichen von (—1)" y(—1) zu widhlen.

Beweis: [Kitg4, Thm. 1.1] |

Dieses pr kénnen wir als Element in O[G x I'"'] auffassen.
Wir betrachten nun wie in Abschnitt 4.1 die Zerlegung

N X wt o X
Zyn = (Znpz)” <1 = (Z|Nz) < 2]
und bezeichnen mit 7, die Projektion von Z;’ n auf Z . Dann sehen wir, dass die Kompo-
sition
p

™ e 22X — LY —— O

gerade 1 ist (wobei der letzte Pfeil die kanonische Einbettung ist). Wenn nun k und ¢ wie in
Satz 6.1 sind, betrachten wir die Komposition

FWt ﬁord(N,¢, O)X

(AN 9. O) by ot g, 0)) == (RN, e, O))%
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IV. Hida-Theorie und Galoisdeformationen

in welcher der erste Pfeil die Einschrinkgung des Strukturmorphismus’ aus (4.5) auf I'"*
ist. Aus unseren Uberlegungen folgt dann leicht, dass diese Komposition durch e:* gegeben
ist (vgl. auch Beweis von Korollar 4.10).

Wir nehmen nun das zu (k, ¢) gehorende Element f . € Szrd(N p",epwk, O) der Hida-
Familie zu F und bezeichnen mit

Meet BN, ey, 0) — O

den zugehorigen O-Algebren-Homomorphismus. Die obige Komposition induziert einen
O-Algebren-Homomorphismus O[I™'] — ﬁzrd(N , ek, 0), und wenn wir diesen mit
Ak e verketten, erhalten wir einen Homomorphismus

o] — o,
der dann gerade der von e:* induzierte ist. Dieser liefert weiter einen Homomorphismus
o™ x G] — 0J[a],

und wir bezeichnen das Bild von pr unter diesem mit yj ., was ein O-wertiges Maf3 auf G
ist. Unsere Uberlegung zeigt dann, dass

(1= nr,e(ap) " X" L(fier x-n+ 1) (6.2)

[ v (-1)"G(R)pmniE? ,
X K QUi e = O+ m
(27i) ka‘gr]k,g(ap)

fir y und n wie in Satz 6.1 gilt. Dies ist, bis auf die Korrekturterme E _ und einen Faktor
(=1)", die p-adische L-Funktion zu f ., wie sie in Satz 111.5.2 angegeben war.
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V. Nichtkommutative p-adische
L-Funktionen

Bisher haben uns p-adische L-Funktionen schon eine Weile begleitet, aber wir haben noch
gar nicht erklart, welche Rolle diese in der Iwasawa-Theorie spielen. Dies wird durch so-
genannte Hauptvermutungen beschrieben, die einen Zusammenhang zwischen einer p-adi-
schen L-Funktion und dem charakteristischen Ideal oder Element eines Iwasawa-Moduls
behaupten. Sie sollen in dieser Arbeit nicht unerwahnt bleiben und sind wichtig zum Ver-
stindnis der Bedeutung p-adischer L-Funktionen, deshalb wollen wir zu Beginn dieses Ka-
pitels die urspriingliche, von Iwasawa selbst formulierte Hauptvermutung erklaren.

In dem Bestreben, solche Vermutungen in noch allgemeinerem Rahmen aufzustellen,
wird versucht, den Definitionsbereich der kommutativen p-adischen L-Funktionen (welcher
die Charaktergruppe einer kommutativen Galoisgruppe war, siche Abschnitt 111.4) auszu-
dehnen und so zu nichtkommutativen p-adischen L-Funktionen zu gelangen. Die nicht-
kommutative Iwasawa-Theorie bietet dafiir einen natiirlichen Rahmen. Eine andere Mog-
lichkeit, die von der Geometrie von Hida-Familien inspiriert wurde, hat Ochiai in [Ocho6]
vorgeschlagen.

In diesem abschlieflenden Kapitel wollen wir diese beiden Herangehensweisen kurz zu-
sammenfassen und mit der Deformationstheorie aus Kapitel IV verbinden. Dadurch wird
der Anschein erweckt, dass man diese p-adischen L-Funktionen miteinander vergleichen
konnte. Um einen solchen Vergleich tatsichlich durchzufithren, fehlen uns jedoch die no-
tigen Methoden, weswegen es unklar bleiben muss, ob dies tatsachlich sinnvoll méglich
ist.

1. Die klassische Hauptvermutung

Es gibt viele Hauptvermutungen, die sich dadurch unterscheiden, welcher Grundkérper
zugrundegelegt wird, welches Motiv betrachtet wird, und in welchem Kérperturm dies ge-
schieht. Wir wollen hier die einfachste Variante erklaren: bei dieser ist () der Grundkérper,
und wir betrachten die Idealklassengruppen in dem Kérperturm Q(pp)|Q.

Wir setzen fiir jedes n € INg U {o0}

Kn = Q(ppr).
Dann vermittelt der zyklotomische Charakter einen Isomorphismus
k: G = Gal(Keo|Q) —— Zj .

Fir jedes n € INg bezeichnen wir mit X,, die p-Sylowgruppe der Idealklassengruppe
CI(K,) von K,. Wenn L, den p-Hilbert-Klassenkdrper von K, bezeichnet (also die maxi-
male unverzweigte abelsche p-Erweiterung von K,,) und wir A,, = Gal(L,|K},) definieren,
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V. Nichtkommutative p-adische L-Funktionen

definiert die Artin-Abbildung aus der Klassenkorpertheorie einen Isomorphismus [Neuo7,
§vi.7]

Ln|Kn ~
( | ) : Xp —— A,, [p] — Frob,. (1.1)

Wir betrachten die exakte Sequenz von Galoisgruppen
1— Gal(L,|K,) — Gal(L,|Q) — Gal(K,|Q) — 1

und definieren eine Aktion von Gal(K,|Q) auf A,, = Gal(L,|K},), indem wir fiir ein ¢ €
Gal(K,|Q) mit Urbild 6 € Gal(L,|Q) und ein 7 € Gal(L,|K,)

cer:=ar5 "

setzen, was wegen der Exaktheit und der Kommutativitit von A, wohldefiniert ist. Ande-
rerseits haben wir auf X, = CI(K,), eine natiirliche Galois-Aktion von Gal(K,|Q). Wenn
p ein Primideal von K, ist, folgt aus der Gleichheit Frob, = o Frob, o~ 1 leicht, dass

(Ln|Kn) . (Lann)

oe =

p pe

fir alle o € Gal(K,|Q) gilt. Also ist (1.1) sogar ein Isomorphismus von Gal(K,|Q)-Moduln.
Wir bezeichnen nun mit

N, X1 — X
die Relativnorm von Idealen. Man kann sich dann leicht Giberlegen, dass das Diagramm

Xn+1 An+1
Nnh L,
Xn A,

fir gentigend grofies n kommutiert (man braucht dazu L, N K, = K,,, was fiir geniigend
grofles n gilt; siehe dazu [Was82, S. 277 und Lem. 13.3]).
Wir definieren nun
X = lim X,, A= lim A,,

I’IEINO HE]NO

wobei der Limes beziiglich der Idealnorm bzw. der Einschrinkung genommen wird. Als
Limiten abelscher p-Gruppen sind X und A auf kanonische Weise Moduln iiber Z, (vgl.
Satz 1.1.14), und die Gal(K,|Q)-Aktionen auf X, bzw. A,, setzen sich zusammen zu einer
Aktion von G = lim, Gal(K,|Q) auf X bzw. A. Damit erhalten X und A eine Struktur als
Moduln iiber A := Z,[G] (vgl. Satz 1.1.17), und unsere Uberlegungen zeigen, dass sie als
solche kanonisch isomorph sind. Deshalb betrachten wir im Weiteren nur noch X.

Wir zerlegen nun
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1. Die klassische Hauptvermutung

wobei der Summand mit Index i jeweils den Eigenraum des Charakters o’ bezeichne (vgl.
(r.2.1) und (1.2.2)). Weiter setzen wir

p-1 p-1
X+ = @ X;, X = @ X;
i=1 i=1

i gerade i ungerade

und definieren A* entsprechend. Dann ist der mit dem Exponenten + versehenene Sum-
mand von X gerade der Teilraum, auf dem die komplexe Konjugation als +1 operiert, und
X* ist jeweils ein A*-Modul.

In Abschnitt 111.2 hatten wir zu einem Dirichlet-Charakter ein Element in einer Iwasawa-
Algebra konstruiert, welches einer p-adischen L-Funktion entspricht. Wir betrachten das
Element, welches zum trivialen Charakter gehort (vgl. Bemerkung 111.2.6): dieses war ein
Element y; := pi,0 im Quotientenkdrper von A, sodass gu; € A (mit g wie dort). Wegen
Lemma 111.2.2 gilt sogar hyy € A™.

Auf der anderen Seite haben wir Definition 1.2.17 hatten wir fiir Iwasawa-Moduln ei-
ne wichtige Invariante definiert, ndmlich das charakteristische Ideal. Wir bezeichnen das
charakteristische Ideal von X~ in A~ mit char™ (X). Der von der Hauptvermutung fir die
Klassengruppe behauptete Zusammenhang zwischen diesen beiden Objekten kann dann in
der folgenden Form formuliert werden:

Satz 1.1 (Hauptvermutung): Es gilt

char™ (X) = (gp¢)-

Der +-Anteil tritt also in der Hauptvermutung nicht auf. Auf der Seite der p-adischen
Zetafunktion verschwindet er, und passend dazu wird vermutet:

Vermutung 1.2 (Vandiver): Es gilt X = 0.

Uber Vandivers Vermutung ist jedoch nur wenig bekannt. Wenn diese stimmt, kann man
die Hauptvermutung auch formulieren, ohne zwischen den +-Teilen der beteiligten Objekte
zu unterscheiden.

Nach der Definition des charakteristischen Ideals und der Elemente y; und g ist dies also
dazu aquivalent, dass fir alle ungeraden i = 3,...,p — 2 das charakteristische Ideal des
O[I']-Moduls X; im Sinne von Definition 1.2.13 von 4,0 ; erzeugt wird (vgl. (111.2.1)) und
furi = 1vonhl,o ; mit h wie in Bemerkung 111.2.6. In dieser Version wurde die Vermutung
von Mazur und Wiles in [MW84] bewiesen. Ein Beweis findet sich auch in [CSo6], wo die
Aussage in einer alternativen Form formuliert wird, welche aber zu unserer Formulierung
dquivalent ist.”

Durch die Hauptvermutung wird das Phanomen, dass die Riemannsche Zetafunktion In-
formationen iiber arithmetische Eigenschaften von Erweiterungen von @ enthélt, ein Stiick
weit erklart. Die viel altere Aussage von Kummer, dass eine Primzahl p genau dann die
Ordnung der Klassengruppe C von Q(y,) teilt, wenn sie einen der Zahler der rationalen

! Diese Aquivalenz sieht man, indem man auf unsere Formulierung die Involution v aus (111.4.3) anwendet:
dadurch geht i in das Pseudo-Mafl aus Satz 111.4.2 iiber und das von g erzeugte Ideal wird zum Augmen-
tationsideal. Dass die verschiedenen Iwasawa-Moduln zueinander passen, zeigt ein Satz von Iwasawa, siehe
[Greoz, Prop. 2.6].
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V. Nichtkommutative p-adische L-Funktionen

Zahlen (1 — i) fir gerades i mit 2 < i < p — 3 teilt, kann aus der Hauptvermutung gefol-
gert werden. Auch der Satz von Herbrand-Ribet ist eine Konsequenz der Hauptvermutung.
Dieser besagt, dass fiir ungerades n mit 3 < n < p — 2 die Potenz k" des zyklotomischen
Charakters genau dann in der Charakterzerlegung der natiirlichen Darstellung der Galois-
gruppe Gal(Q(pp~)|Q) auf dem I ,-Vektorraum C/C? vorkommt, wenn p den Zahler von
{(n+ 1 —p) teilt. Siehe hierzu auch [CSo6, Chap. 1] und [Kato7].

Eine andere Sicht auf die Hauptvermutung ergibt sich, wenn man die enge Analogie zwi-
schen Zahlkérpern und Funktionenkdrpern ins Blickfeld riickt. Fiir Kurven tiber endlichen
Korpern zeigte André Weil einen Zusammenhang zwischen der Zetafunktion einer solchen
Kurve und den Nullstellen des charakteristischen Polynoms des Frobeniusautomorphismus’
auf der Jacobischen der Kurve (vgl. [NSWoo, Thm. 11.6.2]), was spater in den Weil-Vermu-
tungen verallgemeinert wurde. Auf Iwasawa geht die Idee zuriick, dass man im Sinne dieser
Analogie nach einer dhnlichen Aussage fiir Zahlkorper suchen kénnte. Dabei soll die Dede-
kindsche Zetafunktion des Zahlkorpers die Rolle der Zetafunktion der Kurve tibernehmen,
und das charakteristische Polynom des Frobenius’ wird durch das charakteristische Ideal
eines aus den Klassengruppen gebildeten Iwasawa-Moduls ersetzt (welches ja von einem
charakteristischen Polynom erzeugt wird, siche Bemerkung 1.2.14). Dies war die urspriing-
liche Motivation fiir die Hauptvermutung und wird in [Iwa69] erklart.

In [Greg1] wurde von Greenberg eine weitreichende Verallgemeinerung dieser Vermu-
tung auf beliebige Motive (iiber Q) vorgeschlagen. Diese schliefit auch eine entsprechende
Hauptvermutung fiir elliptische Kurven ein, wie sie von Mazur in [Maz72, §1 c)] formuliert
wurde. Die Rolle der Idealklassengruppe tibernimmt in diesem Fall die Selmer-Gruppe der
elliptischen Kurve, fiir deren Definition auf [Sil86, §x.4] verwiesen sei.

All diesen Hauptvermutungen ist gemein, dass der Kérperturm K |K, in dem die Motive
betrachtet werden, stets eine abelsche Galoisgruppe hat. Deshalb zihlen sie zur kommuta-
tiven Iwasawa-Theorie. Im nichsten Abschnitt wollen wir kurz beschreiben, wie dies auf
einen nicht notwendig kommutativen Kérperturm verallgemeinert werden kann.

2. Nichtkommutative lwasawa-Theorie

Die Idee der nichtkommutativen Iwasawa-Theorie ist es, die Situation aus der kommutati-
ven Situation in einem noch gréfleren Korperturm K, |K zu studieren, dessen Galoisgruppe
Gal(Kw|K) im Allgemeinen nicht abelsch ist. In Abschnitt 1.4 hatten wir erklirt, wie man
in dieser Situation das charakteristische Ideal verallgemeinert und waren auf diesem Wege
zum Begriff des charakteristischen Elements gelangt, welches ein Element in K; einer lokali-
sierten Iwasawa-Algebra war. Im Hinblick auf eine Hauptvermutung ist es daher natiirlich,
eine zugehorige nichtkommutative p-adische L-Funktion ebenfalls in K; zu suchen.

Die kommutativen p-adischen L-Funktionen kénnen bei Charakteren der entsprechen-
den Galoisgruppe ausgewertet werden, welche aufgrund der Kommutativitat dieser Gruppe
gerade die irreduziblen Darstellungen derselben sind. Da man jede Darstellung in irredu-
zible zerlegen kann, kénnte man dadurch fir jede Darstellung den Wert einer p-adischen
L-Funktion definieren. Im Falle einer nichtkommutativen Gruppe gibt es auch hoherdimen-
sionale irreduzible Darstellungen. Dies legt nahe, nach einem Weg zu suchen, um die Ele-
mente in der K;-Gruppe bei solchen auszuwerten.



2. Nichtkommutative Iwasawa-Theorie

2.1. Auswerten bei Darstellungen

Wir begeben uns wieder in die Situation von Abschnitt 1.4.3: es sei also G eine kompakte
p-adische Lie-Gruppe, H C G eine abgeschlossene Untergruppe, sodass I' := G/H zu Z,,
isomorph ist, K eine endliche Erweiterung von Q,, O der Ganzheitsring in K und S* wie
in Definition 1.4.6 definiert. Wir schreiben A(G) = O[G] und entsprechend firr H und T
Weiter sei eine Darstellung p: G—— GL,(O’) fir ein n € IN und den Ganzheitsring O’
in einer endlichen Erweiterung K’ von K gegeben.? Fiir das Bild eines ¢ € G in I schreiben
wir o, und wir schreiben A’(G) = O’[G] und wieder entsprechend fiir H und I'.
Wir betrachten den Homomorphismus

G— M, (O)®n AT))*, ocr—p(o)®0.

Da O’ als O-Modul frei von endlichem Rang ist, gilt M,,(O’) ®» A(T") = M,(A’(T")), und
deshalb induziert der obige Homomorphismus einen Homomorphismus

®,: A(G) — M,(A/(T)).

Man kann zeigen, dass
Vs € S*: det®,(s) #0

gilt [CFKSVos5, Lem. 3.3].> Also setzt sich ®, zu einer Abbildung
®): A(G)s — M,(Q)
fort, wobei wir mit Q den Quotientenkdrper von A’(I") bezeichnen. Dieses liefert weiter
¢, Ki(A(G)s+) — Ki(M,(Q)) = Q*,

wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen die Sitze 1.3.7 und 1.3.8 benutzt haben. Wir
betrachten nun den Augmentationshomomorphismus

0: N'(D) — O

und bezeichnen dessen Kern mit p und mit A’(I'), € Q die Lokalisierung bei diesem. Die
Augmentation induziert schlief}lich

¢: N'(T'),— K.

Definition 2.1: Es sei £ € K;(A(G)s+). Dann definieren wir die Auswertung von & bei p
durch

£(p) = {?(‘P;(f)), falls /() € A (T,

00, sonst.

? Dies ist analog zu Situation auf Seite 63, wo wir einen Dirichlet-Charakter i betrachtet haben, der Werte in
einem solchen O annahm.

® Die Behauptung wird dort nur im Fall O = Z,, gezeigt, aber die Autoren bemerken spéter (S. 203/204), dass
sich die Argumente auch auf den Fall eines grofieren O tibertragen.
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Im kommutativen Fall reduziert sich dies zu G = I' und n = 1. In diesem Fall ist
®,: A—— A’ von 0 —— p(0)o induziert und die Komposition

pod,: A— O

daher von o —— p(0). Daran sieht man leicht, dass Definition 2.1 die kommutative Situa-
tion verallgemeinert.

2.2. Nichtkommutative p-adische L-Funktionen elliptischer Kurven

Es sei E eine elliptische Kurve tiber Q, die bei p gute ordinare Reduktion hat. Wir wollen
nun kurz erkldren, eine nichtkommutative p-adische L-Funktion fiir E aussehen konnte.
Dabei bleiben wir allerdings sehr knapp, da all dies im Originalartikel [CFKSVo5] sehr gut
beschrieben ist wir nicht nur eine blole Abschrift desselben prasentieren wollen.

Fir jede Primzahl ¢ bezeichnen wir mit T;(E) den {-adischen Tate-Modul, mit 7g , die
zugehorige Galoisdarstellung und setzen V¢ (E) = T;(E) ®z, Q¢. Wir bezeichnen mit Ko, =
Q(E[p*]) den Koérper, der iiber  von den Koordinaten aller p-Potenz-Torsionspunkte auf
E erzeugt wird. Er ist gerade der Fixkorper des Kerns von 7g ,. Seine Galoisgruppe G =
Gal(K|Q) ist daher isomorph zum Bild von 7g ,,, welches eine abgeschlossene Untergrup-
pe von GLy(Z,) und als solche eine kompakte p-adische Lie-Gruppe ist. Wenn E keine
komplexe Multiplikation hat, ist dieses Bild nach einem Satz von Serre [Ser72] auch offen
und hat daher endlichen Index, also handelt es sich tatsidchlich um eine ,grofle” p-adische
Lie-Gruppe.

Der Korper Ko, enthilt die zyklotomische Z,-Erweiterung von Q (dies kann man mithilfe
der Weil-Paarung sehen, siehe [Sil86, Cor. 111.8.1.1]). Wenn p > 5, gibt es in GLy(Z,) kein
Element von Ordnung p: denn wenn es ein solches gabe, miisste sein Minimalpolynom ein
Teiler des p-ten Kreisteilungspolynoms sein. Letzteres ist aber iiber Z, irreduzibel, da Z,
keine p-ten Einheitswurzeln enthalt, und sein Grad ist p — 1 > 4. Da das Minimalpolynom
Grad < 2 hat, kann dies nicht sein. Wenn wir also p > 5 annehmen, ist G eine Gruppe, die
den Voraussetzungen der Theorie aus Abschnitt 1.4.3 geniigt.

Es sei nun eine Darstellung p: G—— GL,(O’) gegeben, die endliches Bild hat (wobei
O’ der Ganzheitsring einer endlichen Erweiterung von Q, ist). Eine solche nennen wir
eine Artin-Darstellung. Die Endlichkeit des Bildes fithrt dazu, dass es einen Zahlkérper K,
gibt, sodass p bereits Werte in GL,(K,) annimmt. Fir jede Primzahl ¢ und eine tber ¢
liegende Primstelle A von K, mit Komplettierung K, ; bezeichnen wir mit V,, ; den K, ;-
Vektorraum, auf dem G via p operiert. Wir definieren den Twist der L-Funktion von E um
p

L(E, p,s)

als die L-Funktion im Sinne von Definition 1.6.7 (c), die zu dem (kompatiblen!) System

(Homg, (V¢(E), Vp.2))¢

gehort (vgl. Bemerkung 1.6.2).

Die vermutete p-adische L-Funktion von E ist von der Gestalt, dass ihre Auswertung bei
einer Artin-Darstellung p mit einer Modifikation des getwisteten L-Werts L(E, p, 1) tiber-
einstimmt, dhnlich wie im kommativen Fall die Auswertung bei einem Charakter endlicher
Ordnung mit ein modifizierter um diesen Charakter getwisteter L-Wert ist (vgl. Satze 111.4.1
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und 111.5.2). Wir wollen die vorzunehmenden Modifikationen nicht genau erkliren, sondern
prasentieren lediglich die Formel, ohne die Bedeutung der Objekte im einzelnen zu erkléren.
Dies wird in [CFKSVos, S. 202-204] getan und soll hier nicht wiederholt werden.

Es sei dazu F die maximale abelsche Teilerweiterung von Ko |Q, in der p nicht verzweigt
(das ist eine endliche Erweiterung von Q, siehe dort) und W der Ganzheitsring in der Kom-
plettierung von F bei einer beliebigen iiber p liegenden Primstelle. Weiter sei A(G) = W[G].

Vermutung 2.2: Es gibt ein L € K1(A(G)s+), sodass fiir alle Artin-Darstellungen p von G
gilt
ep(p)ute Ly(p,u™")

Le(p) = O (B)d PO (E)T ) L(p, W—l)LR(E’p’ 1),

insbesondere Lg(p) # co.

Fiir diese p-adische L-Funktion wird in [CFKSVos5, Conj. 5.8] eine Hauptvermutung for-
muliert, die im wesentlichen besagt, dass £ ein charakteristisches Element eines gewissen
Iwasawa-Moduls ist, der mithilfe der Selmer-Gruppen von E im Kérperturm Ko, |Q gebildet
wird. Es sei an dieser Stelle noch erwihnt, dass auch fiir andere Motive als elliptische Kur-
ven nichtkommutative Hauptvermutungen formuliert wurden. Fiir die Klassengruppe wird
eine solche in [Kato7] skizziert.

3. Der Schluss

In der nichtkommutativen Iwasawa-Theorie wird der Definitionsbereich der im klassischen
Fall auf einer Charaktergruppe definierten p-adischen L-Funktionen so vergrofiert, dass die-
se auf p-adischen Darstellungen der Galoisgruppe des Korperturms ausgewertet werden
koénnen. Ochiai hat in [Ocho6] eine andere Moglichkeit vorgeschlagen, den Definitionsbe-
reich der klassischen p-adischen L-Funktionen zu erweitern. Diese beruht auf der folgenden
Beobachtung: wenn I' eine zu Z, isomorphe Gruppe und y € I' ein topologischer Erzeuger
ist, dann ist

Hom(T',C;) — {x € Cp: |x — 1], <1}, yx+— x(v)

eine Bijektion. Also besteht der Definitionsbereich Hom(G, C}') (mit G = Gal(Q(pp~)IQ) =
IF ¥ x T') einer kommutativen p-adischen L-Funktion aus p — 1 Kopien von offenen Einheits-
kugeln in C,,. Diese Kugeln bilden einen rigid-analytischen Raum, was wir hier aber nicht
definieren wollen. Die Idee besteht nun darin, nach einer p-adischen L-Funktion zu suchen,
die auf einem grofieren rigid-analytischen Raum definiert ist. In [Ocho6, Def. 2.1, Prob. 2.3]
wird eine — sehr vage bleibende — Andeutung gemacht, wie eine solche L-Funktion aus-
sehen konnte. Dies wollen wir hier nicht wiederholen, sondern lediglich erwéhnen, dass
bei richtiger Sicht der Dinge Kitagawas p-adische L-Funktion aus Satz 1v.6.1 als eine solche
aufgefasst werden kann (dies wird in [Ocho6, §3] erklart).

Wir wollen nun zeigen, dass man die ,R = T“-Aussage aus Vermutung 1v.5.13 benutzen
kann, um Kitagawas Funktion ebenfalls auf Galoisdarstellungen auszuwerten. Es sei dazu
eine A“'-adische Eigenform

F: iYN, ¢, O) — A™
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gegeben, die wir fiir den Rest des Abschnittes fixieren. Wir bezeichnen mit m das maximale
Ideal in A°"(N, O), zu dem F gehort, mit A, die zugehorige Lokalisierung und mit

fr.e € Szrd(Npr, egbw_k, 0)

die Mitglieder der zugehorigen Hida-Familie. Kitagawas L-Funktion ist ein Element ur €
O[I9¢ x T™'], wenn wir es nur auf der Untergruppe I'Y von G betrachten. Der Struktur-
morphismus

AWt ﬁord(N’ O)

liefert eine Abbildung
OHFCYC % FWt] ﬁnord(N’ O) — ﬁord(N’ O) [[Fcyc]]’

mit der wir yp nach A, [I'V¢] abbilden konnen. Auf diese Weise kénnen wir Kitagawas Maf3
als Element der fast ordindren Hecke-Algebra auffassen.
Wir nehmen nun an, dass die Vermutung 1v.5.13 in unserem Fall stimmt, was uns ein zu
ur gehorendes Element
L € R¥(S, So)

im fast ordindren Deformationsring beschert. Das ermdglicht es uns, eine Auswertung der
Kitagawaschen Funktion bei Deformationen zu definieren.

Definition 3.1: Es sei A € PANL-447(O) und p: Gal(Q|Q) — GLy(A) eine Deformation
von p, die auBerhalb von S unverzweigt ist, bei allen £ € Sy ordinér und fast ordinér bei
p- Den von der universellen Eigenschaft des Deformationsrings induzierten O-Algebren-
Homomorphismus R%Ord(S ,So) —— Abezeichnen wir mit ¢,. Dann definieren wir die Aus-
wertung von L bei p durch

Lr(p) == 0p(LF) € A,

Bemerkung 3.2: Wir konnten pr auch direkt (ohne R = T zu benutzen) mithilfe eines
entsprechenden Strukturmorphismus’ in den Deformationsring abbilden. Der Isomorphis-
mus aus Vermutung 1v.5.13 ist sogar A-linear, wenn wir A" und A“° geeignet identifi-
zieren [MT9o, Lem. 13]. Dies spiegelt aber nicht die natiirliche A-Algebren-Struktur des
fast ordindren Deformationsringes wider, da der Isomorphismus aus Lemma 1v.5.9 kein A-
Algebren-Isomorphismus ist. Da die Formel aus Satz 1v.6.1 a priori alles ist, was wir iiber
die Auswertungen von pr wissen, ist R = T wichtig, wenn wir das Verhalten von pp als
Element des Deformationsrings verstehen wollen.

Wir haben nun also eine ,nichtkommutative® p-adische L-Funktion, die ein Element ei-
nes Deformationsringes ist und bei Deformationen ausgewertet werden kann. Dies passt
schon zur kommutativen Situation: denn dort war die p-adische L-Funktion ein Element
der Iwasawa-Algebra, welche nach Beispiel 1v.5.6 der Deformationsring eines Charakters
ist.

Wir bezeichnen nun fiir k, ¢, y und n wie in Satz 1v.6.1 den dort auf der rechten Seite
auftretenden Ausdruck

(~1)"G(Dp™"nlE: |
(2ni)”ﬂ}£kjfryk,g(ap)m

(1= 1ke(ap) " X (PIP")L(ficcer xom + 1)
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mit L3 (fg ¢, ¥, n + 1). Weiter schreiben wir
K: 1Y —— 7 —— O

fur die Einschrankung des zyklotomischen Charakters k auf I"Y¢.

Satz 3.3: Es seien k, ¢ und n wie in Satz 1v.6.1, p die Galoisdarstellung zu f = fx . und y ein
Charakter endlicher Ordnung von I'Y°. Dann gilt

Lr(p® y ") = Lgit(f, x-n+1).

Beweis: Wir bezeichnen mit A die Komposition

ﬁord(N’ O) N Flord(N’w’O) — ﬁOrd(N,I)D, O)/Pk,gﬁord(N,w, (9)
o~ fl;zrd(N, E,’bw_k’ (’)) RN O,

in der der letzte Pfeil der zu f gehdrende O-Algebren-Homomorphismus ist. Weiter sei-
en p,, die Galoisdarstellung aus Satz 1v.4.13 und ¢, bzw. ¢f die von p,, bzw. p induzierten
O-Algebren-Homomorphismen R4(S, Sg) —— fiy, bzw. R74(S, Sy) —— O. Dann kommu-
tiert das Diagramm

Rord(S,SO) . ﬁord(N7 O)m

A

0,

(3-1)

denn A o ¢y, erfiillt nach Satz 1v.4.14 die universelle Eigenschaft, die auch ¢ erfiillt.

Die Darstellung p® y ~'k" ist eine bei passende Deformation von py,: denn die Bilder des
Charakters X_lf” sind p-Potenz-Einheitswurzeln, also in Charakteristik p trivial, und da p
bei p ordinir ist und y~'x" lediglich das Verzweigungsverhalten bei p beeinflusst, ist das
Produkt bei p fast ordinér und hat bei den anderen Primzahlen das gleiche Verhalten wie p.
Wenn wir auf diese Deformation das Argument aus Lemma 1v.5.9 anwenden, erhalten wir,
dass dort der Charakter §, von Gs gerade y '™ ist.

Wir schreiben nun ¢y, ;. , fiir den von p ® x~1%™ induzierten Homomorphismus

Rnord<S, SO) NG

und (y~'x"). fiir den von y~!'x" induzierten Homomorphismus O[I'®Y*] — O. Ferner
induziert ¢ einen Homomorphismus R°™(S, Sy) [[¥¢] —— O[I'¥°], den wir ebenfalls mit
¢@r bezeichnen. Unsere obigen Uberlegungen zeigen dann, dass das Diagramm

Rnord(s’ SO) = Rord(S, SQ)[[PCYC]]
Pf.x.n ef

@) ofreve
(x~'%"). (]
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V. Nichtkommutative p-adische L-Funktionen

kommutiert (vgl. (1v.5.1)).
Wir schreiben jetzt yif fiir das Bild von Lp € R™4(S, S) in O[['°]. In (1v.6.1) hatten
wir bereits gezeigt, dass

/Fcyc x K dpp = LI;it(f, x-n+1)

(um dies verwenden zu konnen, brauchen wir die Kommutativitat des Diagramms (3.1)).
Dies zeigt die Behauptung. m|

Der Modularitatssatz, der in [Wilgs; TWg5; BCDTo1] bewiesen wurde, besagt, dass es
zu jeder elliptischen Kurve E iiber Q eine normalisierte Eigenform f € S)*V(I'g(N)) gibt,
sodass die komplexen L-Funktionen von E und f iibereinstimmen. Hierbei ist N der Fiihrer
von E, der dhnlich wie in Definition 1v.5.11 definiert wird. Fiir die genaue Definition sei
auf [Silog, §1v.10] verwiesen. Dieses f ist nach Bemerkung 1.7.1 und Satz 11.6.6 genau dann
ordinér bei p, wenn E dies ist.

Wir wiahlen nun eine elliptische Kurve E wie in Abschnitt 2.2 und bezeichnen mit f
die zugeordnete Modulform. Wenn wir in unseren Formeln alle Perioden und Modifikatio-
nen grof3zligig ignorieren, bekommen wir aus Satz 3.3 eine dhnliche Interpolationseigen-
schaft, wie sie in Vermutung 2.2 gefordert wird, allerdings nur fiir eindimensionale Artin-
Darstellungen. Deshalb lasst sich Kitagawas p-adische L-Funktion so leider nicht direkt mit
L g aus Vermutung 2.2 vergleichen. Es sei aber darauf hingewiesen, dass einige Nebenbedin-
gungen zueinander passen: so wird in beiden Fallen gefordert, dass die jeweiligen Objekte
bei p ordinér sind, und der p-adische Ring W, iiber dem die L-Funktionen jeweils definiert
werden, ist in beiden Fillen unverzweigt tiber Z,,.

Auf diese Weise ist also Kitagawas Funktion eine p-adische L-Funktion, in die wir das
Produkt einer Modulform mit einem Dirichlet-Charakter einsetzen kénnen. Im Sinne von
Abschnitt 11.1 ist so etwas eine automorphe Form auf GLy X GL; iiber Q. Man kénnte hof-
fen, dass man mithilfe automorpher Formen auf GL, X GL,, fiir n > 1 mit einer dhnlichen
Theorie zu einer p-adischen L-Funktion gelangen kénnte, die entsprechende héherdimen-
sionale Twists der L-Funktion von E interpoliert. Fiir n = 2 wurden solche Formen von
Hida studiert [Hid88]. Januszewski (miindliche Mitteilung, 21. Mai 2013) konstruierte auf
Grundlage der Arbeiten [Sch93; Schoo; KMSoo; KS13; Jan11] ein modulares Symbol (siehe
auch [Jani2]), welches unter geeigneten Annahmen tiber die Kohomologie arithmetischer
Gruppen eine derartige p-adische L-Funktion fiir automorphe Formen auf GL, X GL,_;
fir beliebiges n € IN produziert. Die automorphen Formen kénnen dabei insbesondere in
Familien variieren. Dies fithrt aber weit iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.
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A-adische, 30
(un)gerade, 29
fast ordinar, 101
Fuhrer, siehe Fuhrer
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L-Funktion, siehe L-Funktion
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L-Funktion



einer elliptischen Kurve, 31
einer Modulform, 50
eines Dirichlet-Charakters, 24, 33
eines Hecke-Charakters, 34
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Level, 36, 38, 86, 88, 91
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M
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(0]
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Hecke-Algebra
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ordinire Reduktion, 31, 112

ordinérer Deformationsring, siehe
Deformationsring

Ore-Menge, 20

P
p-adische Bernoulli-Zahlen, siehe
Bernoulli-Zahlen
p-adische L-Funktion
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einer Modulform, 75
eines Dirichlet-Charakters, 60, 63, 73
nichtkommutative, 113
p-adische Lie-Gruppe, 22, 111
p-adische Zetafunktion, 57, 65, 73, 109
Perioden, 75, 105
Petersson-Skalarprodukt, 47
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primitiver Dirichlet-Charakter, 23
pro-C-Gruppe, 5
pro-p-Gruppe, 5
pro-Kategorie, 2—4
proendliche Gruppe, 1, 3, 4, 70
proendliche Gruppenalgebra, 6, 70
proendlicher Raum, 3, 4, 66, 68
proendlicher Ring, 3, 4
Projektion auf Eigenraum, 8
prozyklische Gruppe, 5
Pseudo-Isomorphismus, 10
Pseudo-Maf, 71, 73, 109
pseudo-null, 9

Q

Quotientenring, 21

R
R =T, siehe Vermutung
reduzierter Untergrad, 11
relative K-Gruppe, 15
Restklassendarstellung, 103
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Riemann-Roch, 39
Riemannsche Flache, 36
Riemannsche Zetafunktion, 25, 53, 59, 74,
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rigid-analytischen Raum, 113
Ring (Mafitheorie), 66

S
Satz
von Atkin-Lehner, 48
von Clausen-von Staudt, 59
von Herbrand-Ribet, 110
von Kummer, 109
von Stickelberger, 61
Selmer-Gruppe, 110, 113
Spitze, 36
Spitzenform, 38
Spur (Darstellungstheorie), 29, 30
starke Approximation, 39
Stickelberger-Element, 61
Stickelberger-Ideal, 61
strikt dquivalent, 98
Struktursatz, 10, 11, 13

T
Tate’s Thesis, 74
Tate-Modul, 31, 112
Teichmiiller-Charakter, ix, 13, 24, 57, 93,

99

Tensor-Hom-Adjunktion, 82
Torsionspunkte (ell. Kurve), 31
trivialer Charakter, 23, 65
Tschebotareffscher Dichtheitssatz, 30
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Twist, siehe L-Funktion

U

ungerade, siehe Galoisdarstellung oder
Dirichlet-Charakter

universelle Deformation, siehe
Deformation

universelle Hecke-Algebra, siehe
Hecke-Algebra

unverzweigt, siehe Darstellung oder
Dirichlet-Charakter

v
Vermutung

nichtkommutative p-adische
L-Funktion, 113

nichtkommutative
Hauptvermutung, 113

von Coates und Perrin-Riou, 75

von Deligne, 75

von Greenberg, 110

von Mazur (R = T), 104, 113

von Mazur (Hauptvermutung), 110

von Vandiver, 109
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Weierstraf3-Polynom, 11
Weierstraf3scher Vorbereitungssatz, 1o,
11
Weil-Paarung, 112
Weil-Vermutungen, 110
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