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Vorwort

Die Zahlentheorie stellt jeden, der sich mit ihr beschäigt, vor enorme Herausforderungen:
Obwohl die ursprünglich zu untersuchenden Objekte – ganze Zahlen – so simpel erschei-
nen, verbergen sich hinter ihnen und denMieln, mit denen man ihr Verhalten zu beschrei-
ben versucht, Strukturen von ungeahnter Komplexität, deren Eigenschaen auf den ersten
Blick mitunter einer verblüffenden Regellosigkeit, ja fast Willkür, zu unterliegen scheinen,
obwohl die ganzen Zahlen doch so regelmäßig gebaut sind. Umso faszinierender sind vor
diesem Hintergrund Vermutungen oder gar Ergebnisse, die ein solches Verhalten zu erklä-
ren versuchen. Die Iwasawa-eorie möchte ür gewisse zahlentheoretische Phänomene
genau solche Erklärungen liefern und diesen damit eine konzeptionelle Grundlage geben.

Die arithmetischen Objekte, die man hierbei studiert, sind im allgemeinsten Fall soge-
nannte Motive über algebraischen Zahlkörpern. Dieser Begriff wird an wenigen Stellen in
dieser Arbeit verwendet, ohne dass wir präzisieren, was genau darunter zu verstehen ist –
jedoch fallen z.B. solch interessante Objekte wie der Zahlkörper selbst oder elliptische Kur-
ven über diesem darunter. Einem solchen Motiv ordnet man nun eine gewisse Gruppe zu,
die wichtige Eigenschaen desselben beschreibt: im Falle eines Zahlkörpers ist dies seine
Idealklassengruppe, im Falle elliptischer Kurven die Selmer-Gruppe und in anderen Fäl-
len entsprechende Verallgemeinerungen derselben. Aussagen über diese Gruppen liefern
Erkenntnisse über das Motiv und haben letztlich auch Auswirkungen auf diophantische
Probleme, daher ist man vorrangig daran interessiert, diese Gruppen zu beschreiben. Dies
ist im Allgemeinen jedoch ein sehr schwieriges Problem.

Iwasawa hae dazu eine entscheidende Idee: Ansta diese Motive über einem einzelnen
Zahlkörper zu betrachten, können wir ihr Verhalten in einem unendlichen Körperturm stu-
dieren. Dies scheint auf den ersten Blick komplizierter zu sein, hat jedoch aus algebraischer
Sicht viele Vorteile und ührt zu einer fruchtbaren eorie. Die Gesamtheit der oben er-
wähnten Gruppen in dem Körperturm wird dadurch zu einem Modul über einem gewissen
Ring, der Iwasawa-Algebra, und solche Moduln haben angenehmere Eigenschaen als die
entsprechenden Objekte ür einen einzelnen Zahlkörper. Auf diesem Wege konnte Iwasa-
wa eine Reihe von Ergebnissen etwa über Idealklassengruppen in solchen Körpertürmen
erzielen.

Ein anderer zentraler Untersuchungsgegenstand der Zahlentheorie sind L-Funktionen.
Man kann jedem Motiv mit einer einfachen Formel eine solche zuordnen – diese ist dann
(zunächst) einfach eine holomorphe Funktion in einem Teil der komplexen Zahlenebene.
Im Falle der Zahlkörper ist dies die Riemannsche oder Dedekindsche Zetafunktion, im Falle
elliptischer Kurven ihre Hasse-Weil-L-Funktion. Es wurde bereits früh erkannt, dass diese
Funktionen benutzt werden können, um Aussagen über die oben erwähnten Gruppen zu
treffen: So hat z.B. Kummer gezeigt, dass man durch Auswerten der Riemannschen Zeta-
funktion an gewissen Stellen entscheiden kann, welche Primzahlen die Klassenzahlen von
Kreisteilungskörpern teilen.
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Vorwort

Dieser überraschende Zusammenhang lässt sich aus heutiger Sicht mit der Iwasawa-
eorie erklären. Sie bringt p-adische Analysis ins Spiel, um die L-Funktion eines Motivs in
ein p-adisches Objekt zu verwandeln, und durch eine sogenannte Hauptvermutung wird ein
Zusammenhang zwischen dieser p-adischen L-Funktion und dem oben erwähnten Modul
über der Iwasawa-Algebra ausgedrückt. Auf diese Weise wird ein Aspekt der gerne ge-
schriebenen Phrase, dass L-Funktionen „arithmetische Informationen kodieren“, präzisiert.

In der klassischen Iwasawa-eorie hat der erwähnte Körperturm stets eine abelsche Ga-
loisgruppe. Verzichtetman auf diese Bedingung, wirdman zur nichtkommutativen Iwasawa-
eorie geührt, die in den letzten Jahren an Bedeutung gewonnen hat. Schon aus tech-
nischer Sicht ist die nichtkommutative eorie komplizierter, und es war zunächst nicht
klar, wie eine nichtkommutative Hauptvermutung formuliert werden sollte. Nachdem ent-
scheidende algebraische Resultate u.a. von Venjakob erzielt wurden, wurde eine solche ür
elliptische Kurven von Coates, Fukaya, Kato, Sujatha und Venjakob aufgestellt. Die Kon-
struktion nichtkommutativer p-adischer L-Funktionen in diesem Rahmen ist gegenwärtig
im Allgemeinen noch ein offenes Problem.

In dieser Arbeit wird erklärt, wie man die Arbeiten von Hida zu Familien von Modul-
formen und deren Verbindung zur Deformationstheorie benutzen kann, um p-adische L-
Funktionen zu solchen Familien (deren Konstruktion bereits bekannt ist!) als Funktionen auf
gewissen Galoisdarstellungen und damit als „nichtkommutative p-adische L-Funktionen“
aufzufassen. Dazu verwenden wir sogenannte „R = T “-Sätze über die Identifikation gewis-
ser Hecke-Algebren mit Deformationsringen, die von Mazur vermutet und in bestimmten
Fällen u.a. von Wiles als Teil seines Beweises von Fermats letztem Satz gezeigt wurden.
Die Funktionen, die wir dadurch bekommen, lassen sich leider nicht direkt mit einer nicht-
kommutativen p-adischen L-Funktion im oben erwähnten Sinne vergleichen (ganz davon
abgesehen, dass die in den Formeln auretenden Perioden einen solchen Vergleich ohne-
hin stark erschweren). Man könnte darauf hoffen, dass dies ür p-adische L-Funktionen zu
Familien höherdimensionaler automorpher Formen möglich ist (ür solche ist in gewissen
Fällen ebenfalls eine Konstruktion bekannt). Hierauf kann in dieser Arbeit jedoch nicht
mehr eingegangen werden.

Danksagung. Es bleibt, den vielen Personen zu danken, die zum Entstehen dieser Ar-
beit beigetragen haben. Ohne die zahlreichen Menschen, die mich in meinem Studium und
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nesemas angeht, hat er mir viel Freiheit eingeräumt und sich nicht aus der Ruhe bringen
lassen, wenn ich ein wenig wählerisch war. Nicht zuletzt danke ich auch ür das bereitwil-
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ein Argument (p-adisch) vervollständigen ließ.
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Notationen und Konventionen

Es bezeichnen N, Z, Q, R, C, Zp , Qp jeweils die natürlichen, ganzen, rationalen, reellen,
komplexen, p-adischen ganzen und p-adischen rationalen Zahlen. Die natürlichen Zahlen
beginnen bei 1. MitCp bezeichnenwir die Vervollständigung eines algebraischen Abschlus-
ses von Qp , was ein algebraisch abgeschlossener Körper ist, der algebraisch (aber nicht to-
pologisch) isomorph zu C ist [Was, §.].

Alle Ringe haben eine 1 und Ringhomomorphismen seien stets unitär. Der Buchstabe p
steht, wenn er ohne weitere Erläuterung verwendet wird, stets ür eine beliebige Primzahl.
Mit φ bezeichnen wir ausschließlich die Eulersche φ-Funktion.

Ein Zahlkörper ist eine endliche Erweiterung von Q. Wenn S eine endliche Menge von
Primstellen eines solchen ZahlkörpersK ist, bezeichnenwir mitK S die maximale außerhalb
von S unverzweigte Erweiterung von K . Mit AK bezeichnen wir den Adelring von K und
mit IK seine Idelgruppe. Wenn v eine archimedische Stelle eines Zahlkörpers K ist und w
eine Fortsetzung auf eine Erweiterung L, definieren wir die Zerlegungsgruppe von w wie
üblich als die Stabilisatorgruppe von w in Gal(L|K) und die Trägheitsgruppe als identisch
mit der Zerlegungsgruppe. Dadurch sehen wir v in der Erweiterung L|K als verzweigt an,
wenn v in K eine reelle Stelle ist, es aber in L eine Fortsetzung zu einer komplexen Stellew
gibt.

Für einen Körper K bezeichnen wir mit µ(K) die Gruppe der Einheitswurzeln in K , al-
so die Torsionsgruppe von K × . Für eine natürliche Zahl n bezeichnen wir mit µn(K) die
Untergruppe der n-ten Einheitswurzeln und mit µn∞(K) die Gruppe der Einheitswurzeln,
deren Ordnung eine Potenz von n ist. Wenn klar ist, welcher Körper gemeint ist, lassen wir
diesen auch weg.

Für jede Primzahl p bezeichnen wir mit | · |p den p-adischen Betrag aufQp , den wir stets
als durch |p |p = p−1 normiert voraussetzen. Wenn K eine endliche Erweiterung von Qp
mit Ganzheitsring O ist, so heißt die Inklusion

ωK : µ(K) .... O×

der Teichmüller-Charakter ür K . Mitunter bezeichnen wir diesen auch mitωO oder einfach
nur mit ω.

Für den Ring der quadratischen Matrizen von Dimension n ∈ N mit Koeffizienten in
einem Ring R schreiben wir Mn(R), und GLn(R) sei seine Einheitengruppe. Wenn in einer
Matrix eine Stelle freigelassen wird, so steht dies ür eine 0, während ein ∗ ür einen be-
liebigen Eintrag steht. Für einen geordneten kommutativen Ring R (z.B. einen Teilring von
R) bezeichnen wir mit GL+n (R) die Untergruppe von GLn(R) der Matrizen mit positiver
Determinante.

Sta „projektiver Limes“ sagen wir meistens „Limes“ und sta „induktiver Limes“ sagen
wir „Kolimes“. Wir schreiben hierür lim und colim.

Ein kompakter topologischer Raum muss nicht notwendig hausdorffsch sein.
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Notationen und Konventionen

WennG eine (möglicherweise topologische) Gruppe ist, bezeichnen wir mitGab die Abe-
lisierung vonG. Damit meinen wir denotienten vonG nach dem kleinsten Normalteiler,
der alle Kommutatoren enthält, und im Falle einer topologischen Gruppe abgeschlossen ist.
Wenn R ein kommutativer Ring ist, schreiben wir QuotR ür den totalen otientenring
von R, d.h. die Lokalisierung von R nach der Menge aller Nichtnullteiler (da Nullteiler keine
Einheiten sein können, ist das die größtmögliche Lokalisierung). Wenn R nullteilerfrei ist,
bezeichnet also QuotR seinen otientenkörper.

Wir benutzen die folgenden Kategorien:

Set Kategorie der Mengen
Top Kategorie der topologischen Räume
Grp Kategorie der Gruppen
Ab Kategorie der abelschen Gruppen
Ring Kategorie der Ringe
Mod (R) Kategorie der Moduln über einem Ring R; stetige R-Moduln, falls R

ein topologischer Ring ist
Alg(R) Kategorie der R-Algebren ür einen Ring R; stetige R-Algebren, falls

R ein topologischer Ring ist
Mod (G) Kategorie der abelschenGruppenmit Operation einer GruppeG (ste-

tig, falls G eine topologische Gruppe ist)
Func(C ,D) Kategorie von Funktoren zwischen zwei Kategorien C und D

Wenn wir einer dieser Kategorien ein „Fin“ voranstellen, meinen wir damit die volle Un-
terkategorie, deren Objekte endlich sind, soweit dies sinnvoll ist. So bezeichnet z.B. FinGrp

die Kategorie der endlichen Gruppen.
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I. Algebraische Grundlagen

Wir beginnen, indem wir verschiedene Grundlagen bereitstellen, die wir in den späteren
Kapiteln benötigen werden. Die einzelnen Abschnie dieses Kapitels hängen meist nur lose
zusammen.

1. Proendliches

Eine proendliche Gruppe ist bekanntlich eine Gruppe, die (projektiver) Limes von endlichen
Gruppen ist. Eine analoge Definition kann man ür topologische Räume, Ringe etc. machen.
All dies sind jedoch Spezialälle einer allgemeinen Konstruktion, die wir zu Beginn erklären
wollen, um alle diese Definitionen unter einem gemeinsamen Dach zu versammeln.

Es sei dazu zunächst eine proendliche Gruppe G gegeben, die wir als Limes

G = lim
i∈ I

G i

von endlichen GruppenGi schreiben, wobei i eine gerichtet geordnete Menge (I , ≤) durch-
läu. Hierbei vereinbaren wir die Konvention, dass die Morphismen stets vom größeren
zum kleineren gehen, d.h. ür i , j ∈ I mit i ≤ j gebe es ein zugehöriges fi j : G j .... Gi . Die
Zuordnung

i ... Gi , (i ≤ j) ... fi j

können wir als Funktor I .... FinGrp sehen, wenn wir I als (kleine) Ordnungskategorie¹
auffassen. Jeder Funktor von einer kleinen gerichteten Ordnungskategorie in die Kategorie
der endlichen Gruppen definiert auf diese Weise eine proendliche Gruppe, und umgekehrt
kann jede proendliche Gruppe durch einen solchen Funktor beschriebenwerden (der jedoch
nicht eindeutig ist).

Wir nehmen uns nun eine weitere proendliche Gruppe

H = lim
j∈ J

H j

und betrachten einen stetigen Gruppenhomomorphismus ϕ : G .... H . Durch Verkeung
mit den Projektionen π j : H .... H j bekommen wir aus ϕ eine Familie von stetigen Homo-
morphismen

(ϕ j : G .... H j)j∈ J ∈
∏
j∈ J

Hom(G ,H j),

¹ Die Eigenscha, dass die geordneteMenge I gerichtet geordnet ist, wird ür die zugehörige Ordnungskategorie
in der Literatur meist als „filternd“ (engl. „filtrant“) bezeichnet. Wir nennen solche Kategorien hier einfach
gerichtete Ordnungskategorien.
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die mit den Abbildungen H j .... H j′ ür j′ ≤ j verträglich ist. Wegen der universellen
Abbildungseigenscha von H liefert umgekehrt jede solche Familie einen stetigen Homo-
morphismus G .... H . Deshalb ist

Hom(G ,H) .... lim
j

Hom(G ,H j), ϕ ... (ϕ j = π j ◦ ϕ)j

eine Bijektion.
Sei nun j fest und ϕ j : G .... H j ein Homomorphismus. Da die Topologie auf H j diskret

ist, ist der Kern von ϕ j offen in G. Er muss also einen offenen Normalteiler N enthalten,
sodass G/N = Gi ür ein i gilt, und der induzierte Homomorphismus ϕ i j : G i .... H j legt
ϕ j bereits fest. Das i ist natürlich nicht eindeutig bestimmt, alle i′ ∈ I mit i′ ≥ i haben
ebenfalls diese Eigenscha. Wir können aber eine Abbildung

Hom(G ,H j) ....
⨿
i∈ I

Hom(Gi ,H j)
/
∼ , ϕ j ... [ϕ i j ]

definieren, wobeiwir auf der rechten Seite zweiHomomorphismenG i .... H j undG i′ ....

H j identifizieren, wenn i′ ≥ i und die Morphismen mit der Abbildung Gi′ .... Gi verträg-
lich sind (genauer teilen wir die durch diese Bedingungen erzeugte Äquivalenzrelation her-
aus). Diese Abbildung ist wieder eine Bijektion. Auf der rechten Seite steht nun der Kolimes
der Hom(Gi ,H j). Wir haben also gezeigt:

Lemma .: Es gibt eine kanonische Bijektion

Hom(G ,H) .... ∼ lim
j∈ J

colim
i∈ I

Hom(Gi ,H j).

Dies nehmen wir zum Anlass ür die folgende Definition.

Definition .: Sei C eine beliebige Kategorie. Wir definieren eine Kategorie Pro(C), die
wir die pro-Kategorie zu C nennen, wie folgt: Objekte seien Funktoren F : I .... C von
kleinen gerichteten Ordnungskategorien nach C, und

HomPro(C)(F , G) = lim
j∈ J

colim
i∈ I

HomC(F (i),G(j)).

Man hat ür jede Kategorie C einen kanonischen Funktor

ιC : C .... Pro(C)

in die zugehörige pro-Kategorie. Dieser ist durch

ιC(X ) : {•} .... C , • ... X , id• ... idX

ür X ∈ C gegeben, wobei {•} die terminale Kategorie bezeichnet (ιC soll das Naheliegen-
de mit Morphismen tun). Man sieht sofort, dass dieser volltreu ist, und wir demnach jede
Kategorie als Unterkategorie ihrer pro-Kategorie auffassen können.

Wir wollen ein paar abstrakte Aussagen über pro-Kategorien zusammenstellen, die spä-
ter nützlich sein werden. Dazu sei stets C eine beliebige Kategorie.
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Lemma .: In Pro(C) gibt es kleine gerichtete Limiten.

Beweis: [KS], m. .. und Bemerkung danach. □

Lemma .: Es sei F : I .... C ein Objekt in Pro(C). Dann gilt in Pro(C)

F � lim
i∈ I

ιC(F (i)).

Beweis: Nach Lemma . existiert der Limes auf der rechten Seite in Pro(C). Wir betrachten
ür ein i ∈ I

HomPro(C)(F , ιC(F (i))) = colim
j∈ I

HomC(F (j), F (i)).

Die Identität auf F (i) liefert ein Element der obigen Morphismenmenge, das wir mit πi
bezeichnen. Um die Behauptung zu zeigen, genügt der Nachweis, dass F zusammen mit
den πi : F .... ιC(F (i)) die universelle Eigenscha des Limes’ limi ιC(F (i)) erüllt. Dies
ist eine einfache Rechnung und soll hier nicht ausgeührt werden. □

Lemma .: Es seien I und J kleine gerichtete Ordnungskategorien. Dann ist auch ihr Produkt
wieder eine solche. Es sei ein Bifunktor F : I × J .... C gegeben. Dieser induziert Funktoren
FI : I .... Func(J , C) und FJ : J .... Func(I , C), die als Funktoren mit Werten in Pro(C)
aufgefasst werden können. Es gilt dann in Pro(C)

lim
i∈ I

F I (i) � lim
j∈ J

F J (j).

Beweis: Die erste Aussage ist [KS, Prop. .. (iii)]. Für die zweite Aussage verwenden
wir [KS, Prop. ..]. Für die Kategorie, die dort C heißt, setzen wir Pro(C) ein, was nach
Lemma . die Voraussetzung dort erüllt. Wir setzen dort α = ιC ◦ F und erhalten dann
die Behauptung zusammen mit Lemma .. □

Bemerkung .: Wir bleiben in der Situation von Lemma .. Dass die Zuordnung F : I ×
J .... C ein Bifunktor ist, ist dazu äquivalent, dass F I und F J jeweils Funktoren sind und
außerdem ür alle i′ ≤ i in I und j′ ≤ j in J das Diagramm

..

..F (i , j) ..F (i , j′)

..F (i′, j) ..F (i′, j′)

kommutiert [KS, S. ].

Definition .: Die pro-Kategorien der Kategorien der endlichen diskreten topologischen
Räume, der endlichen Gruppen, der endlichen Ringe heißen jeweils die Kategorien der pro-
endlichen Räume, proendlichen Gruppen, proendlichen Ringe. Wir bezeichnen sie mit PrfTop,
PrfGrp, PrfRing . Entsprechend sei die Kategorie PrfAlg(R) der proendlichenR-Algebren über
einem proendlichen Ring R definiert.
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Genau genommen ist eine proendliche Gruppe nach dieser Definition also ein gerichte-
tes System von endlichen Gruppen. Der Funktor lim von der Kategorie der proendlichen
Gruppen in die Kategorie der topologischen Gruppen, der ein solches System auf seinen Li-
mes abbildet (der hier zumGlück stets existiert!), ist nach den obigen Überlegungen volltreu
und definiert somit eine Äquivalenz von Kategorien auf sein Bild. In diesem Sinne können
wir die Kategorie der proendlichen Gruppen als Unterkategorie der topologischen Gruppen
sehen, sodass eine proendliche Gruppe auch wirklich eine Gruppe ist.² Analog stellen wir
uns auch die anderen pro-Kategorien vor, wenn ein geeigneter Limes-Funktor existiert (was
ür alle bisher genannten Beispiele der Fall ist).

Die proendlichen Räume, Gruppen und Ringe können folgendermaßen charakterisiert
werden:

Satz .: (a) Sei X ein topologischer Raum. Dann sind äquivalent:

(i) X ist ein proendlicher Raum.

(ii) X ist kompakt, hausdorffsch und total unzusammenhängend.

(iii) X ist kompakt, hausdorffsch und jeder Punkt hat eine Umgebungsbasis aus
Mengen, die zugleich offen und abgeschlossen sind.

(b) Sei G eine topologische Gruppe. Dann sind äquivalent:

(i) G ist eine proendliche Gruppe.

(ii) G ist kompakt, hausdorffsch und total unzusammenhängend.

(iii) G ist kompakt, hausdorffsch und das Neutralelement hat eine Umgebungsbasis
aus offenen Normalteilern.

(c) Sei R ein topologischer Ring. Dann sind äquivalent:

(i) R ist ein proendlicher Ring.

(ii) R ist kompakt und hausdorffsch.

(iii) R ist kompakt, hausdorffsch und total unzusammenhängend.

(iv) R ist kompakt, hausdorffsch und die 0 hat eine Umgebungsbasis aus offenen
Idealen.

Beweis: [RZ, m. .., m. .. und Prop. ..] □

Beispiel .: JedeGaloisgruppe ist, mit der Krulltopologie versehen, eine proendlicheGrup-
pe. Umgekehrt taucht auch jede proendliche Gruppe als Galoisgruppe einer Körpererwei-
terung auf (sogar in beliebiger Charakteristik); siehe dazu [RZ, m. ..].

Eine Untergruppe einer proendlichen Gruppe ist genau dann wieder proendlich, wenn
sie abgeschlossen ist. Der Raum der Nebenklassen modulo einer Untergruppe ist auch ge-
nau dann proendlich, wenn die Untergruppe abgeschlossen ist, und insbesondere ist eine
Faktorgruppe nach einem Normalteiler genau dann proendlich, wenn dieser abgeschlossen
ist. Deshalb werden wir in der Regel nur abgeschlossene Untergruppen von proendlichen
Gruppen betrachten.

² Wenn man ganz genau sein will, sollte man sich die Kategorie der proendlichen Gruppen als den Isomor-
phieabschluss des Bildes des Limes-Funktors in der Kategorie der topologischen Gruppen vorstellen, d.h.
man nimmt zu diesem Bild noch alle isomorphen topologischen Gruppen hinzu.
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Definition .: Es sei C eine Klasse endlicher Gruppen.³ Eine proendliche Gruppe heißt
pro-C-Gruppe, wenn sie Limes von Gruppen aus C ist. Die pro-C-Gruppen bilden eine Ka-
tegorie, die wir mit PrfGrpC bezeichnen.

Wichtige Beispiele ür C sind die Klassen aller endlichen zyklischen Gruppen und aller
p-Gruppen, in welchen Fällen man von prozyklischen Gruppen bzw. pro-p-Gruppen spricht.

Wir wollen nun ür pro-C-Gruppen ein Analogon zu den freien Gruppen aus der abs-
trakten Gruppentheorie definieren. Dort werden die freien Gruppen dadurch beschrieben,
dass man zu dem VergissfunktorV : Grp .... Set von der Kategorie der Gruppen in die Ka-
tegorie der Mengen einen linksadjungierten Funktor F : Set .... Grp hat, der eine Menge
auf die von ihr erzeugte freie Gruppe abbildet. Dies bauen wir nun in der proendlichenWelt
nach.

Definition .: SeiV : PrfGrpC
.... PrfTop der Vergissfunktor, der eine pro-C-Gruppe auf

den zugrundeliegenden proendlichen Raum schickt. Wenn es einen zuV linksadjungierten
Funktor F : PrfTop .... PrfGrpC gibt, so heißt F (X ) ür einen proendlichen RaumX die freie
pro-C-Gruppe über X .

Satz .: Der zu V linksadjungierte Funktor F existiert.⁴

Beweisskizze: Es sei ein proendlicher RaumX gegeben.Wir müssen also eine pro-C-Gruppe
F (X ) zusammen mit einer stetigen Abbildung ι : X .... F (X ) angeben, sodass es ür jede
weitere stetige Abbildung f : X .... G in eine pro-C-Gruppe G genau eine Fortsetzung
ϕ : F (X ) .... G gibt, mit der das Diagramm

..

..F (X ) ..G

..X

.

ϕ

.ι .f

kommutiert. Wir geben hier nur kurz an, wie F (X ) konstruiert wird, die Details finden sich
in [RZ, Prop. ..].

Sei dazu D die abstrakte freie Gruppe mit Basis X und

N = {N ⊆ D | N normale Untergruppe, D
/
N ∈ C , ∀d ∈ D : X ∩ dN offen in X}.

Wir setzen
F (X ) = lim

N ∈N
D

/
N

und definieren ι als die KompositionX .... D .... F . Dieses F (X ) hat dann die gewünschte
universelle Eigenscha. □

³ C enthalte ür ein G ∈ C stets auch alle zu G isomorphen Gruppen.
⁴ Hier müssen noch einige technische Anforderungen an C gefordert werden, z.B. Abgeschlossenheit unter
otientenbildung, Untergruppenbildung, etc. Für die Details verweisenwir auf [RZ, §.]. Bei uns werden
diese Bedingungen immer erüllt sein.
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Beispiel .: Eine endliche Menge mit n Elementen ist auch ein proendlicher Raum. Die
zugehörige freie pro-C-Gruppe heißt die freie pro-C-Gruppe von Rang n. Die freie proend-
liche Gruppe von Rang 1 ist Ẑ. Die freie pro-p-Gruppe von Rang 1 ist Zp . Dies sieht man
direkt an der Konstruktion, die im Beweis von Satz . angegeben ist.

Wenn G irgendeine (multiplikativ geschriebene) pro-C-Gruppe ist und Z die freie pro-
C-Gruppe von Rang 1, deren erzeugendes Element wir mit 1 bezeichnen, dann gibt es ür
jedes д ∈ G genau einen Homomorphismus ϕ : Z .... G mit ϕ(1) = д. Wir setzen dann

дz = ϕ(z)

ür z ∈ Z und können auf diese Weise Elemente von G mit Elementen aus Z potenzieren.
Hierbei gilt дzw = дzдw ür z ,w ∈ Z . Wenn G eine abelsche Gruppe ist, so gilt außerdem
(дh)z = дzhz ür д,h ∈ G. Im Falle aller proendlichen Gruppen bzw. der pro-p-Gruppen
gilt Z = Ẑ bzw. Z = Zp , was sogar Ringe sind. Dadurch wird aufG eine Z -Modul-Struktur
definiert. Wir haben also gezeigt:

Satz .: Jede proendliche abelsche Gruppe ist auf eindeutige Weise ein Ẑ-Modul. Jede abel-
sche pro-p-Gruppe ist auf eindeutige Weise ein Zp-Modul.

Wir wollen nun noch eine weitere Konstruktion aus der abstrakten Algebra in die pro-
endliche Welt übertragen, nämlich die des Gruppenrings. Wenn R ein kommutativer Ring
ist und G eine Gruppe, dann erüllt der Gruppenring R[G] die folgende universelle Eigen-
scha: ür jede R-Algebra A und jeden Gruppenhomomorphismus G .... A× gibt es ge-
nau eine Fortsetzung zu einem R-Algebren-Homomorphismus R[G] .... A. Anders ausge-
drückt: der Funktor R[·] : Grp .... Alg(R) ist linksadjungiert zum Einheitengruppenfunktor
(·)× : Alg(R) .... Grp.

Definition .: Sei R ein proendlicher Ring undU : PrfAlg(R) .... PrfGrp der Funktor, der
einer proendlichen R-Algebra ihre Einheitengruppe zuordnet.⁵ Wenn dieser einen links-
adjungierten Funktor F : PrfGrp .... PrfAlg(R) hat, so heißt F (G) die proendliche Gruppe-
nalgebra (oder der proendliche Gruppenring) zu einer proendlichen Gruppe G. Sta F (G)
schreiben wir R[[G]].

Der proendliche Gruppenring existiert ebenfalls immer:

Satz .: Die proendliche R-Algebra

R[[G]] = lim
N

R[G/N ]

erüllt die in Definition . geforderte universelle Eigenscha. Hierbei durchlaufe N alle offe-
nen Normalteiler in G.

⁵ Für beliebige topologische Ringe R definiert die Zuordnung R ... R× keinen Funktor in die Kategorie der
topologischen Gruppen, da die Inversion nicht stetig sein muss! Für einen proendlichen Ring R = limRi gilt
aber R× = limR×

i , sodass dieser Funktor wohldefiniert ist.
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Beweis: Man beachte zunächst, dass dieser Limes wegen Lemma . in der Kategorie der
proendlichen R-Algebren existiert. Um zu zeigen, dass dieser Ring die gewünschte univer-
selle Eigenscha erüllt, sei eine proendliche R-Algebra A und ein Gruppenhomomorphis-
mus G .... A× gegeben. Wir schreiben A als Limes

A = lim
i
Ai

endlicher R-Algebren.Wegen der universellen Eigenscha vonA genügt es, ür jedes i einen
stetigen Homomorphismus R[[G]] .... Ai anzugeben, sodass diese alle kompatibel sind. Wir
betrachten ür ein festes i die Komposition

G .... A× .... A×
i .

Da Ai endlich ist, faktorisiert diese überG/N ür einen offenen Normalteiler N vonG, und
die universelle Eigenscha des abstrakten Gruppenrings liefert dann einen R-Algebren-Ho-
momorphismus R[G/N ] .... Ai . Indem wir diesem die Projektion R[[G]] .... R[G/N ] vor-
schalten, erhalten wir auf diese Weise ür jedes i Homomorphismen

R[[G]] .... Ai ,

und es ist leicht zu verifizieren, dass diese kompatibel sind. Dies zeigt die Behauptung. □

Wenn R = O der Ganzheitsring in einer endlichen Erweiterung von Qp ist, dann nennt
man den proendlichen Gruppenring O[[G]] mitunter auch die Iwasawa-Algebra von G.

Wir haben eine kanonische Abbildung von G in diesen proendlichen Gruppenring, die
durch

G .... R[[G]]× , д ... (дN )N

gegeben ist. Wir schreiben ür das Bild eines д ∈ G unter dieser Abbildung meistens auch
wieder д. Auf diese Weise kann der „normale“ Gruppenring R[G] nach R[[G]] eingebeet
werden und liegt dort dann dicht [RZ, Lem. .. (c)]. Schließlich erhält man genau wie
in der abstrakten Algebra:

Satz .: Wenn M ein proendlicher R-Modul ist und eine proendliche Gruppe G stetig auf
M operiert, sodass diese Operation verträglich mit der R-Modul-Struktur ist, dann ist M auf
eindeutige Weise ein R[[G]]-Modul.

Beweis: [RZ, Prop. .. (d)] □

Mitunter betrachen wir auch ür nicht-proendliche Ringe R (etwa R = Qp) und eine
proendliche Gruppe den Ring

R[[G]] = lim
N

R[G/N ].

2. Iwasawa-Moduln

In der Zahlentheorie treten o in natürlicher Weise Galois-Moduln auf, d.h. abelsche Grup-
pen, auf denen eine GaloisgruppeG operiert. Eine solche abelsche Gruppe kann dann, wenn
sie proendlich oder diskret ist, als Modul über dem proendlichen Gruppenring Ẑ[[G]] aufge-
fasst werden, bzw. über Zp[[G]], wenn sie eine pro-p-Gruppe ist (vgl. Sätze . und .).
Daher kommt dem Studium von Zp[[G]]-Moduln eine besondere Bedeutung zu. Für solche
Moduln gibt es in gewissen Fällen eine schöne Strukturtheorie, die im Folgenden kurz zu-
sammengefasst werden soll.
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2.1. Vorbemerkungen

In diesem Abschni sei p eine Primzahl,m ∈ N zu p teilerfremd und R ein kommutativer
nullteilerfreier Ring mit otientenkörper K und separablem Abschluss K .

Sei zunächst G eine beliebige Gruppe. Für einen Modul M über dem Gruppenring R[G]
und einen Charakter χ : G .... R× betrachten wir den Untermodul

M χ = {m ∈ M | ∀д ∈ G : д ·m = χ(д)m}, (.)

welchen wir den Eigenraum zu χ nennen. Dann haben wir einen kanonischen Morphismus⊕
χ

M χ .... M , (.)

wobei in der Summe χ alle Charaktere von G durchläu. Wenn G endlich ist, R die Werte
aller Charaktere χ : G .... K

×
enthält und die Gruppenordnung von G in R invertierbar

ist, ist dies ein Isomorphismus [Was, S. ]. Die Projektion vonM aufM χ kann in diesem
Fall durch

M .... M χ , m ... ε χm

mit
ε χ =

1

#G

∑
д∈G

χ(д)д−1 ∈ R[G]

ausgedrückt werden. Man rechnet leicht nach, dass

ε χд = χ(д)ε χ (.)

ür alle д ∈ G gilt.

Definition .: Wir setzen
Zp ,m = lim

r∈N
Z

/
mprZ .

Lemma .: Es gilt kanonisch
Z×
p ,m � ∆ × Γ

mit Γ = 1 + pZp und ∆ = (Z/mpZ)× ür p , 2 und∆ = (Z/4mZ)× ür p = 2.

Beweis: Wir zeigen die Aussage nur im Fall p , 2, der andere Fall geht ähnlich. Sei n ∈ N.
Die kanonische Abbildung

1 + pZp .... Z×
p

....
(
Z

/
pnZ

) ×
induziert eine exakte Sequenz

1 .... 1 + pZp

1 + pnZp
....

(
Z

/
pnZ

) × ....
(
Z

/
pZ

) × .... 1.

Diese Sequenz spaltet, denn(
Z

/
pZ

) × ....
(
Z

/
pnZ

) ×
, a ... ap

n−1
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ist ein Schni ür die rechte Abbildung. Zusammen mit dem chinesischen Restsatz liefert
das (

Z
/
mpnZ

) ×
�

(
Z

/
mpZ

) × × 1 + pZp

1 + pnZp
. (.)

Nimmt man hierüber den Limes, folgt die Behauptung. □

Insbesondere erhalten wir Zerlegungen

Z×
p ,m �

(
Z

/
mpZ

) × × Γ �
(
Z

/
mZ

) × × Z×
p .

Die Gruppe Γ ist zur additiven Gruppe von Zp isomorph [Neu, Kap. , (.)].
Es sei nun G = ∆ × Γ mit Gruppen Γ und ∆, die jeweils (nichtkanonisch) zu Zp bzw.

einem otienten von (Z/mpZ)× isomorph sind (ein Beispiel ür ein solches G ist Z×
p ,m).

Weiter nehmen wir ab jetzt an, dass R die Werte aller Charaktere von ∆ enthält und die
Gruppenordnung von∆ inR invertierbar ist. IndemwirR[[G]] alsModul überR[∆] auffassen,
bekommen wir wie in (.) eine Zerlegung

R[[G]] =
⊕
δ

R[[G]]δ

in der δ über alle Charaktere von ∆ läu.

Lemma .: Jeder der Summanden R[[G]]δ ist als R-Modul kanonisch zu R[[Γ]] isomorph.

Beweis: Es sei εδ wie in (.) definiert. Dann gilt R[[G]]δ = εδR[[G]]. Es sei Γn = (1 +
pZp)/(1 + pnZp) und Gn = ∆ × Γn . Wir konstruieren einen Isomorphismus εδR[Gn] �
R[Γn], die Behauptung folgt dann wieder über den Limes.

Sei dazu nun n fest. Für ein д = (a,γ ) ∈ Gn = ∆ × Γn ist εδд = δ(a)γεδ nach (.).
Durch R-lineare Fortsetzung von

εδд ... δ(a)γ

erhält man einen R-Modul-Homomorphismus εδR[Gn] .... R[Γn]. Andererseits erhält man
durch R-lineare Fortsetzung von

R[Γn] .... εδR[Gn], γ ... εδ (1,γ ) (γ ∈ Γn)

einen Homomorphismus in die umgekehrte Richtung, und man rechnet leicht nach, dass
diese zueinander invers sind. □

2.2. Strukturtheorie

Es sei Λ ein kommutativer noetherscher ganzabgeschlossener Ring.

Definition .: Ein Λ-Modul M heißt pseudo-null, wenn er endlich erzeugt ist und ür alle
Primideale p von Höhe ≤ 1 gilt Mp = 0.


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Diese Definition hat auch eine geometrische Interpretation. Sei dazu X = SpecΛ das
zu Λ gehörende affine Schema. Ein endlich erzeugter Λ-Modul M definiert eine kohärente
OX -Modulgarbe M̃ auf X . Der Träger von M̃ ist ein abgeschlossenes Unterschema von X .
Die Bedingung, dass M pseudo-null ist, bedeutet dann gerade, dass der Träger von M̃ in X
mindestens Kodimension 2 hat, also in gewissem Sinne „klein“ ist.

Ein Λ-Modul-HomomorphismusM .... N heißt Pseudo-Isomorphismus, wenn sein Kern
und sein Kokern beide pseudo-null sind. Das ist dazu äquivalent, dass ür alle Primideale
p von Höhe ≤ 1 die induzierte Abbildung Mp .... Np ein Isomorphismus ist. Man beach-
te, dass Pseudo-Isomorphie im Allgemeinen keine Äquivalenzrelation ist! Wenn man sich
jedoch auf endlich erzeugte Λ-Torsionsmoduln einschränkt, ist es eine Äquivalenzrelation
[NSW, S. ].

Ab jetzt nehmen wir Λ als nullteilerfrei an. Die erste wichtige Strukturaussage ür Λ-
Moduln ist

Satz .: SeiM ein endlich erzeugter Λ-Modul, T der Torsionsuntermodul und F = M/T .

(a) Es gibt einen Pseudo-IsomorphismusM .... F ⊕ T .

(b) Es gibt endlich viele natürliche Zahlen n1 , . . . ,nt und Primideale p1 , . . . ,pt von Höhe
1 und einen Pseudo-Isomorphismus

T ....
t⊕

i=1

Λ
/
p
ni
i
.

Diese sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis: [NSW, Prop. ..] □

Man sollte sich diesen Satz als eine Analogie zum Struktursatz ür Moduln über Haupti-
dealringen vorstellen. Tatsächlich kann er mithilfe dieses Satzes bewiesen werden.

Einewichtige Anwendung dieses Satzes ist der Fall, dassΛ = O[[T ]] der Ring der formalen
Potenzreihen über dem Ganzheitsring O einer endlichen Erweiterung K von Qp ist. Λ ist
dann lokal – sein maximales Ideal wird von T und dem maximalen Ideal von O erzeugt –
und vollständig bzgl. der davon induzierten Topologie. In diesem Fall ist ein Modul über Λ
genau dann pseudo-null, wenn er endlich ist [NSW, Rem.  nach (..)], und der Modul
F aus Satz . ist frei [NSW, (..), (..)].

Sei also im FolgendenO ein solcher Ganzheitsring,m sein maximales Ideal, π ein Erzeu-
ger desselben und Λ = O[[T ]].

Bemerkung .: Es soll an dieser Stelle bemerkt werden, dass jede Potenzreihe f ∈ O[[T ]]
aufm konvergiert. Denn die Koeffizienten an ∈ O eines solchen f sind alle von Betrag ≤ 1,
und wenn wir ür T ein Element x ∈ m einsetzen, gilt |anxn | ≤ |π |−n . Also ist (anxn)n
eine Nullfolge, was in einem ultrametrischen Raum bereits ür die Konvergenz einer Reihe
genügt.

Ein praktisches Hilfsmiel im Umgang mit solchen Potenzreihen ist der Weierstraßsche
Vorbereitungssatz und sein Korollar.
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Definition .: Sei f =
∞∑
n=0

anX
n ∈ O[[T ]]. Dann heißt⁶

rld f := inf {n ∈ N0 : an < m} ∈ N0 ∪ {∞}
der reduzierte Untergrad von f . Ein Polynom f ∈ O[T ] heißt Weierstraß-Polynom, wenn es
normiert ist und

deg f = rld f

gilt, also genau dann, wenn es normiert ist und alle seine Koeffizienten außer dem Leitko-
effizienten in m liegen.

Lemma . (Division mit Rest): Seien f ,д ∈ O[[T ]], und sei rld f < ∞. Dann kann д eindeutig
in der Form

д = f q + r

geschrieben werden, wobei q ∈ O[[T ]] und r ∈ O[T ] ein Polynom ist mit

deg r < rld f .

Beweis: [Was, Prop. .] □

Satz . (Weierstraßscher Vorbereitungssatz): Es sei f ∈ O[[T ]], f , 0. Dann lässt sich f in
eindeutiger Weise als Produkt

f = π n · F · u

schreiben, wobei u ∈ O[[T ]]× eine Einheit ist und F ∈ O[T ] ein Weierstraß-Polynom.

Beweis: [Was, m. .] □

Korollar .: Es sei f ∈ O[[T ]], f , 0 eine Potenzreihe, die irgendwo konvergiert. Dann hat
die dadurch dargestellte Funktion nur endlich viele Nullstellen.

Beweis: Mit dem Weierstraßschen Vorbereitungssatz können wir f als

f = πm · F · u

mit F ∈ O[T ] undu ∈ O[[T ]]× schreiben, und die Nullstellen von f stimmen dann mit denen
von F überein. Davon gibt es nur endlich viele, da F ein Polynom ist. □

Mithilfe des Weierstraßschen Vorbereitungssatzes können nun die Primideale von Höhe
1 in Λ klassifiziert werden.

Lemma .: Die Primideale von Höhe 1 in Λ sind von der Form (p) oder (F ), wobei F ein
irreduzibles Weierstraß-Polynom ist.

Beweis: Das ist eine leichte Konsequenz aus dem Weierstraßschen Vorbereitungssatz .,
siehe [NSW, (..)]. □

Zusammenmit dem allgemeinen Struktursatz . ergibt das vorige Lemma den folgenden
Struktursatz ür O[[T ]]-Moduln.

⁶ „rld“ steht ür „reduced lower degree“.
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Satz .: Es seiM ein endlich erzeugter Λ-Modul. Dann gibt es einen Pseudo-Isomorphismus

M .... Λr ⊕
s⊕

i=1

Λ
/
pm i ⊕

t⊕
j=1

Λ
/
F
n j
j
. (.)

Hierbei sind die F j irreduzible Weierstraß-Polynome, die r , s , t ,mi ,n j natürliche Zahlen und
die F j sind bis auf Reihenfolge und Multiplikation mit Einheiten, diemi , n j bis auf Reihenfolge
eindeutig bestimmt.

Definition .: Das Ideal, das von dem Produkt

s∏
i=1

pmi

t∏
j=1

F
n j
j

erzeugt wird, ist durch M eindeutig bestimmt. Es heißt charakteristisches Ideal von M .

Das charakteristische Ideal ist eine wichtige Invariante eines solchen Moduls. Man kann
es als ein Analogon der Gruppenordnung sehen: denn wennA eine endliche abelsche Grup-
pe ist, dann gibt es einen Isomorphismus von Z-Moduln

A ....
s⊕

i=1

Z
/
pm i
i Z

ür bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmte Primzahlen pi und Exponentenmi . Das „cha-
rakteristische Ideal“ vonA inZwäre dann (pm1

1 · · ·p
ms
s ), es wird also von der Gruppenord-

nung erzeugt.

Bemerkung .: Sei E der Λ-Modul, der in (.) auf der rechten Seite steht. Der Name
„charakteristisches Ideal“ kommt daher, dass das Polynom

t∏
j=1

F
n j
j

das charakteristische Polynom des Endomorphismus’ des K-VektorraumesM ⊗O K ist, der
von der Multiplikation mit T induziert wird, falls M ein Torsionsmodul ist (wobei K der
otientenkörper von O ist). In diesem Fall gilt nämlich r = 0 und jeder der Summanden
Λ/pmi ist bereits ein O-Torsionsmodul, sodass

E ⊗O K �
t⊕

j=1

K ⊗O Λ
/
F
n j
j

gilt. Sei nun F = T d +
∑d−1

k=0 akT
k ein Weierstraßpolynom. Dann ist K ⊗O Λ/F ein d-

dimensionaler K-Vektorraum mit Basis 1,T , . . . ,T d−1 und bezüglich dieser Basis hat die
Multiplikation mit T die Abbildungsmatrix

−a0
1

...
. . .

...

1 −ad−1

 ,
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deren charakteristisches Polynom F ist. Ferner sieht man leicht, dass die charakteristischen
Polynome der vonT induzierten Endomorphismen aufM⊗OK und E⊗OK übereinstimmen.

Im Hinblick auf arithmetische Anwendungen soll nun die Verbindung zu proendlichen
Gruppenringen hergestellt werden. Sei dazu Γ eine multiplikativ geschriebene proendliche
Gruppe, die (nichtkanonisch) isomorph zur additiven Gruppe Zp ist. Wir wählen einen
topologischen Erzeuger γ ∈ Γ. Dann gilt:

Satz . (Iwasawa-Isomorphismus): Die Abbildung

O[[T ]] .... O[[Γ]], T ... γ − 1

ist ein Isomorphismus von proendlichen O-Algebren.

Beweis: [NSW, Prop. ..] □

Die Moduln über O[[T ]] sind also Moduln über einem proendlichen Gruppenring, also
einer Iwasawa-Algebra, und heißen deshalb auch Iwasawa-Moduln. Da die Wahl eines an-
deren topologischen Erzeugers von Γ einen Automorphismus von Λ induziert, der ins-
besondere ein Pseudo-Isomorphismus ist, hängt das charakteristische Ideal eines solchen
Iwasawa-Moduls nicht von der Wahl eines topologischen Erzeugers ab.

Es sei nun G von der Gestalt G = ∆ × Γ mit Gruppen Γ und ∆, die jeweils (nichtka-
nonisch) zu Zp bzw. einem otienten von F×

p isomorph sind (hier und im folgenden ist
F×
p durch (Z/4Z)× � {±1} zu ersetzen, falls p = 2), und M ein endlich erzeugter Modul

über O[[G]]. Wir befinden uns also in der Situation von Abschni . mitm = 1 und R = O
(beachte, dass dann R die dortigen Voraussetzungen erüllt!). Die Charaktergruppe von F×

p
ist zyklisch und wird vom Teichmüller-Charakter ω erzeugt (vgl. Bemerkung .), und die
Charaktergruppe von ∆ ist eine Untergruppe derer von F×

p . Damit können wir

M =
⊕
i

Mi ,

und
O[[G]] =

⊕
i

O[[G]]i

schreiben, wobei hier i über die in dieser Untergruppe vorkommenden Potenzen vonω läu
und das Subskript i jeweils ür den entsprechenden Eigenraum von ω i steht. Da nach Lem-
ma . jedes O[[G]]i zu O[[Γ]] isomorph ist, können wir jedes Mi als O[[Γ]]-Modul auffassen
und haben dann wegen Satz . den Struktursatz . zur Verügung. Damit können wir
diesen auch auf Moduln über Λ(G) := O[[G]] verallgemeinern; siehe dazu auch [CS, m.
.]:

Satz .: Es seiM ein endlich erzeugter Λ(G)-Modul. Dann gibt es einen Pseudo-Isomorphis-
mus

M .... Λ(G)r ⊕
s⊕

j=1

Λ(G)
/
f j . (.)

Hierbei sind die f j Nicht-Nullteiler von Λ(G).
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Beweis: Sei Λ = O[[Γ]]. Für jedes i wie oben haben wir nach Satz . einen Pseudo-Isomor-
phismus

Mi .... Λr ⊕
si⊕
j=1

Λ
/
fi , j ,

wobei jedes fi , j wie dort entweder eine p-Potenz oder eine Potenz eines irreduziblen Wei-
erstraß-Polynoms ist. Ohne Einschränkung nehmen wir ferner an, dass alle si übereinstim-
men: dazu definieren wir s als das Maximum der si und definieren die „fehlenden“ fi , j als
1. Dann definieren wir f j als das Bild von

(fi , j)i ∈
⊕
i

Λ .... ∼
⊕
i

Λ(G)i = Λ(G). □

Definition .: Wir definieren das charakteristische Ideal vonM als das Ideal in Λ(G), das
von dem Produkt f1 · · · fr erzeugt wird.

Dieses ist also gerade ∏
i

Ci ,

wenn Ci das charakteristische Ideal von Mi als Λ-Modul im Sinne von Definition . be-
zeichnet.

3. Algebraische K-Theorie

AlgebraischeK-eorie ist eine „Homologietheorie ür Ringe“ oder allgemeiner ür gewisse
Kategorien. Sie besteht aus einer Familie von Funktoren Ki ür jedes i ∈ Z von der Katego-
rie der Ringe in die Kategorie der abelschen Gruppen, oder allgemeiner von einer Kategorie
von entsprechenden Kategorien in die Kategorie der abelschen Gruppen. Wenn R und S
Ringe sind, kann man zusätzlich zu den K-Gruppen Ki(R) bzw. Ki(S) ür jeden Ringhomo-
morphismus R .... S eine relative K-Gruppe Ki(R , S) definieren, und man hat zwischen
diesen K-Gruppen eine lange exakte Sequenz

· · · .... Ki+1(R , S) .... Ki+1(R) .... Ki+1(S) .... Ki(R, S) .... · · · .

Wir wollen hier nicht erklären, wie diese K-Gruppen im Allgemeinen aussehen, denn
wir brauchen nur K0 und K1. Die höheren K-Gruppen sind viel schwieriger zu definieren,
siehe dazu [Ros, Chap. ].

3.1. K0 und K1 von Kategorien

Definition .: Es sei C eine Kategorie mit den folgenden Eigenschaen:

• C ist eine volle additive Unterkategorie einer abelschen Kategorie A.

• Wenn
0 .... A .... B .... C .... 0

eine exakte Sequenz in A ist und A und C in C sind, dann auch B.
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• C hat ein kleines Skele (d. h. es gibt eine kleine volle Unterkategorie C′, sodass die
Inklusion C′ .... C eine Äquivalenz ist).

Eine solche Kategorie heißt Kategorie mit exakten Sequenzen. Eine Sequenz in C heißt exakt,
wenn sie in der C umfassenden abelschen Kategorie exakt ist.

In diesem Abschni sei C stets eine Kategorie mit exakten Sequenzen. Ferner nehmen
wir von allen Funktoren zwischen solchen Kategorien stets an, dass sie additiv sind.

Wir definieren nun die K-Gruppen K0 und K1 durch Angabe von Erzeugern und Relatio-
nen. Um die Erzeuger von ihren Äquivalenzklassen bezüglich dieser Relationen zu unter-
scheiden, schreiben wir diese Äquivalenzklassen als [·].
Definition .: (a) Die GruppeK0(C) ist derotient der freien abelschen Gruppe, die

von den Isomorphieklassen der Objekte aus C erzeugt wird, nach den Relationen
[B] = [A] + [C], wenn es in C eine exakte Sequenz

0 .... A .... B .... C .... 0

gibt.

(b) Die Gruppe K1(C) ist der otient der freien abelschen Gruppe, die von Paaren
(A, α)mitA ∈ C und α ∈ Aut(A) erzeugt wird, nach den Relationen [A, α ]+[A, β ] =
[A, α ◦ β ] und [B, β ] = [A, α ] + [C ,γ ], wenn es ein kommutatives Diagramm

..

..0 ..A ..B ..C ..0

..0 ..A ..B ..C ..0

.α . β. γ

mit exakten Zeilen gibt.

Aus der Relation in (a) folgt [A] + [B] = [A ⊕ B], und aus der zweiten Relation in (b) folgt
[A, α ]+[B , β ] = [A⊕B , α⊕β ]. Aus der ersten Relation in (b) folgt [A, idA] = [A, idA]+[A, idA]
und damit [A, idA] = 0.

WennD eine weitere Kategorie mit exakten Sequenzen ist und F : C .... D ein exakter
Funktor, so erhält dieser exakte Sequenzen und bildet deshalb die Diagramme aus Defini-
tion ., die die Relationen definieren, auf entsprechende Diagramme in D ab. Dadurch
induziert F Homomorphismen Ki(C) .... Ki(D) ür i = 1, 2. Auf diese Weise werden
K0 und K1 zu Funktoren von der Kategorie der Kategorien mit exakten Sequenzen⁷ in die
Kategorie der abelschen Gruppen.

Definition .: Es sei D eine weitere Kategorie mit exakten Sequenzen und F : C ....

D ein Funktor. Dann definieren wir die relative K-Gruppe K0(F ) als otient der freien
abelschen Gruppe, die von Tripeln (A1 ,A2 , α) erzeugt wird, sodass A1 ,A2 ∈ C und α ∈
HomD(F (A1), F (A2)) ein Isomorphismus ist, nach den Relationen

[A1 ,A2 , α ] + [A2 ,A3 , α
′] = [A1 ,A3 , α

′ ◦ α ]

⁷ Wir können jede Kategorie mit exakten Sequenzen als klein annehmen, deshalb gibt es die Kategorie der
Kategorien mit exakten Sequenzen.
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und
[B1 , B2 , β ] = [A1 ,A2 , α ] + [C1 ,C2 ,γ ],

wenn wir in C ür i = 1, 2 exakte Sequenzen

0 .... Ai .... Bi .... Ci .... 0

haben, sodass in D das Diagramm

..

..F (A1) ..F (B1) ..F (C1)

..F (A2) ..F (B2) ..F (C2)

.α . β. γ

kommutiert. Vgl. hierzu auch [Wei, Def. ..]. Wenn klar ist, welcher Funktor gemeint
ist, schreiben wir auch K0(C ,D) sta K0(F ).

Satz .: Es seien C undD Kategorien mit exakten Sequenzen und F : C .... D ein exakter
Funktor mit der folgenden Eigenscha:⁸ Für jedes D1 ∈ D gebe es ein D2 ∈ D und ein C ∈ C,
sodass D1 ⊕ D2 � F (C).

Dann gibt es eine exakte Sequenz

K1(C) .... K1(D) ...
∂. K0(F ) ...

ϕ. K0(C) .... K0(D).

Beweisskizze: Die in der Aussage unbezeichneten Pfeile in der Sequenz werden von F in-
duziert, wie bereits erklärt wurde. Wir geben an, wie die Abbildungen ∂ und ϕ definiert
sind. Dass die Sequenz exakt ist und die unten angegebenen Abbildungen wohldefiniert
sind, wollen wir hier nicht zeigen und verweisen dazu auf [Wei, Exerc. ..].

Der Homomorphismus ϕ sei durch

ϕ([A1 ,A2 , α ]) = [A1] − [A2]

definiert. Um ∂ zu definieren, sei (D1 , δ) ein Repräsentant eines Elements von K1(D). Da
es nach Voraussetzung ein D2 ∈ D und C ∈ C gibt mit D1 ⊕ D2 � F (C), gilt in K1(D)

[D1 , δ ] = [D1 , δ ] + [D2 , idD2
] = [D1 ⊕ D2 , δ ⊕ idD2

] = [F (C), β ]

mit einem β ∈ Aut(F (C)). Wir definieren dann

∂([D1 , δ ]) = [C ,C , β ].

Nun kann man nachrechnen, dass dies wohldefiniert ist und die Sequenz aus der Behaup-
tung exakt macht. □

⁸ Ein Funktor mit dieser Eigenscha heißt mitunter auch kofinal.
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3.2. K0 und K1 von Ringen

Es sei nun R ein Ring und Proj(R) die Kategorie der endlich erzeugten projektiven Moduln
über R.

Lemma .: Proj(R) ist eine Kategorie mit exakten Sequenzen.

Beweis: [Ros, Ex. .. ()] □

Definition .: Wir definieren Ki(R) = Ki(Proj(R)) ür i = 0, 1. Wenn ein Ringhomo-
morphismus f : R .... S gegeben ist, fassen wir S via f als R-Modul auf und es sei F der
Funktor⁹

Proj(R) .... Proj(S), P ... P ⊗R S .

Dann definieren wir die relative K-Gruppe durch K0(f ) = K0(F ). Wenn klar ist, welcher
Homomorphismus gemeint ist, schreiben wir hierür auch K0(R, S).

Der Funktor F ist exakt, da projektive Moduln über einem beliebigen Ring stets flach
sind. Ferner genügt F der weiteren Forderung aus Satz .: denn wenn ein projektiver S-
Modul D1 gegeben ist, ist dieser direkter Summand in einem freien Modul, wir finden also
ein D2 mit D1 ⊕ D2 � Sn , und wir können dann C = Rn wählen. Deshalb bekommen wir
eine exakte Sequenz

K1(R) .... K1(S) .... K0(R, S) ...
∂. K0(R) .... K0(S).

Diese ist ein Teil der zu Beginn des Abschnies erwähnten langen exakten Sequenz von
K-Gruppen.

Wir wollen uns nun ür die Gruppen K0(R) und K1(R) eine konkretere Form überlegen.
K0(R) ist die Grothendieck-Gruppe der Isomorphieklassen projektiver Moduln über R mit
der direkten Summe als Gruppenoperation. Das liegt daran, dass in Proj(R) jede exakte
Sequenz

0 .... A .... B .... C .... 0

spaltet – denn das ist genau die Eigenscha, dass C projektiv ist.
Um K1(R) konkreter zu beschreiben, definieren wir zunächst

GL(R) = colim
n∈N

GLn(R),

wobei die Einbeung GLn(R) .... GLn+1(R) durch

A ...
(
A

1

)
gegeben sei. Dann gilt

K1(R) � GL(R)ab.

Wir geben hier an, wie der Isomorphismus aussieht, wollen dies aber nicht beweisen. Dazu
sei auf [Ros, m. ..] verwiesen. Jedes Element von GL(R) hat einen Repräsentanten

⁹ Ein Modul ist genau dann projektiv, wenn er direkter Summand in einem freien Modul ist. Daran sieht man
leicht, dass P ⊗R S wieder projektiv ist.
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A ∈ GLn(R) ür ein n ∈ N. Dieses gibt uns einen Automorphismus α von Rn , und wir
definieren

GL(R)ab .... K1(R), A ... [Rn , α ].

Eine Umkehrabbildung hierür kann folgendermaßen konstruiert werden: sei ein [P , α ] ∈
K1(R) gegeben. Da P ein projektiver R-Modul ist, ist er direkter Summand in einem freien
Modul, es gibt also ein Q ∈ Proj(R) und ein n ∈ N mit P ⊕ Q � Rn . Dann gilt

[P , α ] = [P , α ] + [Q , idQ ] = [Rn , α ⊕ idQ ],

und wenn wir den Automorphismus α ⊕ idQ von Rn durch eine MatrixA darstellen, können
wir

K1(R) .... GL(R)ab , [P , α ] ... A

definieren.

Satz . (Morita-Invarianz): Für jeden Ring R und jedes n ∈ N gilt

Ki(R) � Ki(Mn(R))

ür i = 0, 1.

Beweis: Für i = 1 gilt das, weil wir einen kanonischen Isomorphismus

GL(Mn(R)) � GL(R)

haben. Für i = 0 siehe [Ros, m. ..]. □

Wenn R ein kommutativer Ring ist, haben wir ür jedes n ∈ N die Determinantenab-
bildung det : GLn(R) .... R× , und diese ist mit den Einbeungen GLn(R) .... GLn+1(R)
verträglich und induziert deshalb det : GL(R) .... R× . Wegen der Kommutativität von R
faktorisiert diese über die Abelisierung und liefert deshalb einen Homomorphismus

det : K1(R) .... R× .

Satz .: Wenn K ein Körper ist, ist

det : K1(K) .... K ×

ein Isomorphismus.

Beweis: [Ros, Prop. ..] □

Im Falle eines nichtkommutativen Rings R funktioniert die klassische Definition der De-
terminante nicht mehr, aber ür einen lokalen Ring kann man trotzdem eine Determinante
definieren:

Satz .: Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) lokaler Ring ist. Es gibt genau einen Ho-
momorphismus

det : GL(R) .... (R× )ab

mit den folgenden Eigenschaen:
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. Nichtkommutative charakteristische Elemente

• det(1) = 1 (wenn die erste 1 die Einheitsmatrix in GL(R) bezeichnet)

• det ist invariant unter Zeilen- und Spaltenoperationen.

• Wenn man eine Zeile oder Spalte einer Matrix Amit einem a ∈ R× multipliziert, ändert
dies det(A) um a, wobei a das Bild von a in (R× )ab bezeichnet.

Dieser induziert einen Isomorphismus

det : K1(R) .... ∼ (R× )ab.

Beweis: [Ros, m. .., Prop. ..] □

4. Nichtkommutative charakteristische Elemente

4.1. Einführung

In diesem Abschni sei wieder O der Ganzheitsring in einer endlichen Erweiterung von
Qp , und es bezeichne Λ den proendlichen GruppenringO[[Γ]] ür eine Gruppe Γ, die (nicht-
kanonisch) isomorph zu Zp ist, und Q den otientenkörper von Λ.

In Abschni  haben wir endlich erzeugte Moduln überΛ betrachtet. Der zentrale Begriff
dort war der des charakteristischen Ideals (Definition .), der jedem solchen Modul ein
Ideal inΛ zuordnet. SolcheModuln treten o in natürlicherWeise auf –Γ ist dannmeist eine
Galoisgruppe – und das charakteristische Ideal ist eine wichtige Invariante eines solchen
Moduls.

Wenn wir solche Moduln in größeren, möglicherweise nichtabelschen Erweiterungen
studierenwollen, stellt sich die Frage, wieman die Definition eines charakteristischen Ideals
auf diese Situation verallgemeinert. Man betrachtet dann also Moduln über O[[G]] ür eine
möglicherweise nichtabelsche proendliche GruppeG. Für gewisse solche GruppenG haben
Coates, Schneider und Sujatha gezeigt, dass es in diesem Fall einen Struktursatz ähnlich
Satz . gibt, aber die Ideale, die dort ausO[[G]] herausgeteilt werden, sind im Allgemeinen
keine Hauptideale. Deshalb (und auch aus anderen Gründen) eignet sich dieser Struktursatz
leider nicht zur Definition eines charakteristischen Ideals; siehe hierzu auch [Ven].

Wir schauen uns noch einmal die kommutative Situation (G = Γ) an. Das charakteris-
tische Ideals eines Λ-Moduls hängt nur von dessen Torsionsanteil ab, also betrachten wir
ohne Einschränkung nur Torsionsmoduln. Die von 0 verschiedenen Hauptideale in Λ ent-
sprechen bijektiv den Elementen von

Λ \ {0}/Λ× ,

und diese Halbgruppe können wir nach

Q × /
Λ×

einbeen. Wir bezeichnen nun die Grothendieck-Gruppe aller endlich erzeugter Λ-Torsi-
onsmoduln mit K0(Λtors). Dann ist die Abbildung

char : K0(Λtors) .... Q × /
Λ× ,
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die einem solchen Modul einen Erzeuger seines charakteristischen Ideals zuordnet, ein
Gruppenhomomorphismus. Wegen Satz . ist dieser außerdem surjektiv: denn wenn ein
f ∈ Λ, f , 0 gegeben ist, ist Λ/(f ) ein endlich erzeugter Torsionsmodul mit charakteristi-
schem Ideal (f ).

Motiviert durch diese Beobachtungen bringen wir nun die exakte Sequenz aus der alge-
braischen K-eorie ins Spiel. Der Ringhomomorphismus

Λ .... Q

induziert eine exakte Sequenz

K1(Λ) .... K1(Q) ...
∂. K0(Λ,Q).

Wir werden später sehen (Lemma .), dass K0(Λ,Q) � K0(Λtors) gilt. Damit und mit den
Sätzen . und . sehen wir, dass diese exakte Sequenz die folgende Gestalt annimmt:

..

..K1(Λ) ..K1(Q) ..K0(Λ,Q)

..Λ× ..Q × ..Q × /Λ× .

.

∂

.det .∼ .det .∼. char

Daran sieht man: ein Erzeuger eines charakteristischen Ideals eines Λ-Torsionsmoduls M
entspricht kanonisch einem charakteristischen Element ξM ∈ K1(Q), welches ∂(ξM) = [M]
erüllt. Das ist genau die Eigenscha eines charakteristischen Elements, die sich auf die
nichtkommutative Situation verallgemeinern lässt.

4.2. Nichtkommutative Lokalisierung

In der kommutativen Situation lag das charakteristische Element in K1 des otientenkör-
pers der Iwasawa-Algebra. Im nichtkommutativen Fall werden wir nicht diese maximale
Lokalisierung betrachten, sondern nur gewisse Elemente invertieren. Lokalisieren ist im
Falle eines nichtkommutativen Ringes etwas subtiler als im kommutativen Fall – man muss
nämlich nun zwischen „Linksbrüchen“ und „Rechtsbrüchen“ unterscheiden.

Definition .: Es sei R ein Ring und S ⊆ R ein multiplikatives System (damit meinen wir
eine unter der Multiplikation abgeschlossene Teilmenge mit 1 ∈ S).

(a) S heißt rechte Ore-Menge, wenn ür alle s ∈ S und r ∈ R gilt

rS ∩ sR , ∅.

(b) S heißt rechts-reversibel, wenn ür alle r ∈ R und s ∈ S gilt

sr = 0⇒ ∃t ∈ S : rt = 0.

(c) Eine rechts-reversible rechte Ore-Menge heißt rechte Nenner-Menge.
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(d) Ein rechter otientenring von R bezüglich S ist ein Ring Q zusammen mit einem
Homomorphismus θ : R .... Q , sodass

• θ(s) ∈ Q × ür alle s ∈ S ,
• Jedes q ∈ Q ist von der Gestalt q = θ(r)θ(s)−1 mit r ∈ R, s ∈ S ,
• θ(r) = 0 ⇐⇒ ∃s ∈ S : rs = 0.

Wir definieren die entsprechenden „linken“ Begriffe analog.

Lemma .: (a) Es sei R ein noetherscher Ring und S ⊆ R ein multiplikatives System. Ein
rechterotientenring existiert genau dann, wenn S eine rechte Nenner-Menge ist. Die
analoge Aussage gilt ür linke otientenringe.

(b) Jeder (linke oder rechte) otientenring (Q , θ) von R erüllt die folgende universelle
Eigenscha: ür jeden RingT und jeden Ringhomomorphismusϕ : R .... T , derϕ(S) ⊆
T × erüllt, gibt es genau einen Ringhomomorphismusψ : Q .... T mit ϕ = ψ ◦ θ .

(c) Wenn ein rechter otientenring existiert, ist er bis auf Isomorphie eindeutig, genauso
ein linkerotientenring. Wenn es einen rechten und einen linkenotientenring gibt,
dann sind diese beiden kanonisch isomorph. In diesem Fall bezeichen wir diesen mit RS
und nennen ihn den otientenring schlechthin.

Beweis: (a) [MR, m. .. und Lem. .. (i)]

(b) [MR, Lem. ..]

(c) Folgt unmielbar aus (b). □

Insbesondere existiert der rechte otientenring stets, wenn S eine rechte Ore-Menge ist,
die keine Nullteiler von R enthält.

Definition .: Es sei R ein noetherscher Ring, S ⊆ R eine linke und rechte Nenner-Menge
und M ein R-Modul. M heißt ein S-Torsionsmodul, wenn es ür jedes m ∈ M ein s ∈ S
gibt, sodass sm = 0. Dies ist dazu äquivalent, dass RS ⊗R M = 0 gilt. Wir bezeichnen
mit Mod (R)S-tors die volle Unterkategorie von Mod (R), die aus den endlich erzeugten S-
Torsionsmoduln besteht.

Lemma .: Mod (R)S-tors ist eine Kategorie mit exakten Sequenzen.

Beweis: Mod (R)S-tors ist eine volle Unterkategorie der abelschen Kategorie Mod (R). Da alle
Moduln in Mod (R)S-tors endlich erzeugt sind, hat die Kategorie ein kleines Skele. Eine
exakte Sequenz

0 .... A .... B .... C .... 0

in Mod (R) wird nach Tensorieren mit RS zu

RS ⊗R A .... RS ⊗R B .... RS ⊗R C .... 0,

und wenn A, B ∈ Mod (R)S-tors, gilt RS ⊗R A = RS ⊗R C = 0 und damit auch RS ⊗R B = 0,
also B ∈ Mod (R)S-tors. □
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Wir können also dieK-GruppeK0(Mod (R)S-tors) betrachten. Andererseits liefert uns der
Ringhomomorphismus R .... RS eine relative K-Gruppe K0(R ,RS).

Lemma .: Es gilt kanonisch K0(Mod (R)S-tors) � K0(R, RS).

Beweis: [Ven, (.)] □

4.3. Definition der charakteristischen Elemente

Wir wollen die in den vorherigen Abschnien entwickelte eorie nun anwenden, um
nichtkommutative charakteristische Elemente zu definieren. Dazu sei wieder O der Ganz-
heitsring in einer endlichen Erweiterung vonQp undG eine kompaktep-adische Lie-Gruppe.
Solche p-adischen Lie-Gruppen sind ganz analog zu reellen oder komplexen Lie-Gruppen
definiert, siehe dazu [Sch]. In diesem Fall ist der proendliche Gruppenring Λ(G) = O[[G]]
noethersch [Sch, m. ., m. .]. Aus technischen Gründen nehmen wir an, dass
G einen abgeschlossenen Normalteiler enthält, sodass G/H � Zp gilt, und dass es in G
kein Element von Ordnung p gibt. Als Anwendung haben wir natürlich im Sinn, dassG die
Galoisgruppe einer Erweiterung eines Zahlkörpers K ist, und die erste Bedingung an G ist
zum Beispiel stets erüllt, wenn diese Erweiterung die zyklotomische Zp-Erweiterung von
K enthält. Die kommutative eorie erhalten wir daraus zurück, indem wir G = Γ und
H = 1 setzen.

Definition .: Es sei

S = {f ∈ Λ(G) : Λ(G)/Λ(G)f ist als Λ(H)-Modul endlich erzeugt}
und

S∗ =
∪
n∈N0

pnS .

Satz .: S und S∗ sind linke und rechte Ore-Mengen. Ihre Elemente sind keine Nullteiler.

Beweis: Die Behauptung ür S ist [CFKSV, m. .].¹⁰ Die Behauptung ür S∗ folgt dar-
aus, da p im Zentrum von Λ(G) liegt. □

Wir notieren im Folgenden die Kategorie Mod (Λ(G)S∗-tors) kurz mit Mod H (G).

Bemerkung .: Im kommutativen Fall haben wir S∗ = Λ(Γ) \ {0}. Dies folgt leicht aus
Satz . und Lemma .. Deshalb ist in dieser Situation Λ(Γ)S∗ der otientenkörper von
Λ(Γ), und die Kategorie Mod (Λ(Γ)S∗-tors) ist einfach die Kategorie aller endlich erzeugter
Λ(Γ)-Torsionsmoduln.

¹⁰ Die Behauptung wird dort nur im Fall O = Zp gezeigt, aber die Autoren bemerken später (S. /), dass
sich die Argumente auch auf den Fall eines größeren O übertragen.
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Ab jetzt sei O = Zp . Wir betrachten nun erneut die exakte Sequenz aus der K-eorie,
die von dem Ringhomomorphismus

Λ(G) .... Λ(G)S∗

induziert wird. Dann hat die Sequenz die Gestalt

K1(Λ(G)) .... K1(Λ(G)S∗) ...
∂. K0(Mod H (G)) .... K0(Λ(G)) .... · · · .

Lemma .: Unter unseren Bedingungen an G ist ∂ surjektiv.

Beweis: [CFKSV, Prop. .] □

Dies ermöglicht uns die folgende Definition:

Definition .: Es sei M ∈ Mod H (G). Ein charakteristisches Element von M ist ein ξM ∈
K1(Λ(G)S∗), welches

∂(ξM) = [M]

erüllt.

Die Überlegungen in Abschni . und Bemerkung . zeigen, dass dies tatsächlich die
klassische Definition eines charakteristischen Ideals verallgemeinert.

5. Dirichlet-Charaktere und Bernoulli-Zahlen

Definition .: Es sei N eine natürliche Zahl und K ein Körper. Ein Dirichlet-Charakter
modulo N mit Werten in K ist ein Homomorphismus

χ :
(
Z

/
NZ

) × .... K × .

Ein solcher Dirichlet-Charakter kann über (Z/nZ)× ür einen Teiler n | N faktorisieren.
Das minimale solche n heißt der Führer von χ . Wenn der Führer N ist, so heißt χ primitiv.
Ist K = C, so heißt χ ein komplexer Dirichlet-Charakter, aber wir sagen dann meist einfach
nur Dirichlet-Charakter. Ist K eine endliche Erweiterung von Qp , so heißt χ ein p-adischer
Dirichlet-Charakter. Ein Dirichlet-Charakter heißt gerade, wenn χ(−1) = 1 und ungerade,
wenn χ(−1) = −1. Ein Dirichlet-Charakter heißt unverzweigt bei einer Primzahl p, wenn
p den Führer des Charakters nicht teilt.

Für jedes N ∈ N haben wir den trivialen Charakter, der alles auf 1 abbildet. Diesen
bezeichnen wir mit χ0N oder manchmal nur mit χ0. Außer ür N = 1 ist dieser nie primitiv.

Zu jedemDirichlet-Charakter χ gibt es einen zugehörigen primitiven Charakter, nämlich
χ modulo dem Führer von χ .

Wenn zwei Dirichlet-Charaktere χ modulo N und ψ modulo M gegeben sind, können
wir ihr Produkt definieren. Sei dazu L das kleinste gemeinsame Vielfache vonM und N und
seien χL bzw.ψL jeweils die Kompositionen

(
Z

/
LZ

) × ....
(
Z

/
NZ

) × ... χ. K × bzw.
(
Z

/
LZ

) × ....
(
Z

/
MZ

) × ... ψ. K × .
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Dann definieren wir χψ als den Dirichlet-Charakter modulo L, der durch

χψ (a) = χL(a)ψL(a)

gegeben ist. Dieser muss nicht primitiv sein, selbst wenn χ undψ primitiv waren: denn z.B.
ist ür jeden Dirichlet-Charakter χ modulo N das φ(N )-fache Produkt von χ mit sich selbst
der triviale Charakter modulo N , der ür N > 1 offensichtlich nicht primitiv ist.

Bemerkung .: Für jede Primzahl p , 2 können wir den Teichmüller-Charakter ω :=
ωQp als p-adischen Dirichlet-Charakter von Führer p auffassen: denn mit dem Henselschen
Lemma können wir µ(Qp) mit F×

p identifizieren, und der Teichmüller-Charakter ist dann
ein Schni ür die rechte Abbildung in der kanonischen exakten Sequenz

1 .... 1 + pZp .... Z×
p

.... F×
p

.... 1.

Dies gibt uns eine ZerlegungZ×
p = F×

p × (1+pZp), und der zweite Faktor ist zur additiven
Gruppe von Zp isomorph. Für p = 2 können wir den Teichmüller-Charakter als Dirichlet-
Charakter von Führer 4 auffassen, da die Torsionsuntergruppe {±1} von Z2 zu (Z/4Z)×

isomorph ist. Mitunter fassen wir ω auch als einen Homomorphismus Z×
p

.... Z×
p auf,

indemwir ihm die ProjektionZ×
p

.... F×
p vorschalten (hier und im Folgenden istF×

p durch
(Z/4Z)× zu ersetzen, falls p = 2). Man sieht leicht, dass ω dann durch

ω(x) = lim
n→∞

xp
n
, x ∈ Z×

p

gegeben ist. Wenn wir F×
p mit seinem Bild in Z×

p ⊆ Q×
p identifizieren, können wir den

Teichmüller-Charakter auch als die Projektion auf den ersten Faktor

ω : Z×
p � F×

p × (1 + pZp) .... F×
p

auffassen. Der Lesermöge sich nicht davon verwirren lassen, dass der Charakter nach seiner
ursprünglichen Definition genau in die andere Richtung geht.

Dirichlet-Charaktere sind besonders wichtig beim Studium der ihnen zugeordneten L-
Funktionen. Diese sollen hier kurz eingeührt und ihre wichtigsten Eigenschaen zusam-
mengestellt werden. Für Beweise derselben verweisen wir auf [Zag, §.].

Die L-Funktion eines Dirichlet-Charakters χ modulo N , den wir als primitiv annehmen,
ist definiert durch die Reihe

L(χ , s) =
∞∑
n=1

χ(n)n−s ,

die ür Re s > 1 konvergiert. Hierbei fassen wir χ als eine Funktion auf Z auf, indem wir
χ(a) = 0 ür (a,N ) > 1 setzen, und sonst als den Wert der Restklasse von a definieren. Für
einen nicht-primitiven Charakter definierenwir seine L-Reihe als diejenige des zugehörigen
primitiven Charakters.

Für einen trivialen Charakter ist

L(χ0N , s) = ζ (s) =
∞∑
n=1

n−s
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die Riemannsche Zetafunktion. Insbesondere hängt seine L-Funktion nicht von N ab, und
deshalb sprechen wir in diesem Zusammenhang o von dem trivialen Charakter.

Die Riemannsche Zetafunktion spielt unter den Dirichletschen L-Reihen eine gewisse
Sonderrolle, ihre grundlegenden Eigenschaen werden in Abschni . aufgeührt. Für
die anderen Charaktere gilt:

Satz .: Sei χ ein nichrivialer primitiver Dirichlet-Charakter mit Führer N . Wir setzen

Λ(χ , s) =
( π
N

)− s
2

Γ

(
s + δ

2

)
L(χ , s), ε(χ) =

G(χ)
√
N
.

Hierbei bezeichnet Γ die Gamma-Funktion,

G(χ) =
N∑

n=1

χ(n)e2π in/N (.)

die Gaußsche Summe von χ , und es ist δ = 0, wenn χ ein gerader Charakter ist, und sonst
δ = 1. Dann hat die L-Funktion von χ eine holomorphe Fortsetzung auf ganzC, und sie erüllt
die Funktionalgleichung

Λ(χ , s) = i−δε(χ)Λ(χ , 1 − s).

Von besonderem Interesse sind die Werte dieser L-Reihen bei negativen ganzzahligen
Argumenten. Über solche Werte gibt es einen allgemeinen Satz ür Dirichletreihen, den wir
hier aus [Zag, Satz ..] zitieren:

Satz .: Es sei

L(s) =
∞∑
n=1

ann
−s

eine Dirichletreihe mit irgendwelchen an ∈ C, die ür mindestens ein s ∈ C konvergiert. Wir
setzen ür¹¹ t > 0

f (t) =
∞∑
n=1

ane−nt .

Es habe f ür t → 0 die asymptotische Entwicklung¹²

f (t) ∼
∞∑

n=−1
bn

tn

n!

mit Koeffizienten bn ∈ C. Dann hat die Funktion L eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C
mit einem einzigen Pol von Ordnung 1mit Residuum b−1 bei s = 0 (holomorph, fallsb−1 = 0),
und es gilt

L(−n) = (−1)nbn
ür alle n ∈ N0.

¹¹ Diese Reihe konvergiert ür alle t > 0, da sonst die Dirichletreihe L überall divergent wäre. Dies folgt aus
der Formel ür die Konvergenzabszisse einer Dirichletreihe, siehe [Zag, Satz ..].

¹² Das bedeutet in diesem Fall, dass ür jedes N ∈ N gilt f (t) =
∑N
n=−1 bn

tn
n! + o(tN ), was insbesondere

erüllt ist, wenn f bei t = 0 analytisch ist oder einen Pol von Ordnung 1 hat. Die Koeffizienten bn sind dann
eindeutig bestimmt. Vgl. hierzu [Erd, §§., .].
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Diesen Satz wollen wir nun auf Dirichlet-L-Reihen anwenden. Sei also χ ein primitiver
Dirichlet-Charakter modulo N (der auch der triviale Charakter sein dar) und

f (t) =
N∑

a=1

χ(a)e−at

1 − e−Nt
.

Unter Benutzung der NZ-Periodizität von χ als Funktion aufZ und der geometrischen Rei-
he sieht man leicht, dass dies genau die Funktion f aus Satz . ist. Es ist jedoch üblich, sta
f selbst die Funktion F (t) = −tf (−t) und ihre asymptotische Entwicklung zu betrachten.

Definition .: Es sei

F (t) =
N∑

a=1

χ(a)teat

eNt − 1

und

F (t) =
∞∑
n=0

Bn ,χ
tn

n!

die asymptotische Entwicklung von F (t), welche hier einfach die Taylorreihe ist. Die hier
auretenden Koeffizienten Bn ,χ heißen die verallgemeinerten Bernoulli-Zahlen zum Cha-
rakter χ . Falls χ der triviale Charakter ist, schreiben wir Bn sta Bn ,χ und nennen diese
Zahlen einfach nur Bernoulli-Zahlen (deshalb heißen die anderen „verallgemeinert“).

Bemerkung .: Die verallgemeinerten Bernoulli-Zahlen sind stets algebraisch, genauer
gesagt liegen sie im Körper Q(χ), der über Q von den Werten von χ erzeugt wird. Dies
folgt aus der bekannten Formel ür die Taylorkoeffizienten. Insbesondere sind die Standard-
Bernoulli-Zahlen rational. Man sieht auch leicht an der Definition, dass Bn = 0 ür ungera-
des n , 1. Mit etwas mehr Rechnen sieht man, dass ür nichriviale Charaktere Bn ,χ = 0
gilt, wenn n und χ entgegengesetze Parität haben (d.h. ür ungerade n, falls χ ein gerader
Charakter ist, und ür gerade n, falls χ ungerade ist); vgl. hierzu [Iwa, §].

Der Übergang von f zu F verschiebt die Nummerierung der Koeffizienten in der asym-
ptotischen Entwicklung um 1 und ügt ihnen den Faktor (−1)nn hinzu. Diese Beobachtung
ührt zusammen mit Satz . sofort zu

Satz .: Für eine Dirichletsche L-Reihe gilt ür alle n ∈ N

L(χ , 1 − n) = −
Bn ,χ

n
.

Die Bernoulli-Zahlen wurden von Jakob Bernoulli gefunden, als er ür festes n ∈ N0 die
Werte des Ausdrucks

Sn(k) =
k∑

a=1

an , k ∈ N0,

durch ein Polynom in k ausdrücken wollte. Ein derartiges Ergebnis wollen wir hier ür
die verallgemeinerten Bernoulli-Zahlen aus [Iwa, §] zitieren. Man erhält es nach etwas
Rechnen als einfache Konsequenz der Definition der Bernoulli-Zahlen.
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Satz .: Für einen Dirichlet-Charakter χ von Führer N und n, k ∈ N0 sei

Sn ,χ (k) =
k∑

a=1

χ(a)an .

Dann gilt

Sn ,χ (kN ) =
1

n + 1

n∑
i=1

(
n + 1

i

)
Bi ,χ (kN )n+1−i .

Nun wollen wir ür einen p-adischen Dirichlet-Charakter ebenfalls Bernoulli-Zahlen de-
finieren.

Definition .: Es sei K eine endliche Erweiterung vonQp und χ : (Z/NZ)× .... K × ein
primitiver p-adischer Dirichlet-Charakter. Dann setzen wir ür n ∈ N

Bn ,χ = lim
j→∞

1

p jN
Sn ,χ (p

jN ).

Dass diese Definition sinnvoll ist, zeigt der folgende Satz.

Satz .: Es sei χ ein komplexer Dirichlet-Charakter mit Führer N . Wir wählen eine Einbet-
tung

ι : Q .... Qp

des algebraischen Abschlusses von Q in den von Qp . Dann bildet ι ür jedes n ∈ N die n-te
Bernoulli-Zahl des komplexen Charakters χ auf die n-te Bernoulli-Zahl des p-adischen Cha-
rakters ι ◦ χ ab.

Beweis: Es gilt in Q(χ) wegen Satz .

1

p jN
Sn ,χ (p

jN ) =
1

n + 1

n∑
i=1

(
n + 1

i

)
Bi ,χ (p

jN )n−i = Bn ,χ + p j ·C j

mit einem C j ∈ Q(χ). Weiter gilt offenbar ι(Sn ,χ (k)) = Sn ,ι◦ χ (k). Damit bekommen wir

Bn ,ι◦ χ = lim
j→∞

1

p jN
ι(Sn ,χ (p

jN )) = lim
j→∞

(
ι(Bn ,χ ) + p j · ι(C j)

)
= ι(Bn ,χ )

(ι(C j) ist zwar nicht unabhängig von j, jedoch ist sein p-adischer Betrag unabhängig von
j beschränkt). Insbesondere haben wir damit auch gezeigt, dass der Grenzwert in Definiti-
on . stets existiert. □

Indem wir in Satz . ür χ den trivialen Charakter einsetzen, erhalten wir daraus:

Korollar .: Für die Bernoulli-Zahlen Bn , n ∈ N0, gilt in Qp

Bn = lim
j→∞

1

p j
Sn(p

j).
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6. Darstellungen

Hier sollen einige Aussagen über Darstellungen zusammengestellt werden. Für die allge-
meine Darstellungstheorie endlicher Gruppen über Körpern verweisen wir auf [Ser]. Wir
wollen einige Begriffe auf Darstellungen mit Koeffizienten in allgemeineren Ringen über-
tragen. Es sei dazu G eine Gruppe und A ein kommutativer Ring.

Definition .: Eine Darstellung einer Gruppe G mit Koeffizienten in A ist ein Homomor-
phismus

ρ : G .... AutA(V )

ür einen freien A-Modul V von endlichem Rang. Wenn G eine topologische (etwa pro-
endliche) Gruppe und A ein topologischer Ring ist, nehmen wir stets an, dass ein solcher
Homomorphismus stetig ist. Wenn wir eine Basis von V wählen, ist AutA(V ) offenbar zu
GLn(A) isomorph, wenn n den Rang von V bezeichnet. Deswegen formulieren wir im Fol-
genden einiges ür GLn(A), es ist aber in der Regel klar, dass die meisten Aussagen nicht
von der Basiswahl abhängen.

Wenn ρ′ : G .... AutA(V
′) eine weitere Darstellung von G mit Koeffizienten in A ist,

dann ist ein Morphismus von ρ nach ρ′ ein Homomorphismus zwischen den A-Moduln V
und V ′, der mit der Aktion von G auf diesen verträglich ist. Dies macht die Darstellungen
von G mit Koeffizienten in A zu einer Kategorie.

Eine Darstellung heißt irreduzibel, wenn es keinen nichrivialenG-stabilenA-Untermo-
dul von V gibt. Eine Darstellung ρ : G .... GLn(K) mit Koeffizienten in einem Körper K
heißt absolut irreduzibel, wenn ür jede algebraische Erweiterung L von K die Darstellung

G ... ρ. GLn(K) .... GLn(L)

irreduzibel ist.

Bemerkung .: Es sei K ein Körper und ρ , τ Darstellungen vonG auf endlichdimensiona-
len K-Vektorräumen V bzw.W . Dann können wir HomK(V ,W ) zu einer Darstellung von
G machen, indem wir die G-Aktion durch

дΦ(v) = τ (д)Φ(ρ(д−1)v), д ∈ G , Φ ∈ HomK(V ,W ), v ∈ V

definieren. Auch das Tensorprodukt V ⊗K W können wir zu einer G-Darstellung machen,
indem wir es mit der diagonalen G-Aktion versehen. Schließlich definieren wir zu V die
duale Darstellung als V ∗ = HomK(V , 1), wobei 1 die triviale eindimensionale Darstellung
bezeichnet. Mit diesen Definitionen gilt dann

V ∗ ⊗W � HomK(V ,W ).

Ein Isomorphismus Ψ: V ∗ ⊗W .... ∼ HomK(V ,W ) ist durch

Ψ(f ⊗w)(v) = f (v) ·w

ür f ∈ V ∗,w ∈W und v ∈ V gegeben. Man sieht schnell, dass dies ein injektiver (und aus
Dimensionsgründen auch surjektiver) Isomorphismus von K-Vektorräumen ist, und dieG-
Äquivarianz kann leicht nachgerechnet werden.
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Lemma . (Carayol-Serre): Es seiG eine proendliche Gruppe undA ein proartinscher lokaler
Ring mit endlichem Restklassenkörper F. Es seien zwei stetige Darstellungen

ρi : G .... GLni (A), i = 1, 2

gegeben. Mit
ρ i : G

.... GLni (F)

sei die Reduktion von ρi modulo dem maximalen Ideal von A bezeichnet. Wenn ein ρ i absolut
irreduzibel ist und

Spur ρ1(σ) = Spur ρ2(σ)

ür alle σ ∈ G gilt, dann sind ρ1 und ρ2 isomorph.

Beweis: [HidMFG, Prop. .] □

Besonders wichtig ür uns sind Darstellungen von Galoisgruppen, ür die wir nun noch
einige Begriffe einühren. Sei dazu im Folgenden K ein Zahlkörper und GK = Gal(Q|K)
seine absolute Galoisgruppe. Wir bezeichnen zu jeder Primstelle v von K und jeder über v
liegenden Primstellew | v von Q mit Iw |v ⊆ G die Trägheitsgruppe beiw und mit Frobw |v
ein Frobeniuselement beiw .

Definition .: Es sei ρ : GK .... GLn(A) eine Darstellung vonGK .

(a) ρ heißt unverzweigt bei einer Primstelle v von K , wenn die Trägheitsgruppe jeder
über v liegenden Primstelle von L im Kern von ρ liegt.

(b) Das Frobenius-Polynom von ρ bei einer Primstelle v von K ist das Polynom

Fρ ,v = det
(
(1 − ρ(Frobw |v)T )|V Iw |v

)
∈ A[T ].

Hierbei istw eine beliebige überv liegende Primstelle undV Iw |v der Untermodul von
V = An , der von Iw |v festgelassen wird. Da Fρ ,v ein charakteristisches Polynom ist,
hängt es nur von der Konjugationsklasse von Frobw |v ab, und diese ist unabhängig
von der Wahl vonw .

(c) ρ heißt ungerade, wenn die Determinante der komplexen Konjugation −1 ist, und
sonst gerade.

Eine Darstellung ρ : GK .... GLn(A) ist also genau dann unverzweigt bei v , wenn ρ über
die Galoisgruppe der maximalen bei v unverzeigten Erweiterung von K faktorisiert. Eine
ungerade Darstellung über dem Grundkörper K = Q ist stets verzweigt bei der archimedi-
schen Primstelle vonQ, denn deren Trägheitsgruppe wird von der komplexen Konjugation
erzeugt.

Beispiel .: Über den kanonischen IsomorphismusGal(Q(µn)|Q) � (Z/nZ)× könnenwir
jeden Dirichlet-Charakter χ modulo n via

GQ
.... Gal(Q(µn)|Q) .... ∼ (

Z
/
nZ

) × ... χ. C× = GL1(C)

als eindimensionale Galoisdarstellung auffassen. Diese ist als Galoisdarstellung genau dann
im Sinne von Definition . (a) unverzweigt, wenn χ als Dirichlet-Charakter im Sinne von
Definition . unverzweigt ist. Ebenso ist sie genau dann als Galoisdarstellung ungerade,
wenn χ als Dirichlet-Charakter ungerade ist.
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Bemerkung .: Sei A ein proartinscher lokaler Ring mit endlichem Restklassenkörper F
und

ρi : Gal(Q|K) .... GLni (A), i = 1, 2

zwei stetige Darstellungen, sodass eine der reduzierten Darstellungen ρ i absolut irreduzibel
ist. Wenn beide Darstellungen nur bei endlich vielen Primstellen von K verzweigt sind und
ür alle unverzweigten Primstellen p gilt

Spur ρ1(Frobp) = Spur ρ2(Frobp),

dann sind ρ1 und ρ2 isomorph. Dies folgt mit Lemma . aus dem Tschebotareffschen Dicht-
heitssatz, der impliziert, dass in jeder Galoiserweiterung von Zahlkörpern, die nur an end-
lich vielen Stellen verzweigt, die Frobeniuselemente zu den unverzweigten Primstellen dicht
in der Galoisgruppe liegen. Die Bedingung an die Spur ist insbesondere dann erüllt, wenn
ür alle diese p die Frobenius-Polynome der Darstellungen übereinstimmen.

Definition .: Es sei F ein weiterer Zahlkörper, λ eine nichtarchimedische Stelle von F mit
zugehöriger Kompleierung Fλ und V ein endlichdimensionaler Fλ-Vektorraum.

(a) Eine λ-adische Darstellung ist ein stetiger Homomorphismus

ρλ : GK .... AutFλ(V ).

Ein System von λ-adischen Darstellungen ist eine Familie ρ = (ρλ)λ von λ-adischen
Darstellungen von GK ür alle nichtarchimedischen Primstellen λ von F .

(b) Es sei ρ = (ρλ)λ ein System von λ-adischen Darstellungen. Wir bezeichnen stets
ür jedes λ mit ℓ die unter λ liegende Primzahl in Q und mit Sℓ die Menge der über
ℓ liegenden Primstellen von F . Wir nennen ρ ein kompatibles¹³ System von Galois-
darstellungen, wenn es eine endliche Menge S von Primstellen von F gibt, sodass
gilt:

• Alle ρλ sind bei allen v < S ∪ Sℓ unverzweigt.

• Für jedes λ und jedesv < Sℓ hat das Frobenius-Polynom Fρλ ,v Koeffizienten in
F und ist unabhängig von λ.

(c) Sei ρ ein kompatibles System. Wir wählen eine Einbeung des Zahlkörpers F nach
C. Dann definieren wir die L-Funktion zu ρ durch das formale Euler-Produkt

L(ρ , s) =
∏
v

Fρλ ,v((Nv)
−s)−1 ,

in dem v über alle Primstellen von K läu und wir ür jedes v ein λ mit v < Sℓ
wählen. Hierbei bezeichnet Nv die Kardinalität des Restklassenkörpers von v .

¹³ Dieser Begriff wird in der Literatur nicht ganz einheitlich verwendet. Unsere Definition ist sehr stark, in
manchen Texten heißt ein solches System „strikt kompatibel“.
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Beispiel .: Wenn eine Darstellung ρ : Gal(Q|K) .... GLn(C) gegeben ist, hat diese stets
endliches Bild, also gibt es einen Zahlkörper F inC, sodass das Bild von ρ bereits in GLn(F )
liegt. Damit ist ρ automatisch fast überall unverzweigt.Wennwir ρ ür jede Primstelle λ von
F mit der Einbeung F .... Fλ von F in seine Kompleierung bei λ verkeen, bekommen
wir ein System von λ-adischen Darstellungen, und dieses ist trivialerweise kompatibel. Die
L-Funktion dieses Systems ist in diesem Fall die Artinsche L-Funktion der Darstellung ρ.
Wenn wir einen Dirichlet-Charakter wie in Beispiel . als Galoisdarstellung über Q auf-
fassen, stimmt diese außerdem mit der L-Funktion des Dirichlet-Charakters überein.

7. Elliptische Kurven

Hier wollen wir noch einige Dinge über elliptische Kurven bemerken. Für die allgemeine
eorie elliptischer Kurven sei auf [Sil] verwiesen.

Es sei E eine elliptische Kurve überQ. Für einenKörperK bezeichnet E(K) die Gruppe der
K-wertigen Punkte auf E, sofern diese definiert ist (also etwa ür einen Erweiterungskörper
vonQ oder einen endlichen Körper von Charakteristik p, wenn E bei p gute Reduktion hat).
Wir bezeichnen ür n ∈ N mit E[n](K) die Untergruppe der n-Torsionspunkte in E(K). Zu
E gehört eine Familie von ℓ-adischen Galoisdarstellungen ür jede Primzahl ℓ

τE ,ℓ : Gal(Q|Q) .... AutZℓ
(Tℓ(E))

auf dem ℓ-adischen Tate-Modul

Tℓ(E) = lim
n∈N

E[ℓn](Q),

der als Zℓ-Modul (nichtkanonisch) zu Z2
ℓ
isomorph ist. Die Darstellung τE ,ℓ ist genau bei

den Primzahlen verzweigt, bei denen E schlechte Reduktion hat: das besagt das Kriterium
von Néron-Ogg-Shafarevich [Sil, m. ..].

Die Darstellungen τE ,ℓ bilden ein kompatibles System im Sinne vonDefinition . (b), sie-
he [HidGMF, §..]. Wir können also die L-Funktion dieses kompatiblen Systems betrach-
ten (vgl. Definition . (c)). Diese bezeichnen wir mit L(E , s) und nennen sie die L-Funktion
von E. Sie ist also durch

L(E , s) =
∏
q

det
(
(1 − τE ,ℓ(Frobq)q−s)|V Iq

)−1
,

gegeben, wobei q über alle (rationalen) Primzahlen läu und wir ür jedes q ein ℓ , q
auswählen.

Es seip eine Primzahl, bei der E gute Reduktion hat. Dann setzen wir ap = p+1−#E(Fp).
Wir sagen, dass E bei p ordinäre Reduktion hat, wenn p kein Teiler von ap ist. Wenn p ≥ 5
ist, ist das zu ap , 0 äquivalent: dies folgt aus der Hasse-Schranke [Sil, m. ..], die
|ap | ≤ 2

√
p besagt.

Bemerkung .: Zwischen den Zahlenap und den Eulerfaktoren der L-Funktion besteht ein
enger Zusammenhang: ür alle Primzahlen p, bei denen E gute Reduktion hat, gilt nämlich

det
(
(1 − τE ,ℓ(Frobp)T )

)−1
= 1 − apT + pT 2.

Die Einschränkung auf den trägheitsinvarianten Unterraum kann hierbei entfallen, da die
Darstellung ja bei p unverzweigt ist. Siehe dazu [Sil, Rem. ..].
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II. Klassische Modulformen

Modulformen sind auf den ersten Blick funktionentheoretische Objekte – nämlich gewis-
se holomorphe Funktionen auf der oberen Halbebene, die sich als Potenzreihen mit soge-
nannten Fourierkoeffizienten schreiben lassen. Schon früh wurde aber erkannt, dass diese
Fourierkoeffizienten interessante arithmetische Informationen beinhalten: so tauchen hier
etwa die Summen der Teiler(potenzen) von natürlichen Zahlen oder die Darstellungszahlen
quadratischer Formen (d.h. die Anzahl, wie o eine gegebene Zahl von einer quadratischen
Form dargestellt wird) als Koeffizienten auf. Ein neueres (und viel schwierigeres) Ergebnis
ist die von Wiles, Taylor, Breuil, Conrad und Diamond bewiesene Modularität elliptischer
Kurven über Q [Wil; TW; BCDT], die einen Zusammenhang zwischen den Fourier-
koeffizienten gewisser Modulformen und Anzahlen von Punkten auf elliptischen Kurven
angibt.

Wir wollen in diesem Kapitel Modulformen einühren und ihre grundlegenden Eigen-
schaen zusammenstellen. Natürlich sind nicht alle Modulformen gleich interessant – be-
sonders gute Eigenschaen haben die sogenannten Eigenformen. Es soll vor allem unser
Ziel sein, diese und ihre Fourierkoeffizienten zu untersuchen. In Kapitel IV werden wir das
Studium der Eigenformen fortsetzen, indem wir diese ansta über C über anderen (vor al-
lem p-adischen) Ringen betrachten und sie letztlich als geometrische Objekte (als Punkte in
Spektren von Hecke-Algebren) auffassen.

1. Der eindimensionale Fall: Hecke-Charaktere

Dirichlet-Charaktere und ihre L-Funktionen spielen in der Zahlentheorie eine große Rolle,
z.B. beim Beweis des Dirichletschen Primzahlsatzes. Etwas allgemeiner sind Hecke-Cha-
raktere (auch Größencharaktere genannt) von großer Bedeutung z.B. in der Klassenkörper-
theorie. Modulformen können als eine Art nichtabelsche Verallgemeinerung von Hecke-
und damit Dirichlet-Charakteren gesehen werden. Deshalb wollen wir mit einem Abschni
über Hecke-Charaktere beginnen.

Definition .: Es sei K ein Zahlkörper, IK = A×
K seine Idelgruppe und CK = IK /K ×

die Idelklassengruppe. Ein (stetiger) Charakter χ : CK .... C× heißt Hecke-Charakter. Wir
nennen χ von endlicher Ordnung, wenn sein Bild endlich ist.

Im FallK = Q habenwir die Zerlegung IQ = Q× ·(Ẑ× ×R×
+)mitR×

+ = {x ∈ R : x > 0}.
Daraus folgt

CQ = Ẑ× × R×
+ .

Wenn wir U (N ) = {z ∈ Ẑ× : z ≡ 1modN Ẑ} ür N ∈ N setzen, gilt:

Lemma .: Die Abbildung

CQ
....

(
Z

/
NZ

) ×
, (z , r) ... zmodN
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induziert einen Isomorphismus

CQ

/
(U (N ) × R×

+) �
(
Z

/
NZ

) ×
.

Beweis: Die Surjektivität ist klar, und auch, dass R×
+ im Kern liegt. Der Kern von

Ẑ× ....
(
Ẑ

/
N Ẑ

) ×
=

(
Z

/
NZ

) ×
ist nach DefinitionU (N ). Dies zeigt die Behauptung. □

Bemerkung .: Im Falle K = Q können wir jedem Dirichlet-Charakter einen Hecke-Cha-
rakter von endlicher Ordnung zuordnen, indem wir ihm die AbbildungCQ

.... (Z/NZ)×

aus Lemma . vorschalten. Wenn umgekehrt ein Hecke-Charakter χ : Ẑ× × R×
+

.... C×

von endlicher Ordnung gegeben ist, dann ist sein Bild diskret, also muss der Kern von χ
die Zusammenhangskomponente der 1 in IQ enthalten – diese ist {1} × R×

+ – und eine
offene Umgebung der 1 in Ẑ. Die Gruppen U (N ) bilden eine Umgebungsbasis der 1 in
Ẑ× , also enthält der Kern von χ ohne Einschränkung ein U (N ). Dies zeigt, dass χ über
CQ/(U (N ) × R×

+) faktorisiert und damit einen Dirichlet-Charakter (Z/NZ)× .... C× in-
duziert. Die Dirichlet-Charaktere sind also genau die Hecke-Charaktere von endlicher Ord-
nung ür den Fall K = Q.

Für einen Hecke-Charakter χ : CK .... C× kann durch das Euler-Produkt

L(χ , s) =
∏
p

(1 − χ(ap)N(p)−s)−1

eine L-Funktion definiert werden. Hierbei durchläu p alle Primideale von K , N(p) bezeich-
net die Kardinalität des Restklassenkörpers von p und ap ∈ CK ist die Klasse des Idels
(. . . , 1, . . . , 1, π , 1, . . . , 1, . . . ), wobei π ein Primelement der zu p gehörenden Kompleie-
rung von K ist. Im Falle eines Dirichlet-Charakters erhalten wir gerade wieder die Dirich-
letsche L-Funktion. Für diese L-Funktionen kann man ebenfalls analytische Fortsetzbarkeit
und eine Funktionalgleichung zeigen, siehe etwa [Tata].

Hecke-Charaktere spielen eine wichtige Rolle in der Klassenkörpertheorie. Ihr Haupt-
satz, das Artinsche Reziprozitätsgesetz, kann in folgender Form formuliert werden:

Satz .: Es sei K ein Zahlkörper und GK = Gal(Q|K) seine absolute Galoisgruppe. Weiter
bezeichne I0K die Zusammenhangskomponente des Neutralelements in der Idelgruppe IK . Dann
gibt es eine kanonische exakte Sequenz

1 .... K × I0K
.... IK .... Gab

K
.... 1.

Hier ist mit · der topologische Abschluss gemeint.

Beweis: [Tatb, §§., .] □
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Für jede abelsche Erweiterung L von K und jeden Galois-Charakter

σ : Gal(L|K) .... C×

gibt uns das einen Hecke-Charakter

χ : CK = IK
/
K × .... IK

/
K × I0K

.... ∼ Gab
K

.... Gal(L|K) ... σ. C× ,

und die Pfeile in der exakten Sequenz sind so gebaut, dass ür jede endliche unverzweigte
Primstelle p von K gilt

χ(ap) = σ(Frobp).

Hierbei ist Frobp ein Frobeniuselement bei p (da L|K abelsch ist, hängt dieses nur von p
ab). Anders ausgedrückt bedeutet dies, dass die L-Funktion des Hecke-Charakters χ und
die Artinsche L-Funktion der Darstellung σ (vgl. Beispiel ..) übereinstimmen.

Eines der grundlegendsten Probleme der algebraischen Zahlentheorie – Erweiterungen
algebraischer Zahlkörper zu klassifizieren und das Zerlegungsverhalten der Primstellen in
diesen zu beschreiben – wird dadurch ür abelsche Erweiterungen in zufriedenstellender
Weise gelöst. Dabei werden zur Beschreibung dieser Erweiterungen nur zum Grundkörper
gehörende Daten verwendet, nämlich der aus seinen sämtlichen Kompleierungen gebildete
Adelring.

Ein Hecke-Charakter eines Zahlkörpers K ist also insbesondere eine Abbildung

GL1(K)
\
GL1(AK) .... C

(die natürlich noch weitere Eigenschaen hat). Dies verallgemeinernd, definiert man eine
automorphe Form auf GLn als eine komplexwertige Funktion auf GLn(K)\GLn(AK), die
gewisse technische Zusatzbedingungen erüllt. Eine vollständige Definition findet sich in
[Bum, §., S. /]. Diese sind als höherdimensionale Verallgemeinerungen von He-
cke-Charakteren anzusehen. Das Langlands-Programm versucht (unter anderem), als Ver-
allgemeinerung von Satz . und der Bemerkung danach eine Korrespondenz zwischen hö-
herdimensionalen Galoisdarstellungen und solchen automorphen Formen zu finden.

Im Fall K = Q und n = 2 zerfallen die automorphen Formen in zwei Klassen. Beide
lassen sich durch gewisse Funktionen auf der oberen Halbebene produzieren, die im einen
Fall holomorph sind, im anderen Fall lediglich reell-analytisch: das sind die (elliptischen)
Modulformen und die Maaßschen Wellenformen. Wir wollen uns hier nur mit den Modul-
formen beschäigen, die wir in den folgenden Abschnien einühren werden. Wie diese
Funktionen auf der oberen Halbebene zu Funktionen auf GL2(Q)\GL2(AQ) und damit zu
automorphen Formen ühren, beschreiben wir in Bemerkung .. Für total reelle Zahlkör-
perK |Q gibt es eine Verallgemeinerung vonModulformen, nämlich dieHilbertschen Modul-
formen. Diese sind gewisse Funktionen auf demm-fachen Produkt der oberen Halbebene,
wennm die Anzahl der reellen Einbeungen von K ist. Sie lassen sich als Funktionen auf
GL2(K)\GL2(AK) deuten.

2. Modulare Kurven

Es sei H = {z ∈ C : Im z > 0} die obere Halbebene. Wir stellen uns diese als offene
Teilmenge in der Riemannschen Zahlenkugel P1(C) vor. Weiter setzen wir

H∗ = H ∪Q ∪ {∞} = H ∪ P1(Q).
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Die Gruppe SL2(R) operiert auf P1(C) durch Möbiustransformationen, und H und H∗

sind stabil unter dieser Operation. Wir interessieren uns insbesondere ür die Operation
der Untergruppe SL2(Z).

Definition .: Sei N eine natürliche Zahl. Die Hauptkongruenzuntergruppe von Level N
von SL2(Z) ist der Kern der kanonischen Abbildung

SL2(Z) .... SL2
(
Z

/
NZ

)
.

Wir bezeichnen sie mit Γ(N ). Eine Untergruppe Γ von SL2(Z) heißtKongruenzuntergruppe,
wenn sie Γ(N ) ür ein N enthält; das minimale solche N heißt Level von Γ.

Für jede Kongruenzuntergruppe ist der otientenraum Γ\H∗ ein kompakter topologi-
scher Raum, und man kann zeigen, dass man ihn mit einer Struktur als Riemannsche Fläche
versehen kann [Shi, §.]. Da die Kategorie der kompakten Riemannschen Flächen äqui-
valent ist zur Kategorie der projektiven nichtsingulären Kurven über C, können wir Γ\H∗

also als komplexe Kurve ansehen. Die Punkte auf dieser Kurve, die vonP1(Q) herkommen,
heißen Spitzen.

Definition .: Eine Kurve Γ\H∗ ür eine Kongruenzuntergruppe Γ ⊆ SL2(Z) heißt mo-
dulare Kurve. Wir bezeichnen sie mit X (Γ). Wir schreiben Y (Γ) ür die offene Teilmenge
Γ\H.

Wir definieren zwei spezielle Kongruenzuntergruppen, die in der eorie der Modulfor-
men eine zentrale Rolle spielen, nämlich

Γ0(N ) = {
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) : N | c},

Γ1(N ) = {
(
a b
c d

)
∈ Γ0(N ) : a,d ≡ 1 (modN )}.

Diese sind jeweils die Urbilder der Untergruppen der oberen Dreiecksmatrizen bzw. der
strikten (d.h. mit 1en auf der Diagonalen) oberen Dreiecksmatrizen in SL2(Z/NZ) unter
der kanonischen Projektion von SL2(Z). Offenbar gilt Γ(N ) ⊆ Γ1(N ) ⊆ Γ0(N ). Wir be-
zeichnen die zugehörigen modularen Kurven mit X (N ), X1(N ), X0(N ).

Wir wollen noch kurz erwähnen, dass diese modularen Kurven als Modulräume ür ellip-
tische Kurven über Cmit gewissen Zusatzdaten gesehen werden können. Da wir hier nicht
erklären wollen, was ein Modulraum ist, verweisen wir dazu auf [HM] oder [KM]. In
letzterem wird die Interpretation der modularen Kurven als Modulräume elliptischer Kur-
ven in einer abstrakten Sprache gezeigt. Da wir dies im Weiteren nicht benötigen, wollen
wir sie hier elementar formulieren.

Wir definieren

S0(N ) =
{
(E ,C) :

E elliptische Kurve über C,
C ⊆ E(C) zyklische Untergruppe von Ordnung N

}
/ ∼

S1(N ) =
{
(E , P) :

E elliptische Kurve über C,
P ∈ E(C) Punkt von Ordnung N

}
/ ∼

S(N ) =
{
(E , P ,Q) :

E elliptische Kurve über C,
P ,Q ∈ E(C) Basis ür die Torsionsuntergruppe E[N ]

mit Weil-Paarung eN (P ,Q) = e2π i/N

}
/ ∼

(.)
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Die Äquivalenzrelation ∼ sei jeweils dadurch gegeben, dass es zwischen zwei äquivalenten
Kurven einen Isomorphismus gibt, der die zusätzlichen Daten respektiert. Weiter sei ür
τ ∈ H mit Λτ das Gier Z ⊕ Zτ ⊆ C bezeichnet. Dann gilt

Satz .: Die Abbildungen

Y0(N ) .... S0(N ), Γ0(N )τ ...
(
C

/
Λτ ,

⟨
1

N
+ Λτ

⟩ )
Y1(N ) .... S1(N ), Γ1(N )τ ...

(
C

/
Λτ ,

1

N
+ Λτ

)
Y (N ) .... S(N ), Γ(N )τ ...

(
C

/
Λτ ,

τ

N
+ Λτ ,

1

N
+ Λτ

)
sind jeweils Bijektionen.

Beweis: [DS, m. ..] □

3. Elliptische Modulformen

Sei X = X (Γ) die modulare Kurve zu einer Kongruenzuntergruppe Γ, und sei C(X ) ihr
Funktionenkörper. Auf dieser gibt es die Garbe der meromorphen Differentialformen, die
wir mitΩX bezeichnen. Das ist eine Garbe vonC(X )-Vektorräumen, die lokal frei von Rang
1 ist. Mit Ω⊗k

X bezeichnen wir das k-fache Tensorprodukt von ΩX mit sich selbst ür eine
natürliche Zahl k . Die kanonische Projektion π : H .... X liefert uns die inverse Bildgarbe
π ∗Ω⊗k

X aufH. Sei nunω ∈ Ω⊗k
X (X ) ein globaler Schni und π ∗ω sein Pullback nachH. Dann

können wir π ∗(ω) = f (z)(dz)⊗k mit einer meromorphen Funktion f auf H schreiben. Da
π ∗(ω) von X (Γ) kommt, muss es Γ-invariant sein, d.h.

f (γz)d(γz)⊗k = f (z)dz⊗k

ür alle γ ∈ Γ erüllen. Man kann leicht nachrechnen, dass

d(γz) = (cz + d)−2dz (γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ)

gilt. Deshalb muss die Funktion f die Bedingung

f (γz) = (cz + d)−2kf (z) (.)

erüllen.
Dies nehmen wir zum Anlass, ür jede ganze Zahl k eine Rechtsaktion von SL2(Z) auf

dem Ring O(H) der holomorphen Funktionen auf H durch

h[γ ]k(z) = (cz + d)−kh(γz), h ∈ O(H), z ∈ H, γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

zu definieren, die wir die Gewicht-k-Aktion nennen. Die Gleichung (.) sagt dann also aus,
dass f invariant unter der 2k-Aktion von Γ ist. Wir dehnen diese Operation auf die Gruppe
GL+2 (R) aus, indem wir ür α ∈ GL+2 (R) und f : H .... C definieren

h[α ]k(z) = (detα)k/2(cz + d)−kh(αz). (.)
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II. Klassische Modulformen

Definition .: Sei Γ ⊆ SL2(Z) eine Kongruenzuntergruppe von Level N . Eine elliptische
Modulform von Gewicht k und Level N bzgl. Γ ist eine holomorphe Funktion f auf H, die
f [γ ]k = f ür alle γ ∈ Γ erüllt und ür die der Grenzwert

lim
y→∞

f [γ ]k(iy)

ür alle γ ∈ SL2(Z) existiert und endlich ist. Wenn dieser Grenzwert 0 ist, so heißt f
Spitzenform. Die elliptischen Modulformen von Gewicht k zur Gruppe Γ bilden einen C-
Vektorraum, den wir mitMk(Γ) bezeichnen. Den Unterraum der Spitzenformen bezeich-
nen wir mit Sk(Γ).

Wir wollen uns in dieser Arbeit auf elliptische Modulformen beschränken und werden
deshalb ab jetzt sta „elliptische Modulform“ einfach „Modulform“ schreiben.

Definition .: Sei f eine Modulform zu einer Kongruenzuntergruppe Γ von Level N , und
sei h die kleinste natürliche Zahl, sodass die Matrix

(
1 h
1

)
in Γ liegt. (Für Γ0(N ) und Γ1(N )

gilt h = 1.) Ein solches h existiert, denn Γ enthält z.B. die Matrix
(
1 N

1

)
. Dann gilt ür alle

z ∈ H
f (z) = f [

(
1 h
1

)
]k = f (z + h),

d.h. f ist hZ-periodisch, und wir können f in eine Fourierreihe entwickeln:

f (z) =
∞∑
n=0

anq
n

mit q = e2π iz/h . Die Koeffizienten an heißen die Fourierkoeffizienten von f . Eine Modulform
heißt normalisiert, wenn a1 = 1 gilt.

Bemerkung .: Wir wollen nun kurz andeuten, wie Spitzenformen zu Funktionen auf
GL2(Q)\GL2(AQ) ühren und damit als automorphe Formen im Sinne von Abschni 
angesehen werden können. Da wir hierbei sehr knapp bleiben, verweisen wir ür Details
auf die hier zitierten Werke. Wir schreiben im Folgenden A ür AQ.

Sei also Γ ⊆ SL2(Z) eine Kongruenzuntergruppe und ein f ∈ Sk(Γ) gegeben. Zu diesem
f definieren wir eine Funktion ϕ f auf SL2(R) durch

ϕ f (д) = f [д]k(i).

Die Invarianz von f unter der Gewicht-k-Aktion von Γ übersetzt sich ür die Funktion ϕ f
in die Eigenscha

ϕ f (γд) = ϕ f (д) ∀д ∈ SL2(R), γ ∈ Γ.

Wir können ϕ f also auffassen als eine stetige Funktion auf Γ\SL2(R). Auf diesem Raum
kann man ein SL2(R)-invariantes Radon-Maß¹ wählen, und bezüglich dieses Maßes ist ϕ f
quadratisch integrierbar (hier benutzt man, dass f eine Spitzenform ist). Also ist

Sk(Γ) .... L2(Γ\SL2(R)), f ... ϕ f

¹ Das ist ein Maß auf der Borel-σ -Algebra, das kompakten Mengen endliches Maß gibt und von oben und
unten regulär ist. Es ist eindeutig bis auf Multiplikation mit einem Skalar.
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. Elliptische Modulformen

eine wohldefinierte Abbildung, und diese ist sogar eine isometrische Injektion von komple-
xen Hilberträumen, wenn wir Sk(Γ) mit dem Petersson-Skalarprodukt versehen (welches
wir in Abschni  einühren werden). Siehe hierzu [Dei, §.].

Wir benötigen nun eine Variante der sogenannten starken Approximation, die wir aus
[Dei, Prop. .., Satz ..] zitieren. Sei dazu K der Abschluss von Γ in SL2(Ẑ) und Z(R)
das Zentrum von GL2(R). Dann induziert die Inklusion SL2(R) .... GL2(A) einer reellen
Matrix in die archimedische Komponente der adelischen Matrizen einen Homöomorphis-
mus

Γ
\
SL2(R) .... ∼ GL2(Q)Z(R)

\
GL2(A)

/
K .

Dieser ist sogar SL2(R)-äquivariant und liefert deshalb wegen der Eindeutigkeit des Radon-
Maßes einen Isomorphismus von Hilberträumen

L2(Γ\SL2(R)) � L2(Z(R)GL2(Q)\GL2(A)/K).

Wir bekommen also eine isometrische Inklusion vonSk(Γ) in den rechtenHilbertraum. Ins-
besondere können wir Sk(Γ) als Unterraum des Raums der komplexwertigen Funktionen
auf GL2(Q)\GL2(A) auffassen. Das Bild dieser Abbildung ist in [Gel, Prop. .] beschrie-
ben. Es sei noch erwähnt, dass das auch mit den Fourierkoeffizienten „zusammenpasst“,
siehe dazu Bemerkung ..

Auch Maaßsche Wellenformen können als Funktionen auf GL2(Q)\GL2(A) aufgefasst
werden [Dei, Satz ..]. Das Analogon zu Modulformen ür total reelle Zahlkörper K |Q,
die HilbertschenModulformen, können als Funktionen auf GL2(K)\GL2(AK) gesehenwer-
den [Gel, S. ].

Bemerkung .: Die Überlegungen am Anfang dieses Abschnies kann man benutzen, um
mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch zu zeigen, dass die RäumeMk(Γ) endlichdimen-
sional sind und ihre Dimension explizit bestimmen. Dies geschieht z.B. in [Shi, §§.–
.]. Als Spezialfall der dort hergeleiteten Formeln sei exemplarisch die Dimension von
Mk(Γ1(N )) bzw. Sk(Γ1(N )) ür k ≥ 3 und N ≥ 5 genannt. Diese ist [DS, Fig. .]

(k − 1)N 2

24

∏
p |N

(
1 − 1

p2

)
± 1

4

∑
d |N

φ(d)φ( Nd ),

wobei dort „+“ ürMk(Γ1(N )) und „−“ ür Sk(Γ1(N )) einzusetzen ist. Das Produkt läu
hier über alle Primteiler von N und die Summe über alle Teiler von N . Insbesondere sieht
man daran, dass diese Dimensionen unbeschränkt sind, wenn k und N wachsen.

Bemerkung .: Wenn Γ ⊆ SL2(Z) eine beliebige Kongruenzuntergruppe von Level N ist,
dann gilt Mk(Γ) ⊆ Mk(Γ(N )). Weiter gilt ür f ∈ Mk(Γ(N )), dass (z ... f (Nz)) ∈
Mk(Γ1(N

2)): denn es gilt

f (Nz) = N −k/2f
[(

N
1

)]
k
(z)

und

Γ1(N
2) ⊆

(
N

1

)−1
Γ(N )

(
N

1

)
,
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wie man sich leicht überlegt. Wenn

f (z) =
∞∑
n=0

ane2π inz/N

die Fourierentwicklung von f ∈ Mk(Γ(N )) ist, so ist

f (Nz) =
∞∑
n=0

ane2π inz .

Wir haben also ür jede Kongruenzuntergruppe Γ von Level N eine Einbeung

Mk(Γ) .... Mk(Γ1(N
2)),

die die Fourierkoeffizienten erhält. Da uns die Fourierkoeffizienten besonders interessieren,
werden wir uns im Folgenden meistens auf die Kongruenzuntergruppe Γ1(N ) zurückzie-
hen.²

Es seien nun Γ ⊆ ∆ Kongruenzuntergruppen, so dass Γ in ∆ normal ist. Dann definie-
ren wir eine Operation von ∆ aufMk(Γ) durch (α , f ) ... f [α ]k . Um zu sehen, dass dies
wohldefiniert ist, müssen wir zeigen, dass die Funktion f [α ]k invariant unter Γ ist (die Ho-
lomorphie auf H und an den Spitzen bleibt von der Operation natürlich ungestört). Dazu
sei γ ∈ Γ gegeben. Wegen αΓ = Γα gibt es ein γ̃ ∈ Γ mit αγ = γ̃α . Damit bekommen wir
dann

(f [α ]k)[γ ]k = f [̃γα ]k = f [α ]k ,

also gilt tatsächlich f [α ]k ∈ Mk(Γ).
Per Definition operiert die Untergruppe Γ trivial, sodass eine Aktion des otienten

∆/Γ induziert wird. Dieser otient ist endlich, da jede Kongruenzuntergruppe in SL2(Z)
endlichen Index hat. Also definiert die obige Operation eine Darstellung

∆
/
Γ .... AutC(Mk(Γ))

einer endlichen Gruppe auf einem endlichdimensionalen komplexen Vektorraum, und diese
können wir in irreduzible Darstellungen zerlegen. Im Falle, dass der otient ∆/Γ abelsch
ist, lässt sich diese Zerlegung besonders leicht hinschreiben, da dann alle irreduziblen Dar-
stellungen eindimensional sind.

Definition .: Es seien Γ ⊆ ∆ Kongruenzuntergruppen, so dass Γ in ∆ normal und der
otient ∆/Γ abelsch ist. Für jeden Charakter ε von ∆/Γ definieren wir

Mk(∆, ε) = {f ∈ Mk(Γ) | ∀γ ∈ ∆: f [γ ]k = ε(γ )f }.

² Wir können zwar jedesMk(Γ) auch nachMk(Γ(N )) einbeen, jedoch hat die Gruppe Γ1(N ) angenehmere
Eigenschaen: so ist in Definition . h = 1, und die von der zugehörigen modularen Kurve klassifizierten
elliptischen Kurven (vgl. Satz .) sind in diesem Fall einfacher.
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Dies ist der Eigenraum des Charakters ε in der oben erwähnten Darstellung (vgl. (..)). In
dieser Situation gilt dann

Mk(Γ) =
⊕
ε

Mk(∆, ε),

wobei ε alle Charaktere von ∆/Γ durchläu.
Besonders wichtig ist die obige Diskussion ür den Fall Γ = Γ1(N ) und ∆ = Γ0(N ).

Man kann sich leicht überlegen, dass die Abbildung

Γ0(N ) ....
(
Z

/
NZ

) ×
,

(
a b
c d

)
... d

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist und Γ1(N ) als Kern hat. Der otient ∆/Γ
ist in diesem Fall also (Z/NZ)× , und wir notieren seine Darstellung aufMk(Γ1(N )) mit
⟨·⟩ und nennen diese Abbildungen die Diamant-Operatoren.

Definition .: Für δ ∈ Z mit (δ ,N ) = 1 sei

⟨δ⟩ f = f [γ ]k , ür ein γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N ) mit d ≡ δ (modN ).

Wir setzen ⟨δ⟩ f = 0 ür δ ∈ Z mit (δ ,N ) > 1.

Es gilt dann
Mk(Γ1(N )) =

⊕
χ

Mk(Γ0(N ), χ),

wobei χ alle Dirichlet-Charaktere modulo N durchläu. Wir schreiben meistensMk(N , χ)
staMk(Γ0(N ), χ). Ein Element vonMk(N , χ) heißt Modulform von Gewicht k , Level N
und Nebentyp χ .

Zusammen mit Bemerkung . heißt dies also, dass es im Wesentlichen genügt, die Räu-
meMk(N , χ) zu verstehen, wenn man Modulformen zu einer beliebigen Kongruenzunter-
gruppe verstehen möchte. Deshalb werden wir imWeiteren vor allem diese Räume betrach-
ten.

Schließlich merken wir noch an, dass all dies ganz analog auch ür die RäumeSk(Γ) sta
Mk(Γ) funktioniert. Wir definieren also die Räume Sk(N , χ) entsprechend.

4. Hecke-Operatoren

DerDefinition einesHecke-Operators liegt folgendes einfache Prinzip zugrunde: Seien S ,X ,Y
Mengen und seien Abbildungen p : S .... X und q : S .... Y gegeben.

..

. ..S .

..X . ..Y

.p . q

Aus dieser Situation kann man unter geeigneten Voraussetzungen einen Hecke-Operator
T basteln, der aus einer Funktion auf X eine Funktion auf Y macht. Sei dazu f eine (etwa
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reell- oder komplexwertige) Funktion auf X . Durch Komposition mit p machen wir daraus
zunächst eine Funktion f ◦p auf S . Schließlich „definieren“ wir die FunktionTf auf Y durch

Tf (y) =

∫
q−1(y)

f ◦ p ,

wobei wir annehmen, dass auf S ein geeignetes Maß gegeben ist und die Abbildungen p, q
und f hinreichend schön sind, sodass dieses Integral existiert. Wenn z.B. die Abbildung q
endliche Fasern hat, kann man auf S das Zählmaß wählen und

Tf (y) =
∑

s∈q−1(y)

f ◦ p(s)

definieren. Da die Situation symmetrisch ist, können die Rollen vonX undY natürlich auch
vertauscht werden.

In unserer Situation seien Γ1, Γ2 Kongruenzuntergruppen, α ∈ GL+2 (Q) und sei Γ′ =
Γ2∩α−1Γ1α (was dann ebenfalls wieder eine Kongruenzuntergruppe ist, siehe [Shi, Lem.
.]). Wir haben dann folgendes Diagramm, in dem alle Abbildungen kanonische Projek-
tionen sind:

..

. . ..H∗

. . ..Γ′\H∗

..Γ1\H∗ ..α−1Γ1α\H∗ . ..Γ2\H∗ . .

Zwischen den beiden linken unteren Einträgen gibt es einen Isomorphismus

α−1Γ1α
\
H∗ .... Γ1

\
H∗
, [z] ... [αz].

Diesen verkeenwir mit der kanonischen Projektion Γ′\H∗ .... α−1Γ1α\H∗ und erhalten
so ein Diagramm

..

. ..Γ′\H∗ .

..Γ1\H∗ . ..Γ2\H∗ ,

.p . q

das die Rolle unseres ersten Diagramms mit S = Γ′\H∗, X = Γ1\H∗ und Y = Γ2\H∗

spielen soll. Da die Abbildungen p und q hier (Einschränkungen von) Überlagerungen von
Kurven sind, haben beide endliche Fasern.

Wir wollen in dieser Situation einen Homomorphismus zwischen den Divisorengruppen
von Y undX definineren. Einen Divisor auf Y können wir als eine Abbildung von Y nachZ
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sehen (mit endlichem Träger). Die oben erklärte Konstruktion produziert aus einem solchen
Divisor einen Divisor auf X , und wir bekommen einen Homomorphismus

T : Div(Y ) .... Div(X ).

In [Shi, S. /] wird gezeigt, dass dieser durch die folgende Formel gegeben ist. Sei [z] ∈
Y und z ∈ H∗ ein Urbild auf der oberen Halbebene. Wir betrachten die Doppelnebenklasse
Γ1αΓ2 und zerlegen sie in eine disjunkte endliche Vereinigung von Linksnebenklassen

Γ1αΓ2 =
e∪

i=1

Γ1βi .

Dann gilt

T ([z]) =
e∑

i=1

[βiz].

Diese Formel legt die folgende Definition nahe, die eine Aktion von solchen Doppelne-
benklassen auf Modulformen liefert.

Definition .: Seien Γ1 ,Γ2 Kongruenzuntergruppen, α ∈ GL+2 (Q) und

Γ1αΓ2 =
e∪

i=1

Γ1βi , βi ∈ GL+2 (Q) (.)

eine disjunkte Zerlegung der Doppelnebenklasse Γ1αΓ2 in Linksnebenklassen. Der Doppel-
nebenklassenoperator

[Γ1αΓ2]k : Mk(Γ1) .... Mk(Γ2)

ist gegeben durch

f [Γ1αΓ2]k = (detα)k/2−1
e∑

i=1

f [βi ]k . (.)

Der Faktor (detα)k/2−1 dient hierbei der Normalisierung (vgl. Bemerkung .).

Dies ist ein Homomorphismus von C-Vektorräumen. Er bildet Spitzenformen auf Spit-
zenformen ab [Shi, Prop. .], es gibt also den genauso definierten Operator

[Γ1αΓ2]k : Sk(Γ1) .... Sk(Γ2).

Besonders wichtig ür uns ist der Fall, dass Γ1 = Γ2 = Γ1(N ).

Beispiel .: Wenn Γ ⊆ ∆ Kongruenzuntergruppen sind, sodass Γ in ∆ normal ist, haben
wir eine Operation von ∆/Γ aufMk(Γ) (siehe Seite ). Diese ist durch solche Doppelne-
benklassenoperatoren gegeben: denn sei ür ein δ ∈ ∆/Γ ein Li α =

(
a b
c d

)
∈ ∆ gegeben.

Wegen der Normalität gilt
ΓαΓ = Γα(α−1Γα) = Γα ,

und es folgt
f [ΓαΓ]k = f [α ]k .

Insbesondere sind also die Diamant-Operatoren ⟨·⟩ aus Definition . solche Doppelneben-
klassenoperatoren.
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Definition .: Wir setzen

∆ = {α ∈ M2(Z) : α ≡
(
1 ∗
0 ∗

)
(modN ), detα > 0} (.)

und definieren Tn ür jede natürliche Zahl n als die formale Summe

Tn =
∑
α∈∆

det α=n

[Γ1(N )αΓ1(N )]k . (.)

Hinter der Wahl von ∆ und dieser Definition steckt die Interpretation von Y1(N ) als
Modulraum (siehe (.) und Satz .): die Punkte auf Y1(N ) entsprechen Paaren (E , P), wo-
bei E eine komplexe elliptische Kurve und P ein Punkt von Ordnung N in E(C) ist. Eine
komplexe elliptische Kurve ist nichts anderes als ein Gier in C. Jedes Tn definiert einen
Endomorphismus der Divisorengruppe von Y1(N ). Wenn wir Tn auf ein Gier L ⊆ C mit
gewähltem Punkt P von Ordnung N in C/L anwenden, gilt

n ·Tn(L, P) =
∑
L′

(L′, P), (.)

wobei L′ hier alle Gier in C durchläu, die L als Teilgier von Index n enthalten, und so,
dass P auch in C/L′ Index N hat; siehe hierzu [Lan, §§.,.].

Bemerkung .: Wir wollen an dieser Stelle erwähnen, dass man die Aktion von GL+2 (R)
auf O(H) sta wie in (.) auch durch

f [α ]k(z) = (detα)k−1(cz + d)−kf (αz)

definieren könnte. In diesem Fall kann dann der Normalisierungsfaktor (detα)k/2−1 in (.)
entfallen. Wenn man jedoch die Relationen aus Satz . ür die Operatoren Tn erhalten
möchte, gilt in diesem Fall (.) nur, falls n eine Primzahl ist. Auch (.) gilt nur, falls n prim
ist, daür kann der Faktor n auf der linken Seite entfallen.

In [DS] wird mit dieser alternativen Normierung gearbeitet. Die Operatoren Tp ür
Primzahlen p werden dort durch

Tp = [Γ1(N )

(
1 0
0 p

)
Γ1(N )]k

definiert und ür zusammengesetztes n dann über die Relationen aus Satz .. Die Wirkung
dieser Operatoren aufMk(Γ1(N )) ist in beiden Fällen dieselbe.

Im Folgenden betrachten wirTn als Endomorphismus vonMk(Γ1(N )). Dabei gilt insbe-
sondere T1 = id. Wenn Φ eine Kongruenzuntergruppe mit Γ1(N ) ⊆ Φ ⊆ Γ0(N ) ist, haben
wir eine Zerlegung

Mk(Γ1(N )) =
⊕
ε

Mk(Φ, ε),

in der ε die Charaktere von Φ/Γ1(N ) durchläu.
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Lemma .: Die Endomorphismen [Γ1(N )αΓ1(N )]k ür α ∈ ∆(Γ1(N )) sind mit der Zerle-
gung

Mk(Γ1(N )) =
⊕
ε

Mk(Φ, ε),

verträglich, d.h. es gilt [Γ1(N )αΓ1(N )]kMk(Φ, ε) ⊆ Mk(Φ, ε) ür jeden Charakter ε von
Φ/Γ1(N ). Insbesondere sind die Tn mit dieser Zerlegung verträglich.

Beweis: Wir greifen hier auf [Shi] zurück. Dort wird die Behauptung in (..), (..) und
dem nachfolgenden Absatz (S. ) ür Φ = Γ0(N ) gezeigt, der Beweis überträgt sich aber
direkt auf unsere Situation. □

Satz .: Die Endomorphismen Tn vonMk(Γ1(N )) erüllen die folgenden Relationen:

(a) Für Primzahlen p und r ∈ N gilt

(i) als Endomorphismus vonMk(Γ1(N )): Tpr = TpTpr−1 − ⟨
p
⟩
pk−1Tpr−2

(ii) als Endomorphismus vonMk(N , χ): Tpr = TpTpr−1 − χ(p)pk−1Tpr−2

(iii) Tpr = (Tp)
r , falls p | N

(b) TmTn = Tmn ür teilerfremdem und n

(c) TmTn = TnTm ür allem,n ∈ N.

Beweis: Wir verwenden wieder [Shi]. Auf S.  definiert Shimura einen Operator T ′(n),
welches unser Tn ist.

(a) Wir verwenden m. . und m. . () aus [Shi]: Dies zeigt, dass ür Tpr als
Endomorphismus vonMk(Γ1(N )) (in Shimuras Notation)

T ′(pr ) = T ′(p)T ′(pr−1) − pT ′(p ,p)T ′(pr−2)

gilt . Die Gleichungen (..) und (..) auf S. / zeigen dann, dass T ′(p ,p)f =
pk−2χ(p)f als Endomorphismus vonMk(N , χ). Beachte hierbei, dass in (..) h ={1} gilt und dass (..) auch ür p | N gilt, da dann χ(p) = 0 undT ′(p ,p) = 0 nach
m. ., und außerdem nicht nur ür Spitzenformen.

Dies zeigt Gleichung (ii). Die Relationen (i) und (iii) folgen hieraus unmielbar (vgl.
Definition von ⟨·⟩).

(b) [Shi, m. . ()]

(c) Folgt aus [Shi, Prop. .]. □

Man kann nachrechnen, dass der Effekt der Hecke-Operatoren auf den Fourierkoeffizi-
enten durch die folgende Formel gegeben ist:
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Lemma .: Sei f ∈ Mk(Γ1(N )). Dann gilt ür allem,n ∈ N

am(Tnf ) =
∑

d |(m ,n)

dk−1amn/d2(⟨d⟩ f ).

Insbesondere gilt ür f ∈ Mk(N , χ)

am(Tnf ) =
∑

d |(m ,n)

χ(d)dk−1amn/d2(f ).

Beweis: Die zweite Behauptung ist Formel (..) in [Shi]. Die erste Behauptung folgt
hieraus mit der Definition von ⟨·⟩. □

Daraus kannman folgern, dass die Eigenwerte von Eigenvektoren der Hecke-Operatoren
mit den entsprechenden Fourierkoeffizienten übereinstimmen:

Satz .: Es sei ein normalisiertes f ∈ Sk(N , χ) mit Fourierentwicklung

f =
∞∑
n=1

anq
n

gegeben, welches ür jedes n ∈ Nmit (n,N ) = 1 ein Eigenvektor vonTn zum Eigenwert cn ist.
Dann gilt

an = cn ür (n,N ) = 1.

Beweis: Sei n ∈ N mit (n,N ) = 1. Da f normalisiert ist und Eigenvektor von Tn zum
Eigenwert cn , gilt

a1(Tnf ) = cna1 = cn .

Die Behauptung folgt dann aus Lemma . mitm = 1, was

a1(Tnf ) = an

ür alle n ∈ N besagt. □

Bemerkung .: Es seiM ein Teiler vonN . Dann giltΓ1(N ) ⊆ Γ1(M) und daherSk(Γ1(M))
⊆ Sk(Γ1(N )). Für ein d ∈ Z hängt die Wirkung von ⟨d⟩ auf Sk(Γ1(N )) per Definition nur
von der Restklasse von d modulo N ab, und diese bestimmt die Restklasse von d moduloM .
Dies zeigt, dass die Einschränkung von ⟨d⟩ auf den UnterraumSk(Γ1(M))mit derWirkung
von ⟨d⟩ auf diesem Unterraum übereinstimmt. Mit Lemma . folgt, dass dies auch ür die
Operatoren Tn gilt. Mit anderen Worten: das Diagramm

..

..Sk(Γ1(M)) ..Sk(Γ1(N ))

..Sk(Γ1(M)) ..Sk(Γ1(N )),

in dem die horizontalen Pfeile die natürlichen Inklusionen und die vertikalen entweder ⟨d⟩
oder Tn sind, kommutiert.
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5. Das Petersson-Skalarprodukt und Atkin-Lehner-Theorie

Wir wollen nun ein Skalarprodukt auf den Räumen Sk(Γ) ür eine Kongruenzuntergruppe
Γ einühren. Daür definieren wir zunächst ein SL2(R)-invariantes Maß µ auf der oberen
Halbebene H durch

dµ(z) =
dxdy
y2
, z = x + iy.

Seien nun f ,д ∈ Mk(Γ) gegeben. Dann ist die Funktion

z ... f (z)д(z)yk , z = x + iy ∈ H

Γ-invariant, wie man leicht nachrechnet. Sei D ein Fundamentalbereich ür Γ. Dann ist
demnach das Integral ∫

D
f (z)д(z)yk

dxdy
y2

=

∫
D
f (z)д(z)yk−2dxdy

wohldefiniert, wenn es existiert. Man kann zeigen, dass dieses Integral konvergiert, sobald
das Produkt f д an allen Spitzen von Γ verschwindet, also insbesondere ür f ,д ∈ Sk(Γ)
[Lan, §.].

Lemma .: Die Zuordnung

⟨
f ,д

⟩
=

1

µ(D)

∫
D
f (z)д(z)yk−2dx dy

definiert ein Skalarprodukt auf Sk(Γ). Es heißt Petersson-Skalarprodukt.

Dieses Skalarprodukt ist verträglich mit der Zerlegung

Sk(Γ1(N )) =
⊕
χ

Sk(N , χ)

in dem Sinne, dass die Unterräume Sk(N , χ) paarweise orthogonal sind [Shi, (..)].
Das wichtigste Resultat, welches dieses Skalarprodukt mit Hecke-Operatoren in Verbin-

dung bringt, ist der folgende Satz.

Satz .: Auf dem Raum Sk(N , χ) sind die adjungierten Endomorphismen der Hecke-Opera-
toren ür alle n mit (n,N ) = 1 durch

T ∗
n = χ(n)−1Tn

gegeben. Insbesondere sind die Hecke-Operatoren Tn normal ür (n,N ) = 1 (d.h. die kommu-
tieren mit ihren Adjungierten).

Beweis: [Lan, m. ..] □

Der Spektralsatz aus der linearen Algebra impliziert dann unmielbar:

Korollar .: Der Raum Sk(N , χ) hat eine Orthogonalbasis, die aus simultanen Eigenformen
ür alle Tn mit (n,N ) = 1 besteht.
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Wir wollen nun noch Beziehungen zwischen Modulformen zu verschiedenen Level stu-
dieren. Sei dazu N ∈ N und d ein Teiler von N . Dann gilt wegen Γ1(N ) ⊆ Γ1(d)

Mk(Γ1(d)) ⊆ Mk(Γ1(N )).

Außerdem haben wir außer der Inklusion eine weitere kanonische Abbildung

ιd : Mk(Γ1(d)) .... Mk(Γ1(N )), f (·) ... f ( Nd ·).

Modulformen, die auf eine dieserWeisen von kleineren Leveln herkommen, wollenwir „alt“
nennen.

Definition .: Der Unterraum vonMk(Γ1(N )), der von den Bildern der beiden eben be-
schriebenen kanonischen Abbildungen

Mk(Γ1(d)) .... Mk(Γ1(N ))

ür alle d | N erzeugt wird, heißt der Raum der Altformen und wird mitMk(Γ1(N ))old be-
zeichnet. Analog definierenwirSk(Γ1(N ))old. Sein orthogonales Komplement inSk(Γ1(N ))
bezeichnen wir mit Sk(Γ1(N ))new und nennen die Elemente Neuformen.³

Die Räume der Alt- und Neuformen sind stabil unter den Hecke-Operatoren [DS, Prop.
..].

Satz . (Atkin-Lehner): Sei f ∈ Sk(Γ1(N )) mit Fourierentwicklung

f =
∞∑
n=1

anq
n .

Dann gilt an = 0 ür (n,N ) = 1 genau dann, wenn f von der Form

f =
∑
p |N

ιN/p(fp)

ür fp ∈ Sk(Γ1(N/p)) ist.

Beweis: [DS, m. ..] □

Satz .: Wenn f ∈ Sk(Γ1(N )) ein Eigenvektor aller Tn mit (n,N ) = 1 ist, dann gibt es
einen Teiler M von N und eine Neuform, f0 ∈ Snew

k (Γ1(M)), die ebenfalls ein Eigenvektor
aller Tn mit (n,N ) = 1 ist und deren Fourierkoeffizienten ür alle diese n mit denen von f
übereinstimmen.

Beweis: [Miy, Cor. ..] □

³ Der englische Begriff „newform“ wird in der Literatur o ür Neuformen in unserem Sinne verwendet, die
zusätzlich Eigenvektoren aller Hecke-Operatoren sind; unsere Neuformen heißen dann o „primitiv“.
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Wir definieren nun noch
Ek(Γ) = Mk(Γ)

/
Sk(Γ)

ür eine KongruenzuntergruppeΓ. Mithilfe des Petersson-Skalarprodukts kann dieser Raum
mit dem orthogonalen Komplement von Sk(Γ) inMk(Γ) identifiziert werden (man beach-
te, dass dieses zwar kein Skalarprodukt auf dem ganzen RaumMk(Γ) ist, aber konvergiert,
wenn eines der beiden Argumente eine Spitzenform ist, weshalb dieses orthogonale Kom-
plement sinnvoll definiert werden kann). Der Raum Ek(Γ) heißt der Raum der Eisensteinrei-
hen. Vieles von dem, was wir im folgenden ür Spitzenformen machen werden, würde auch
ür die Eisensteinreihen funktionieren. Wir sind aber vorwiegend an den L-Funktionen und
Galoisdarstellungen interessiert, die uns Modulformen liefern (siehe Abschnie  und .),
und diese sind ür Eisensteinreihen nicht so interessant: die L-Funktionen sind nämlich das
Produkt zweier Dirichlet-L-Reihen [Shi, S. ], und die Galoisdarstellungen sind reduzibel
[DS, m. ..]. Aus diesem Grund werden wir uns meistens nur mit den Spitzenformen
beschäigen.

6. Eigenformen und L-Funktionen

Definition .: Wir nennen ein f ∈ Mk(N , χ) eine Eigenform, wenn es ein Eigenvektor
aller Hecke-Operatoren Tn ür n ∈ N ist.

Satz .: Sei f ∈ Sk(Γ1(N ))new ein normalisierter Eigenvektor aller Hecke-OperatorenTn ür
alle n ∈ N mit (n,N ) = 1. Dann ist f eine Eigenform.

Beweis: Sei n ∈ N und д = Tnf − an(f )f . Als Linearkombination zweier Neuformen ist д
eine Neuform. Der erste Fourierkoeffizient von д ist

a1(д) = a1(Tnf ) − a1(anf ) = 0.

Wegen Lemma . gilt
a1(Tmд) = amд

ür allem ∈ N, und da д ebenfalls Eigenvektor aller Hecke-Operatoren Tm ür (m,N ) = 1
ist, folgt am(д) = 0 ür (m,N ) = 1. Nach Satz . ist dann д auch eine Altform, also muss
д = 0 gelten. □

Bemerkung .: Es sei f ∈ Sk(Γ1(N )) eine Eigenform. Die Relation (i) aus Satz . (a) zeigt

pk−1
⟨
p
⟩
= T 2

p −Tp2 .

Also muss f auch ein Eigenvektor der Operatoren ⟨n⟩ ür alle n ∈ N mit (n,N ) = 1 sein.
Daraus folgt, dass es ür jede solche Eigenform genau einen Dirichlet-Charakter χ modulo
N gibt, sodass f ∈ Sk(N , χ): denn wenn cn der Eigenwert zu ⟨n⟩ ist, können wir

χ(n) = cn

definieren, und es ist klar, dass dies ein Dirichlet-Charakter ist und dass f ∈ Sk(N , χ) gilt.
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Satz .: Sei f ∈ Mk(Γ1(N )) mit Fourierentwicklung

f =
∞∑
n=1

anq
n .

Dann ist f genau dann eine normalisierte Eigenform, wenn es einen Dirichlet-Charakter χ
modulo N gibt, sodass die Fourierkoeffizienten die folgenden Relationen erüllen:

(a) a1 = 1,

(b) apr = apapr−1 − χ(p)pk−1apr−2 ür alle Primzahlen p und r > 2,

(c) amn = aman ür teilerfremdem und n.

Dieses χ ist dann der Nebentyp von f .

Beweis: Dass die Fourierkoeffizienten einer normalisierten Eigenform von Nebentyp χ die-
se Relationen erüllen, folgt sofort aus den entsprechenden Relationen ür die Hecke-Ope-
ratoren aus Satz .. Die andere Richtung folgt durch eine leichte Rechnung aus Lemma .
und Satz .; siehe dazu auch [DS, Prop. ..]. □

Definition .: Sei f ∈ Mk(Γ) eine Modulform zu einer Kongruenzuntergruppe Γ, und sei

f =
∞∑
n=0

anq
n

die zugehörige Fourierreihe. Die L-Funktion zu f ist definiert als die Dirichletreihe

L(f , s) =
∞∑
n=0

ann
−s .

Wenn χ ein primitiver Dirichlet-Charakter ist, definieren wir weiter die um χ getwistete
L-Funktion zu f als

L(f , χ , s) =
∞∑
n=0

χ(n)ann
−s .

Die guten analytischen Eigenschaen von Modulformen (Holomorphie oder sogar Ver-
schwinden an den Spitzen) sorgen ür Konvergenz dieser Dirichletreihe: Wenn f eine Spit-
zenform ist, konvergiert L(f , χ , s) absolut ür Re s > k

2 + 1, sonst ür Re s > k [DS, Prop.
..].⁴ Im Falle von Spitzenformen lässt sich diese Funktion zu einer ganzen Funktion auf
C fortsetzen; sonst lässt sie sie im Allgemeinen nur zu einer meromorphen Funktion fort-
setzen [Bum, Prop. ..].

⁴ Die Aussage wird dort nur ür f ∈ Mk(Γ1(N )) gezeigt, was aber wegen Bemerkung . genügt. Auch
wird dort lediglich eine ungetwistete L-Funktion betrachtet (d.h. χ ist trivial), aber da die Koeffizienten der
Dirichletreihe durch das Twisten jeweils um Faktoren von Betrag ≤ 1 abgeändert werden, folgt leicht, dass
dies die Konvergenz nicht verschlechtert.
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Die Mellin-Transformation von f ist definiert durch das Integral

Mf (s) =

∫ ∞

0
f (it)t s

dt
t
.

Sie hängt mit der L-Funktion über die Beziehung

Mf (s) = (2π)−sΓ(s)L(f , s)

zusammen. Dies kann man benutzen, um im Falle einer Spitzenform f ∈ Sk(N , χ) eine
Funktionalgleichung ür die L-Funktion zu zeigen. Sei dazu Λ(f , s) = N s/2Mf (s). Dann
gilt

Λ(f , s) = ikΛ(f [τ ]k , k − s), τ =

(
−1

N

)
nach [Shi, m. .].

Satz .: Es sei f ∈ Mk(N , χ). Dann hat die zugehörige L-Funktion genau dann eine Darstel-
lung als Eulerprodukt

L(f , s) =
∏
p

(1 − app−s + χ(p)pk−1−2s)−1 ,

wenn f eine normalisierte Eigenform ist.

Beweis: Dies folgt leicht aus Satz .. Siehe dazu auch [DS, m. ..]. □

Definition .: Das Polynom 1 − apX + χ(p)pk−1X 2 ∈ C[X ] heißt das p-te Hecke-Polynom
von f .

Solche Eigenformen und ihreHecke-Polynomewerden uns in Kapitel IV imZusammenhang
mit modularen Galoisdarstellungen erneut begegnen.

Bemerkung .: In Bemerkung . haen wir angedeutet, wie man Spitzenformen als au-
tomorphe Formen auf GL2 über Q ansehen kann. Wir wollen zum Schluss noch erwähnen,
dass man solchen automorphen Formen in gewissen Fällen ebenfalls eine L-Funktion zu-
ordnen kann – insbesondere dann, wenn sie zu einer Eigenform gehören – und dass diese
mit der L-Funktion zu einer klassischen Eigenform zusammenpasst, d.h. sie stimmen über-
ein bis auf eine (konstante) Verschiebung des Arguments. Siehe dazu [Dei, Kap. ], wo
dies in einem Spezialfall gezeigt wird.
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III. Kommutative p-adische L-Funktionen

Bei der Untersuchung von L-Funktionen stehen zuerst meist funktionentheoretische Ge-
sichtspunkte im Vordergrund. Studiert man spezielle Werte dieser Funktionen, so zeigt sich
aber, dass diese auch ein p-adisches Verhalten an den Tag legen können. Dies wurde zu-
erst von T. Kubota und H.-W. Leopoldt beobachtet, und damit konnten sie ür Dirichletsche
L-Funktionen und insbesondere die Riemannsche Zetafunktion ein p-adisches Analogon
konstruieren.

Heute wird ür eine große Klasse von L-Funktionen vermutet, dass diese ein p-adisches
Pendant haben. Im Allgemeinen ist dessen Konstruktion aber völlig unklar – mehr noch,
sogar wesentliche Eigenschaen der komplexen L-Funktionen, die als Voraussetzungen ür
die Existenz des p-adischen Avatars unabdingbar sind, sind nicht bekannt. In gewissen
Fällen gelang es aber, eine solche Konstruktion durchzuühren, unter anderem ür die L-
Funktionen von Modulformen.

Wir werden uns in diesem Kapitel zuerst mitp-adischen Dirichlet-L-Funktionen beschäf-
tigen, um klar zu machen, wie man p-adische L-Funktionen richtig auffassen sollte, und am
Ende die entsprechenden Ergebnisse ür die L-Funktionen von Modulformen zusammen-
stellen. Warum wir diese p-adischen L-Funktionen „kommutativ“ nennen, wird erst später
klar werden; siehe dazu Abschni ..

1. Motivation

1.1. Die Grundidee

Bernhard Riemann hat die später nach ihm benannte Riemannsche Zetafunktion

ζ (s) =
∞∑
n=1

n−s , s ∈ C, Re s > 1

untersucht und gezeigt, dass sie eine meromorphe Fortsetzung auf ganz Cmit einem einzi-
gen Pol der Ordnung 1 bei s = 1 hat und der Funktionalgleichung

Λ(s) = Λ(1 − s) mit Λ(s) =
s(s − 1)

2
π− s

2Γ( s2)ζ (s)

genügt. Bereits Euler war die Produktentwicklung

ζ (s) =
∏
p

(1 − p−s)−1 , Re s > 1

bekannt, in der p alle Primzahlen durchläu, und er fand außerdem die Formel

ζ (2n) = (−1)n−1 (2π)
2nB2n

2(2n)!
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III. Kommutative p-adische L-Funktionen

ür die Werte der Zetafunktion bei positiven geraden Zahlen (hier bezeichnet Bn die n-te
Bernoulli-Zahl, vgl. Definition ..).

Zusammen mit der Funktionalgleichung liefert Eulers Formel¹

ζ (1 − n) = −Bn
n

ür n ∈ N,

was ein Spezialfall von Satz .. ist. Insbesondere sind dieWerte bei den nichtpositiven gan-
zen Zahlen rational – eine überaus erstaunliche Tatsache, wenn man bedenkt, dass ζ dort
durch analytische Fortsetzung einer durch eine konvergente Reihe definierten meromor-
phen Funktion definiert ist! Diese Rationalität ist die Voraussetzung ür die arithmetische
Interpretation dieser speziellen Werte der Zetafunktion.

Ein erster Schri zu einer solchen Interpretation sind die Kummer-Kongruenzen:

Satz .: Sei p , 2 eine Primzahl, k ∈ N und seienm,n ∈ N nicht durch p − 1 teilbar. Es gelte
m ≡ n (modpk(p − 1)). Dann gilt

(1 − pm−1)
Bm
m
≡ (1 − pn−1)Bn

n
(modpk+1).

Dies wollen wir hier nicht beweisen, wir zeigen später (Satz .) eine Variante davon. Ein
elementarer Beweis findet sich z.B. in [Lan, m. ..].

Bemerkung: Üblicherweise wird dieser Satz nur ür geradem,n formuliert, dann allerdings
auch ür die Primzahl p = 2. Wenn p , 2, dann gilt die Kongruenz sogar ür allem,n ∈ N:
denn aus der Voraussetzung m ≡ n (modpk(p − 1)) folgt, dass m und n entweder beide
gerade oder beide ungerade sind (da p − 1 gerade ist). Wennm ungerade und nicht 1 ist, ist
die entsprechende Bernoulli-Zahl Bm = 0, und ürm = 1 ist 1 − pm−1 = 0. Deshalb ist die
Kongruenz trivialerweise erüllt, wennm und n ungerade sind.

Wir wollen diese Kongruenzen nun neu interpretieren. Dies war im Wesentlichen die
Idee von Kubota und Leopoldt, die auf diese Weise als Erste zu p-adischen L-Funktionen
gelangt sind [KL].

Dazu wählen wir eine Primzahl p , 2 und ein beliebiges a ∈ Nmit (p−1) ∤ a und setzen

Da =
(
a + (p − 1)Z

)
∩N = {n ∈ N : n ≡ a (modp − 1)}.

Wir betrachten dann die Funktion²

f : Da .... Q× , n ... (1 − pn−1)ζ (1 − n).

Das ist im Prinzip die Riemannsche Zetafunktion eingeschränkt auf 1 − Da , wobei der p-
te Eulerfaktor entfernt wurde. Der Inhalt der Kummerschen Kongruenzen ist dann gerade,
dass diese Funktion gleichmäßig stetig ist, wenn wir beide Seiten mit der p-adischen Metrik
versehen. Daraus folgt dann, dass sich die Funktion zu einer p-adischen Funktion fortsetzen
lässt.

¹ Die Bernoulli-Zahlen Bn sind 0 ür ungerade n , 1, und die Zetafunktion hat bei den negativen geraden
Zahlen triviale Nullstellen, was leicht aus der Funktionalgleichung folgt. Für gerade n folgt die Beziehung
dann aus Eulers Formel zusammen mit der Funktionalgleichung.

² Wenn a ungerade ist, ist diese Funktion konstant 0 und daher langweilig. Wer möchte, kann also a als gerade
annehmen.
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. Motivation

Lemma .: f ist gleichmäßig stetig bezüglich der p-adischen Metrik.

Beweis: Wir müssen zeigen:

∀ε > 0∃δ > 0∀m,n ∈ Da : |m − n |p < δ ⇒
∣∣∣f (m) − f (n)

∣∣∣
p < ε .

Für allem,n ∈ Da ist die Kongruenzm ≡ n (modp − 1) automatisch erüllt. Wenn wir ohne
Einschränkung ε = p−(k+1) ür ein k ∈ N annehmen, können wir δ = p−k setzen und die
Aussage folgt direkt aus den Kummer-Kongruenzen. □

Satz .: Es gibt genau eine stetige Funktion

f : Zp .... Qp ,

die
f (n) = (1 − pn−1)ζ (1 − n)

ür n ∈ Da erüllt.

Beweis: Diese Funktion entsteht aus dem oben definierten f durch stetige Fortsetzung auf
die Vervollständigung von Da ; dass diese existiert, folgt aus der gleichmäßigen Stetigkeit.
Wir zeigen, dass Da in Zp dicht liegt, indem wir zeigen, dass es ür jede ganze Zahl z ∈ Z
und jedes k ∈ N ein l ∈ Z gibt mitpkl−z ∈ Da (denn dann liegt z und damitZ im Abschluss
von Da). Dazu wählen wir l einfach als eine ganze Zahl, die

l ≡ a − z
pk

(modp − 1)

erüllt, und groß genug, damit pkl − z ∈ N. Wir bemerken hier noch, dass der Beweis der
Dichtheit nicht p − 1 ∤ a benutzt. □

Eine solche Funktion ist als ein erster Prototyp eines p-adisches Analogons der Riemann-
schen Zetafunktion anzusehen. Allerdings hat dieser noch ein erheblichesManko: die Funk-
tion hängt so noch von der Wahl von a ab, und a unterliegt hierbei der Einschränkung, dass
es nicht in der trivialen Restklasse modulo p − 1 liegen darf.

1.2. Die p-adische Zetafunktion

Um zuerst die Einschränkung an die Restklasse von a modulo p − 1 loszuwerden, zeigen
wir folgende Variante der Kummer-Kongruenzen:

Satz .: Sei p , 2 eine Primzahl und m,n ∈ N, und sei c ∈ Z zu p teilerfremd. Es gelte
m ≡ n (modpk(p − 1)). Dann gilt

(1 − cm)(1 − pm−1)
Bm
m
≡ (1 − cn)(1 − pn−1)Bn

n
(modpk+1).
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III. Kommutative p-adische L-Funktionen

Beweis (nach [Pan]): Zunächst bemerken wir, dass wegen pk(p − 1) = #
(
Z/pk+1Z

) ×
ür

alle x ∈ Z mit (x ,p) = 1 gilt
xm ≡ xn (modpk+1). (∗)

Mit Korollar .. sieht man leicht, dass in Qp gilt

(1 − pm−1)Bm = lim
j→∞

1

p j

p j∑
a=1
p∤a

am ,

wir können also ein großes j ∈ N mit∣∣∣∣∣∣(1 − pm−1)Bm −
1

p j

p j∑
a=1
p∤a

am
∣∣∣∣∣∣
p
≤ p−(k+1)

wählen. Mit diesem j gilt dann

(1 − cm)(1 − pm−1)
Bm
m
≡ (1 − cm) 1

mp j

p j∑
a=1
p∤a

am (modpk+1).

Die hier auf der rechten Seite stehende rationale Zahl bezeichnen wir vorübergehend mit
A. Hierbei ist zu beachten, dass es sich nicht um eine Gleichheit in Z/pk+1Z handelt, denn
beide Seiten der Kongruenz können nichriviale p-Potenzen im Nenner enthalten. Jedoch
gilt dies nicht ür ihre Differenz, und deren Zähler ist durch pk+1 teilbar.

Es ist

A =
1

m

p j∑
a=1
p∤a

am − (ca)m

p j
.

Für jedes solche in der Summe vorkommende a sei nunba ∈ {1, . . . ,p j} die eindeutige Zahl
mit ba ≡ ca (modp j). Da (c ,p) = 1, also c ∈ (Z/p jZ)× , ist a ... ba eine Permutation der
Menge {a ∈ {1, . . . ,p j} : p ∤ a},
und wir bekommen

A =
1

m

p j∑
a=1
p∤a

bma − (ca)m

p j
.

Wir setzen nun t = ba−ca
p j ∈ Z. Es gilt dann

bma − (ca)m = (ca + p jt)m − (ca)m =
m∑
i=1

(
m

i

)
(ca)m−i(p jt)i =mp jt(ca)m−1 + K · p2j

ür ein K ∈ Z. Setzen wir dies in die vorherige Rechnung ein, so erhalten wir

A = t

p j∑
a=1
p∤a

(ca)m−1 + p j
K(p − 1)p j−1

m
.
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. Motivation

Wir wählen nun j ohne Einschränkung so groß, dass der rechte Term keine p-Potenz im
Nenner hat und der Zähler durch pk+1 teilbar ist. Dann erhalten wir unter Benutzung von
(∗) die gewünschte Kongruenz modulo pk+1:

(1 − cm)(1 − pm−1)
Bm
m
≡ A ≡ t

p j∑
a=1
p∤a

(ca)m−1 (∗)≡ t

p j∑
a=1
p∤a

(ca)n−1 ≡ (1 − cn)(1 − pn−1)Bn
n
. □

Im Vergleich zu der weiter oben zitierten Variante der Kummer-Kongruenzen (Satz .)
ist es nun also erlaubt, dassm und n durch p − 1 teilbar sind, daür wurde auf beiden Sei-
ten der Kongruenz ein Faktor (1 − c?) eingeügt. Dies benutzen wir, um nun endlich das
Analogon der p-adischen Zetafunktion zu definieren.

Satz .: Es gibt genau eine stetige Funktion

ζp : Zp \ {1} .... Qp ,

die
ζp(1 − n) = (1 − pn−1)ζ (1 − n)

ür alle n ∈ N mit n ≡ 0 (modp − 1) erüllt. Sie heißt p-adische Riemannsche Zetafunktion.

Beweis: Da dieMenge dern ∈ Nmitn ≡ 0 (modp−1) dicht inZp\{1} liegt (vgl. Beweis von
Satz .), gibt es höchstens eine solche Funktion. Zur Konstruktion derselben verfahren wir
wie in Lemma . und Satz .: wir setzen a = 0, wählen ein beliebiges zu p teilerfremdes
c , 1 und setzen die Funktion

f : D0
.... Q, n ... (1 − cn)(1 − pn−1)Bn

n

zu einer stetigen Funktion f : Zp .... Qp fort. Dann definieren wir ζp durch

ζp : Zp \ {1} .... Qp , 1 − n ... − f (n)

1 − cn .

Diese Funktion hat dann offensichtlich die gewünschte Eigenscha, und wegen der Eindeu-
tigkeit hängt sie nicht von der Wahl von c ab. □

Was macht diese Funktion bei natürlichen Zahlen, die nicht durch p − 1 teilbar sind?

Satz .: Es gilt

ζp(1 − n) = −(1 − ω−n(p)pn−1)
Bn ,ω−n

n

ür alle n ∈ N. Hierbei ist ω der Teichmüller-Charakter, siehe Bemerkung ...

Beweis: Es sei n eine beliebige natürliche Zahl. Wir wählen eine Folge von natürlichen Zah-
len (nk)k∈N in der trivialen Restklasse modulo p−1, die inZp gegen n konvergiert, nämlich

nk = n(pk(p − 2) + 1) = n
(
(pk − 1)2 − pk+1(pk−1 − 1)

)
.
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III. Kommutative p-adische L-Funktionen

Es gilt nach Korollar ..

−(1 − pnk−1)Bnk = − lim
j→∞

1

p j

p j∑
a=1
p∤a

ank .

Wirmöchten in dieser Gleichung denGrenzübergangk → ∞ ausühren und diesenmit dem
Grenzübergang j → ∞ vertauschen. Um zu rechtfertigen, dass wir dies dürfen, müssen wir
zeigen, dass die Konvergenz ür j → ∞ gleichmäßig bezüglich k ist. Der Übersichtlichkeit
halber tun wir dies im nachfolgenden Lemma.

Wenn wir die Grenzwerte bezüglich k und j nun also vertauschen, bekommen wir

lim
k→∞

(1 − pnk−1)Bnk = lim
j→∞

1

p j

p j∑
a=1
p∤a

lim
k→∞

ank .

Wegen nk = n − npk + n(p − 1)pk gilt in Zp

lim
k→∞

ank = lim
k→∞

an(ap
k
)−n(ap

k
)(p−1)n = anω(a)−nω(a)(p−1)n = ω−n(a)an ,

daω(a) eine (p−1)-te Einheitswurzel ist. Zusammenmit Definition .. erhaltenwir daraus

lim
k→∞

(1 − pnk−1)Bnk = lim
j→∞

1

p j

p j∑
a=1
p∤a

ω−n(a)an = Bn ,ω−n

und damit wie gewünscht

lim
k→∞

ζp(1 − nk) = −
Bn ,ω−n

n

(beachte, dass ω−n Führer p hat, falls n nicht durch p − 1 teilbar ist). □

Es bleibt die Gleichmäßigkeit der Konvergenz zu zeigen, die es uns erlaubte, die Grenz-
werte zu vertauschen. Da diese nicht von der speziellen Gestalt der Folge (nk)k∈N abhängt,
formulieren wir die Aussage in der folgenden Form:

Lemma .: Es gilt

∀ε > 0∃Jε ∈ N∀j ≥ Jε ∀n ∈ N :
∣∣∣∣ 1
p j

p j∑
a=1
p∤a

an − (1 − pn−1)Bn
∣∣∣∣
p
≤ ε .

Beweis: Es seien n, j ∈ N. Wir benutzen die Notation und die Aussage aus Satz .. (wobei
wir ür χ den trivialen Charakter einsetzen). Setzt man in die Beziehung

p j∑
a=1
p∤a

an = Sn(p
j) − pnSn(p j−1)
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die Formel aus dem Satz ein, erhält man nach ein wenig Rechnen

1

p j

p j∑
a=1
p∤a

an =
1

n + 1

n∑
i=1

(
n + 1

i

)
Bip

j(n−i)(1 − p i−1).

Ist in der Summe auf der rechten Seite i = n, so ist der entsprechende Summand gerade
(n + 1)(1 − pn−1)Bn , also gilt

(
1

p j

p j∑
a=1
p∤a

an − (1 − pn−1)Bn
)
=

1

n + 1

n−1∑
i=1

(
n + 1

i

)
Bip

j(n−i)(1 − p i−1)

= p j
n−1∑
i=1

pn−i

n + 1 − i

(
n

i

)
Bi(1 − p i−1).

Diesen Ausdruck müssen wir nun also geeignet abschätzen. Offenbar gilt
∣∣∣∣(ni )∣∣∣∣p ≤ 1 und

|1 − p i−1 |p = 1.
Wir zeigen zunächst, dass ür alle i = 1, . . . ,n − 1 gilt∣∣∣∣∣∣ pn−i

n + 1 − i

∣∣∣∣∣∣
p
≤ 1,

was zu vp(n + 1 − i) ≤ n − i äquivalent ist, wenn wir mit vp die p-adische Bewertung
bezeichnen. Für jedes k ∈ N ist pk die kleinste natürliche Zahl, ür die vp den Wert k
annimmt. Da stets pk ≥ k + 1 gilt, muss also vp(k + 1) ≤ k sein. Setzen wir hier k = n − i
ein, bekommen wir die gewünschte Ungleichung.

Um die Bernoulli-Zahlen abzuschätzen, benutzen wir den Satz von Clausen-von Staudt,
den wir aus [Was, m. .] zitieren. Er besagt, dass ür gerades n ∈ N

Bn +
∑

(ℓ−1)|n

1

ℓ
∈ Z

gilt, wobei über alle Primzahlen ℓ summiert wird, sodass ℓ − 1 ein Teiler von n ist. Da ür
ungerades n die entsprechende Bernoulli-Zahl 0 ist, folgt daraus insbesondere, dass ür alle
n ∈ N gilt

|Bn |p ≤ p.

Es sei nun ein ε > 0 gegeben, welches ohne Einschränkung von der Form ε = p− J mit
einem J ∈ N ist. Wir setzen dann Jε = J +1 und haben dann wie gewünscht ür j ≥ Jε und
alle n ∈ N: ∣∣∣∣ 1

p j

p j∑
a=1
p∤a

an − (1 − pn−1)Bn
∣∣∣∣
p
≤ p− j+1 ≤ p− Jε+1 = ε . □

Wir haben nun also ür die Riemannsche Zetafunktion ein p-adisches Analogon gefun-
den. Diese Konstruktion kann in ähnlicher Form ür die L-Funktionen von Dirichlet-Cha-
rakteren durchgeührt werden. Hierbei muss man allerdings eine Einbeung Q .... Qp
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wählen, umdie verallgemeinerten Bernoulli-Zahlen alsp-adische Zahlen, bzw. die Dirichlet-
Charaktere als p-adische Dirichlet-Charaktere interpretieren zu können (vgl. Satz ..) –
diep-adische L-Funktion hängt dann natürlich von dieser Einbeung ab. In [Iwa, §] wird
dies durchgeührt, und die Konstruktion ist sogar etwas feiner, sodass wir nicht nur eine
stetige Funktion bekommen, sondern sogar eine holomorphe (bzw. meromorphe ür den
trivialen Charakter), d.h. eine Funktion, die durch eine konvergente Potenzreihe gegeben
ist. Das Resultat ist folgendes [Iwa, m. .]:

Satz .: Es sei χ ein primitiver Dirichlet-Charakter, und es sei eine Einbeung Q .... Qp
gewählt. Dann gibt es genau eine Funktion Lp(χ , s), gegeben durch eine Potenzreihe

Lp(χ , s) =
a−1
s − 1

+
∞∑
n=0

an(s − 1)n

mit an ∈ Qp(χ), die

Lp(χ , 1 − n) = (1 − χω−n(p)pn−1)L(χω−n , 1 − n)

ür alle n ∈ N erüllt. Die Potenzreihe konvergiert auf

{s ∈ Cp : |s − 1| < p
p

p−1 }
(insbesondere also aufZp) und es ist a−1 = 0, falls χ ein nichrivialer Charakter ist, und sonst
a−1 = 1 − 1

p .

Mit Bemerkung .. folgt sofort, dass die p-adische L-Funktion eines ungeraden Cha-
rakters konstant 0 ist. Das ist aber nicht so schlimm, da die verbleibenden L-Funktionen
durch die Potenzen des (ungeraden!) Teichmüller-Charakters trotzdem Informationen über
Bernoulli-Zahlen von ungeraden Charakteren enthalten.

2. Iwasawas Konstruktion p-adischer Dirichlet-L-Funktionen

Iwasawa hat noch eine alternative Möglichkeit zur Konstruktion der p-adischen L-Funktio-
nen aus Satz . angegeben, die zu einem besseren Verständnis des Wesens dieser Funk-
tionen ührt und ür die weitere Verallgemeinerung besonders wichtig ist. Diese ist in
[Iwa, §] erklärt und soll hier kurz zusammengefasst werden. Ihre grundlegende Idee
ist, Stickelberger-Elemente zu verwenden, um zu einem Dirichlet-Charakter ein Element in
einer Iwasawa-Algebra zu konstruieren, das uns die p-adische L-Funktion liefert.

Wir wollen uns in diesem Abschni auf den Fall einer ungeraden Primzahl beschränken.
Diese Einschränkung ist nicht notwendig, die Konstruktion funktioniert auch ür p = 2,
allerdings werden manche Formeln durch p , 2 etwas einfacher. Außerdem werden wir
nur die Konstruktion ür einen nichrivialen Charakter erklären. Diese Einschränkung ist
ebenfalls nicht nötig, macht aber die Darstellung etwas übersichtlicher. Wir wählen ür den
gesamten Abschni eine EinbeungQ .... Qp und fassen damit alle Dirichlet-Charaktere
bei Bedarf als p-adische Charaktere auf.
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. Iwasawas Konstruktion p-adischer Dirichlet-L-Funktionen

Definition .: Es sei K = Q(µn) der n-te Kreisteilungskörper und G = Gal(K |Q) seine
Galoisgruppe. Für ein a ∈ (Z/nZ)× sei σa ∈ G der a zugeordnete Automorphismus von K
unter dem natürlichen Isomorphismus (Z/nZ)× � G. Das Stickelberger-Element von K ist³

ΣK = −1
n

n∑
a=1

(a ,n)=1

aσ−1
a ∈ Q[G].

Ein Grund, warum dieses Element interessant ist, ist der Satz von Stickelberger [Was,
m. .], der besagt, dass das Stickelberger-Ideal I := Z[G] ∩ ΣKZ[G] die Idealklassen-
gruppe von K annuliert, d.h. ür jedes gebrochene Ideal a von K und jedes f ∈ I ist f (a) ein
gebrochenes Hauptideal.

Mithilfe solcher Stickelberger-Elemente wollenwir nun diep-adischen L-Funktionen neu
konstruieren. Sei dazup eine ungerade Primzahl undm ∈ N zup teilerfremd.Wir betrachten
den Körperturm

Q ⊆ K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ K∞ =
∪
n∈N0

Kn , Kn = Q(µmpn).

Offenbar ist dann
G̃ := Gal(K∞ |Q) � Z×

p ,m ,

wobei Zp ,m in Definition .. definiert wurde.
Wir setzen Γ = 1 + pZp , ∆ = (Z/mpZ)× und haben dann

G̃ � ∆ × Γ

nach Lemma ... Weiter setzen wir

Γn =
1 + pZp

1 + pnZp
� Z

/
pn−1Z , G̃n = Gal(Kn |Q)

und schreiben
πn : G̃n � ∆ × Γn .... Γn

ür die Projektion auf Γn . Den topologischen Erzeuger 1+mp von Γ bezeichnen wir mit γ .
Wir fassen nun M := Qp[[G̃]] als Modul über Qp[∆] auf und zerlegen ihn in Eigenräume

M =
⊕
δ

Mδ

wie in (..). Nach Lemma .. ist dann jeder der SummandenMδ alsQp-Modul zu Qp[[Γ]]
isomorph.

Für jedes n ∈ N haben wir das Stickelberger-Element Σn := ΣKn ∈ Q[G̃n]. Man
rechnet leicht nach, dass diese ein kompatibles System ür die natürlichen Abbildungen
Q[G̃n+1] .... Q[G̃n] bilden, und dies liefert uns daher ein Element Σ ∈ Q[[G̃]] ⊆ Qp[[G̃]].

³ In den meisten Texten findet man eine Definition mit entgegengesetzem Vorzeichen. Für uns wird jedoch
diese Vorzeichenwahl praktischer sein.
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III. Kommutative p-adische L-Funktionen

Wir projizieren nun dieses Stickelbergerelement in jeden der EigenräumeMδ und benut-
zen den Isomorphismus aus dem vorigen Lemma. Dies liefert uns ür jeden Charakter δ von
∆ ein zugehöriges Element ξδ ∈ Qp[[Γ]], welches konkret durch ξδ = (ξδ ,n)n mit

ξδ ,n = − 1

mpn

mpn∑
a=1

(a ,mpn)=1

aδ−1(a)πn(σa)
−1 ∈ Qp[Γn]

gegeben ist. Offenbar ist ξδ bereits ein Element vonK [[Γ]], wennK die endliche Erweiterung
von Qp ist, die von den Werten von δ erzeugt wird.

Wir betrachten nun einen bei p unverzweigten nichrivialen Dirichlet-Charakter χ , des-
sen Führerm sei. Auf

∆ =
(
Z

/
mZ

) × × F×
p

betrachten wir die Charaktere

δi := χ−1ω i , i = 1, . . . ,p − 1

und setzen
λ χ ,i = ξδ i . (.)

Dies ist ein Element von K [[Γ]], wenn K der Erweiterungskörper von Qp ist, der von den
Werten von χ erzeugt wird.

Lemma .: Wenn i und χ gerade sind, dann ist λ χ ,i = 0.

Beweis: Unter dieser Voraussetzung ist auch δi gerade, also gilt in der Summe

ξδ i ,n = − 1

mpn

mpn∑
a=1

(a ,mpn)=1

aδ−1i (a)πn(σa)
−1

jeweils δ−1i (a) = δ−1i (−a) = δ−1i (mpn − a). Andererseits gilt auch πn(σa) = πn(σ−a), da
die komplexe Konjugation im Kern von πn liegt. Wenn man in der Summe die Summanden
zu a undmpn − a zusammenfasst, sieht man damit

ξδ i ,n = −1
2

mpn∑
a=1

(a ,mpn)=1

δ−1i (a)πn(σa)
−1.

Der Koeffizient von πn(σa)−1 in dieser Summe ist ür jedes a ein Vielfaches von∑
d∈∆

δ−1i (d).

Dies ist das Skalarprodukt von δ−1i mit dem trivialen Charakter auf∆, und da δ−1i ein nicht-
trivialer Charakter ist (denn χ ist nichrivial), folgt das Verschwinden dieses Ausdrucks aus
der Orthogonalitätsrelation ür Charaktere, siehe z.B. [Ser, m. .]. □

Satz .: Es seiO der Ganzheitsring inK , und es sei χ ein gerader Charakter. Dann gilt λ χ ,i ∈
O[[Γ]] ür alle i .
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. Iwasawas Konstruktion p-adischer Dirichlet-L-Funktionen

Beweis: Für gerades i ist das wegen Lemma . klar. Für ungerades i ist χω−(i−1) gerade,
und die Aussage folgt dann aus [Was, Prop. . (b), (c)] (setze dort θ = χω−(i−1)). □

Sei also im Folgenden χ gerade. Am Ende des vorherigen Abschnies haenwir bemerkt,
dass im Falle eines ungeraden χ die zugehörige p-adische L-Funktion verschwindet, sodass
dies keine wirkliche Einschränkung darstellt.

Es sei nun G = Gal(Q(µp∞)|Q) und κ : G .... ∼ Z×
p der kanonische Isomorphismus, der

auch der zyklotomische Charakter genannt wird. Es gilt

G � F×
p × Γ.

Die hiervon induzierte Einbeung

Γ .... Z×
p (.)

bezeichnen wir mit κ̃, sodass κ = ω × κ̃ gilt. Da die Charaktere vonF×
p gerade die Potenzen

ω1 , . . . ,ωp−1 des Teichmüller-Charakters sind, haben wir wie in (..) eine Zerlegung

O[[G]] �
p−1⊕
i=1

εiO[[G]] (wobei εi = εω i ).

Wir bringen nun noch die Isomorphismen

ϕ i : εiO[[G]] .... ∼ O[[Γ]]

aus Lemma .. ins Spiel und erhalten dann

(ϕ i ◦ εi)i : O[[G]] .... ∼
p−1⊕
i=1

O[[Γ]]. (.)

Der hierzu inverse Isomorphismus liefert uns ein zu

(λ χ ,i)1≤i≤p−1 ∈
p−1⊕
i=1

O[[Γ]] (.)

gehörendes Element µ χ ∈ O[[G]].
Nun nehmen wir einen beliebigen weiteren Dirichlet-Charakterψ vom Führer pr ür ein

r ∈ N. Dieser nehme Werte in einer genügend großen Erweiterung K ′ von K an, und wir
bezeichnen mit O′ den Ganzheitsring von K ′. Wir fassenψ via

G ... κ. Z×
p

....
(
Z

/
prZ

) × ... ψ. O′×

als Charakter vonG auf. Damit definierenwir ür jede ganze Zahl t einenHomomorphismus

G .... O′× , a ... ψ (a)−1κ(a)t .

Die universelle Eigenscha des proendlichen Gruppenrings (vgl. Definition ..) beschert
uns eine eindeutige Fortsetzung zu einem Homomorphismus von O-Algebren

Φ
ψ
t : O[[G]] .... O′. (.)

Die fundamentale Aussage lautet dann
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III. Kommutative p-adische L-Funktionen

Satz .: Es gilt ür alle n ∈ N

Φ
ψ
1−n(µ χ ) = (1 − χψ (p)pn−1)L(χψ , 1 − n). (.)

Beweis: Es sei t ∈ Z beliebig. Die Zerlegung G � F×
p × Γ liefert eine Zerlegung von ψ in

einen Charakter von F×
p und einen von Γ. Den letzteren bezeichnen wir mit η, und ersterer

ist eine Potenz des Teichmüller-Charakters ω j . Wir bezeichnen den von

η−1κ̃ t : Γ .... O′×

induzierten O-Algebren-Homomorphismen

O[[Γ]] .... O′

mit Φ̃η
t . Zuerst zeigen wir, dass das Diagramm

..

..O[[G]] ..εt− jO[[G]] ..O[[Γ]]

..O′

.

ϕ t− j

.

∼

.Φ
ψ
t

.
Φ̃
η
t

(.)

kommutiert. Hierbei sind ϕ t− j und εt− j als ϕ i und εi ür das i mit 1 ≤ i ≤ p − 1 und
i ≡ t − j (modp − 1) zu verstehen.

Sei dazu д ∈ G. Über die Zerlegung G = F×
p × Γ schreiben wir д = (a,γ ). Wegen

ψ = η × ω j gilt ψ (д) = ω j(a)η(γ ), also η−1(γ ) = ψ −1(д)ω j(a). Weiter gilt ϕ t− j(εt− jд) =
ω t− j(a)γ (vgl. Beweis von Lemma ..). Damit folgt

Φ̃
η
t (ϕ t− j(εt− jд)) = ω t− j(a)η−1(γ )κ̃ t(γ ) = ψ −1(д)ω t(a)κ̃ t(γ ) = Φ

ψ
t (д).

Aufgrund der Kommutativität des Diagramms (.) und der Definition von µ χ gilt nun

Φ
ψ
t (µ χ ) = Φ̃

η
t (λ χ ,t− j).

Nach Definition gilt λ χ ,t− j = 0, falls t − j gerade ist. Wenn wir hier t = 1 − n einsetzen, ist
t − j genau dann gerade, wenn n . j (mod 2). Die Parität von ψ = ω j × η ist die von j, da
η als Charakter auf Γ gerade ist. Da nach Voraussetzung auch χ gerade ist, sind in diesem
Fall die Paritäten von χψ und n entgegengesetzt. Nach Bemerkung .. ist in diesem Fall
L(χψ , 1 − n) = 0. Wir können uns also im Folgenden auf den Fall zurückziehen, dass t − j
ungerade und damit λ χ ,t− j nichrivial ist.

Nun benutzen wir ein Resultat aus [Iwa, §]. Iwasawa zerlegt dort (S. ) einen be-
liebigen Dirichlet-Charakter in einen ersten und zweiten Faktor. Wenn man das auf βt =
χω j−t+1η anwendet, ist der erste Faktor χω j−t+1 und der zweite ist η. Auf S.  definiert
Iwasawa einen Homomorphismus Φt , der unser Φ̃

η
−t ist. Auf S.  wird weiter ein Element

ξ∞ definiert, welches in unserer Notation ξ(χω j− t+1)−1ω = ξ χ−1ω t− j = λ χ ,t− j ist. Die Lem-
mata  und  bei Iwasawa zeigen ür t = 1 − n

Φ̃
η
t (λ χ ,t− j) = −(1 − β1−nω−n(p)pn−1)

Bn ,β1−nω−n

n
.
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. Iwasawas Konstruktion p-adischer Dirichlet-L-Funktionen

Wegen
β1−nω

−n = χω j−(1−n)+1ηω−n = χω jη = χψ

folgt daraus die Behauptung. □

Satz .: Das Element µ χ ∈ O[[G]] ist durch (.) eindeutig bestimmt.

Beweis: Wenn es zwei solche Elemente gibt, liegt ihre Differenz im Kern aller Φψ
1−n ür alle

n ∈ N. Es genügt also zu zeigen ∩
n

KernΦψ
1−n = 0.

Wir benutzen das kommutative Diagramm (.) und zeigen stadessen∩
n

Kern Φ̃η
1−n = 0.

Dies genügt wegen des Isomorphismus’ (.).
Ein Element in diesem Schni entspricht via dem Isomorphismus O[[Γ]] � O[[T ]] einer

Potenzreihe f . Da die Komposition

O[[T ]] .... ∼ O[[Γ]] ...
Φ̃
η
t. O

durch
f ... f (η(γ )−1κ̃(γ )t − 1) (.)

gegeben ist, gilt dann
f (η(γ )−1κ̃(γ )1−n − 1) = 0

ür alle n. Insbesondere hat also f unendlich viele Nullstellen. Mit Korollar .. folgt dann
f = 0. □

Bemerkung .: Wir haben bei unseren bisherigen Betrachtungen den trivialen Charakter
χ0 ausgeschlossen. Dies geschah vornehmlich aus Bequemlichkeit und um die Darstellung
übersichtlich zu halten. Die Konstruktion, die wir erklärt haben, funktioniert aber ür den
trivialen Charakter ganz ähnlich. Was sich dabei ändert, ist die Aussage aus Satz .: die
Elemente λ χ ,i liegen dann nur ür i , 1 in O[[Γ]], ür i = 1 ist λ χ ,1 ein Element des oti-
entenkörpers von O[[Γ]]. Dessen Nenner können wir aber explizit angeben: wenn wir

h = 1 − κ̃(γ )

1 +T
∈ O[[T ]] � O[[Γ]]

setzen, gilt hλ χ ,1 ∈ O[[Γ]] [Was, Prop. . (a) und S. ].
Wenn wir in (.) f = h einsetzen, sehen wir, dass dieser Wert genau dann 0 wird,

η = κ̃ t−1 gilt. Wenn wir das Bild von

(h, 1, . . . , 1) ∈
p−1⊕
i=1

O[[Γ]]
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III. Kommutative p-adische L-Funktionen

in O[[G]] mit д bezeichnen (vgl. (.)), sehen wir damit und mithilfe des Diagramms (.)
leicht, dass Φψ

t (д) = 0 genau dann gilt, wennψ = κ t−1.
Wenn wir also ψ , κ t−1 fordern und µ χ0 wie gehabt definieren, können wir ür die

verbleibenden t undψ

Φ
ψ
t (µ χ0) :=

Φ
ψ
t (дµ χ0)

Φ
ψ
t (д)

∈ K

definieren. Wenn ψ = κ t−1 gilt, ist entweder t = 1 und ψ trivial, oder ψ hat unendliche
Ordnung. Beides ist in Satz . ausgeschlossen (dort ist t = 1 − n und n ∈ N). Also ist
Φ
ψ
1−n(µ χ0) ürψ und n wie dort stets wohldefiniert, und die Aussagen der Sätze . und .

gelten dann ganz genauso (dies wird in [Iwa, §] ebenfalls gezeigt).

Der nächste Abschni wird uns eine Möglichkeit an die Hand geben, die hier konstru-
ierten Elemente µ χ in einem neuen Licht zu betrachten. Dies werden wir in Satz . tun
und anschließend erklären, wie wir hieraus die Funktion aus Satz . zurückgewinnen (wir
könnten das auch hier schon sehen, aber später lässt es sich eleganter ausdrücken).

3. Maße und Integrale

In diesem Abschni soll p-adische Maß- und Integrationstheorie ür proendliche Räume
entwickelt werden. Wir betrachten hier jedoch keine σ -additiven Maße, sondern nur end-
lich additive, d.h. es handelt sich nach der üblichen Terminologie um Inhalte. Diese sind
auch nicht auf der vollen Borel-σ -Algebra eines proendlichen Raumes definiert, sondern auf
den Teilmengen, die zugleich offen und abgeschlossen sind. Diese bilden immerhin einen
Ring, d.h. sie sind abgeschlossen unter endlichen Durchschnien und Bilden der symmetri-
schen Differenz, und sie enthalten nach Satz .. (a) eine Basis der Topologie. Für unsere
Zwecke werden solche Inhalte ausreichen.

Dieeoriep-adischer Maße wurde vonMazur in [MS] eingeührt. Dort wurden etwas
andere Bezeichnungen verwendet, die in der Literatur üblich geworden sind und an die wir
uns deshalb halten werden.

3.1. Integrale

Definition .: Sei X ein proendlicher Raum und R ⊆ P(X ) der Ring der offen-abgeschlos-
senen Teilmengen. Weiter seiW eine abelsche Gruppe. Eine Distribution⁴ auf X mit Werten
W ist eine Funktion

µ : R .... W ,

die endlich additiv ist, d.h. ür disjunkte A, B ∈ R gilt µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B).
WennW ein normierter Vektorraum ist und die Distribution µ beschränkt ist (d.h. die

Menge der |µ(A)| ür A ∈ R ist beschränkt), dann nennen wir sie ein Maß.

Die Menge derW -wertigen Distributionen auf X bezeichnen wir mit Dist(X ,W ); dies ist
eine abelsche Gruppe. Offenbar erüllt jede Distribution µ(∅) = 0.

Sei nun K eine endliche Erweiterung von Qp und W ein K-Banachraum, d.h. ein K-
Vektorraum, der mit einer homogenen ultrametrischen Norm |·| versehen ist und bezüglich

⁴ Nach der üblichen Terminologie ein Inhalt.
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dieser vollständig ist. Ein wichtiges Beispiel ist der Fall W = Cp . Sei weiter µ ein Maß
auf einem proendlichen Raum X mit Werten inW . Wir wollen das Integral einer stetigen
Funktion X .... W bezüglich des Maßes µ erklären. Dabei gehen wir ähnlich vor wie bei
der Konstruktion des Lebesgue-Integrals.

Sei dazuC(X ,W ) derK-Vektorraum der stetigen Funktionen vonX nachW und S(X ,W )
der Unterraum der einfachen Funktionen, d.h.

S(X ,W ) = {f ∈ C(X ,W ) : f nimmt nur endlich viele Werte an}.
Wir versehen C(X ,W ) mit der Supremumsnorm∥∥∥f ∥∥∥ = sup

x∈X
|f (x)|.

Damit wird C(X ,W ) zu einem Banachraum.
Jede einfache Funktion f ∈ S(X ,W ) lässt sich alsW -Linearkombination von charakte-

ristischen Funktionen

f =
n∑

i=1

xi1Ai

mit Ai ∈ R und xi ∈W schreiben: denn wenn x1 , . . . , xn die paarweise verschiedenen end-
lich vielen Werte sind, können wir Ai = f −1(xi) wählen. Da f stetig undW hausdorffsch
ist, sind die Ai jeweils offen und abgeschlossen, also Elemente von R. Für eine solche Dar-
stellung definieren wir das Integral von f bezüglich µ durch

∫
X
f dµ =

n∑
i=1

xiµ(Ai).

Es ist wegen der Additivität von µ klar, dass dies nicht von der Wahl der Linearkombination
abhängt. Dies definiert einen Homomorphismus von K-Vektorräumen⁵

i µ : S(X ,W ) .... W , f ...
∫
X
f dµ .

Lemma .: (a) S(X ,W ) liegt dicht in C(X ,W ).

(b) Der Homomorphismus i µ ist Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten⁶

C = sup
A∈R
|µ(A)|.

Beweis: (a) Sei ein ε > 0 und eine stetige Funktion f : X .... W gegeben. Für jedes w
im Bild von f sei B(w , ε) ⊆W die Kugel mit Radius ε umw . Diese ist offen und ab-
geschlossen, daW ein ultrametrischer Raum ist. Wir setzenUw = f −1(B(w , ε)), was
dann ebenfalls offen und abgeschlossen, also ein Element von R ist. Die Uw bilden
offensichtlich eine offene Überdeckung von X , und da X kompakt ist (Satz .. (a)),

⁵ Zusammen mit dem folgenden Lemma rechtfertigt dies die Bezeichnung Distribution.
⁶ Hier brauchen wir zum ersten Mal, dass µ ein Maß ist. Davor funktioniert alles auch ür Distributionen.
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III. Kommutative p-adische L-Funktionen

können wir endlich vielew1 , . . . ,wn wählen, sodass die zugehörigenUw i eine Über-
deckung von X sind. Wir machen diese disjunkt, indem wir

Ai = Uw i \
n∪

j=i+1

Uw j , i = 1, . . . ,n

setzen (beachte, dass immer nochAi ∈ R gilt), und definieren eine einfache Funktion

f0 =
n∑

i=1

w i1Ai .

Es gilt dann∥∥∥f − f0∥∥∥ = sup
x∈X

∣∣∣f (x) − f0(x)∣∣∣ = max
i=1 , . . . ,n

sup
x∈Ai

∣∣∣f (x) −w i
∣∣∣ ≤ ε .

(b) Es seien zwei einfache Funktionen

f =
n∑

i=1

xi1Ai , д =
n∑

i=1

yi1Ai

gegeben, wobei wir ohne Einschränkung annehmen, dass die Mengen Ai in der Li-
nearkombination von charakteristischen Funktionen die gleichen sind. Es gilt dann
unter Benutzung der ultrametrischen Dreiecksungleichung

∣∣∣∣∣∫
X
f dµ −

∫
X
дdµ

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ n∑
i=1

(xi − yi)µ(Ai)
∣∣∣∣

≤ C · max
i=1 , . . . ,n

∣∣∣xi − yi ∣∣∣ = C · sup
x∈X

∣∣∣f (x) − д(x)∣∣∣ = C ·
∥∥∥f − д∥∥∥ . □

Aus Lemma . folgt sofort, dass sich i µ zu einem eindeutigen Homomorphismus

C(X ,W ) .... W

fortsetzt. Für das Bild einer stetigen Funktion f : X .... W unter diesemHomomorphismus
schreiben wir dann ebenfalls ∫

X
f dµ .

3.2. Maße auf proendlichen Räumen

Wir wollen nun überlegen, welche Maße und Distributionen es auf einem proendlichen
Raum geben kann. Dazu nehmen wir zunächst wieder an, dassW nur eine abelsche Gruppe
ist. Wir schreiben

X = lim
i∈ I

X i

als Limes von endlichen diskreten Räumen und bezeichnenmit πi die kanonische Projektion
X .... X i . Ist nun µ eineW -wertige Distribution auf X , so induziert dies ür jedes i eine
Distribution µi auf X i durch µi(A) = µ(π−1

i (A)).
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Eine Distribution (oder ein Maß) auf einer endlichen Menge X i mit Werten in W ist
offenbar nichts anderes als eine Abbildung µi : X i .... W : ür eine beliebige TeilmengeA ⊆
X i kann man dann µi(A) =

∑
a∈A µi(a) setzen, dies definiert dann einW -wertiges Maß auf

X i und jedesW -wertige Maß kommt so zustande.
DieMaße µi , die wir wie eben beschrieben als AbbildungenX i .... W auffassen, erüllen

offenbar die folgende Kompatibilitätsrelation:

µ j(a) =
∑

b∈f −1
i j (a)

µi(b) ür i ≥ j . (.)

Wenn wir ür i ≥ j eine Abbildung Ni j : Meas(X i ,W ) .... Meas(X j ,W ) durch Ni j(µi) =
µ j wie in (.) definieren, erhalten wir dadurch eine Abbildung

Dist(X ,W ) .... lim
i

Dist(X i ,W ),

wobei der Limes auf der rechten Seite bezüglich der Abbildungen Ni j gebildet wird.

Satz .: Die natürliche Abbildung

Dist(X ,W ) .... lim
i

Dist(X i ,W )

ist eine Bijektion.

Beweis: Wir zeigen dies, indem wir eine Umkehrabbildung konstruieren. Wenn eine im
Sinne von (.) kompatible Familie (µi)i von Abbildungen X i .... W gegeben ist, so legt
dies den Wert der zu definierenden Distribution µ ∈ Dist(X ,W ) ür Mengen der Form

U =
( ∏
m∈M

Um ×
∏
i<M

X i
)
∩ X , M ⊆ I endlich, Am ⊆ Xm beliebig (∗)

fest: denn dann muss
µ(U ) =

∑
u∈πi0 (U )

µi0(u)

gelten, wobei i0 eine obere Schranke von M ist. Da M endlich ist und die Indexmenge I
gerichtet geordnet ist, existiert ein solches i0, und wegen der Kompatibilitätsbedingung (.)
hängt die rechte Seite nicht von der Wahl von i0 ab.

Die Mengen der Form (∗) bilden eine Basis der Topologie aufX . Wenn nun eine beliebige
offene und abgeschlossene TeilmengeA ⊆ X gegeben ist, können wir diese also als Vereini-
gung von Mengen der Form (∗) schreiben, und da A abgeschlossen und damit kompakt ist,
reicht eine Vereinigung endlich vieler solcherU1 , . . . ,Un . Weiter sieht man leicht, dass der
Schni zweier Mengen der Form (∗) wieder von dieser Form ist. Wir definieren dann durch
eine Inklusions-Exklusions-Formel

µ(A) =
n∑

k=1

(−1)k+1
∑

J⊆{1 , . . . ,n}
# J=k

µ
(∩
j∈ J

A j
)
.

Nun muss man sich überlegen, dass dies nicht von der Wahl der Zerlegung von A abhängt,
dass das so definierte µ eine Distribution ist, und dass die Zuordnung (µi)i ... µ eine
Umkehrabbildung definiert. Darauf soll hier verzichtet werden. □
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Besondere Bedeutung wird dem Falle zukommen, dass der proendliche Raum X eine
proendliche Gruppe G = limi Gi ist, etwa eine Galoisgruppe, undW eine Banachalgebra
über einer endlichen Erweiterung K von Qp (z.B. einfach K selbst, oder Cp). Dann können
wir Dist(X ,W ) auf naheliegende Weise zu einemW -Modul machen. Wenn wir weiter ür
zwei Distributionen µ und ν ihre Faltung µ ∗ ν durch

∫
G
f d(µ ∗ ν) =

∫
G

∫
G
f (xy)dµ(x)dν(y)

ür f ∈ S(G ,W ) definieren, gibt dies Dist(X ,W ) eine Struktur alsW -Algebra.

Korollar .: Es gibt einen kanonischen Isomorphismus vonW -Algebren

Dist(G ,W ) .... ∼ W [[G]].

Beweis: Es besteht eine Bijektion (von Mengen) zwischen Dist(Gi ,W ) und dem Gruppen-
ringW [G i ]. Außerdemüberlegtman sich leicht, dass die durch (.) definiertenAbbildungen
Ni j gerade den natürlichen AbbildungenW [Gi ] .... W [G j ] ür i ≥ j entsprechen. Damit
folgt die Bijektivität sofort aus Satz .. Dass die W -Algebren-Struktur respektiert wird,
kann leicht nachgerechnet werden. □

Beispiel .: Das Bild einesд ∈ G unter demkanonischenHomomorphismusG .... W [[G]]×

ist das Dirac-Maß bei д.

Offensichtlich ist jede K-wertige Distribution µ ∈ Dist(G ,K) auf einer proendlichen
Gruppe G, die Werte in O annimmt, stets ein Maß. Das Bild der solchen Distributionen in
K [[G]] unter dem Isomorphismus aus Korollar . ist offensichtlich O[[G]]. Deshalb können
wir die Elemente der Iwasawa-Algebra einer proendlichen Gruppe G stets als Maße auf G
auffassen.

Beispiel .: Wenn χ : G .... K × ein stetiger Charakter ist, so gilt wegen Beispiel . ür
alle д ∈ G ∫

G
χdд = χ(д).

Dies zeigt, dass der von χ durch die universellen Eigenscha des proendlichen Gruppen-
rings O[[G]] induzierte O-Algebren-Homomorphismus O[[G]] .... K durch

µ ...
∫
G
χdµ

gegeben ist.
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3.3. Pseudo-Maße

Es sei nunG eine kommutative proendliche Gruppe,K weiterhin eine endliche Erweiterung
vonQp mit GanzheitsringO undQ = QuotO[[G]] der totaleotientenring vonO[[G]]. Der
in Beispiel . von einem Charakter induzierte Homomorphismus Φ: O[[G]] .... K setzt
sich auf ein Element a

b ∈ Q fort, wenn b < KernΦ.

Definition .: Ein Element µ ∈ Q heißt Pseudo-Maß auf G mit Werten in O, wenn (д −
1)µ ∈ O[[G]] ür alle д ∈ G gilt.

Für Pseudo-Maße µ = a
b ist b < KernΦ stets erüllt, falls Φ wie in Beispiel . von einem

nichrivialen Charakter χ induziert wird: denn (д − 1)µ ∈ O[[G]] ür alle д ∈ G bedeutet,
dass es ür jedes д ein cд ∈ O[[G]] gibt mit д − 1 = cдb. Wenn wir uns ein д ∈ G mit
χ(д) , 1 wählen, dann gilt Φ(b)Φ(cд) = Φ(д − 1) = χ(д) − 1 , 0 und deshalb Φ(b) , 0.
Wir können also bezüglich eines Pseudo-Maßes zwar nicht beliebige stetige Funktionen
G .... O integrieren, aber immerhin stetige nichriviale Charaktere χ : G .... K × . Das
Integral von χ bezüglich eines Pseudo-Maßes µ ist dann durch∫

G
χdµ =

1

χ(д) − 1

∫
G
χd((д − 1)µ)

gegeben, wobei д ∈ G ein beliebiges Element mit χ(д) , 1 ist. Es ist klar, dass dieser Wert
nicht von der Wahl von д abhängt.

3.4. Amice-Transformation

Wir wollen zum Schluss dieses Abschnies noch einmal den Zusammenhang zwischen der
Iwasawa-Algebra, Potenzreihen und Maßen herausstellen. Sei dazu nach wie vor K eine
endliche Erweiterung von Qp , O der Ganzheitsring, Γ eine proendliche Gruppe, die zu Zp
isomorph ist, und γ ∈ Γ ein topologischer Erzeuger.

Für eine natürliche Zahl n bezeichnen wir mit
(
X
n

)
das Polynom(

X

n

)
=

X (X − 1) · · · (X − n + 1)

n!
∈ Q[X ]

und setzen
(
X
0

)
= 1. Die hierdurch aufZ definierte Polynomfunktion nimmt stets ganzzah-

lige Werte an: ür natürliche Zahlen ist das klar, und man sieht leicht, dass(
m

n

)
= (−1)n

(
n −m − 1

n

)
ürm ∈ Z gilt. Da sie durch ein Polynom gegeben ist, ist sie stetig bzgl. des p-adischen Be-
trags, und sogar gleichmäßig stetig, da sie beschränkt ist. Wir erhalten also als Fortsetzung
eine gleichmäßig stetige Funktion(

·
n

)
: Zp .... Zp , x ...

(
x

n

)
.

Wir haben Isomorphismen von O-Algebren

Dist(Γ,O) � O[[Γ]] � O[[T ]].
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Lemma .: Der Isomorphismus

A : Dist(Γ,O) .... ∼ O[[T ]]

ist durch

µ ...
∞∑
n=0

cn(µ)T
n mit cn(µ) =

∫
Γ

(
·
n

)
dµ

gegeben. Hierbei benutzen wir die durch die Wahl des topologischen Erzeugers γ festgelegte
Identifikation von Γ mit Zp , um

( ·
n

)
als Funktion auf Γ aufzufassen.

Beweis: Es sei µ das Maß auf Γ, das dem topologischen Erzeuger γ unter dem Isomorphis-
mus O[[Γ]] .... ∼ Dist(Γ,O) zugeordnet wird. Da A durch das Bild von µ bereits eindeutig
festgelegt ist und die Komposition

Dist(Γ,O) .... ∼ O[[Γ]] .... ∼ O[[T ]]

µ auf 1+T abbildet (vgl. Satz ..), genügt es zu zeigen, dass die oben angegebene Zuord-
nung µ auf 1 +T abbildet.

Das Maß µ ist nach Beispiel . das Dirac-Maß bei γ , und γ wird von dem Isomorphismus
Γ .... ∼ Zp auf 1 abgebildet. Daraus folgt sofort

cn(µ) =

∫
Γ

(
·
n

)
dµ =

(
1

n

)
und damit die Behauptung. □

Hieraus folgt sofort die folgendeVerallgemeinerung des binomischen Lehrsatzes: inO[[T ]]
gilt ür alle s ∈ Zp

(1 +T )s =
∞∑
n=0

(
s

n

)
T n .

Damit können wir den Isomorphismus A auch in der Form

A(µ) =

∫
Γ
(1 +T )sdµ(s)

schreiben.

Definition .: Für ein Maß µ heißt A(µ) ∈ O[[T ]] die Amice-Transformation von µ. Von
manchen Autoren wird sie auch als Mahler-Transformation bezeichnet.

An Lemma . sieht man, dass ein Maß µ durch die Folge der cn(µ), n ∈ N0 bereits
eindeutig festgelegt ist. Da diese durch Integrale von Polynomfunktionen gegeben sind und
das Integral linear ist, folgt daraus sofort:

Korollar .: Ein Maß µ ∈ Dist(Γ,O) ist durch die Integrale aller Monome∫
Γ
xndµ(x), n ∈ N0

eindeutig bestimmt.
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4. p-adische Dirichlet-L-Funktionen als Maße

Wir wollen die Ergebnisse aus Abschni  nun maßtheoretisch formulieren. Sei dazu er-
neut O der Ganzheitsring einer endlichen Erweiterung von Qp und χ ein bei p unver-
zweigter Dirichlet-Charakter von Führer m mit Werten in O× . Ferner sei wieder G =

Gal(Q(µp∞)|Q) und κ : G .... ∼ Z×
p der zyklotomische Charakter. Gemäß Korollar . kön-

nen wir das in Abschni  konstruierte Element µ χ der Iwasawa-AlgebraO[[G]] als Maß auf
G auffassen. Wegen Beispiel . können wir die Aussage der Sätze . und . auch in der
folgenden Form formulieren:

Satz .: Es sei χ ein bei p unverzweigter nichrivialer Dirichlet-Charakter. Dann gibt es ge-
nau ein Maß µ χ auf G, sodass ür alle n ∈ N und alle Dirichlet-Charaktere ψ von p-Potenz-
Führer gilt: ∫

G
ψ −1κ1−ndµ χ = (1 − χψ (p)pn−1)L(χψ , 1 − n). (.)

In vielen Texten findet man auch die folgende, ähnlich aussehende Formulierung: es gibt
genau ein Maß µ′χ auf G, sodass ür n undψ wie oben gilt

∫
G
ψκndµ′χ = (1 − χψ (p)pn−1)L(χψ , 1 − n). (.)

Wir wollen kurz erklären, wie diese Aussage mit der aus Satz . zusammenhängt. Dazu
setzen wir wie in Abschni  Γ = 1 + pZp , γ = 1 +mp, Λ = O[[Γ]] und κ̃ wie in (.). In
(.) haben wir das Maß µ χ als Element von

p−1⊕
i=1

Λ

definiert. Wir definieren nun eine Involution ν von Λ � O[[T ]] durch

ν : Λ .... Λ, T ... κ̃(γ )(1 +T )−1 − 1 (.)

und definieren µ′χ = ν(µ χ ), indem wir ν in jeder Komponente i = 1, . . . ,p − 1 anwenden.
Eine leichte Rechnung zeigt, dass dann∫

G
ψκndµ′χ =

∫
G
ψ −1κ1−ndµ χ

gilt (etwa indem man in (.) ν anwendet).
Für den trivialen Charakter gibt es die folgende Variante der Aussage (siehe auch [CS,

Prop. ..]):

Satz .: Es gibt genau ein Pseudo-Maß µ′ζ auf G, sodass ür alle n ∈ N und alle Dirichlet-
Charaktereψ von p-Potenz-Führer∫

G
ψκndµ′ζ = (1 − pn−1)L(ψ , 1 − n).
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III. Kommutative p-adische L-Funktionen

Beweis: Wir benutzen Bemerkung . und definieren

µ′ζ = ν(µ χ0).

Man rechnet leicht nach, dass ν(h) = −T , was unter dem Isomorphismus O[[T ]] .... ∼ O[[Γ]]
auf 1 − γ abgebildet wird. Deshalb ist µ′ζ ein Pseudomaß. Die Aussage folgt dann aus dem,
was in Bemerkung . erwähnt wurde. □

Dasswir hier nur ein Pseudo-Maß anstelle einesMaßes bekommen, spiegelt die Tatsachewi-
der, dass die Riemannsche Zetafunktion im Gegensatz zu den Dirichletschen L-Funktionen
einen Pol hat. Wir haben diesen Satz hier in der zu (.) passenden Form formuliert, da die
Eigenscha, Pseudo-Maß zu sein, leider nicht invariant unter ν ist – dementsprechend ist
µζ := ν(µ′ζ ) kein Pseudo-Maß.

Iwasawas Konstruktion liefert also ür jeden Dirichlet-Charakter χ ein (Pseudo-)Maß auf
der Galoisgruppe G des Körpers aller p-Potenz-Einheitswurzeln, dessen Integrale spezielle
Werte der komplexen L-Funktion des Charakters mitsamt aller Twists mit Charakteren von
p-Potenz-Führer interpolieren. In diesem Sinne sollte man die p-adischen L-Funktionen ei-
gentlich als Funktionen auf der Charaktergruppe Xp = Hom(G ,Cp) von G auffassen und
nicht als Funktionen auf Zp , ähnlich wie man klassische L-Funktionen als Funktionen auf
der Charaktergruppe der Idelgruppe eine Zahlkörpers ansehen kann (vgl. Tate’s esis,
[Tata, Def. .. und §.]). Eine solche p-adische L-Funktion ist durch ein Element µ χ in
der Iwasawa-Algebra O[[G]] von G bestimmt und durch

Xp .... Cp , x ...
∫
G
xdµ χ

gegeben. Die Funktion, die zur Riemannschen Zetafunktion gehört, hat einen Pol beim tri-
vialen Charakter (nämlich ürψ = κ−n , wie wir in Bemerkung . angemerkt haen).

Wir könnenZp als Teilmenge vonXp auffassen, indem wir ein s ∈ Zp auf den Charakter

ω × κ̃s : G � F×
p × Γ .... Z×

p ⊆ C×
p

abbilden. Als Einschränkung auf Zp erhalten wir dann genau die Funktion aus Satz .:
denn ür n ∈ N gilt

∫
G
ωκ̃1−ndµ χ =

∫
G
ωnκ1−ndµ χ = (1 − χω−n(p)pn−1)L(χω−n , 1 − n) = Lp(χ , 1 − n).

Iwasawa zeigt in [Iwa, §], dass die Funktion

Zp .... Cp , s ...
∫
G
ωκ̃sdµ χ

analytisch in s ist, also durch eine konvergente Potenzreihe gegeben ist, und die Eindeutig-
keit aus Satz . zeigt dann die Behauptung.
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5. p-adische L-Funktionen für Modulformen

Nachdem wir nun ür Dirichlet-Charaktere bereits p-adische L-Funktionen konstruiert ha-
ben, legen die Betrachtungen aus Abschni . nahe, als nächstes nach der Konstruktion
vonp-adischenL-Funktionen ürModulformen zu suchen. Die Konstruktion vonp-adischen
L-Funktionen zu allgemeineren automorphen Formen ist gegenwärtig noch ein offenes Pro-
blem, auch wenn diese in gewissen Fällen bereits gelang.

Es stellt sich nun die Frage, wie eine p-adische L-Funktion zu einer Modulform oder
zu anderen L-Funktionen überhaupt aussehen soll. Das erste Problem, das hierbei auf-
taucht, ist das der Algebraizität: bevor wir irgendwelche speziellenWerte von komplexen L-
Funktionen überhauptp-adisch interpretieren können, müssenwir wissen, dass dieseWerte
(bzw. geeignete Modifikationen derselben) algebraisch sind, denn sonst gibt es keine Mög-
lichkeit, sie auf konsistente Weise in einer Erweiterung vonQp wiederzufinden. Für die Di-
richletschen L-Funktionen gibt Satz .. Auskun über die Algebraizität gewisser spezieller
Werte. Für motivische L-Funktionen wurde von Pierre Deligne in [Del] eine Vermutung
darüber aufgestellt, wie eine solche Aussage in diesem Fall aussehen sollte und die Satz ..
verallgemeinert. Wir wollen dies hier nicht im Detail erklären, sondern nur sagen, welche
Gestalt diese Vermutung ür die L-Funktionen von Modulformen annimmt. In diesem Falle
ist die Vermutung ein Satz von Shimura.

Satz .: Es sei f ∈ Snew
k (Γ1(N )) eine normalisierte Eigenform undKf der Körper, der überQ

von den Fourierkoeffizienten von f erzeugt wird (vgl. Bemerkung ..). Dann gibt es Perioden
Ω±
f ∈ C

× , sodass ür jeden Dirichlet-Charakterψ und n = 1, . . . , k − 1 gilt

G(ψ )

(2π i)nΩ±
f
L(f ,ψ ,n) ∈ Kf (ψ ).

In dieser Formel ist der Exponent von Ω±
f als das Vorzeichen von (−1)nψ (−1) zu wählen, und

G(·) bezeichnet die Gauß-Summe (vgl. (..)).

Beweis: [Shi, m.  (ii)] □

Die Perioden aus diesem Satz werden von Shimura auch konkret angegeben. Die in die-
sem Satz vorkommenden Twists der L-Funktion benötigen wir, da wir ansonsten nur ür
endlich vieleWerte der (ungetwisteten) L-Funktion eine Algebraizitätsaussage haben.Wenn
wir uns einep-adische L-Funktion wünschen, die an diesen Stellen mit der komplexen über-
einstimmt, lägen diese endlich vielen Werte liegen keineswegs mehr dicht in Zp , und eine
solche p-adische L-Funktion wäre alles andere als eindeutig bestimmt.

Auauend auf der Vermutung von Deligne haben John Coates und Bernadee Perrin-
Riou in [CP] und [Coa] erklärt, wie die p-adischen Pendants zu diesen motivischen L-
Funktionen vermutlich aussehen. Ihre Vermutung orientiert sich an den Sätzen . und ..
Im Falle der L-Funktionen zu Modulformen ist eine solche p-adische L-Funktion erfolgreich
konstruiert worden – ür Gewicht 2 bereits in [MS], ür allgemeines Gewicht, aber Level
1 in [Man; Man] und später allgemein in [MTT]. Wir zitieren das Ergebnis hier aus
[Kit, m. .].
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Satz .: Es sei f ∈ Sk(Γ1(N )) eine normalisierte Eigenform, Kf der Körper, der über Q von
den Fourierkoeffizienten von f erzeugt wird, und es sei eine Einbeung Q .... Qp gewählt.
Für den p-ten Fourierkoeffizient ap gelte in Qp , dass |ap |p = 1.

Dann gibt es ein Maß µ f aufG, sodass ür n = 0, . . . , k − 2 und jeden Dirichlet-Charakter
ψ vom Führer pm ür einm ∈ N0 gilt:∫

G
ψ −1κndµ f =

G(ψ )pmn(n − 1)!

(2π i)nΩ±
f a

m
p

(1 − a−1p ψ (p)pn)L(f ,ψ ,n + 1).

In dieser Formel ist der Exponent von Ω±
f als das Vorzeichen von (−1)nψ (−1) zu wählen.

Man vergleiche dieses Ergebnis mit der entsprechenden Aussage ür Dirichlet-Charaktere
aus Satz .!
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IV. Hida-Theorie und
Galoisdeformationen

Wir haben in Kapitel II die Räume der Modul- und Spitzenformen eingeührt und gewis-
se Endomorphismen dieser Räume, die Hecke-Operatoren, studiert. Besonders interessant
waren dabei die Spitzenformen und unter diesen die Eigenformen, die gemeinsame Eigen-
vektoren aller dieser Hecke-Operatoren sind. Sie haben herausragende Eigenschaen, denn
ihre Fourierkoeffizienten (ür die wir uns besonders interessieren, da sie arithmetische In-
formationen beinhalten) erüllen gewisse Relationen, die zum Beispiel dazu ühren, dass ih-
re L-Funktionen ein Eulerprodukt haben. Auch werden wir später sehen, dass man solchen
Eigenformen Galoisdarstellungen zuordnen kann, die eng mit den Fourierkoeffizienten ver-
knüp sind.

Es sollte uns also ein Anliegen sein, diese Eigenformen genauer zu untersuchen. Die erste
wichtige Aussage, die uns dabei hil, ist Satz ., der es uns ermöglicht, Spitzenformen über
anderen Ringen als C zu betrachten. Die Hecke-Operatoren, deren Eigenvektoren wir stu-
dieren wollen, bilden eine Teilalgebra der Endomorphismen der Räume der Spitzenformen,
die Hecke-Algebra, und eine der wichtigsten Aussagen in dieser eorie ist der Dualitäts-
satz .. Er und die Folgerung aus Satz . reduzieren das Studium der Eigenformen letztlich
auf die Untersuchung der Geometrie dieser Hecke-Algebren und rücken diese damit in den
Mielpunkt des Interesses.

Diese Sichtweise ührte Hida dazu, p-adische Hecke-Algebren zu verschiedenen Gewich-
ten und Leveln zu einer großen Hecke-Algebra zusammenzufassen (Definition .), welche
er ursprünglich benutze, um Kongruenzen zwischen Fourierkoeffizienten von Modulfor-
men zu untersuchen (Lemma .). Diese Hecke-Algebra enthält als direkten Summanden
die sogenannte ordinäre Teilalgebra, welche in Hidas eorie eine zentrale Rolle spielt. Die
Galoisdarstellungen zu Eigenformen, ür die wir uns vorrangig interessieren, lassen sich zu
einer großen Galoisdarstellung mit Werten in dieser Teilalgebra zusammensetzen, welche
vermutlich (und teilweise bewiesen) eine gewisse universelle Eigenscha erüllt.

Für dieses Kapitel wählen wir ein ür alle mal eine Einbeung Qp .... C und fassen
damit bei Bedarf komplexwertige Charaktere irgendwelcher Gruppen als p-adische auf und
umgekehrt, ohne dies im Einzelfall explizit zu erwähnen.

1. Modulformen über beliebigen Ringen

Als erstes wollen wir erklären, wie wir uns von der Vorstellung von Modulformen als kom-
plex-analytische Objekte lösen können und diese über (nahezu) beliebigen Ringen betrach-
ten können.

Es sei dazuΦ eine Kongruenzuntergruppe mit Γ1(N ) ⊆ Φ ⊆ Γ0(N ) und ε ein komplexer
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Charakter von¹Φ/Γ1(N ). Für einen TeilringA vonC, der alleWerte von ε enthält, definieren
wir

Sk(Φ, ε ,A) = {f ∈ Sk(Φ, ε) : alle Fourierkoeffizienten von f liegen in A}
(vgl. Definition ..). Insbesondere haben wir ür einen beliebigen Teilring A von C

Sk(Γ1(N ),A) = {f ∈ Sk(Γ1(N )) : alle Fourierkoeffizienten von f liegen in A},
und falls A die Werte eines Dirichlet-Charakters χ modulo N enthält

Sk(N , χ ,A) = {f ∈ Sk(N , χ) : alle Fourierkoeffizienten von f liegen in A}.
Falls φ(N ) in A invertierbar ist und A die Werte aller solcher Charaktere ε enthält, gilt

Sk(Γ1(N ),A) =
⊕
ε

Sk(Φ, ε ,A).

Die zentrale Aussage über diese Räume ist der folgende Satz. Hierbei bezeichnetZ[ε] den
Ring, der über Z von den Werten von ε erzeugt wird.

Satz . (Ganzheit): Die natürliche Abbildung

Sk(Φ, ε ,Z[ε]) ⊗Z[ε] A .... Sk(Φ, ε ,A), f ⊗ a ... af

ist ein Isomorphismus. Insbesondere istSk(Γ1(N ),Z)⊗ZA � Sk(Γ1(N ),A) ür jeden Teilring
von C und Sk(N , χ ,Z[χ ]) ⊗Z[χ ] A � Sk(N , χ ,A), wenn A die Werte von χ enthält.

Beweis: [HidMFG, m. .] □

Wegen Satz . häen wir also Sk(Φ, ε ,A) auch durch die linke Seite definieren können,
und dies verallgemeinert sich sofort zu einer Definition ür einen beliebigen Ring A, der
nicht notwendigerweise in C liegen muss.

Definition .: Für eine beliebige kommutative Z[ε]-Algebra A sei

Sk(Φ, ε ,A) := Sk(Φ, ε ,Z[ε]) ⊗Z[ε] A.

Die Einbeung
Sk(Φ, ε ,Z[ε]) .... Z[ε][[q]],

die eine Spitzenform auf ihre Fourierentwicklung schickt, liefert eine natürliche Abbildung
Sk(Φ, ε ,A) .... A[[q]]. Den Raum Sk(Φ, ε ,A) können wir uns dann als die A-lineare Hülle
von Sk(Φ, ε ,Z[ε]) in A[[q]] vorstellen.

Satz .: Für eine beliebige kommutativeZ[ε]-AlgebraA ist Sk(Φ, ε ,A) ein endlich erzeugter
A-Modul. Für einen beliebigen kommutativen Ring A ist Sk(Γ1(N ),A) ein freier A-Modul.

¹ Dieser otient ist abelsch, da Φ/Γ1(N ) ⊆ Γ0(N )/Γ1(N ) � (Z/NZ)× .





. Modulformen über beliebigen Ringen

Beweis: Wir zeigen die Behauptung zuerst ür Sk(Γ1(N ),Z). Dazu betrachten wir ür n ∈
N das kommutative Diagramm

..

..Sk(Γ1(N ),C) ..C[[q]] ..Cn

..Sk(Γ1(N ),Z) ..Z[[q]] ..Zn ,

in dem die linken horizontalen Pfeile jeweils eine Spitzenform auf ihre Fourierentwicklung
und die rechten eine Potenzreihe auf das Tupel ihrer ersten n Koeffizienten abbilden. Da
Sk(Γ1(N ),C) ein endlichdimensionaler C-Vektorraum ist (vgl. Bemerkung ..), ist die
Komposition

Sk(Γ1(N ),C) .... C[[q]] .... Cn

ür genügend großes n injektiv. Mit einer einfachen Diagrammjagd sieht man, dass dann
auch

Sk(Γ1(N ),Z) .... Z[[q]] .... Zn

injektiv sein muss. Dies zeigt die Behauptung ür Sk(Γ1(N ),Z). Mit Satz . und Definiti-
on . folgt daraus die Aussage ür beliebiges A.

Für Sk(Φ, ε ,A) funktioniert das obige Argument analog und wir erhalten die Injektivität
von

Sk(Φ, ε ,Z[ε]) .... Z[ε][[q]] .... Z[ε]n ,

woraus wir folgern können, dass Sk(Φ, ε ,Z[ε]) ein endlich erzeugter Z[ε]-Modul ist (da
Z[ε] noethersch ist), und damit auch jedes Sk(Φ, ε ,A). Da Z[ε] kein Hauptidealring sein
muss, erhalten wir aber nicht unbedingt, dass Sk(Φ, ε ,Z[ε]) frei ist. □

Bemerkung .: Dass die A-Moduln Sk(Φ, ε ,A) und Sk(Γ1(N ),A) endlich erzeugt sind,
sieht man auch direkt an Satz . und Definition .: denn wegen Bemerkung .. wissen
wir, dass die Räume ür A = C endlichdimensional sind, also müssen sie auch über Z bzw.
Z[ε] endlich erzeugt sein. Überdies zeigt das

RangASk(Γ1(N ),A) = dimC Sk(Γ1(N ))

ür jeden kommutativen Ring A.

Bemerkung .: Es sei Φ wie oben, G = Φ/Γ1(N ) und A ein kommutativer Ring, der die
Werte aller Charaktere von G enthält. Wir können S := Sk(Γ1(N ),A) als Modul über
A[G] auffassen und dann ür jeden Charakter ε von G seinen Eigenraum Sε wie in (..)
definieren. Wir wollen uns nun überlegen, dass dieser mit Sk(Φ, ε ,A) übereinstimmt. Wir
notieren die Aktion vonG auf S mit ⟨·⟩.

Wenn ein f = a ⊗ f0 ∈ Sk(Φ, ε ,A) mit f0 ∈ Sk(Φ, ε ,Z[ε]) ⊆ Sk(Γ1(N ),Z[ε]) gegeben
ist, dann gilt ür д ∈ G ⟨

д
⟩
f = a ⊗ (

⟨
д
⟩
f0) = a ⊗ (ε(д)f0) = ε(д)f ,
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IV. Hida-eorie und Galoisdeformationen

also liegt das Bild von f unter der natürlichen Abbildung Sk(Φ, ε ,A) .... S in Sε . Wenn
umgekehrt ein f = a ⊗ f0 ∈ Sε mit f0 ∈ Sk(Γ1(N ),A) und a , 0 gegeben ist, gilt ür д ∈ G

a ⊗ (ε(д)f0) = ε(д)f =
⟨
д
⟩
f = a ⊗ (

⟨
д
⟩
f0),

also
a ⊗ (ε(д)f0 −

⟨
д
⟩
f0) = 0,

und da S ein freier A-Modul ist, folgt
⟨
д
⟩
f0 = ε(д)f0, also f0 ∈ Sk(Φ, ε ,Z[ε]) und damit

f ∈ Sk(Φ, ε ,A).

2. Hecke-Algebren und Dualität

Wir haben in Abschni . Hecke-Operatoren als Endomorphismen der Vektorräume von
Modul- oder Spitzenformen eingeührt, die durch Doppelnebenklassen gegeben sind. Um
die Wirkung der Doppelnebenklassen auf diesen Räumen abstrakter zu modellieren, ührt
Shimura in [Shi, §.] einen Ring R(Γ,∆) von Doppelnebenklassen ein. Wir wollen die-
sen hier ür den Fall Γ = Γ1(N ) und ∆ wie in Definition .. betrachten. Für einen be-
liebigen kommutativen Ring A definieren wir R(Γ,∆,A) als freien A-Modul, der von allen
Doppelnebenklassen ΓαΓmit α ∈ ∆ erzeugt wird. Um das Produkt zweier solcher Doppel-
nebenklassen ΓαΓ und ΓβΓ zu erklären, zerlegen wir diese wie in (..) in Linksneben-
klassen:

ΓαΓ =
e∪

i=1

Γα i , ΓβΓ =

f∪
i=1

Γβi .

Die Multiplikation ist dann durch

ΓαΓ · ΓβΓ =
∑

mξ ΓξΓ

definiert, wobei über alle Doppelnebenklassen ΓξΓ ⊆ ΓαΓβΓ summiert wird und

mξ = #{(i , j) : Γα iβ j = Γξ}.
Shimura zeigt, dass dieswohldefiniert ist undR(Γ,∆,A) zu einemRingmacht, der in diesem
Fall kommutativ ist [Shi, Prop. .] (dort wird nur R(Γ,∆,Z) betrachtet, aber es gilt
offensichtlich R(Γ,∆,A) = R(Γ,∆,Z) ⊗Z A). Das Produkt in diesem Ring ist gerade so
gemacht, dass die Aktion der Doppelnebenklassen aufMk(Γ)widergespiegelt wird [Shi,
Prop. .]: wir bekommen einen Ringhomomorphismus

R(Γ,∆,Z) .... EndC(Mk(Γ)).

Für n ∈ N definieren wir Tn ∈ R(Γ,∆,A) wie in (..).
Wir wollen nun die Aktion dieser Doppelnebenklassen auf den Räumen Sk(Φ, ε ,A) ür

beliebige Ringe bzw.Z[ε]-AlgebrenA betrachten. In [HidGMF, Prop. .. ()] wird gezeigt,
dass die Räume Sk(Φ, ε ,Z[ε]) stabil unter allen Doppelnebenklassenoperatoren sind.² Da-
durch können wir ür beliebiges A Algebrenhomomorphismen

R(Γ,∆,A) .... EndA(Sk(Φ, ε ,A))
² Streng genommen brauchen wir hier bereits das Argument aus Bemerkung ., da dort nur gezeigt wird, dass
die Räume unter den Tn stabil sind.
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. Hecke-Algebren und Dualität

definieren. Man überlegt sich leicht, dass diese so gemacht sind, dass ür Sk(Γ1(N ),A)
und Sk(N , χ ,A) die Formeln aus Lemma .. ür den Effekt der Operatoren Tn auf den
Fourierkoeffizienten gültig bleibt.

Definition .: Wenn einA-ModulM zusammenmit einemA-Algebren-Homomorphismus

R(Γ,∆,A) .... EndA(M)

gegeben ist, dann definieren wir die Hecke-Algebra vonM mit Koeffizienten inA als das Bild
dieses Homomorphismus’.

Im FalleM = Sk(Φ, ε ,A) bezeichnen wir diese Hecke-Algebren mit hk(Φ, ε ,A). Entspre-
chend sind hk(Γ1(N ),A) und hk(N , χ ,A) zu verstehen.

Bemerkung .: Die Hecke-Algebra hk(Γ1(N ),A) enthält wegen Beispiel .. die Endo-
morphismen ⟨·⟩, da Γ0(N ) ⊆ ∆. In [Shi, Prop. .] wird gezeigt, dass R(Γ,∆,Z) von
den Tn (die dort T ′(n) heißen) zusammen mit Elementen T ′(p ,p) ür Primzahlen p ∤ N
erzeugt wird, und dass gilt pT ′(p ,p) = T 2

p − Tp2 . Aus Satz .. (a) (i) folgt andererseits
pk−1

⟨
p
⟩
= T 2

p − Tp2 , also sehen wir, das hk(Γ1(N ),A) von den Tn und den
⟨
p
⟩
ür Prim-

zahlen p ∤ N erzeugt wird. Wegen des Dirichletschen Primzahlsatzes finden wir ür jedes
solche p eine weitere Primzahl q , p mit p ≡ q (modN ) (also

⟨
p
⟩
=

⟨
q
⟩
), die ebenfalls N

nicht teilt, und wir finden weiter ganze Zahlen a,b, sodass apk−1 +bqk−1 = 1. Damit folgt⟨
p
⟩
= (apk−1 + bqk−1)

⟨
p
⟩
= a(T 2

p −Tp2) + b(T 2
q −Tq2),

und wir sehen, dass die Tn als Erzeugendensystem genügen. Vgl. dazu auch [RS, Prop.
..]. Das gleiche Argument funktioniert auch ür hk(Φ, ε ,A).

Wir definieren nun eine Paarung

⟨·, ·⟩ : hk(Φ, ε ,A) × Sk(Φ, ε ,A) .... A,
⟨
h, f

⟩
= a1(hf ).

Hierbei meinen wir mit an(·) den n-ten Fourierkoeffizient einer Modulform. Insbesondere
gilt dann ⟨

Tn , f
⟩
= an(f ) (.)

nach Lemma ... Über diese Paarung haben wir den wichtigen folgenden Satz, der in
unserer eorie eine zentrale Rolle spielt.

Satz . (Dualität): Die oben definierte Paarung ist perfekt, d.h. sie induziert Isomorphismen
von A-Moduln

HomA(Sk(Φ, ε ,A),A) � hk(Φ, ε ,A) und HomA(hk(Φ, ε ,A),A) � Sk(Φ, ε ,A).

Hierbei sind jeweils Homomorphismen von A-Moduln gemeint.

Beweis: [HidMFG, m. .] □

Korollar .: Die Hecke-Algebra hk(Φ, ε ,A)ist alsA-Modul endlich erzeugt. hk(Γ1(N ),A) ist
ein freier A-Modul.

Beweis: Folgt direkt aus Satz . und Satz .. □
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Korollar .: Die natürliche Abbildung

hk(Φ, ε ,Z[ε]) ⊗Z[ε] A .... hk(Φ, ε ,A), h ⊗ a ... ah

ist ein Isomorphismus.

Beweis: Unter Verwendung der Tensor-Hom-Adjunktion und HomA(A,A) = A (hier sind
A-Modul-Homomorphismen gemeint) gilt nach Satz .

hk(Φ, ε ,A) = HomA(Sk(Φ, ε ,A),A) = HomA(Sk(Φ, ε ,Z[ε]) ⊗Z[ε] A,A)

= HomZ[ε](Sk(Φ, ε ,Z[ε]),A) = HomZ[ε](Sk(Φ, ε ,Z[ε]),Z[ε]) ⊗Z[ε] A

= hk(Φ, ε ,Z[ε]) ⊗Z[ε] A. □

Wie im klassischen Fall nennen wir ein f ∈ Sk(Φ, ε ,A) eine Eigenform, wenn es ein
Eigenvektor aller Hecke-Operatoren Tn ür alle n ∈ N ist. Man überlegt sich leicht, dass
die Sätze .. und .. und damit auch Satz .. in dieser Situation ihre Gültigkeit be-
halten. In Bemerkung .. haen wir gesehen, dass im klassischen Fall jede Eigenform
f ∈ Sk(Γ1(N )) einen Nebentyp hat. Das Argument aus Bemerkung . zeigt zusammen
mit Bemerkung ., dass dies auch in unserer Situation gültig bleibt, wenn A so groß ist,
dass es alle Werte aller Dirichlet-Charaktere modulo N enthält. Satz . ermöglicht es uns
dann, Eigenformen als geometrische Objekte aufzufassen.

Satz .: Es gibt eine kanonische Bijektion zwischen der Menge der normalisierten Eigenfor-
men in Sk(Φ, ε ,A) und Z[ε]-Algebrenhomomorphismen hk(Φ, ε ,Z[ε]) .... A.

Beweis: Die Elemente von Sk(Φ, ε ,A) stehen nach Satz . in Bijektion mit den A-Modul-
Homomorphismen der Hecke-Algebra hk(Φ, ε ,A) nach A. Ein solcher ist genau dann mul-
tiplikativ, also ein A-Algebren-Homomorphismus, wenn er die Relationen zwischen den
Tn aus Satz .. respektiert, da die Tn die Hecke-Algebra erzeugen (Bemerkung .). We-
gen (.) gilt das genau dann, wenn die Fourierkoeffizienten der zugehörigen Spitzenform
die entsprechenden Relationen aus Satz .. erüllen, also genau dann, wenn die zuge-
hörige Spitzenform eine normalisierte Eigenform ist. Dies gibt uns zunächst eine Bijekti-
on zwischen der Menge der normalisierten Eigenformen in Sk(Φ, ε ,A) und A-Algebren-
Homomorphismen hk(Φ, ε ,A) .... A.

Um die restliche Behauptung einzusehen, benutzen wir wieder die Tensor-Hom-Adjunk-
tion, die uns

HomA(hk(Φ, ε ,A),A) = HomC(hk(Φ, ε ,Z[ε]) ⊗Z[ε] A,A) = HomZ[ε](hk(Φ, ε ,Z[ε]),A)

gibt (zunächst als Bijektion von Modulhomomorphismen, aber damit auch von Algebren-
homomorphismen). □

Bemerkung .: Wenn A eine Z[ε]-Algebra und B eine A-Algebra ist, gilt offenbar B =
A⊗Z[ε]B. Das gleiche Argument zeigt dann, dass es ebenso eine Bijektion zwischen norma-
lisierten Eigenformen in Sk(Φ, ε , B) und B-Algebrenhomomorphismen hk(Φ, ε ,A) .... B
gibt. Für A = B haben wir insbesondere eine Bijektion zwischen normalisierten Eigenfor-
men in Sk(Φ, ε ,A) und A-Algebrenhomomorphismen hk(Φ, ε ,A) .... A. In dieser letzten
Form werden wir diese Aussage meistens verwenden.
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Korollar .: Der von den Fourierkoeffizienten einer normalisierten Eigenform f ∈ Sk(Φ, ε ,A)
erzeugte Teilring von A ist ganz über Z.

Beweis: Dieser Teilring ist nach Konstruktion das Bild des zu f gehörenden Homomorphis-
mus’ hk(Φ, ε ,Z[ε]) .... A und deshalb nach Korollar . als Z[ε]-Modul endlich erzeugt.
Die Behauptung folgt daraus mit [Eis, Cor. ., m. .]. □

Satz . besagt also, dass die normalisierten Eigenformen in Sk(Φ, ε ,A) genau den A-
wertigen Punkten des Z[ε]-Schemas Spec hk(Φ, ε ,Z[ε]) entsprechen und gibt damit der
Geometrie der Hecke-Algebren eine Bedeutung. Das folgende Lemma gibt ür gewisse Rin-
ge A genauere Auskun über diese Geometrie.

Lemma .: Es seiA ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Idealm, derm-adisch voll-
ständig ist, undH eineA-Algebra, die alsA-Modul endlich erzeugt ist. Dann hatH nur endlich
viele maximale Ideale und ist das Produkt

H =
∏
m

Hm

seiner Lokalisierungen bei diesen maximalen Idealen. Jeder der lokalen Ringe Hm ist m-adisch
vollständig.

Beweis: [Eis, Cor. .] □

Dieses Lemma wollen wir ür den Fall anwenden, dass A = O der Ganzheitsring in
einer endlichen Erweiterung von Qp ist, die alle Werte aller Dirichlet-Charaktere modulo
N enthält, und H = hk(Γ1(N ),O). Wegen Satz . sind die Voraussetzungen daür erüllt.
Also hat hk(Γ1(N ),O) nur endlich viele maximale Ideale und ist ein endliches Produkt

hk(Γ1(N ),O) =
∏
m

hk(Γ1(N ),O)m

lokaler Ringe. Geometrisch bedeutet dies also, dass Spec hk(Γ1(N ),O) die disjunkte Ver-
einigung der Spektren der lokalen Ringe hk(Γ1(N ),O)m ist. Insbesondere sieht man dar-
an leicht, dass jederO-Algebrenhomomorphismus hk(Γ1(N ),O) .... O über genau einen
dieser lokalen Ringe faktorisieren muss (jeder O-wertige Punkt liegt in genau einer irre-
duziblen Komponente, da O nullteilerfrei ist). Auf diese Weise können wir jeder normali-
sierten Eigenform f ∈ Sk(Γ1(N ),O) genau ein maximales Ideal m und einen lokalen Ring
hk(Γ1(N ),O)m von hk(Γ1(N ),O) zuordnen.

Lemma .: Es sei A lokaler Ring mit maximalem Ideal M , H eine A-Algebra,

f : H .... A

ein A-Algebren-Homomorphismus und m ein maximales Ideal von H . Dann gelten:

(a) f ist surjektiv

(b) f (m) = M
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(c) Der induzierte Homomorphismus

fm : H
/
m

.... A
/
M

ist ein Isomorphismus.

(d) Ist f ′ : H .... A ein weiterer A-Algebren-Homomorphismus, so ist die Komposition

A
/
M ... f

−1
m. H

/
m

... f ′m. A
/
M

die Identität.

Beweis: (a) Klar, da f A-linear ist.

(b) Klar.

(c) Er ist wegen (a) surjektiv und als Körperhomomorphismus sowieso injektiv.

(d) Die Komposition ist A-linear und muss deshalb die Identität sein. □

Aus Lemma . (c) folgt sofort:

Lemma .: Sei f ∈ Sk(Γ1(N ),O) eine normalisierte Eigenform undm das maximale Ideal
von hk(Γ1(N ),O), zu dem f gehört. Dann stimmt hk(Γ1(N ),O)/mmit demRestklassenkörper
F von O überein.

3. Modulare Galoisdarstellungen

Im folgenden sei χ ein Dirichlet-Charakter modulo N undK eine endliche Erweiterung von
Qp , die alle Werte von χ enthält. Mit O bezeichnen wir den Ganzheitsring von K , mit mO
das maximale Ideal und mit F seinen Restklassenkörper. Wir wollen nun Spitzenformen
mit Koeffizienten in O betrachten. Sind diese Eigenformen, kann man ihnen eine Galois-
darstellung zuordnen.

Satz .: Es sei f ∈ Snew
k (N , χ ,O) eine normalisierte Eigenform, deren Fourierkoeffizienten

wir mit an ür n ∈ N bezeichnen. Dann gilt:

(a) Es gibt eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte stetige absolut irreduzible ungerade
Galoisdarstellung

ρ f : Gal(Q|Q) .... GL2(O),

die außerhalb von Np∞ unverzweigt ist, und sodass ür alle Primzahlen ℓ ∤ Np gilt

Spur(Frobℓ) = aℓ , det(Frobℓ) = χ(ℓ)ℓk−1.

Hierbei ist Frobℓ ein Frobeniuselement bei ℓ.
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(b) Wenn k ≥ 2 und ap ∈ O× , dann ist die Einschränkung von ρ f auf die Zerlegungs-
gruppe³ Dp isomorph zu einer oberen Dreiecksdarstellung

ρ f |Dp �
(
ε ∗

δ

)
,

und δ ist unverzweigt.

Beweis: [HidMFG, m. .]. Dort wird nicht gesagt, dass diese Darstellung ungerade ist,
siehe dazu [DS, S. ]. □

Diese Darstellung hat also die Eigenscha, dass ür Primzahlen ℓ ∤ Np das ℓ-te Hecke-
Polynom von f (Definition ..) mit dem ℓ-ten Frobenius-Polynom (Definition .. (b))
von ρ f übereinstimmt.

Definition .: Für eine Eigenform f ∈ Sk(Γ1(N ),O) bezeichnen wir mit

ρ f = ρ f modmO : Gal(Q|Q) .... GL2(F)

die Darstellung, die wir aus ρ f bekommen, wenn wir modulo dem maximalen Ideal von
O reduzieren. Sie heißt die Restklassendarstellung zu f . Wenn diese Restklassendarstellung
absolut irreduzibel ist, ist ρ f nach Lemma .. eindeutig bestimmt.

Bemerkung .: Die im Satz behauptete Eindeutigkeit ist mit Bemerkung .. leicht zu se-
hen, falls die Restklassendarstellung ρ f absolut irreduzibel ist. Daran sieht man insbeson-
dere, dass die Galoisdarstellung dann nur von den Fourierkoeffizienten an ür (n,N ) = 1
abhängt. Deshalb ist die Forderung, dass f eine Neuform ist, keine wirkliche Einschrän-
kung: denn wenn lediglich f ∈ Sk(Γ1(N ),O) ein Eigenvektor aller Tn ür (n,N ) = 1 ist,
gibt es nach Satz .. eine zugehörige Neuform, deren Fourierkoeffizienten ür alle n mit
(n,N ) = 1 mit denen von f übereinstimmen. Es ist jedoch günstig, durch die Forderung,
dass f eine Neuform ist, das Level N minimal zu halten, um keine Primzahlen unnötig als
verzweigt anzusehen.

Bemerkung .: Mithilfe von Korollar . können wir auch klassischen komplexen Eigen-
formen Galoisdarstellungen zuordnen: dennwenn f ∈ Sk(Γ1(N )) eine normalisierte (kom-
plexe) Eigenform ist, sind die Fourierkoeffizienten von f ganz über Z und erzeugen somit
eine endliche Erweiterung Kf von Q in C. Das liefert uns eine ganze Familie von Galois-
darstellungen: denn ür jede endliche Primstelle λ von Kf können wir f als Element von
Sk(Γ1(N ),O) auffassen, wenn O der Ganzheitsring in der Kompleierung von Kf bei λ
ist, und das gibt uns ein System von λ-adischen Darstellungen (vgl. Definition ..). Die-
ses ist „fast kompatibel“, d.h. die Frobenius-Polynome der unverzweigten Primzahlen haben
Koeffizienten in Kf und stimmen überein.

Es sei nun O wieder wie vorher der Ganzheitsring in einer endlichen Erweiterung von
Qp , die die Werte aller Dirichlet-Charaktere modulo N enthält und mO das maximale Ideal
in O.

³ Diese Zerlegungsgruppe hängt von der Wahl einer über p liegenden Primstelle in der maximalen außerhalb
von Np unverzweigten Erweiterung von Q ab. Eine andere Wahl ührt aber zu einer konjugierten Zerle-
gungsgruppe, und die Gültigkeit von (b) bleibt davon unberührt.
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IV. Hida-eorie und Galoisdeformationen

Lemma .: Es seien f ,д ∈ Sk(Γ1(N ),O) normalisierte Eigenformen, die zum gleichen ma-
ximalen Ideal m von hk(Γ1(N ),O) gehören. Wir bezeichnen ihre Fourierkoeffizienten mit an
bzw. bn ür n ∈ N. Dann gilt

an ≡ bn modmO

ür alle n ∈ N.

Beweis: Es seien λ,η : hk(Γ1(N ),O)m .... O die zu f bzw. д gehörenden O-Algebren-Ho-
momorphismen. Nach Lemma . induzieren diese Isomorphismen

λ,η : hk(Γ1(N ),O)m
/
m

.... ∼ O
/
m O = F,

und wegen Lemma . (c) stimmen diese überein. Wegen λ(Tn) = an und η(Tn) = bn folgt
daraus die Behauptung. □

Lemma .: Es seien f ,д ∈ Sk(Γ1(N ),O) Eigenformen, die zum gleichen maximalen Ide-
al m von hk(Γ1(N ),O) gehören. Wenn eine der Restklassendarstellungen ρ f und ρд absolut
irreduzibel ist, dann gilt ρ f � ρд.

Beweis: Es gilt nach Lemma . ür Primzahlen ℓ ∤ Np

Spur ρ f (Frobℓ) = aℓ ≡ bℓ = Spur ρд(Frobℓ) modmO ,

wobei mit an bzw. bn wieder die Fourierkoeffizienten von f bzw. д bezeichnet seien. Daraus
folgt die Behauptung mit Bemerkung ... □

Das vorherige Lemma besagt also, dass die Restklassendarstellungen der Eigenformen,
die zu einem festen maximalen Idealm gehören, entweder alle absolut irreduzibel sind oder
alle nicht absolut irreduzibel sind, und im ersteren Fall stimmen alle diese Restklassendar-
stellungen überein. Das ermöglicht es uns, ür ein solchesmaximales Idealm die Restklassen-
darstellung zum als ρm zu definieren. Für die anderen maximalen Ideale kann man ebenfalls
eine (reduzible) Restklassendarstellung definieren [HidMFG, S. ], dies werden wir aber
nicht benötigen.

4. Die universelle Hecke-Algebra

In Abschni  haben wir Hecke-Algebren zu festem Level und Gewicht über p-adischen
Ringen betrachtet. Wie bereits erwähnt, kann man diese p-adischen Hecke-Algebren ür al-
le Level und Gewichte zu einer „großen“ Hecke-Algebra zusammensetzen. Aus dieser kann
man die einzelnen Hecke-Algebren und damit einzelne Eigenformen wieder zurückgewin-
nen (mit Satz .). Diese große Hecke-Algebra enthält dadurch Informationen zu sehr vielen
Eigenformen auf einmal und fasst diese zu sogenannten Hida-Familien zusammen. Diese
eorie wurde von Hida in [Hidb; Hida] entwickelt. Ein anderer Zugang wurde von
Wiles in [Wil] angegeben.
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. Die universelle Hecke-Algebra

4.1. Die große Hecke-Algebra

Sei im folgenden stetsp eine Primzahl undN zup teilerfremd. Außerdemfixierenwir wieder
eine endliche Erweiterung K von Qp und bezeichnen mit O ihren Ganzheitsring.

Für (im Moment noch feste) r , i ∈ N setzen wir

S i(Npr ) =
i⊕

k=1

Sk(Γ1(Npr ),O).

Nach Satz . ist das ein freier O-Modul von endlichem Rang. Zu jeder Doppelnebenklasse
Γ1(N )αΓ1(N ) ür α ∈ ∆ (∆ wie in Definition ..) bekommen wir einen Endomorphis-
mus von S i(Npr ), indem wir in der k-ten Komponente den Doppelnebenklassenoperator
[Γ1(N )αΓ1(N )]k wirken lassen. Dies definiert einen O-Algebren-Homomorphismus

R(Γ,∆,O) .... EndO(S i(Npr ))

wie in Definition ., und wir bekommen eine Hecke-Algebra, die wir mit h i(Npr ,O) be-
zeichnen. Diese ist eine proendliche O-Algebra: denn EndO(S i(Npr )) ist isomorph zu ei-
nem Matrizenring über O, deshalb ist die Teilalgebra h i(Npr ,O) hausdorffsch, und außer-
dem ist sie als stetiges Bild des kompakten Rings R(Γ,∆,O) kompakt und damit nach
Satz .. (c) proendlich.

Sei jetzt r ≤ s und i ≤ j. Dann haben wir kommutierende kanonische Einbeungen

..

..S i(Npr ,O) ..S i(Nps ,O)

..S j(Npr ,O) ..S j(Nps ,O).

Die Aktionen der Doppelnebenklassenoperatoren auf jedem dieser Räume ist mit diesen
Einbeungen verträglich (siehe Bemerkung ..). Deshalb bekommen wir ein analoges
kommutatives Diagramm ür die Hecke-Algebren

..

..h i(Npr ,O) ..h i(Nps ,O)

..h j(Npr ,O) ..h j(Nps ,O),
(.)

in dem die Pfeile durch Einschränken dieser Operatoren auf die eingebeeten Teilräume
gegeben sind. Dies ermöglicht uns die folgende Definition.

Definition .: Die universelle Hecke-Algebra von Level Np∞ ist

h(N ,O) = lim
i ,r

h i(Npr ,O).
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IV. Hida-eorie und Galoisdeformationen

Wegen Bemerkung .. und Lemma .. ist dies in der Kategorie der proendlichen O-
Algebren wohldefiniert.

Bemerkung .: In [Hida] definiert Hida zunächst zwei große Hecke-Algebren, bei de-
nen jeweils das Gewicht bzw. das Level festgehalten werden und der Limes nur über das
andere genommen wird:

hk(Np∞ ,O) = lim
r

hk(Γ1(Npr ),O) und h(Npr ,O) = lim
j

h j(Npr ,O).

Überraschenderweise kommt jedoch in beiden Fällen das gleiche heraus (wenn man k = 1
auslässt): es gilt kanonisch

h(Npr ,O) � hk(Np∞ ,O) ür alle k ≥ 2 und r ≥ 1

[Hida, (.), (.)]. Diese Hecke-Algebra ist dann natürlich isomorph zu der, die wir in
Definition . definiert haben.

Wir wollen h(N ,O) nun zu einer Algebra über O[[Z×
p ,N ]] machen, wobei Zp ,N wie in

Definition .. definiert ist. Dazu setzen wir Γwt = 1 + pZp ⊆ Z×
p ,N (die Bedeutung des

Superskripts „wt“ erklären wir später) und haben dann eine Zerlegung

Z×
p ,N �

(
Z

/
NpZ

) × × Γwt �
(
Z

/
NZ

) × × Z×
p . (.)

Wir bezeichnenmit πp die Projektion vonZ×
p ,N auf den FaktorZ×

p und schreiben zmodNpr

ür das Bild eines z ∈ Z×
p ,N unter der Projektion

Z×
p ,N

....
(
Z

/
NprZ

) ×
.

Für festes r und i definieren wir zu jedem z ∈ Z×
p ,N einen Endomorphismus [z]r ,i von

S i(Npr ) =
i⊕

k=1

Sk(Γ1(Npr ),O),

der in der k-ten Komponente durch

fk ... πp(z)
k ⟨

zmodNpr
⟩
fk (.)

gegeben ist; vgl. hierzu [Hidb, (.), S. ]. Hierbei ist ⟨·⟩ der Diamant-Operator aus
Definition .. und πp(z) ist als Element von O× anzusehen.

Lemma .: Der Endomorphismus [z]r ,i ist ein Element von h i(Npr )× .

Beweis: Wenn [z]r ,i ∈ h i(Npr ) gilt, dann ist es auch eine Einheit, denn [z−1]r ,i ist dann ein
Inverses. Es genügt also, [z]r ,i ∈ h i(Npr ) zu zeigen. Dazu wählen wir ein γ ∈ Γ0(Npr ) mit

γ ≡
(
∗ ∗
0 z

)
modNpr
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und setzen α = πp(z) ∈ O× . Wir schreiben ein f ∈ S i(Npr ) als Summe f =
∑i

k=1 fk mit
fk ∈ Sk(Γ1(Npr ),O). Auf Sk(Γ1(Npr ),O) gilt nach (..)

[Γ1(N )αγΓ1(N )]kfk = (α2)k/2−1(detγ )k/2−1
e∑

i=1

fk [βi ]k = α k−2[Γ1(N )γΓ1(N )]kfk ,

wenn die βi wie dort Repräsentanten ür die Linksnebenklassen sind. Wegen Beispiel ..
gilt ferner [Γ1(N )γΓ1(N )]kfk =

⟨
zmodNpr

⟩
fk , also bekommen wir

[z]r ,if =
i∑

k=1

α k
⟨
zmodNpr

⟩
fk = α2

i∑
k=1

[Γ1(N )αγΓ1(N )]kfk ,

also [z]r ,i = α2[Γ1(N )αγΓ1(N )] gemäß der Definition der Aktion von Doppelnebenklassen
auf S i(Npr ). Dies zeigt die Behauptung. □

Also definiert
Z×
p ,N

.... h i(Npr )× , z ... [z]r ,i (.)

einen Gruppenhomomorphismus, und man überlegt sich leicht, dass dieser mit den Restrik-
tionsabbildungen zwischen den Hecke-Algebren verträglich ist. Daraus bekommen wir ei-
nen Homomorphismus

Z×
p ,N

.... h(N ,O)× , z ... [z], (.)

und die universelle Eigenscha der proendlichenGruppenalgebra induziert wiederum einen
O-Algebren-Homomorphismus

O[[Z×
p ,N ]]

.... h(N ,O).

Auf diese Weise können wir h(N ,O) zu einer Algebra über O[[Z×
p ,N ]] machen.

Es sei nun Λwt = O[[Γwt]]. Da Γwt eine Untergruppe von Z×
p ,N ist, gibt dies h(N ,O)

insbesondere die Struktur einer Λwt-Algebra.

4.2. Die ordinäre Teilalgebra

Die Hecke-Algebra h(N ,O) ist so noch „zu groß“: sie ist als Λwt-Modul nicht endlich er-
zeugt. Das wollenwir zunächst einsehen, indemwir zeigen, dass der Rang vonSk(Γ1(Npr ),
O) als O[[Z×

p ,N ]]-Modul unbeschränkt ist, wenn k und r wachsen.
Dazu seiG eine beliebige endliche Gruppe undM ein O[G]-Modul, der als O-Modul frei

von endlichem Rang ist. Für jedes s ∈ M ist dann RangO(O[G]s) ≤ #G, und da der Rang
subadditiv ist, gilt ür jedes endliche O[G]-Erzeugendensystem S von M , dass

RangO(M) = RangO
(∑
s∈S

O[G]s
)
≤ #S · #G .

Daraus folgt

min {#S | S ⊆ M erzeugt M als O[G]-Modul} ≥ RangO(M)

#G
.
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IV. Hida-eorie und Galoisdeformationen

Wennwir in der Definition (.) der Aktion vonO[[Z×
p ,N ]] aufSk(Γ1(Npr ),O) den Faktor

πp(z)
k weglassen, faktorisiert diese Aktion über O[G] mit G = (Z/NprZ)× . Da dieser

Faktor den Rang nicht beeinflusst, genügt es uns also zu zeigen, dass

RangO(Sk(Γ1(Npr ),O))

φ(Npr )

unbeschränkt ist. Wegen Bemerkung . stimmt RangO(Sk(Γ1(Npr ),O))mit der Dimensi-
on vonSk(Γ1(Npr )) alsC-Vektorraumüberein, und ür diese haenwir in Bemerkung ..
eine Formel angegeben. An dieser sieht man bereits mit sehr groben Abschätzungen die Un-
beschränktheit des obigen Ausdrucks.

Man kann aber eine bestimmte Teilalgebra von h(N ,O) ausschneiden, die endlichenΛwt-
Rang hat. Umdies zu erklären, benötigenwir das folgende Lemma,welcheswir aus [HidLFE,
§., Lemma ] zitieren:

Lemma .: SeiO der Ganzheitsring in einer endlichen Erweiterung vonQp undH eine kom-
mutative O-Algebra, die als O-Modul endlich erzeugt ist. Dann existiert ür jedes x ∈ H der
Grenzwert

e := lim
n→∞

xn! ∈ H

und e ist idempotent.

Wir wollen dies auf den Fall H = h i(Npr ,O) und x = Tp anwenden und setzen also

ei ,r := lim
n→∞

T n!
p ∈ h i(Npr ,O).

Die Kommutativität des Diagramms (.) zeigt, dass diese Elemente von den Pfeilen im
Diagramm aufeinander abgebildet werden. Dadurch könnenwir ein e ∈ h(N ,O) definieren,
welches immer noch idempotent ist.

Definition .: Die universelle ordinäre Hecke-Algebra von Level Np∞ ist

hord(N ,O) = eh(N ,O).

Das Element e ∈ h(N ,O) heißt die ordinäre Projektion.

Dann gilt:

Satz .: Sei p ≥ 5. Dann ist hord(N ,O) als Λwt-Modul frei von endlichem Rang.

Beweis: [Hidb, m. .] □

Für festes Level und Gewicht definieren wir analog ür eine Kongruenzuntergruppe Φ
mit Γ1(Npr ) ⊆ Φ ⊆ Γ0(Npr ) und einen Charakter ε von Φ/Γ1(Npr )

e := lim
n→∞

T n!
p ∈ hk(Φ, ε ,O)

und setzen hord
k (Φ, ε ,O) = ehk(Φ, ε ,O) und Sord

k (Φ, ε ,O) = eSk(Φ, ε ,O). Die Elemente
f ∈ Sord

k (Φ, ε ,O) nennen wir ordinär. Es ist also f genau dann ordinär, wenn ef = f . Wenn
f ein Eigenvektor von Tp mit Eigenwert a ∈ O ist, dann gilt

ef =

f , |a |p = 1,

0, |a |p < 1.
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Insbesondere ist eine Eigenform genau dann ordinär, wenn ihr p-ter Fourierkoeffizient eine
Einheit in O ist.

4.3. Kontrolltheorie und Hida-Familien

Aus der Hecke-Algebra hord(N ,O) können wir durch Reduktion modulo gewisser Primi-
deale die Hecke-Algebren zu festem Gewicht und Level zurückerhalten. Dies wird als Kon-
trolltheorie bezeichnet. Wir wollen nun erklären, wie das funktioniert.

Sei dazu r ∈ N. Mit Γwt
r bezeichnen wir die Untergruppe 1+prZp ⊆ Γwt. Wir definieren

Φr = Γ1(Np) ∩ Γ0(p
r ) und wollen nun Definition .. auf den Fall ∆ = Φr und Γ =

Γ1(Npr ) anwenden. Der otient ∆/Γ ist in dieser Situation isomorph zu Γwt/Γwt
r , der

Isomorphismus wird von

Φr ∋
(
a b
c d

)
... d ∈ 1 + NpZ ⊆ 1 + pZp = Γwt .... Γwt/

Γwt
r

induziert. Wir bezeichnen also ür einen Charakter ε von Γwt/Γwt
r (den wir mit der obigen

Abbildung als Charakter von Φr auffassen können) mit

Sk(Φr , ε) = {f ∈ Sk(Γwt
1 (Npr )) | ∀γ ∈ Φr : f [γ ]k = ε(γ )f }

seinen Eigenraum und haben dann

Sk(Γ1(Npr )) =
⊕
ε

Sk(Φr , ε).

Wegen (..) gilt (
Z

/
NprZ

) ×
�

(
Z

/
NpZ

) × × Γwt/
Γwt
r ,

deshalb können wir jeden Dirichlet-Charakter χ modulo Npr auf eindeutige Weise als Pro-
dukt χ = εψ eines Charakters ε von Γwt/Γwt

r und eines Dirichlet-Charaktersψ modulo Np
schreiben. Da auch

Sk(Γ1(Npr )) =
⊕
χ

Sk(Npr , χ)

gilt, erhalten wir
Sk(Φr , ε) =

⊕
ψ

Sk(Npr , εψ ), (.)

wobei in dieser letzten Summeψ alle Dirichlet-Charaktere modulo Np durchläu.
Die Charaktere ε von Γwt/Γwt

r ür ein r ∈ N können mit den Charakteren von Γwt von
endlicher Ordnung identifiziert werden. Mit ι bezeichnen wir die kanonische Einbeung

Γwt .... O× .

Wir betrachten den von

Γwt .... O× , γ ... ε(γ )ι(γ )k

induzierten O-Algebren-Homomorphismus ηk ,ε : Λwt .... O und bezeichen mit Pk ,ε ⊆
Λwt dessen Kern. Da O nullteilerfrei ist, ist dieser ein Primideal. Dann lautet die funda-
mentale Aussage [Hida, m. .]
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Satz . (Hidas Kontrolltheorem): Die Zuordnung Tn ... Tn induziert einen kanonischen
Isomorphismus von O-Algebren

hord(N ,O)
/
Pk ,εhord(N ,O) � hord

k (Φr , ε ,O)

ür jeden Charakter ε von Γwt von endlicher Ordnung mit Werten in O und k ≥ 2. Hierbei ist
r durch Kern ε = Γwt

r definiert.

Daran sehen wir, dass die Gruppe Γwt die Rolle einer Gewichtsgruppe spielt: denn jedes
γ ∈ Γwt ist von der Form γ = (1 + p)s mit einem s ∈ Zp , und indem wir k durch s
ersetzen, können wir Pγ ,ε := Ps ,ε genauso definieren wie oben. Für die ganzzahligen s „ist“
dann γ gerade das Gewicht. Dadurch wird nun auch die Bedeutung des Superskripts „wt“
klar: dieses steht ür „weight“. Entsprechend bezeichnen wir Λwt als die Gewichts-Iwasawa-
Algebra.

Gemäß der Philosophie, dass Eigenformen Punkte der Hecke-Algebra sind, machen wir
nun die folgende Definition.

Definition .: Wir setzen

Sord(N ,O) = Hom(hord(N ,O),O[[Z×
p ,N ]]).

Hier sind O[[Z×
p ,N ]]-Modulhomomorphismen gemeint.

Die natürliche Aktion der Hecke-Algebra hord(N ,O) auf Sord(N ,O) ist dann durch

Tf (h) = f (Th), T ,h ∈ hord(N ,O), f ∈ Sord(N ,O)

gegeben. Nach Definition ist Sord(N ,O) ein O[[Z×
p ,N ]] Modul. Damit können können wir

wie in Abschni .. ür jeden Dirichlet-Charakterψ modulo Np den Unterraum

Sord(N ,ψ ,O)

definieren, auf der (Z/NpZ)× durchψ operiert (vgl. (..)).Wennφ(N ) inO invertierbar ist
und O die Werte aller Dirichlet-Charaktere modulo Np enthält, haben wir eine Zerlegung

Sord(N ,O) =
⊕
ψ

Sord(N ,ψ ,O).

Die Unterräume Sord(N ,ψ ,O) sind unter der Aktion der Hecke-Operatoren stabil, wie
man mit Beispiel .. und der Kommutativität der Hecke-Algebra leicht sieht. Damit er-
halten wir durch Einschränken der Hecke-Operatoren von Sord(N ,O) auf den Unterraum
Sord(N ,ψ ,O) einen Homomorphismus

hord(N ,O) .... End(Sord(N ,ψ ,O)).

Dessen Bild bezeichnen wir mit hord(N ,ψ ,O).

Definition .: Eine ordinäre Λwt-adische Eigenform mit Nebentyp ψ ist ein Λwt-Algebren-
Homomorphismus

hord(N ,ψ ,O) .... Λwt.
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Da wir nur ordinäre Λwt-adische Eigenformen betrachten werden, lassen wir „ordinär“
meist weg.

Korollar .: Es gilt ür k , ε und r wie in Satz .

hord(N ,ψ ,O)
/
Pk ,εhord(N ,ψ ,O) � hord

k (Npr , εψω−k ,O).

Hierbei bezeichnet ω den Teichmüller-Charakter, siehe Bemerkung ..

Beweis: Die Algebra H in dem Diagramm

..

..hord(N ,O) ..hord(N ,O)/(Pk ,ε) ..hord
k (Φr , ε ,O)

..hord(N ,ψ ,O) ..hord(N ,ψ ,O)/(Pk ,ε) ..H

.

∼

.

∼

entspricht über die Dualität aus Satz . dem Teilraum U von Sord
k (Φr , ε ,O), auf dem die

Operation der Gruppe (Z/NpZ)× , die in (.) definiert ist, durch ψ gegeben ist. An der
Zerlegung (.) sehen wir, dass die Komposition

(
Z

/
NpZ

) × ....
(
Z

/
NpZ

) × × Γwt = Z×
p ,N =

(
Z

/
NZ

) × × Z×
p

...
πp. Z×

p

durch ω gegeben ist, wenn wir diesen als Charakter von (Z/NpZ)× auffassen. Deshalb ist
die Aktion eines a ∈ (Z/NpZ)× auf einem f ∈ U durch

[a]f = ω(a)k ⟨a⟩ f

gegeben. Da diese andererseits durch Multiplikation mitψ (a) gegeben ist, folgt

⟨a⟩ f = ψω−k(a)f

ür a ∈ (Z/NpZ)× . Damit folgt ür

z = (a,b) ∈
(
Z

/
NpZ

) × × Γwt/
Γwt
r =

(
Z

/
NprZ

) ×
und f ∈ U , dass

⟨z⟩ f = ψω−k(a)ε(b)f = εψω−k(z)f

und deshalbU = Sord
k (Npr , εψω−k ,O) wie behauptet. □

Wenn eine Λwt-adische Eigenform F : hord(N ,ψ ,O) .... Λwt gegeben ist, können wir
diesen Homomorphismus ür jedes k ≥ 2 und jeden Charakter ε von Γwt von endlicher
Ordnung modulo Pk ,ε reduzieren und erhalten daraus einen Homomorphismus

hord
k (Npr , εψω−k ,O) .... ∼ hord(N ,ψ ,O)

/
Pk ,εhord(N ,ψ ,O) .... Λwt/

Pk ,ε
.... O.
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Dieser entspricht einer Eigenform fk ,ε ∈ Sord
k (Npr , εψω−k ,O). Eine Λwt-adische Eigen-

form produziert also eine ganze Familie (fk ,ε)k ,ε von Eigenformen mit Koeffizienten in O.
Wenn wir aus F eine formale q-Entwicklung

F (q) =
∞∑
n=1

F (Tn)q
n ∈ Λwt[[q]]

bilden, bekommen wir hieraus die q-Entwicklung von fk ,ε , indem wir ηk ,ε auf die Koeffizi-
enten anwenden:

fk ,ε(q) = ηk ,ε(F (q)) =
∞∑
n=1

ηk ,ε(F (Tn))q
n ∈ O[[q]].

Aus diesem Grund nennen wir eine Λwt-adische Eigenform auch eine Hida-Familie.
Die Fourierkoeffizienten einer normalisierten Eigenform f ∈ Sord

k (Npr , εψω−k) liegen
wegen Korollar . in einer endlichen algebraischen Erweiterung vonQ inK , und mit unse-
rer gewählten EinbeungQp .... C können wir sie als komplexe Zahlen auffassen. Daran
sehen wir mit Satz ., dass die Mitglieder eine Hida-Familie sogar klassische komplexe
Eigenformen sind.

Es sei abschließend noch erwähnt, dass jede ordinäre Eigenform in einer Hida-Familie
lebt: dies wird z.B. in [Wil, m. ..] gezeigt.

4.4. Die große Galoisdarstellung

Wir haben in Satz . einer Eigenform f ∈ Sk(Γ1(N ),O) eine Galoisdarstellung zugeord-
net, deren Frobenius-Polynome bei den unverzweigten Primzahlen mit den entsprechen-
den Hecke-Polynomen der Eigenform übereinstimmt. Diese Darstellungen wollen wir nun
zu einer großen Galoisdarstellung zusammenbauen, die Werte in der universellen Hecke-
Algebra annimmt.

Wegen Satz . erüllt hord(N ,O) die Voraussetzungen von Lemma . und ist deshalb
ein endliches Produkt lokaler Ringe:

hord(N ,O) =
∏
m

hm .

Wenn eine Λwt-adische Eigenform F : hord(N ,ψ ,O) .... Λwt mit einem Nebentypψ gege-
ben ist, faktorisiert die Komposition

hord(N ,O) .... hord(N ,ψ ,O) ...
F. Λwt

über genau einen dieser lokalen Ringe, und auf diese Weise können wir jeder Λwt-adischen
Eigenform ein maximales Ideal zuordnen, genauso wie wir dies Abschni  ür eine einzel-
ne Eigenform gemacht haen. Wir wählen einen solchen lokalen Ring aus, der zu einem
maximalen Ideal m von hord(N ,O) gehört. Für jedes k ≥ 2 und r ∈ N können wir m nach
hord
k (Γ1(Npr ),O) projizieren, wenn wir mit Bemerkung .

h(N ,O) = lim
r

hk(Γ1(Npr ),O)
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schreiben, und erhalten dann dort ein maximales Ideal mk ,r . Daran sehen wir zunächst,
dass die Restklassenkörper

hord(N ,O)
/
m und hord

k (Γ1(Npr ),O)
/
mk ,r

übereinstimmen, und wegen Lemma . ist dieser der Restklassenkörper F von O.
Mit Korollar . sehen wir, dass es zu jeden k ≥ 2 und r ∈ N0 eine Eigenform f ∈

Sord
k (Npr , εψω−k ,O) ür ein passendes ε gibt, sodass mk ,r das zu f gehörende maximale

Ideal ist. Also könnenwir die Restklassendarstellung ρk ,r vonmk ,r betrachten.Wir nehmen
an, dass diese absolut irreduzibel ist.

Lemma .: ρk ,r ist unabhängig von k und r .

Beweis: Wir nehmen ein j ≥ 2 und ein s ∈ N, sodass die Restklassendarstellung ρ j ,s eben-
falls absolut irreduzibel ist. In diesem Fall finden wir O-Algebren-Homomorphismen

λk ,r : hord
k (Γ1(Npr ),O) .... O, λ j ,s : hord

j (Γ1(Nps),O) .... O,

sodass die Restklassendarstellungen die Reduktionen der Darstellungen ρk ,r bzw. ρ j ,s der
zu λk ,r bzw. λ j ,s gehörenden Eigenformen modulo dem maximalen Ideal (π) von O sind.
Wir bezeichnen mit дk ,r die Komposition

hord(N ,O) .... hord
k (Γ1(Npr ),O) ...

λk ,r. O

und entsprechend ür дj ,s . Diese induzieren dann Isomorphismen

дk ,r ,д j ,s : hord(N ,O)
/
m

.... ∼ F,

und wegen Lemma . (d) stimmen diese überein. Damit gilt

Spur(ρk ,r (Frobℓ)) = λk ,r (Tℓ) = дk ,r (Tℓ) ≡ дj ,s(Tℓ) = Spur(ρ f j ,s (Frobℓ)) modπ ,

und deshalb folgt die Behauptung aus Bemerkung ... □

Definition .: Die Restklassendarstellung eines maximalen Ideals m von hord(N ,O) ist
ρk ,r , falls diese ür ein k und r absolut irreduzibel ist.

Wenn kein ρk ,r absolut irreduzibel ist, lassen wir die Restklassendarstellung vonm undefi-
niert. Wir sind manchmal etwas ungenau und sagen, dass die Restklassendarstellung eines
m absolut irreduzibel sein soll; damit sei dann stets gemeint, dass diese definiert sein soll.

Wir bezeichnen nun mitW ⊆ O den Ganzheitsring der maximalen unverzweigten Tei-
lerweiterung von K |Qp . Damit stimmen die Restklassenkörper F vonW und O überein,
undW ist der Ring der Wi-Vektoren dieses Restklassenkörpers [Ser, Chap. , m. 
und m. ]. Weiter sei nun p , 2.
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Satz .: Es seim ein maximales Ideal von hord(N ,W ), sodass die Restklassendarstellung von
m absolut irreduzibel und bei p verzweigt ist. Dann gibt es eine bis auf Isomorphie eindeutige
ungerade Galoisdarstellung

ρm : Gal(Q|Q) .... GL2(hm),

die außerhalb von Np∞ unverzweigt ist, und so, dass

Spur(Frobℓ) = Tℓ , det(Frobℓ) =
1

ℓ
[ℓ]

ür alle Primzahlen ℓ ∤ Np gilt. Hierbei bezeichnet [·] den Homomorphismus aus (.). Die
Einschränkung von ρm auf die Zerlegungsgruppe Dp ist isomorph zu einer oberen Dreiecks-
darstellung

ρ f |Dp �
(
ε ∗

δ

)
,

und δ ist unverzweigt.

Beweis: [Gou, m. ] und [Gou, m. ..]. Dort wird p ≥ 7 angenommen, aber in
[Böc, S. ] wird ein Weg erwähnt, wie die Argumente ür p = 3 und p = 5 angepasst
werden können. □

Satz .: Es sei f ∈ Sord
k (Φr , ε ,O) eine Eigenform,

λ : hord
k (Φr , ε ,W ) .... O

der zugehörige Homomorphismus (vgl. Bemerkung .) und ρ f die Galoisdarstellung zu f . Es
bezeichne Pf den Kern des Homomorphismus’

hord(N ,W ) .... hord(N ,W )
/
Pk ,εhord(N ,W ) .... ∼ hord

k (Φr , ε ,W ) ...
λ. O

und es sei m das maximale Ideal von hord(N ,W ), über das dieser faktorisiert. Unter den Vor-
aussetzungen aus Satz . gilt dann

ρmmod Pf = ρ f .

Beweis: Nach Konstruktion gilt ür Primzahlen ℓ ∤ Np

Spur(ρm(Frobℓ))mod Pf = Tℓ mod Pf = aℓ = Spur(ρ f (Frobℓ)),

und damit folgt die Behauptung aus Bemerkung ... □





. Deformationstheorie

5. Deformationstheorie

Wir haben in Abschni . eine absolut irreduzible Darstellung

ρ : Gal(Q|Q) .... GL2(F)

mit Koeffizienten in einem endlichen Körper betrachtet, die von einer Modulform herkam,
und dazu in Satz . eine Darstellung ρm mit Koeffizienten in dem sehr viel größeren Ring
hm angegeben. Diese hat nach Satz . die Eigenscha, dass wir ür jede weitere Eigen-
form f , deren Restklassendarstellung mit ρ übereinstimmt, die zu f gehörende Darstellung
ρ f mit Koeffizenten in O aus der großen Darstellung ρm zurückgewinnen können, indem
wir letztere mit einem geeigneten Homomorphismus hm .... O verkeen. Diese Situation
wollen wir nun abstrakt nachbauen.

Dass zwei Eigenformen dieselbe Restklassendarstellung haben, bedeutet nichts anderes,
als dass ihre Darstellungen (und damit ihre n-ten Fourierkoeffizienten ür (n,Np) = 1) mo-
dulo π übereinstimmen, wenn π ein Primelement vonO bezeichnet. Die zu einer gegebenen
Restklassendarstellung gehörenden Eigenformen und ihre Galoisdarstellungen liegen also
π -adisch nahe beieinander. Deshalb stellt man sie sich als „Deformationen“ voneinander
vor.

5.1. Deformationsringe

Im Folgenden sei O stets der Ganzheitsring in einer endlichen Erweiterung von Qp und F

der Restklassenkörper.

Definition .: Es sei G eine proendliche Gruppe und ρ eine gegebene Darstellung

ρ : G .... GLn(F).

Weiter seiA eine lokaleO-Algebra, deren Restklassenkörper mit dem vonO übereinstimmt,
und m das maximale Ideal in A.

Eine Darstellung
ρ : G .... GLn(A)

heißt eine Deformation von ρ, wenn

ρmodm = ρ .

Es war eine Idee von Mazur, solche Deformationen systematisch zu studieren [Maz].
Um diese zu erklären, bezeichnen wir mit PAL-Alg(O) die Kategorie der pro-artinschen lo-
kalenO-Algebren mit RestklassenkörperFmitO-Algebren-Homomorphismen.⁴ Durch die
Forderung der übereinstimmenden Restklassenkörper sind automatisch alle Morphismen in
dieser Kategorie lokal. Weiter fixieren wir eine proendliche Gruppe G und eine Restklas-
sendarstellung

ρ : G .... GLn(F).

⁴ Sie ist die pro-Kategorie der Kategorie der artinschen lokalenO-Algebren mit RestklassenkörperF, wie man
sich leicht überlegt.
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Wir nennen zwei Deformationen ρ , ρ′ : G .... GLn(A) strikt äquivalent, wenn es ein x ∈
1+Mn(mA) gibt, sodass ρ(д) = xρ′(д)x−1 ür alle д ∈ G gilt, und notieren dies als ρ ∼ ρ′.
Nun betrachten wir den Deformationsfunktor

Defρ : PAL-Alg(O) .... Set ,

A ... {ρ : G .... GLn(A) : ρ ist Deformation von ρ}/∼ .
Da alle Homomorphismen in PAL-Alg(O) lokal sind, erhalten sie Deformationen und Defρ
kann auf die naheliegende Weise auf Morphismen wirken.

Definition .: Wenn der Deformationsfunktor Defρ darstellbar ist, heißt ein darstellendes
Objekt Rρ ein universeller Deformationsring ür ρ.

In diesem Fall haben wir also ür jedes A ∈ PAL-Alg(O) eine Bijektion

Defρ(A) � HomO(Rρ ,A).

Wenn wir hier A = Rρ einsetzen, bekommen wir eine zur Identität gehörende universelle
Deformation

ϱ : G .... GLn(Rρ),

und Rρ klassifiziert strikte Äquivalenzklassen aller Deformationen der gegebenen Restklas-
sendarstellung, indem jedem A ∈ PAL-Alg(O) und jedem ρ ∈ Defρ(A) ein eindeutiger

O-Algebren-Homomorphismus fρ : Rρ .... A zugeordnet wird, sodass

ρ ∼ f ◦ ϱ .

Satz .: Wenn ρ absolut irreduzibel ist, existiert Rρ in PAL-Alg(O). Wenn G die Endlich-
keitsbedingung Φp erüllt, ist Rρ noethersch.

Beweis: [HidMFG, m. ., Prop. .] □

Wir wollen hier nicht erklären, was dieΦp-Endlichkeitsbedingung genau ist – dazu verwei-
sen wir auf die obige Referenz – sondern merken nur an, dass die absolute Galoisgruppe
Gal(Q|Q) diese erüllt. In unserem Fall sind also die betrachteten Deformationsringe stets
noethersch.

5.2. Kommutative Deformationen

Für den einfachen Fall, dass n = 1 ist (also ρ ein Charakter), wollen wir zeigen, wie der
universelle Deformationsring aussieht. Hierbei orientieren wir uns an [HidMFG, §..].

Lemma .: Für jedesA ∈ PAL-Alg(O) und jede abelsche pro-p-Gruppe H ist der proendliche
Gruppenring A[[H ]] ein Element von PAL-Alg(O).
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Beweis: Wir benutzen zunächst, dass PAL-Alg(O) die pro-Kategorie der Kategorie der ar-
tinschen lokalenO-Algebren mit Restklassenkörper F ist. Daran und an Lemma .. sehen
wir, dass es genügt, die Aussage zu zeigen, wenn A eine lokale artinsche O-Algebra und H
eine endliche abelsche p-Gruppe ist.

Wir zeigen zuerst, dassA[H ] artinsch ist. Dazu benutzen wir, dass ein Ring R genau dann
artinsch ist, wenn er als R-Modul endliche Länge hat (d.h. wenn es eine Kompositionsreihe
von endlicher Länge gibt), vgl. hierzu [Eis, m. .]. AlsA-Modul istA[H ] isomorph zu
A#H , und daraus folgt leicht, dassA[H ] Länge l · #H hat, wenn l die Länge vonA bezeichnet.
Also ist A[H ] artinsch.

Als nächstes zeigen wir, dassA[H ] lokal ist, und benutzen dazu, dass die maximalen Idea-
le eines Rings in Bijektion mit den Isomorphieklassen einfacher Moduln über diesem Ring
stehen. Es genügt also, zu zeigen, dass es nur eine Isomorphieklasse irreduzibler Darstel-
lungen von H mit Koeffizienten inA gibt, also, dass jede irreduzible Darstellung ρ : H ....

AutA(V ) ür einen A-Modul V , 0 trivial ist. Da A abelsch ist, ist jeder A-lineare Auto-
morphismus von V sogar A[H ]-linear, und wir können ρ als Abbildung nach AutA[H ](V )
auffassen. Da A abelsch ist, ist jeder A-lineare Automorphismus von V sogar A[H ]-linear,
und wir können ρ als Abbildung nach AutA[H ](V ) auffassen. Nach dem Lemma von Schur
ist EndA[H ](V ) ein Schieörper. Da H trivial auf A operiert, ist mAV eine Unterdarstellung
von ρ, und nach dem Lemma von Nakayama gilt mAV , V , da V , 0. Also folgt mAV = 0
wegen der Irreduzibilität, und deshalb hat EndA[H ](V )Charakteristikp. Wennwir mitK den
Erweiterungskörper von Fp bezeichnen, der in EndA[H ](V ) von ρ(H) erzeugt wird, können
wir ρ als Charakter nach K × auffassen. Da H eine endliche pro-p-Gruppe ist, muss jedes
ρ(h) ür h ∈ H eine p-Potenz-Einheitswurzel inK sein. DaK aber Charakteristik p hat, folgt
ρ(h) = 1 und damit, dass ρ trivial ist.

Schließlich zeigen wir noch, dass A[H ] Restklassenkörper F hat. Der Restklassenkörper
ist als F-Vektorraum isomorph zu V . Für v ∈ V \ {0} ist

F = A
/
mA

.... V , a ... av

wegen mAV = 0 wohldefiniert und definiert eine Einbeung von F als A[H ]-Untermodul
nach V . Da V irreduzibel ist, folgt V � F. □

Nun können wir universelle Deformationsringe ür Charaktere konstruieren. Sei also ein
Charakter ρ : G .... F× einer proendlichenGruppeG gegeben.Wirmithilfe des Teichmüller-
Charakters⁵ωO : F× .... O× könnenwir ρ zu einemCharakter ρ̃ = ωO◦ρ nachO× lien.
Wir bezeichnen mit Gab

p die p-Sylowgruppe der Abelisierung von G. Alle Charaktere von
G faktorisieren über die Abelisierung, und da diese das Produkt ihrer Sylowgruppen ist,
können wir jeden Charakter von G auch als einen dieser Sylowgruppe auffassen.

Satz .: Der universelle Deformationsring ür ρ istO[[Gab
p ]], wenn die universelle Deformation

durch
ϱ : Gab

p
.... O[[Gab

p ]]× , д ... ρ̃(д)д

definiert wird.

⁵ Wenn die Restklassencharakteristik 2 ist, ist das streng genommen nicht der Teichmüller-Charakter, sondern
ein otient desselben, aber aufgrund des Henselschen Lemmas existiert der Li trotzdem.
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Beweis: Wegen Lemma . ist O[[Gab
p ]] ein Element von PAL-Alg(O). Wenn irgendeine De-

formation ρ : G .... A× gegeben ist, sei fρ der von

G .... A× , д ... ρ(д)ρ̃(д)−1

durch die universelle Eigenscha des proendlichen Gruppenrings induzierte O-Algebren-
Homomorphismus O[[Gab

p ]] .... A. Dann kann man leicht nachrechnen, dass fρ ◦ ϱ = ρ
gilt. □

Beispiel .: Wenn S eine endlicheMenge von Primstellen vonQ ist und wir Darstellungen
von Gal(Q|Q) klassifizieren wollen, die außerhalb von S unverzweigt sind, müssen wir die
Galoisgruppe GS = Gal(QS |Q) der maximalen abelschen außerhalb von S unverzweigten
Erweiterung vonQ betrachten. Für S = {p ,∞} ist deren Abelisierung nach Klassenkörper-
theorie kanonisch isomorph zuZ×

p , und diep-Sylowgruppe ist hier 1+pZp . Wir bezeichnen
diese zur Unterscheidung zur Gewichtsgruppe Γwt mit Γcyc und schreiben Λcyc = O[[Γcyc]]
ür die zugehörige zyklotomische Iwasawa-Algebra. In diesem Fall ist also der Deformati-
onsring eines jeden Charakters Λcyc � O[[T ]].

Für eine Restklassendarstellung

ρ : Gal(Q|Q) .... GLn(F)

beliebiger Dimension ist der Deformationsring ür den Charakter det ρ nach Satz . der
proendliche Gruppenring O[[Gal(Q|Q)abp ]]. Wenn der universelle Deformationsring Rρ und
die universelle Deformation ϱ existiert, dann ist det ϱ eine Deformation von det ρ, und es
wird ein Homomorphismus

O[[Gal(Q|Q)abp ]] .... Rρ

induziert. Auf diese Weise können wir jeden Deformationsring Rρ zu einer Algebra über
Rdet ρ machen.

5.3. Eingeschränkte Deformationen

Da wir vornehmlich an Galoisdarstellungen interessiert sind und wir in Satz . und der
Bemerkung danach gesehen haen, dass in diesem Fall alle Deformationsringe noethersch
sind, wollen wir nunmehr mit der vollen Unterkategorie PANL-Alg(O) von PAL-Alg(O)
arbeiten, in der alle Ringe noethersch sind.

In den Abschnien  und . haen wir Galoisdarstellungen zu Modulformen betrach-
tet. Wennwir diese mit Mieln der Deformationstheorie untersuchen wollen, ist es günstig,
nur solche Deformationen zuzulassen, die ähnliche Eigenschaen wie die modularen Ga-
loisdarstellungen haben. Dies ührt zu Deformationsringen mit gewissen Einschränkungen
an die Deformationen, welche wir nun erklären wollen. Insbesondere schränken wir uns
nun auf den Fall n = 2 ein, da dies die Dimension der modularen Galoisdarstellungen ist.

Definition .: Es sei ρ : Gal(Q|Q) .... GL2(A) eineDarstellung ür einA ∈ PANL-Alg(O)
und v eine Primstelle von Q.
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(a) ρ heißt fast ordinär bei v , wenn die Einschränkung von ρ auf die Zerlegungsgruppe
(vgl. Fußnote ) Dv isomorph ist zu einer oberen Dreiecksdarstellung

ρ |Dv �
(
ε ∗

δ

)
.

(b) ρ heißt ordinär bei v , wenn ρ fast ordinär bei v und δ unverzweigt ist.

Diese Bezeichung orientiert sich an Satz . (b), der besagt, dass die Galoisdarstellung zu
einer ordinären Eigenform ordinär bei p ist. Es sei darauf hingewiesen, dass jede Galoisdar-
stellung bei der archimedischen Stelle von Q stets ordinär ist.

Wir fixieren nun eine endliche Menge S von Primstellen von Q und bezeichnen mit GS
die Galoisgruppe Gal(QS |Q) der maximalen Erweiterung von Q, die außerhalb von S un-
verzweigt ist.

Es seien nun S0 ⊆ S1 ⊆ S Teilmengen und ρ eine gegebene Restklassendarstellung von
GS . Wir betrachten den Unterfunktor

DefS ,S0 ,S1ρ : PANL-Alg(O) .... Set

des Deformationsfunktors Defρ , der durch

A ...

ρ : GS .... GL2(A) :
ρ ist Deformation von ρ,
ordinär bei allen ℓ ∈ S0,
fast ordinär bei allen ℓ ∈ S1

/ ∼
gegeben ist. Wenn das zugehörige darstellende Objekt existiert, bezeichnen wir dieses mit
Rρ(S , S0 , S1) und nennen es den universellen eingeschränkten Deformationsring von ρ bzgl.
S , S0 , S1.

Satz .: Wenn S0 = S1 und ρ absolut irreduzibel und ordinär bei allen ℓ ∈ S0 ist, dann
existiert der Deformationsring Rρ(S , S0 , S0).

Beweis: [Gou, m. ] □

Lemma .: Es sei p ∈ S , S0 ⊆ S eine Teilmenge mit p < S0 und S1 = S0 ∪ {p} und ρ fast
ordinär bei p. Es existiere Rρ(S , S1 , S1). Dann existiert auch Rρ(S , S0 , S1), und wir haben einen
kanonischen Isomorphismus von O-Algebren

Rρ(S , S0 , S1) � Rρ(S , S1 , S1)[[Γ
cyc]].

Beweis: Wir bezeichnen mit δ den Charakter δ aus Definition . (a) ür ρ. Es sei

ρ ∈ DefS ,S0 ,S1ρ (A)

ür ein A ∈ PANL-Alg(O), ρ ist also fast ordinär bei p. Für ρ bezeichnen wir den Charakter
δ aus Definition . (a) mit

δρ : Dp .... A× .

Die Trägheitsgruppe Ip ⊆ Dp ist unter der Identifikation Dp � Gal(Qp |Qp) isomorph zu
Ip � Gal(Qp |Qnr

p ), wenn Qnr
p die maximale unverzweigte Erweiterung von Qp bezeichnet.
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Nach lokaler Klassenkörpertheorie ist I abp zuZ×
p isomorph [Ser, §,m. a]. Andererseits

gilt
Gab
S �

∏
ℓ∈S

Z×
ℓ ,

und da p ∈ S , können wir δ |Ip und δρ |Ip zu Charakteren vonGS fortsetzen, die wir ebenfalls

mit δ bzw. δρ bezeichnen. Diese sind nach Konstruktion außerhalb von p unverzweigt. Mit
dieser Definition ist dann

ρ ⊗ δ−1ρ ∈ DefS ,S1 ,S1ρ (A)

und δρ ist eine Deformation von δ .
Dies liefert uns eine Abbildung,

DefS ,S0 ,S1ρ (A) .... DefS ,S1 ,S1ρ (A) × Def{p}
δ

(A), ρ ... (ρ ⊗ δ−1ρ , δρ).

wobei wir hier mit Def{p}
δ

den Deformationsfunktor ür δ meinen, der außerhalb von p

unverzweigte Deformationen klassifiziert. Für den entsprechenden Deformationsring R
{p}
δ

gilt nach Beispiel . R
{p}
δ
� O[[Γcyc]]. Man überlegt sich leicht, dass die obige Abbildung

eine natürliche Äquivalenz dieser Deformationsfunktoren ist. Damit folgt

DefS ,S0 ,S1ρ (A) � DefS ,S1 ,S1ρ (A) × Def{p}
δ

(A)

� HomO(Rρ(S , S1 , S1),A) × HomO(R
{p}
δ
,A)

� HomO(Rρ(S , S1 , S1),A) × HomGrp(Γ
cyc ,A× )

� HomO(Rρ(S , S1 , S1)[[Γ
cyc]],A),

(.)

und dies zeigt die Behauptung. □

Definition .: Wir schreiben Rord
ρ (S , S0) ür Rρ(S , S0, S0) und nennen diesen den ordinä-

ren Deformationsring. Falls p ∈ S \S0, schreiben wir⁶ Rnord
ρ (S , S0) ür Rρ(S , S0 , S0∪{p}) und

nennen ihn den fast ordinären Deformationsring.

5.4. R = T -Sätze

In diesem Abschni sei p , 2, K eine endliche Erweiterung von Qp mit Ganzheitsring
O und Restklassenkörper F undW der Ring der Wi-Vektoren von F, den wir wieder mit
demGanzheitsring der maximalen unverzweigten Teilerweiterung vonK |Qp identifizieren.
Die Rolle, die bisher O innehae, wird nun vonW übernommen, wir arbeiten also in der
Kategorie PANL-Alg(W ).

Wir betrachten nun wieder die universelle ordinäre Hecke-Algebra h = hord(N ,W ) aus
Abschni . Wenn m ein maximales Ideal von h ist, dann ist der zugehörige lokale Ring
hm ein Element von PANL-Alg(W ): denn in Abschni . haen wir bemerkt, dass der
Restklassenkörper F ist, und weil h wegen Satz . proartinsch und noethersch ist (da Λwt

proartinsch und noethersch ist), gilt dies auch ür den Teilring hm .

⁶ Das Superskript „nord“ steht ür „nearly ordinary“.
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Im Falle, dass die Restklassendarstellung ρm zum absolut irreduzibel und bei p verzweigt
ist, haen wir in Satz . eine bei p ordinäre Darstellung

ρm : Gal(Q|Q) .... GL2(hm)

angegeben, die außerhalb von Np∞ unverzweigt ist. Man könnte vermuten, dass diese ei-
ne universelle Deformation von ρm ist. Um dies genau zu formulieren, ist jedoch einige
Vorsicht geboten.

Die Darstellung ρm ist die Restklassendarstellung einer Eigenform f ∈ Sk(Γ1(Npr ),O)
(vgl. Satz .). Der universelle Deformationsring von ρm „sieht“ aber dasN nicht mehr, und
es wäre ja möglich, dass es zu verschiedenen solchen N (mit den gleichen Primteilern) Ei-
genformen mit den gleichen Restklassendarstellungen gibt. Also müssen wir das „richtige“
N irgendwie aus ρm extrahieren.

Es sei dazu eine beliebige Darstellung

ρ : Gal(Q|Q) .... GL2(F)

gegeben. Da diese endliches Bild hat, faktorisiert sie über eine endliche normale Teiler-
weiterung L|Q. Für jede Primzahl ℓ , p wählen wir eine Stelle von L, die über ℓ liegt,
und bezeichnen mit Gi ür i ∈ N0 die höheren Verzweigungsgruppen in der zugehörigen
Erweiterung der kompleierten Körper (vgl. [Neu, §.]; insbesondere ist G0 die Träg-
heitsgruppe) und mit Vi den Unterraum von V = F2, der von Gi festgelassen wird. Dann
setzen wir

n(ℓ, ρ) =
∞∑
i=0

1

(G0 : Gi)
dim V

/
Vi ,

was eine nichtnegative ganze Zahl ist, siehe [Ser, §.] und [Ser, §.]. Wenn ℓ in L
unverzweigt ist, ist G0 und damit alle Gi trivial, also ist dann n(ℓ, ρ) = 0. Da dies ür fast
alle ℓ der Fall ist, ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition .: Der Führer von ρ ist

N (ρ) =
∏
ℓ,p

ℓn(ℓ,ρ).

Wir nehmen nun weiter an, dass ρ absolut irreduzibel und bei p verzweigt und ordinär
ist. Mit N = N (ρ) sei der Führer von ρ bezeichnet. Wir fordern, dass es eine Eigenform
f ∈ Sord

k (Γ1(Npr ),O) ür ein r ∈ N0 gibt, sodass ρ die Restklassendarstellung von f ist.
Dieses f bestimmt dann ein maximales Ideal m der Hecke-Algebra h = hord(N ,W ), und
wir bezeichnen die entsprechende Lokalisierung wieder mit hm. Weiter setzen wir⁷

S = {p ,∞} ∪ {Primteiler von N}, S0 = {ℓ ∈ S : ρ ist ordinär bei ℓ}.
Lemma .: (a) Jede Eigenform f ∈ Sord

k (Γ1(Npr ),O), deren Restklassendarstellung ρ
ist, ist eine Neuform.

⁷ In manchen Texten, z.B. [Böc], kann S auch größer sein. Unseren Fall bekommen wir daraus zurück, indem
wir dort Σ = ∅ setzen.
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IV. Hida-eorie und Galoisdeformationen

(b) Für jede Primzahl ℓ | N ist die Darstellung ρm ist genau dann ordinär bei ℓ, wenn ρ
dies ist.

Beweis: [Gou, Lem. , Prop. ] □

Aufgrund dieses Lemmas bekommen wir also einen kanonischen Homomorphismus⁸

Rord
ρ (S , S0) .... hm .

Vermutung .: Der kanonische Homomorphismus

Rord
ρ (S , S0) .... hm

ist ein Isomorphismus.

Diese Vermutung stammt ursprünglich vonMazur. In einem Spezialfall wurde sie in [MT]
formuliert, die hier angegebene Version stammt aus [Gou]. In [Gou, m. ] wurde
gezeigt, dass dieser Homomorphismus stets surjektiv ist.

Da in vielen Texten Hecke-Algebren mit T (und nicht wie bei uns mit h) bezeichnet
werden, und die universellen Deformationsringe meist R heißen, nennt man eine Aussage
von diesem Typ auch einen R = T -Satz. Ein solcher besagt also, dass alle Deformatio-
nen (mit passendem Verzweigungsverhalten) der Galoisdarstellung einer festen ordinären
Eigenform selbst wieder modular sind, also von einer solchen Eigenform herkommen. Geo-
metrisch stellt man sich das Spektrum des Deformationsrings als den „Deformationsraum“
vor, und das Spektrum von hm ist der Unterraum der modularen Deformationen. Die R = T -
Aussage besagt dann, dass dieser Unterraum bereits der ganze Deformationsraum ist.

Inzwischen ist über diese Vermutung einiges bekannt. In Hidas Buch findet sich ein Be-
weis im Falle N = 1 und gewissen weiteren Voraussetzungen [HidMFG, m. .]. Die
Arbeiten von Wiles und Taylor [Wil; TW] zu Fermats letztem Satz zeigen eine Isomor-
phie zwischen Hecke-Algebren zu festem Level und Gewicht und weiter eingeschänkten
Deformationsringen (mit fester Determinante ür alle Deformationen); im Falle N = 1wird
dies auch in [HidMFG, m. .] gezeigt. In [Böc] wird erklärt, wie man die Resultate
vonWiles und Taylor benutzen kann, um auf die Isomorphie der „großen“ Ringe in Vermu-
tung . zu schließen. Für die genauen Bedingungen, unter denen dieses Resultat erzielt
wird, siehe [Böc, Ass. .].

In Anlehnung an Lemma . und Definition . definieren wir nun noch:

Definition .: Die universelle fast ordinäre Hecke-Algebra ist

hnord(N ,O) = hord(N ,O)[[Γcyc]].

Entsprechend definieren wir hnord(N ,ψ ,O).

⁸ In manchen Texten – z.B. in [Böc] – geht dieser Homomorphismus nicht in einen lokalen Ring der vol-
len Hecke-Algebra hord(N ,O), sondern in einen entsprechenden lokalen Ring der eingeschränkten Hecke-
Algebra, welche die Unteralgebra ist, die nur von denTn mit (n,Np) = 1 erzeugt wird. Wegen [Gou, m.
, m. ] macht dies aber keinen Unterschied.
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6. p-adische L-Funktionen für Hida-Familien

Nachdemwir inAbschni . die Galoisdarstellungen zu denMitgliedern einerHida-Familie
zu einer großen Galoisdarstellung zusammengefasst haben, stellt sich die Frage, ob man
etwas ähnliches auch mit ihren L-Funktionen machen kann. In Satz .. haben wir ange-
geben, wie eine p-adische L-Funktion ür eine einzelne Eigenform aussieht. Diese war ein
Maß auf der GruppeG = Gal(Q(µp∞)|Q), dessen Integrale spezielle Werte der (Twists der)
L-Funktion dieser Eigenform interpoliert.

Für eineHida-Familie wurde einep-adische L-Funktion vonKitagawa alsMaß aufG×Γwt

konstruiert. Er erhielt das folgende Ergebnis:

Satz . (Kitagawa): Es sei F : hord(N ,ψ ,O) .... Λwt eine Λwt-adische Eigenform mit for-
maler q-Entwicklung

F (q) =
∞∑
n=1

anq
n ∈ Λwt[[q]],

und es seien
fk ,ε ∈ Sord

k (Npr , εψω−k ,O)

die Mitglieder der zugehörigen Hida-Familie. Wir definieren ι und ηk ,ε wie in Abschni ..
Dann gibt es einO-wertiges Maß µF aufG ×Γwt, sodass ür alle Dirichlet-Charaktere χ vom

Führer pm , alle k ≥ 2, alle Charaktere ε von Γwt von endlicher Ordnung und n = 0, . . . , k − 2
gilt∫

G

∫
Γwt

χ−1(z)κ(z)nε(w)ι(w)kdµF (z ,w) =

(−1)nG(χ)pmnn!E±
k ,ε

(2π i)nΩ±
fk ,ε

ηk ,ε(ap)m
(1 − ηk ,ε(ap)−1χ(p)pn)L(fk ,ε , χ ,n + 1).

Dabei sind Ω±
f ∈ C× die Perioden aus Satz .., G(·) ist die Gauß-Summe (vgl. (..)), die

E±
k ,ε ∈ O \ {0} gewisse Korrekturterme und die Menge {|E±

k ,ε | : k , ε wie oben} ist endlich. Die
Exponenten „±“ sind als das Vorzeichen von (−1)nχ(−1) zu wählen.

Beweis: [Kit, m. .] □

Dieses µF können wir als Element in O[[G × Γwt]] auffassen.
Wir betrachten nun wie in Abschni . die Zerlegung

Z×
p ,N �

(
Z

/
NpZ

) × × Γwt �
(
Z

/
NZ

) × × Z×
p

und bezeichnen mit πp die Projektion von Z×
p ,N auf Z×

p . Dann sehen wir, dass die Kompo-
sition

Γwt .... Z×
p ,N

...
πp. Z×

p
.... O×

gerade ι ist (wobei der letzte Pfeil die kanonische Einbeung ist). Wenn nun k und ε wie in
Satz . sind, betrachten wir die Komposition

Γwt .... hord(N ,ψ ,O)× ....(
hord(N ,ψ ,O)

/
Pk ,εhord(N ,ψ ,O)

) ×
.... ∼ (hord

k (N , εψω−k ,O))×,
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IV. Hida-eorie und Galoisdeformationen

in welcher der erste Pfeil die Einschränkgung des Strukturmorphismus’ aus (.) auf Γwt

ist. Aus unseren Überlegungen folgt dann leicht, dass diese Komposition durch ειk gegeben
ist (vgl. auch Beweis von Korollar .).

Wir nehmen nun das zu (k , ε) gehörende Element fk ,ε ∈ Sord
k (Npr , εψω−k ,O) der Hida-

Familie zu F und bezeichnen mit

λk ,ε : hord
k (N , εψω−k ,O) .... O

den zugehörigen O-Algebren-Homomorphismus. Die obige Komposition induziert einen
O-Algebren-Homomorphismus O[[Γwt]] .... hord

k (N , εψω−k ,O), und wenn wir diesen mit
λk ,ε verkeen, erhalten wir einen Homomorphismus

O[[Γwt]] .... O,

der dann gerade der von ειk induzierte ist. Dieser liefert weiter einen Homomorphismus

O[[Γwt × G]] .... O[[G]],

und wir bezeichnen das Bild von µF unter diesem mit µk ,ε , was ein O-wertiges Maß auf G
ist. Unsere Überlegung zeigt dann, dass

∫
G
χ−1κndµk ,ε =

(−1)nG(χ)pmnn!E±
k ,ε

(2π i)nΩ±
fk ,ε

ηk ,ε(ap)m
(1 − ηk ,ε(ap)−1χ(p)pn)L(fk ,ε , χ ,n + 1) (.)

ür χ und n wie in Satz . gilt. Dies ist, bis auf die Korrekturterme E±
k ,ε und einen Faktor

(−1)n , die p-adische L-Funktion zu fk ,ε , wie sie in Satz .. angegeben war.
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V. Nichtkommutative p-adische
L-Funktionen

Bisher haben uns p-adische L-Funktionen schon eine Weile begleitet, aber wir haben noch
gar nicht erklärt, welche Rolle diese in der Iwasawa-eorie spielen. Dies wird durch so-
genannte Hauptvermutungen beschrieben, die einen Zusammenhang zwischen einer p-adi-
schen L-Funktion und dem charakteristischen Ideal oder Element eines Iwasawa-Moduls
behaupten. Sie sollen in dieser Arbeit nicht unerwähnt bleiben und sind wichtig zum Ver-
ständnis der Bedeutung p-adischer L-Funktionen, deshalb wollen wir zu Beginn dieses Ka-
pitels die ursprüngliche, von Iwasawa selbst formulierte Hauptvermutung erklären.

In dem Bestreben, solche Vermutungen in noch allgemeinerem Rahmen aufzustellen,
wird versucht, den Definitionsbereich der kommutativenp-adischen L-Funktionen (welcher
die Charaktergruppe einer kommutativen Galoisgruppe war, siehe Abschni .) auszu-
dehnen und so zu nichtkommutativen p-adischen L-Funktionen zu gelangen. Die nicht-
kommutative Iwasawa-eorie bietet daür einen natürlichen Rahmen. Eine andere Mög-
lichkeit, die von der Geometrie von Hida-Familien inspiriert wurde, hat Ochiai in [Och]
vorgeschlagen.

In diesem abschließenden Kapitel wollen wir diese beiden Herangehensweisen kurz zu-
sammenfassen und mit der Deformationstheorie aus Kapitel IV verbinden. Dadurch wird
der Anschein erweckt, dass man diese p-adischen L-Funktionen miteinander vergleichen
könnte. Um einen solchen Vergleich tatsächlich durchzuühren, fehlen uns jedoch die nö-
tigen Methoden, weswegen es unklar bleiben muss, ob dies tatsächlich sinnvoll möglich
ist.

1. Die klassische Hauptvermutung

Es gibt viele Hauptvermutungen, die sich dadurch unterscheiden, welcher Grundkörper
zugrundegelegt wird, welches Motiv betrachtet wird, und in welchem Körperturm dies ge-
schieht. Wir wollen hier die einfachste Variante erklären: bei dieser istQ der Grundkörper,
und wir betrachten die Idealklassengruppen in dem Körperturm Q(µp∞)|Q.

Wir setzen ür jedes n ∈ N0 ∪ {∞}
Kn = Q(µpn).

Dann vermielt der zyklotomische Charakter einen Isomorphismus

κ : G := Gal(K∞ |Q) .... ∼ Z×
p .

Für jedes n ∈ N0 bezeichnen wir mit Xn die p-Sylowgruppe der Idealklassengruppe
Cl(Kn) von Kn . Wenn Ln den p-Hilbert-Klassenkörper von Kn bezeichnet (also die maxi-
male unverzweigte abelsche p-Erweiterung von Kn) und wir An = Gal(Ln |Kn) definieren,
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definiert die Artin-Abbildung aus der Klassenkörpertheorie einen Isomorphismus [Neu,
§.] (

Ln |Kn

·

)
: Xn .... ∼ An , [p] ... Frobp . (.)

Wir betrachten die exakte Sequenz von Galoisgruppen

1 .... Gal(Ln |Kn) .... Gal(Ln |Q) .... Gal(Kn |Q) .... 1

und definieren eine Aktion von Gal(Kn |Q) auf An = Gal(Ln |Kn), indem wir ür ein σ ∈
Gal(Kn |Q) mit Urbild σ̃ ∈ Gal(Ln |Q) und ein τ ∈ Gal(Ln |Kn)

σ • τ := σ̃τ σ̃−1

setzen, was wegen der Exaktheit und der Kommutativität von An wohldefiniert ist. Ande-
rerseits haben wir auf Xn = Cl(Kn)p eine natürliche Galois-Aktion von Gal(Kn |Q). Wenn
p ein Primideal von Kn ist, folgt aus der Gleichheit Frobpσ = σ Frobp σ

−1 leicht, dass

σ •
(
Ln |Kn

p

)
=

(
Ln |Kn

pσ

)
ür alle σ ∈ Gal(Kn |Q) gilt. Also ist (.) sogar ein Isomorphismus von Gal(Kn |Q)-Moduln.

Wir bezeichnen nun mit
Nn : Xn+1

.... Xn

die Relativnorm von Idealen. Man kann sich dann leicht überlegen, dass das Diagramm

..

..Xn+1 ..An+1

..Xn ..An

.

∼

.

∼

.Nn . · |Ln

ür genügend großes n kommutiert (man braucht dazu Ln ∩Kn+1 = Kn , was ür genügend
großes n gilt; siehe dazu [Was, S.  und Lem. .]).

Wir definieren nun
X = lim

n∈N0

Xn , A = lim
n∈N0

An ,

wobei der Limes bezüglich der Idealnorm bzw. der Einschränkung genommen wird. Als
Limiten abelscher p-Gruppen sind X und A auf kanonische Weise Moduln über Zp (vgl.
Satz ..), und die Gal(Kn |Q)-Aktionen auf Xn bzw. An setzen sich zusammen zu einer
Aktion von G = limn Gal(Kn |Q) auf X bzw. A. Damit erhalten X und A eine Struktur als
Moduln über Λ := Zp[[G]] (vgl. Satz ..), und unsere Überlegungen zeigen, dass sie als
solche kanonisch isomorph sind. Deshalb betrachten wir im Weiteren nur noch X .

Wir zerlegen nun

X =

p−1⊕
i=1

X i , Λ =

p−1⊕
i=1

Λi ,
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wobei der Summand mit Index i jeweils den Eigenraum des Charakters ω i bezeichne (vgl.
(..) und (..)). Weiter setzen wir

X+ =

p−1⊕
i=1

i gerade

X i , X − =

p−1⊕
i=1

i ungerade

X i

und definieren Λ± entsprechend. Dann ist der mit dem Exponenten ± versehenene Sum-
mand von X gerade der Teilraum, auf dem die komplexe Konjugation als ±1 operiert, und
X± ist jeweils ein Λ±-Modul.

In Abschni . haen wir zu einem Dirichlet-Charakter ein Element in einer Iwasawa-
Algebra konstruiert, welches einer p-adischen L-Funktion entspricht. Wir betrachten das
Element, welches zum trivialen Charakter gehört (vgl. Bemerkung ..): dieses war ein
Element µζ := µ χ0 im otientenkörper von Λ, sodass дµζ ∈ Λ (mit д wie dort). Wegen
Lemma .. gilt sogar hµζ ∈ Λ− .

Auf der anderen Seite haben wir Definition .. haen wir ür Iwasawa-Moduln ei-
ne wichtige Invariante definiert, nämlich das charakteristische Ideal. Wir bezeichnen das
charakteristische Ideal von X − in Λ− mit char−(X ). Der von der Hauptvermutung ür die
Klassengruppe behauptete Zusammenhang zwischen diesen beiden Objekten kann dann in
der folgenden Form formuliert werden:

Satz . (Hauptvermutung): Es gilt

char−(X ) = (дµζ ).

Der +-Anteil tri also in der Hauptvermutung nicht auf. Auf der Seite der p-adischen
Zetafunktion verschwindet er, und passend dazu wird vermutet:

Vermutung . (Vandiver): Es gilt X+ = 0.

Über Vandivers Vermutung ist jedoch nur wenig bekannt. Wenn diese stimmt, kann man
die Hauptvermutung auch formulieren, ohne zwischen den ±-Teilen der beteiligten Objekte
zu unterscheiden.

Nach der Definition des charakteristischen Ideals und der Elemente µζ und д ist dies also
dazu äquivalent, dass ür alle ungeraden i = 3, . . . ,p − 2 das charakteristische Ideal des
O[[Γ]]-Moduls X i im Sinne von Definition .. von λ χ0 ,i erzeugt wird (vgl. (..)) und
ür i = 1 von hλ χ0 ,1 mith wie in Bemerkung ... In dieser Version wurde die Vermutung
von Mazur und Wiles in [MW] bewiesen. Ein Beweis findet sich auch in [CS], wo die
Aussage in einer alternativen Form formuliert wird, welche aber zu unserer Formulierung
äquivalent ist.¹

Durch die Hauptvermutung wird das Phänomen, dass die Riemannsche Zetafunktion In-
formationen über arithmetische Eigenschaen von Erweiterungen vonQ enthält, ein Stück
weit erklärt. Die viel ältere Aussage von Kummer, dass eine Primzahl p genau dann die
Ordnung der Klassengruppe C von Q(µp) teilt, wenn sie einen der Zähler der rationalen

¹ Diese Äquivalenz sieht man, indem man auf unsere Formulierung die Involution ν aus (..) anwendet:
dadurch geht µζ in das Pseudo-Maß aus Satz .. über und das von д erzeugte Ideal wird zum Augmen-
tationsideal. Dass die verschiedenen Iwasawa-Moduln zueinander passen, zeigt ein Satz von Iwasawa, siehe
[Gre, Prop. .].
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V. Nichtkommutative p-adische L-Funktionen

Zahlen ζ (1 − i) ür gerades i mit 2 ≤ i ≤ p − 3 teilt, kann aus der Hauptvermutung gefol-
gert werden. Auch der Satz von Herbrand-Ribet ist eine Konsequenz der Hauptvermutung.
Dieser besagt, dass ür ungerades n mit 3 ≤ n ≤ p − 2 die Potenz κn des zyklotomischen
Charakters genau dann in der Charakterzerlegung der natürlichen Darstellung der Galois-
gruppe Gal(Q(µp∞)|Q) auf dem Fp-Vektorraum C/Cp vorkommt, wenn p den Zähler von
ζ (n + 1 − p) teilt. Siehe hierzu auch [CS, Chap. ] und [Kat].

Eine andere Sicht auf die Hauptvermutung ergibt sich, wenn man die enge Analogie zwi-
schen Zahlkörpern und Funktionenkörpern ins Blickfeld rückt. Für Kurven über endlichen
Körpern zeigte AndréWeil einen Zusammenhang zwischen der Zetafunktion einer solchen
Kurve und denNullstellen des charakteristischen Polynoms des Frobeniusautomorphismus’
auf der Jacobischen der Kurve (vgl. [NSW, m. ..]), was später in den Weil-Vermu-
tungen verallgemeinert wurde. Auf Iwasawa geht die Idee zurück, dass man im Sinne dieser
Analogie nach einer ähnlichen Aussage ür Zahlkörper suchen könnte. Dabei soll die Dede-
kindsche Zetafunktion des Zahlkörpers die Rolle der Zetafunktion der Kurve übernehmen,
und das charakteristische Polynom des Frobenius’ wird durch das charakteristische Ideal
eines aus den Klassengruppen gebildeten Iwasawa-Moduls ersetzt (welches ja von einem
charakteristischen Polynom erzeugt wird, siehe Bemerkung ..). Dies war die ursprüng-
liche Motivation ür die Hauptvermutung und wird in [Iwa] erklärt.

In [Gre] wurde von Greenberg eine weitreichende Verallgemeinerung dieser Vermu-
tung auf beliebige Motive (über Q) vorgeschlagen. Diese schließt auch eine entsprechende
Hauptvermutung ür elliptische Kurven ein, wie sie von Mazur in [Maz, § c)] formuliert
wurde. Die Rolle der Idealklassengruppe übernimmt in diesem Fall die Selmer-Gruppe der
elliptischen Kurve, ür deren Definition auf [Sil, §.] verwiesen sei.

All diesen Hauptvermutungen ist gemein, dass der KörperturmK∞ |K , in dem die Motive
betrachtet werden, stets eine abelsche Galoisgruppe hat. Deshalb zählen sie zur kommuta-
tiven Iwasawa-eorie. Im nächsten Abschni wollen wir kurz beschreiben, wie dies auf
einen nicht notwendig kommutativen Körperturm verallgemeinert werden kann.

2. Nichtkommutative Iwasawa-Theorie

Die Idee der nichtkommutativen Iwasawa-eorie ist es, die Situation aus der kommutati-
ven Situation in einem noch größeren KörperturmK∞ |K zu studieren, dessen Galoisgruppe
Gal(K∞ |K) im Allgemeinen nicht abelsch ist. In Abschni . haen wir erklärt, wie man
in dieser Situation das charakteristische Ideal verallgemeinert und waren auf diesem Wege
zum Begriff des charakteristischen Elements gelangt, welches ein Element in K1 einer lokali-
sierten Iwasawa-Algebra war. Im Hinblick auf eine Hauptvermutung ist es daher natürlich,
eine zugehörige nichtkommutative p-adische L-Funktion ebenfalls in K1 zu suchen.

Die kommutativen p-adischen L-Funktionen können bei Charakteren der entsprechen-
den Galoisgruppe ausgewertet werden, welche aufgrund der Kommutativität dieser Gruppe
gerade die irreduziblen Darstellungen derselben sind. Da man jede Darstellung in irredu-
zible zerlegen kann, könnte man dadurch ür jede Darstellung den Wert einer p-adischen
L-Funktion definieren. Im Falle einer nichtkommutativen Gruppe gibt es auch höherdimen-
sionale irreduzible Darstellungen. Dies legt nahe, nach einem Weg zu suchen, um die Ele-
mente in der K1-Gruppe bei solchen auszuwerten.
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2.1. Auswerten bei Darstellungen

Wir begeben uns wieder in die Situation von Abschni ..: es sei also G eine kompakte
p-adische Lie-Gruppe, H ⊆ G eine abgeschlossene Untergruppe, sodass Γ := G/H zu Zp
isomorph ist, K eine endliche Erweiterung von Qp , O der Ganzheitsring in K und S∗ wie
in Definition .. definiert. Wir schreiben Λ(G) = O[[G]] und entsprechend ür H und Γ.
Weiter sei eine Darstellung ρ : G .... GLn(O′) ür ein n ∈ N und den Ganzheitsring O′

in einer endlichen Erweiterung K ′ von K gegeben.² Für das Bild eines σ ∈ G in Γ schreiben
wir σ , und wir schreiben Λ′(G) = O′[[G]] und wieder entsprechend ür H und Γ.

Wir betrachten den Homomorphismus

G .... (Mn(O′) ⊗O Λ(Γ))× , σ ... ρ(σ) ⊗ σ .

Da O′ als O-Modul frei von endlichem Rang ist, gilt Mn(O′) ⊗O Λ(Γ) = Mn(Λ
′(Γ)), und

deshalb induziert der obige Homomorphismus einen Homomorphismus

Φρ : Λ(G) .... Mn(Λ
′(Γ)).

Man kann zeigen, dass
∀s ∈ S∗ : detΦρ(s) , 0

gilt [CFKSV, Lem. .].³ Also setzt sich Φρ zu einer Abbildung

Φρ : Λ(G)S∗ .... Mn(Q)

fort, wobei wir mit Q den otientenkörper von Λ′(Γ) bezeichnen. Dieses liefert weiter

Φ′
ρ : K1(Λ(G)S∗) .... K1(Mn(Q)) = Q × ,

wobei wir ür das letzte Gleichheitszeichen die Sätze .. und .. benutzt haben. Wir
betrachten nun den Augmentationshomomorphismus

ϕ : Λ′(Γ) .... O′

und bezeichnen dessen Kern mit p und mit Λ′(Γ)p ⊆ Q die Lokalisierung bei diesem. Die
Augmentation induziert schließlich

ϕ : Λ′(Γ)p .... K ′.

Definition .: Es sei ξ ∈ K1(Λ(G)S∗). Dann definieren wir die Auswertung von ξ bei ρ
durch

ξ (ρ) =

ϕ(Φ′
ρ(ξ )), falls Φ′

ρ(ξ ) ∈ Λ′(Γ)p ,

∞, sonst.

² Dies ist analog zu Situation auf Seite , wo wir einen Dirichlet-Charakterψ betrachtet haben, der Werte in
einem solchen O′ annahm.

³ Die Behauptung wird dort nur im Fall O = Zp gezeigt, aber die Autoren bemerken später (S. /), dass
sich die Argumente auch auf den Fall eines größeren O übertragen.
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Im kommutativen Fall reduziert sich dies zu G = Γ und n = 1. In diesem Fall ist
Φρ : Λ .... Λ′ von σ ... ρ(σ)σ induziert und die Komposition

ϕ ◦ Φρ : Λ .... O′

daher von σ ... ρ(σ). Daran sieht man leicht, dass Definition . die kommutative Situa-
tion verallgemeinert.

2.2. Nichtkommutative p-adische L-Funktionen elliptischer Kurven

Es sei E eine elliptische Kurve über Q, die bei p gute ordinäre Reduktion hat. Wir wollen
nun kurz erklären, eine nichtkommutative p-adische L-Funktion ür E aussehen könnte.
Dabei bleiben wir allerdings sehr knapp, da all dies im Originalartikel [CFKSV] sehr gut
beschrieben ist wir nicht nur eine bloße Abschri desselben präsentieren wollen.

Für jede Primzahl ℓ bezeichnen wir mit Tℓ(E) den ℓ-adischen Tate-Modul, mit τE ,ℓ die
zugehörige Galoisdarstellung und setzenVℓ(E) = Tℓ(E)⊗Zℓ Qℓ . Wir bezeichnen mit K∞ =
Q(E[p∞]) den Körper, der über Q von den Koordinaten aller p-Potenz-Torsionspunkte auf
E erzeugt wird. Er ist gerade der Fixkörper des Kerns von τE ,p . Seine Galoisgruppe G =
Gal(K∞ |Q) ist daher isomorph zum Bild von τE ,p , welches eine abgeschlossene Untergrup-
pe von GL2(Zp) und als solche eine kompakte p-adische Lie-Gruppe ist. Wenn E keine
komplexe Multiplikation hat, ist dieses Bild nach einem Satz von Serre [Ser] auch offen
und hat daher endlichen Index, also handelt es sich tatsächlich um eine „große“ p-adische
Lie-Gruppe.

Der KörperK∞ enthält die zyklotomischeZp-Erweiterung vonQ (dies kannmanmithilfe
der Weil-Paarung sehen, siehe [Sil, Cor. ...]). Wenn p ≥ 5, gibt es in GL2(Zp) kein
Element von Ordnung p: denn wenn es ein solches gäbe, müsste sein Minimalpolynom ein
Teiler des p-ten Kreisteilungspolynoms sein. Letzteres ist aber über Zp irreduzibel, da Zp
keine p-ten Einheitswurzeln enthält, und sein Grad ist p − 1 ≥ 4. Da das Minimalpolynom
Grad ≤ 2 hat, kann dies nicht sein. Wenn wir also p ≥ 5 annehmen, ist G eine Gruppe, die
den Voraussetzungen der eorie aus Abschni .. genügt.

Es sei nun eine Darstellung ρ : G .... GLn(O′) gegeben, die endliches Bild hat (wobei
O′ der Ganzheitsring einer endlichen Erweiterung von Qp ist). Eine solche nennen wir
eine Artin-Darstellung. Die Endlichkeit des Bildes ührt dazu, dass es einen Zahlkörper Kρ
gibt, sodass ρ bereits Werte in GLn(Kρ) annimmt. Für jede Primzahl ℓ und eine über ℓ
liegende Primstelle λ von Kρ mit Kompleierung Kρ ,λ bezeichnen wir mit Vρ ,λ den Kρ ,λ-
Vektorraum, auf dem G via ρ operiert. Wir definieren den Twist der L-Funktion von E um
ρ

L(E , ρ , s)

als die L-Funktion im Sinne von Definition .. (c), die zu dem (kompatiblen!) System

(HomQℓ
(Vℓ(E),Vρ ,λ))ℓ

gehört (vgl. Bemerkung ..).
Die vermutete p-adische L-Funktion von E ist von der Gestalt, dass ihre Auswertung bei

einer Artin-Darstellung ρ mit einer Modifikation des getwisteten L-Werts L(E , ρ , 1) über-
einstimmt, ähnlich wie im kommativen Fall die Auswertung bei einem Charakter endlicher
Ordnung mit ein modifizierter um diesen Charakter getwisteter L-Wert ist (vgl. Sätze ..
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und ..). Wir wollen die vorzunehmendenModifikationen nicht genau erklären, sondern
präsentieren lediglich die Formel, ohne die Bedeutung der Objekte im einzelnen zu erklären.
Dies wird in [CFKSV, S. –] getan und soll hier nicht wiederholt werden.

Es sei dazu F die maximale abelsche Teilerweiterung von K∞ |Q, in der p nicht verzweigt
(das ist eine endliche Erweiterung vonQ, siehe dort) undW der Ganzheitsring in der Kom-
pleierung von F bei einer beliebigen überp liegenden Primstelle.Weiter seiΛ(G) =W [[G]].

Vermutung .: Es gibt ein LE ∈ K1(Λ(G)S∗), sodass ür alle Artin-Darstellungen ρ von G
gilt

LE(ρ) =
εp(ρ)u

−fρ

Ω+(E)d
+(ρ)Ω−(E)d−(ρ)

Lp(ρ̂ ,u
−1)

Lp(ρ ,w−1)
LR(E , ρ , 1),

insbesondere LE(ρ) , ∞.

Für diese p-adische L-Funktion wird in [CFKSV, Conj. .] eine Hauptvermutung for-
muliert, die im wesentlichen besagt, dass LE ein charakteristisches Element eines gewissen
Iwasawa-Moduls ist, der mithilfe der Selmer-Gruppen von E im Körperturm K∞ |Q gebildet
wird. Es sei an dieser Stelle noch erwähnt, dass auch ür andere Motive als elliptische Kur-
ven nichtkommutative Hauptvermutungen formuliert wurden. Für die Klassengruppe wird
eine solche in [Kat] skizziert.

3. Der Schluss

In der nichtkommutativen Iwasawa-eorie wird der Definitionsbereich der im klassischen
Fall auf einer Charaktergruppe definiertenp-adischen L-Funktionen so vergrößert, dass die-
se auf p-adischen Darstellungen der Galoisgruppe des Körperturms ausgewertet werden
können. Ochiai hat in [Och] eine andere Möglichkeit vorgeschlagen, den Definitionsbe-
reich der klassischenp-adischen L-Funktionen zu erweitern. Diese beruht auf der folgenden
Beobachtung: wenn Γ eine zu Zp isomorphe Gruppe und γ ∈ Γ ein topologischer Erzeuger
ist, dann ist

Hom(Γ,C×
p ) .... {x ∈ Cp : |x − 1|p < 1}, χ ... χ(γ )

eine Bijektion. Also besteht derDefinitionsbereichHom(G ,C×
p ) (mitG = Gal(Q(µp∞)|Q) �

F×
p × Γ) einer kommutativen p-adischen L-Funktion aus p−1 Kopien von offenen Einheits-

kugeln in Cp . Diese Kugeln bilden einen rigid-analytischen Raum, was wir hier aber nicht
definieren wollen. Die Idee besteht nun darin, nach einer p-adischen L-Funktion zu suchen,
die auf einem größeren rigid-analytischen Raum definiert ist. In [Och, Def. ., Prob. .]
wird eine – sehr vage bleibende – Andeutung gemacht, wie eine solche L-Funktion aus-
sehen könnte. Dies wollen wir hier nicht wiederholen, sondern lediglich erwähnen, dass
bei richtiger Sicht der Dinge Kitagawas p-adische L-Funktion aus Satz .. als eine solche
aufgefasst werden kann (dies wird in [Och, §] erklärt).

Wir wollen nun zeigen, dass man die „R = T “-Aussage aus Vermutung .. benutzen
kann, um Kitagawas Funktion ebenfalls auf Galoisdarstellungen auszuwerten. Es sei dazu
eine Λwt-adische Eigenform

F : hord(N ,ψ ,O) .... Λwt
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V. Nichtkommutative p-adische L-Funktionen

gegeben, die wir ür den Rest des Abschnies fixieren. Wir bezeichnen mitm das maximale
Ideal in hord(N ,O), zu dem F gehört, mit hm die zugehörige Lokalisierung und mit

fk ,ε ∈ Sord
k (Npr , εψω−k ,O)

die Mitglieder der zugehörigen Hida-Familie. Kitagawas L-Funktion ist ein Element µF ∈
O[[Γcyc × Γwt]], wenn wir es nur auf der Untergruppe Γcyc vonG betrachten. Der Struktur-
morphismus

Λwt .... hord(N ,O)

liefert eine Abbildung

O[[Γcyc × Γwt]] .... hnord(N ,O) = hord(N ,O)[[Γcyc]],

mit der wir µF nach hm[[Γ
cyc]] abbilden können. Auf diese Weise können wir Kitagawas Maß

als Element der fast ordinären Hecke-Algebra auffassen.
Wir nehmen nun an, dass die Vermutung .. in unserem Fall stimmt, was uns ein zu

µF gehörendes Element
LF ∈ Rnord

ρ (S , S0)

im fast ordinären Deformationsring beschert. Das ermöglicht es uns, eine Auswertung der
Kitagawaschen Funktion bei Deformationen zu definieren.

Definition .: Es seiA ∈ PANL-Alg(O) und ρ : Gal(Q|Q) .... GL2(A) eine Deformation
von ρ, die außerhalb von S unverzweigt ist, bei allen ℓ ∈ S0 ordinär und fast ordinär bei
p. Den von der universellen Eigenscha des Deformationsrings induzierten O-Algebren-
Homomorphismus Rnord

ρ (S , S0) .... A bezeichnen wir mit ϕρ . Dann definieren wir die Aus-
wertung von LF bei ρ durch

LF (ρ) := ϕρ(LF ) ∈ A.

Bemerkung .: Wir könnten µF auch direkt (ohne R = T zu benutzen) mithilfe eines
entsprechenden Strukturmorphismus’ in den Deformationsring abbilden. Der Isomorphis-
mus aus Vermutung .. ist sogar Λ-linear, wenn wir Λwt und Λcyc geeignet identifi-
zieren [MT, Lem. ]. Dies spiegelt aber nicht die natürliche Λ-Algebren-Struktur des
fast ordinären Deformationsringes wider, da der Isomorphismus aus Lemma .. kein Λ-
Algebren-Isomorphismus ist. Da die Formel aus Satz .. a priori alles ist, was wir über
die Auswertungen von µF wissen, ist R = T wichtig, wenn wir das Verhalten von µF als
Element des Deformationsrings verstehen wollen.

Wir haben nun also eine „nichtkommutative“ p-adische L-Funktion, die ein Element ei-
nes Deformationsringes ist und bei Deformationen ausgewertet werden kann. Dies passt
schön zur kommutativen Situation: denn dort war die p-adische L-Funktion ein Element
der Iwasawa-Algebra, welche nach Beispiel .. der Deformationsring eines Charakters
ist.

Wir bezeichnen nun ür k , ε , χ und n wie in Satz .. den dort auf der rechten Seite
auretenden Ausdruck

(−1)nG(χ)pmnn!E±
k ,ε

(2π i)nΩ±
fk ,ε

ηk ,ε(ap)m
(1 − ηk ,ε(ap)−1χ(p)pn)L(fk ,ε , χ ,n + 1)
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mit LKit
p (fk ,ε , χ ,n + 1). Weiter schreiben wir

κ̃ : Γcyc .... Z×
p

.... O×

ür die Einschränkung des zyklotomischen Charakters κ auf Γcyc.

Satz .: Es seien k , ε und n wie in Satz .., ρ die Galoisdarstellung zu f = fk ,ε und χ ein
Charakter endlicher Ordnung von Γcyc. Dann gilt

LF (ρ ⊗ χ−1κ̃n) = LKit
p (f , χ ,n + 1).

Beweis: Wir bezeichnen mit λ die Komposition

hord(N ,O) .... hord(N ,ψ ,O) .... hord(N ,ψ ,O)
/
Pk ,εhord(N ,ψ ,O)

.... ∼ hord
k (N , εψω−k ,O) .... O,

in der der letzte Pfeil der zu f gehörende O-Algebren-Homomorphismus ist. Weiter sei-
en ρm die Galoisdarstellung aus Satz .. und ϕm bzw. ϕ f die von ρm bzw. ρ induzierten
O-Algebren-Homomorphismen Rord(S , S0) .... hm bzw. Rord(S , S0) .... O. Dann kommu-
tiert das Diagramm

..

..Rord(S , S0) . ..hord(N ,O)m

. ..O, .

.

∼

.
ϕm
.

ϕ f
.

λ

(.)

denn λ ◦ ϕm erüllt nach Satz .. die universelle Eigenscha, die auch ϕ f erüllt.
Die Darstellung ρ⊗ χ−1κ̃n ist eine bei passende Deformation von ρm: denn die Bilder des

Charakters χ−1κ̃n sind p-Potenz-Einheitswurzeln, also in Charakteristik p trivial, und da ρ
bei p ordinär ist und χ−1κ̃n lediglich das Verzweigungsverhalten bei p beeinflusst, ist das
Produkt bei p fast ordinär und hat bei den anderen Primzahlen das gleiche Verhalten wie ρ.
Wenn wir auf diese Deformation das Argument aus Lemma .. anwenden, erhalten wir,
dass dort der Charakter δρ von GS gerade χ−1κ̃n ist.

Wir schreiben nun ϕ f ,χ ,n ür den von ρ ⊗ χ−1κ̃n induzierten Homomorphismus

Rnord(S , S0) .... O

und (χ−1κ̃n)∗ ür den von χ−1κ̃n induzierten Homomorphismus O[[Γcyc]] .... O. Ferner
induziert ϕ f einen Homomorphismus Rord(S , S0)[[Γ

cyc]] .... O[[Γcyc]], den wir ebenfalls mit
ϕ f bezeichnen. Unsere obigen Überlegungen zeigen dann, dass das Diagramm

..

..Rnord(S , S0) ..Rord(S , S0)[[Γ
cyc]]

..O ..O[[Γcyc]]

.

∼

.

(χ−1 κ̃n)∗

.ϕ f , χ ,n . ϕ f
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kommutiert (vgl. (..)).
Wir schreiben jetzt µ f ür das Bild von LF ∈ Rnord(S , S0) in O[[Γcyc]]. In (..) haen

wir bereits gezeigt, dass ∫
Γcyc

χ−1κndµ f = LKit
p (f , χ ,n + 1)

(um dies verwenden zu können, brauchen wir die Kommutativität des Diagramms (.)).
Dies zeigt die Behauptung. □

Der Modularitätssatz, der in [Wil; TW; BCDT] bewiesen wurde, besagt, dass es
zu jeder elliptischen Kurve E über Q eine normalisierte Eigenform f ∈ Snew

2 (Γ0(N )) gibt,
sodass die komplexen L-Funktionen von E und f übereinstimmen. Hierbei ist N der Führer
von E, der ähnlich wie in Definition .. definiert wird. Für die genaue Definition sei
auf [Sil, §.] verwiesen. Dieses f ist nach Bemerkung .. und Satz .. genau dann
ordinär bei p, wenn E dies ist.

Wir wählen nun eine elliptische Kurve E wie in Abschni . und bezeichnen mit f
die zugeordnete Modulform. Wenn wir in unseren Formeln alle Perioden und Modifikatio-
nen großzügig ignorieren, bekommen wir aus Satz . eine ähnliche Interpolationseigen-
scha, wie sie in Vermutung . gefordert wird, allerdings nur ür eindimensionale Artin-
Darstellungen. Deshalb lässt sich Kitagawas p-adische L-Funktion so leider nicht direkt mit
LE aus Vermutung . vergleichen. Es sei aber darauf hingewiesen, dass einige Nebenbedin-
gungen zueinander passen: so wird in beiden Fällen gefordert, dass die jeweiligen Objekte
bei p ordinär sind, und der p-adische RingW , über dem die L-Funktionen jeweils definiert
werden, ist in beiden Fällen unverzweigt über Zp .

Auf diese Weise ist also Kitagawas Funktion eine p-adische L-Funktion, in die wir das
Produkt einer Modulform mit einem Dirichlet-Charakter einsetzen können. Im Sinne von
Abschni . ist so etwas eine automorphe Form auf GL2 × GL1 über Q. Man könnte hof-
fen, dass man mithilfe automorpher Formen auf GL2 × GLn ür n ≥ 1 mit einer ähnlichen
eorie zu einer p-adischen L-Funktion gelangen könnte, die entsprechende höherdimen-
sionale Twists der L-Funktion von E interpoliert. Für n = 2 wurden solche Formen von
Hida studiert [Hid]. Januszewski (mündliche Mieilung, . Mai ) konstruierte auf
Grundlage der Arbeiten [Sch; Sch; KMS; KS; Jan] ein modulares Symbol (siehe
auch [Jan]), welches unter geeigneten Annahmen über die Kohomologie arithmetischer
Gruppen eine derartige p-adische L-Funktion ür automorphe Formen auf GLn × GLn−1
ür beliebiges n ∈ N produziert. Die automorphen Formen können dabei insbesondere in
Familien variieren. Dies ührt aber weit über den Rahmen dieser Arbeit hinaus.
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