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Introduccion

En un sentido amplio, el objetivo de la teoria de nimeros es estudiar como se comportan
los niimeros enteros o algebraicos y ecuaciones entre ellos en diferentes situaciones. Muchas
veces esta conducta puede ser descrita por estructuras algebraicas. Por ejemplo, el grupo
de clases de ideales de un campo de nimeros describe la descomposicién en factores primos
tnicos en su anillo de enteros (o més bien su ausencia). Otro ejemplo es el grupo de Selmer
de una curva eliptica sobre un campo de niimeros, que tiene que ver con la discrepancia entre
la existencia de puntos globales en la curva (es decir, definidos sobre el campo de ntmeros)
y locales (es decir, definidos sobre una completacién). Estos grupos por eso son de mucho
interés, pero naturalmente son intrincados de captar.

Este patron se puede extender a otras situaciones, la mas general siendo la de un motivo —
un término que no vamos a explicar en este texto, pero es quizas el objeto de interés mas
general de la geometria aritmética, y un campo de nimeros o una curva eliptica son ejemplos
de motivos.

La idea pionera de KENKICHI IWASAWA (1917-1998) era estudiar estas conductas no
sobre un solo campo de numeros K, sino sobre todos los campos de una torre infinita
Ki C Ky C --- de estos. Aunque esto parece hacer todo aiin mas complicado, en realidad
lleva a una teoria rica y fecunda. Este proceso analiza los grupos que uno quiere entender
como médulos sobre un cierto anillo, el dlgebra de Twasawa A, y asi los hace mas manejables
— de manera similar a como el dominio integro de enteros p-adicos Z, se comporta mejor
que los anillos finitos Z/p"Z. Con estos métodos, Iwasawa consiguié demostrar teoremas
importantes sobre los grupos de clases de campos de nimeros, como por ejemplo el siguiente.

Teorema I (Iwasawa, 1959): Sea K un campo de nimeros y p un primo. Para cada
r € N>y sea K, /K una extension tal que Gal(K,/K) ~Z/p"Z y K, C K,11. Escribimos
pér como la mdxima potencia de p que divide el orden del grupo de clases de K,.. Entonces
existen constantes p, A € N>o y v € Z tal que

er =up" +Ar+v  parar > 0.

Otro objeto en el centro de interés de la teoria de niimeros moderna son las funciones
L, por ejemplo la funcién zeta de Riemann, la funcién zeta de Dedekind de un campo de
ntimeros o la funcién L de Hasse y Weil de una curva eliptica (en general, se puede definir
una tal funcién para cualquier motivo). Desde hace mucho tiempo existia evidencia de que
estas funciones tienen alguna conexién con los grupos que mencionamos anteriormente. Por
ejemplo, la férmula analitica de nimeros de clases conecta los grupos de clases de un campo
de nimeros a su funcién zeta de Dedekind, o la conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer conecta
el grupo de Selmer de una curva eliptica a la funcién L de Hasse y Weil. Otro resultado en
este estilo es el criterio de Kummer:

Teorema IT (Kummer, 1850): Sea h, el nimero de clases del campo ciclotémico Q(fp).
Entonces

plhy < p|¢(1—n) para algin n > 1 par
< p divide uno de {(—1),((-3),...,{(4 — p).

Aqui, ¢ es la funcion zeta de Riemann.*

* De hecho se sabe que los valores en los enteros negativos de la funcién zeta de Riemann son racionales, que



La raz6n por la cual ERNST EDUARD KUMMER (1810-1893) se interesé en esto es que
fue capaz de demostrar el Ultimo Teorema de Fermat para exponentes p con p { hy. Su
demostracion bonita es muy instructiva para entender la teoria basica de campos ciclotémicos,
que juegan un papel importante en la teoria de Iwasawa, y remitimos a [Wasg7, Cap. 1] para
ella.

Una de las ideas revolucionarias de Iwasawa fue usar su teoria de torres de extensiones
infinitas y el algebra de Iwasawa para estudiar estas conexiones sorprendentes entre las
funciones L con grupos de clases o sus andlogos y buscar una explicacién profunda para ellas.
Esto es viabilizado porque no sélo ciertos valores especiales de funciones L son racionales (o al
menos algebraicos), sino ademds varian de manera p-ddicamente continua. Estos asombrosos
fenémenos llevan a la existencia de un andlogo p-adico de muchas funciones L. Este andlogo
es «mas algebraicoy» en el sentido que puede ser visto como elemento en el dlgebra de Iwasawa
A. Twasawa intuy6 que estas funciones L p-ddicas son como un eslabén intermediario entre
las funciones L clésicas (complejas) y los grupos de origen aritmético . .. esto es la Conjetura
Principal de Twasawa.

De manera mads precisa, en el caso clasico esto significa lo siguiente. El andlogo p-adico de
la funcién zeta de Riemann fue construido por primera vez por ToMio KUBOTA (*1930) y
HEINRICH-WOLFGANG LEOPOLDT (1927-2011), y luego con métodos méas novedosos por
Iwasawa. Estos tltimos métodos ven este andlogo p-ddico como un objeto (esencialmente) en
el 4lgebra de Iwasawa que esta conectado a la funcién compleja de Riemann por una formula
de interpolacion:

Teorema III (Kubota/Leopoldt, 1964; Iwasawa, 1969): FEziste un dnico elemento
w € A[1/h], donde A es el dlgebra de Iwasawa y h € A es un elemento regular, con la
propiedad de que

R () = (1=p" )¢ —n)
para cada n € N1, donde los K'™": A — Z,, con n € N> son una familia de morfismos
canonicos.

Para n > 1 sea X,, un cierto subgrupo? del grupo de clases del campo K,, := Q(upn) v
sea X = limn X,,. Entonces X es un médulo sobre el dlgebra de Iwasawa A. La Conjetura
Principal de Iwasawa, demostrada por BARRY MAZUR (*1937) vy ANDREW WILES (*1953),
conecta la funcion zeta de Riemann usando su analogo p-adico, con estos grupos de clases:

Teorema IV (Mazur/Wiles, 1984): FEziste un morfismo de A-mddulos
Af(hp) = X
con nicleo y conicleo finito.

El poder de esta afirmacién podria no ser obvio a primera vista. Sin embargo, es una de
las relaciones méas profundas entre las funciones L y la aritmética. El criterio de Kummer del
teorema II es una consecuencia de la Conjetura Principal, como son otros resultados sobre
los grupos de clases como los teoremas de Stickelberger y Herbrand/Ribet.

Este texto invita al lector que conozca los fundamentos de la teoria de nimeros algebraica,
al fascinante mundo de la Teoria de Iwasawa. Vamos a conocer el dlgebra de Iwasawa
(capitulos 2 y 3) y su teorfa de torres de extensiones y usar esto para demostrar su teorema I
y algunos resultados mas sobre grupos de clases (capitulo 4). Luego vamos a construir la
funcién zeta p-adica de Riemann del teorema III y las funciones L p-adicas de Dirichlet
(capitulo 5). Después vamos explicar la Conjetura Principal de Iwasawa y sus implicaciones

es un fenémeno habitual, aunque no trivial, de muchas funciones L. Decimos que p | % para un nimero
racional ¢ con (a,b) =1sip|a.
2 Maés precisamente, tomamos el subgrupo de la p-parte donde la conjugacién compleja actia por —1.



(capitulo 6). La demostracién de la Conjetura Principal es mucho més dificil y por eso no
podemos decir mucho sobre ella en este texto. Finalmente, en el capitulo 7 vamos a describir
algunas de las areas de investigacion activa en la Teoria de Iwasawa que muestran como
todas estas ideas pueden ser generalizadas a nuevos terrenos.

Guia

Los conocimientos necesarios para entender este texto son modestos. Asumimos que el
lector tiene conocimientos basicos del algebra conmutativa, la teoria de Galois, la teoria
de niimeros algebraica y la topologia. En el capitulo 1 recapitulamos algunos resultados
importantes de dichas dreas y damos referencias. Los capitulos 2—6 constituyen la parte
principal de este texto, en el que explicamos en detalle y de la manera més autocontenida
posible los aspectos de la Teoria de Iwasawa clasica que nos parecen mas importantes.
Finalmente, en el ultimo capitulo 7 explicamos generalizaciones. Unicamente en este capitulo
suponemos algunos conocimientos adicionales.

El siguiente diagrama muestra la dependencia de los capitulos.

Otros textos

Aqui queremos mencionar algunos textos importantes que pueden ser ttiles para un lector
que quiere aprender de la Teoria de Iwasawa y que influyeron a los autores en su camino de
conocerla. Por supuesto nuestra presentacién de esta area no es ni remotamente completa, y
estos otros textos pueden complementarla.

Los libros de Washington [Wasg7] y Lang [Lango] sobre campos ciclotémicos son clésicos
que cobran mucho material, entre otros la Teoria de Iwasawa cldsica y mucho de lo que
hacemos aqui, aunque la presentacién ya no es la mas moderna. Una buena visién conjunta
sobre la Teoria de Iwasawa cldsica es dada por las notas de Sharifi [Sha], pero él presume maés
conocimientos previos como por ejemplo cohomologia de grupos. Un texto més compendiado
que también incluye la Teoria de Iwasawa para curvas elipticas son las notas de Wiithrich
[Wut14]. También queremos mencionar el libro [NSWo08] de Neukirch, Schmidt y Wingberg
que contiene algunos aspectos (més algebraicos) de la Teoria de Iwasawa. Finalmente, el
libro [CS06] de Coates y Sujatha explica la Conjetura Principal de Iwasawa y contiene una
demostracién completa sin pedir muchos conocimientos previos.

El texto corto de Kato [Katoy]| de su platica en el ICM de 2006 da un panorama general
y bonito de la Teoria de Iwasawa clasica y también la més moderna, incluyendo desarollos
recientes. En un estilo muy leible explica también mucho sobre las motivaciones, con foco
sobre todo en la Conjetura Principal y sus generalizaciones. Otro texto digno de leerse es
[Greo1b] de Greenberg, que también incluye mucha informacién sobre la historia de la teorfa.
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Notacion

El simbolo p sin mayor explicacién siempre denota un primo, y si no decimos otra cosa
asumimos que es impar (la mayorfa de lo que haremos funciona también si p = 2, pero asf la
presentacién es ligeramente mas fcil).

Para evitar confusién con los ntimeros naturales, escribiremos IN>o para los nimeros
enteros > 0 y IN>; para aquellos > 1 y no usaremos el simbolo IN.

Fijemos cerraduras algebraicas Q de Q, Q, de Q, para cada primo £ y C de R y encajes
de Q en Q, y en C.

Escribimos Gq para el grupo absoluto de Galois de Q, es decir Gq = Gal(Q/Q), y
similarmente para los otros campos. Entonces nuestros encajes definen inclusiones de grupos

GQz — GQ, G]R — GQ.

En particular, tiene sentido hablar de la conjugacién compleja en objetos con una accién de
Gq.
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Capitulo 1

Preambulo

En este capitulo coleccionamos algunos resultados de varios partes de matematicas que
necesitaremos a continuacién y damos referencias para ellos. El lector es libre de saltar este
capitulo y solo consultarlo por necesidad.

1.1. Estructuras algebraicas profinitas

Estructuras algebraicas profinitas son generalizaciones de estructuras algebraicas finitas
que en muchos aspectos se comportan similares y juegan un papel importante en la teoria de
Iwasawa y en la teoria de ntimeros en general. Una referencia muy util que explica muchos
aspectos del dlgebra profinita es el libro [RZ10], a que remitimos para més detalles.

Definicién 1.1: Un grupo profinito es un grupo topoldgico que, como grupo topoldgico, es
isomorfo a un limite de grupos finitos. De la misma manera definimos anillos profinitos,
modulos profinitos y dlgebras profinitas sobre anillos profinitos.

Un grupo profinito se llama pro-p si es (isomorfo a un) limite de grupos finitos cuyos
ordenes son potencias de p, y similarmente para anillos etcétera.

Grupos profinitos aparecen naturalmente en la teoria de Galois para extensiones infinitas.
Resumamos estos resultados aqui.

Fijamos una extensién de Galois de campos L/K con grupo de Galois G. Sea Z el conjunto
de campos intermedios entre K y L y S el conjunto de subgrupos de G. Si L/K es finito
entonces el teorema principal de la teoria de Galois dice que los mapeos

F:S—2, H—L" ={xecL:VocH:o(x)=uxz}
U:Z—S8, M Gal(L/M)

son biyecciones inversas la una a la otra. Si L/K es infinito, es ficil ver que todavia tenemos
FoU =idz. Sin embargo, la composicion U o F' en general no es la identidad, como muestra
el ejemplo siguiente. Sean p y ¢ primos diferentes con £ # 2. Consideramos la extension de
Galois de K = I}, que es dada por

L:=JK;
i=0
donde para ¢ € IN>q,
Ki = ]Fpei

que es la tnica extension de K de grado ¢'. Sea G = Gal(L/K) y H el subgrupo generado
por el Frobenius Frob. Entonces LE = L = K| pero se puede construir un elemento de G
que no estd en H. Para esto sea e; =1+ £+ (2 + ...+ "1 parai € N>;. Cada z € L estd
en algin K; y definimos

o(x) = Frob® (z).
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Porque e;11 = e; (méd £?) tenemos Frob®*! |, = Frob®|f,, as{ que esto define un elemento
o € G. Si o € H entonces existirfa n € N> con o = Frob". Esto significaria

n=e; (méd ).

Multiplicando ambos lados por (¢ — 1) obtenemos n(f — 1) = 1 (mdd ¢*) para cada i € N>,
es decir n(¢ — 1) = 1, que no puede ser porque ¢ > 2.

Aun asi, este ejemplo nos da una idea como se podria reparar la situaciéon. Aunque o ¢ H,
los Frob® € H «aproximan» o en el sentido que coinciden con o en subextensiones K; mas
y mas grandes (pero siempre finitas). Eso sugere definir la siguiente topologfa.

Definicién 1.2: Sea L/K una extensiéon de Galois con grupo G. La topologia de Krull es
definida con decir que los subgrupos

Gal(L/M), M una subextensién finita
sean una base de vecindades del elemento neutro.

Es decir, dos elementos 0,7 € G estan «cercanos» si y solo si existe una subextensién
finita M con o117 € Gal(L/M) para la cual Gal(L/M) sea «pequeiion, pues si y solo si
coinciden en un subcampo «grande».

Se verifica facilmente que G entonces es un grupo topolédgico, es decir multiplicaciéon y
inversién son continuas. Ademads, para una extension finita obtenemos la topologia discreta.
Con esta topologia tenemos

UFH)=H

para cada subgrupos H de G. Esto implica la siguiente generalizaciéon del teorema principal
de la teoria de Galois.

Teorema 1.3 (Teorema principal de la teoria de Galois infinita): Sea L/K una ez-
tension de Galois con grupo G, Z el conjunto de campos intermedios entre K y L S el
conjunto de los subgrupos cerrados de G.

(a) Los mapeos

F:S— 2, H—L"
U:Z—S8, M Gal(L/M)

son biyecciones inversos el uno al otro que inviertan inclusiones.

(b) Un campo intermedio M es normal sobre K si y solo si el subgrupo Gal(L/M) es
normal en G, en que caso la restriccion a M da un isomorfismo

Gal(L/K)/Gal(L/M) = Gal(M/K).

(¢) Un campo intermedio M es finito sobre K si y solo si el subgrupo Gal(L/M) es
abierto en G.

(d) El mapeo candnico

G lim Gal(M/K) = lim G/H
MeZ HeS
finito abierto

es un isomorfismo.

Demostracion: [RZ1o, Thm. 2.11.3] O

10



1.1 Estructuras algebraicas profinitas

En particular, este teorema muestra que cada grupo de Galois es un grupo profinito.*
Un ejemplo de un anillo profinito son los enteros p-adicos

o més generalmente el anillo de enteros de una extensién finita de Q.

Definicién 1.4: Sea G un grupo profinito. Entonces un elemento g € G se llama generador
topoldgico si el subgrupo generado por g es denso en G.

Por ejemplo, 1 € Z,, es un generador topolégico.

Nota 1.5: La propiedad de un grupo topoldgico de ser profinito puede ser caracterizado
de manera puramente topoldgica: Un grupo topoldgico es profinito si y solo si es compacto,
Hausdorff y totalmente desconectado. Lo mismo es verdad para un anillo topoldgico; aqui, esto
incluso es equivalente al anillo siendo solo compacto y Hausdorff. Véase [RZ10, Thm. 2.1.3,
Prop. 5.1.2] para estos hechos. Generalizando esto, un grupo topoldgico se llama localmente
profinito si es Hausdorff, totalmente desconectado y localmente compacto; analogamente se
define anillos y dlgebras localmente profinitos.

Muchas construcciones del algebra abstracta tienen analogos profinitos. Por ejemplo, Z
tiene la propiedad de que para cualquier grupo G y cada elemento g € G hay un tnico
morfismo de grupos f: Z — G tal que f(1) = g. El grupo profinito Z, tiene una propiedad
similar: Para cualquier grupo pro-p G y cada elemento g € G hay un tnico morfismo de
grupos topolégicos f: Z, — G tal que f(1) = g. Se dice que Z, es un grupo abeliano pro-p
libre de rango 1. Por esta razon, como cada grupo abeliano es un médulo sobre Z de manera
unica, cada grupo abeliano pro-p es de manera tinica un médulo sobre Z,,.

Otra construccién que queremos extrapolar al mundo profinito es la del dlgebra de grupos.
Si R es un anillo y G es un grupo, tenemos el dlgebra de grupos R[G] con la propiedad
siguiente: para cada R-dlgebra Sy cada morfismo de grupos G — S* hay una tnica extension
a un morfismo de R-dlgebras R[G] — S.

Definicién 1.6: Sea R un anillo profinito y G un grupo profinito. Definimos el anillo de
grupos profinito como
R[G] := lim R[G/N],

<—
N<G

o

el limite tomado sobre todos los subgrupos normales abiertos de G.

El grupo G puede ser visto canénicamente como subconjunto de R[G] y el dlgebra de
grupos ordinaria R[G] es una R-subdlgebra que es densa, véase [RZ10, Lem. 5.3.5].

Proposicion 1.7: Sea R un anillo profinito, G un grupo profinito y S una R-dlgebra
profinita. Entonces cada morfismo de grupos topolégicos G — S* se extiende de manera
unica a un morfismo de R-dlgebras topoldgicas

R[G] — S.

Demostracion: Por la propiedad universal del dlgebra de grupos ordinaria R[G] y porque este
anillo es denso en R[G], es claro que la extension es tnica si existe. Escribimos S = I&nl Si
con R-algebras finitas S;. Notemos que entonces S* = lgni S, en particular S* es un
grupo topoldgico (jEso no es necesariamente cierto por un anillo topolégico arbitrario

* También es verdad que cada grupo profinito es un grupo de Galois, véase [RZ10, Thm. 2.11.5].

11
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porque la inversién no tiene que ser continual). Para cada ¢ consideramos la composicién
G — S* — S. Por continuidad se factoriza a través del grupo finito G/N para un subgrupo
normal abierto N. La propiedad del dlgebra de grupos R[G/N] nos da un morfismo de
R-algebras R[G/N] — S; que claramente es continuo. Si componemos esto con la proyeccién
de R[G] obtenemos un morfismo R[G] — S;. La familia de estos morfismos para cada ¢ es
obviamente compatible y la propiedad universal del limite luego da el morfismo R[G] — S
que deseamos. O

Si R es un anillo, G es un grupo y M es un R-mdédulo con una acciéon R-lineal de G,
entonces M es de manera tnica un médulo sobre R[G]. Algo similar es verdad en el 4lgebra
profinita, aunque hay que tener cuidado con algunos detalles topoldgicos.

Proposicién 1.8: Sea R un anillo profinito, G un grupo profinito y M un R-mddulo

profinito con una accion continua y R-lineal de G. Asumamos que podemos escribir M como

M =lim; M/U;, los U; siendo submdédulos abiertos de M estables bajo la accidn de G.
Entonces M es de manera candnica un mddulo sobre R[G].

Demostracion: Escribimos M; = M/U;, que es un médulo finito. Porque U; es estable bajo
la accién de G obtenemos una accién de G en M;, es decir un morfismo G — Autg(M;).
Porque estos morfismos son compatibles si cambiamos i, obtenemos un morfismo continuo

G — yLHAutR(MJ
de grupos profinitos. Usando que lim, Autr(M;) = (Ian Endgr(M;))*, la propiedad universal
del algebra profinita de grupos induce un morfismo de R-algebras

R[G] — lim Endz(M;) — Endg(M)

que da M una estructura canénica como R[G]-mddulo. O

La hipotesis en la proposicion anterior es cierta por ejemplo si cada submddulo abierto de
M es estable bajo la accion de G, o si M es dado como limite M = lim M; con R[G]-médulos
finitos.

Nota 1.9: En general, sea R un anillo conmutativo y G un grupo. Como mencionamos,
un R[G]-mdédulo es lo mismo que un R-médulo con una accién R-lineal de G — algo asi se
llama representacion R-lineales de G. SiV y W son dos tal representaciones, hacemos los
morfismos de R-mddulos Hompg(V, W) entre ellos un R[G]-médulo en definir la accién de G
como

(9f)(v) = g(f(g~"'v)) parage G, f€Homp(V,W), veV.

Similarmente, si R es un anillo conmutativo profinito, G es un grupo profinito y V', W son
R[G]-mé6dulos entonces definimos una accién de G en Hompg(V, W) con la misma férmula.
Si V' y W cumplen la hipétesis de la proposicién 1.8 entonces es facil ver que Hompg(V, W)
la cumple también, asi que en esta situaciéon Hompg(V, W) es un R[G]-mé6dulo.

Ejercicios

Ejercicio 1.1: Demuestre que el grupo absoluto de Galois de un campo finito es canénicamente
isomorfo a Z, que es definido por R
Z:= lim Z /nZ
nE]NZl
donde el conjunto IN>; sobre que tomamos el limite es ordenado por divisibilidad y los mapeos entre
los Z/nZ son las proyecciones candnicas. Bajo este isomorfismo, 1 € Z corresponde al morfismo
Frobenius. Use el teorema 1.3 para esto.
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1.2 Compendio de la teoria de niimeros algebraica

Ejercicio 1.2: Sean p y ¢ primos diferentes. Demuestre que cada morfismo de un grupo pro-p a un
grupo pro-{ es trivial.

Ejercicio 1.3: Formule la afirmacién de la proposicién 1.7 usando funtores adjuntos.

Ejercicio 1.4: Demuestre que para cada grupo pro-p G y cada elemento g € G existe un tnico
morfismo de grupos profinitos f: Z, — G con f(1) = g. Demuestre también la afirmacién andloga

con grupos profinitos arbitrarios y 7 en lugar de Z,. Formule estas afirmaciones usando funtores
representables o adjuntos; vea también [RZ1o0, §3.3].

Ejercicio 1.5: Demuestre que la propiedad universal del dlgebra de grupos profinita de la proposi-
cién 1.7 se generaliza de la manera siguiente. Si R es un anillo profinito, G un grupo profinito y S es
una R-algebra localmente profinita (véase la nota 1.5) entonces cada morfismo continuo G — S* se
extiende de manera tnica a un morfismo de R-algebras topoldgicas

R[G] — S.

1.2. Compendio de la teoria de nimeros algebraica

Aqui resumamos los resultados méas béasicos de la teorfa de niimeros algebraica que vamos
usar en el resto del texto. El lector deberia ser familiar con estas definiciones.
Los objetos de estudio central de la teoria de ntimeros algebraica son los siguientes.

Definicién 1.10: (a) Un campo de nimeros es una extension finite K de Q. Su anillo
de enteros son los elementos Ok que son enteros sobre Z.

(b) Si K/Q es cualquier extensién algebraica, no necesariamente finita, todavia podemos
definir su anillo de enteros Ok como el conjunto de los elementos enteros sobre Z.

Se estudia estos campos sobre todo via los ideales de su anillo de enteros, como explicamos
a continuacion.

Definicién 1.11: (a) Un ideal fraccional es un Ok-submddulo no trivial de K finita-
mente generado. En particular, un ideal de Ok es un ideal fraccional. Denotamos
Div(Ok) el conjunto de ideales fraccionales de Og-.

(b) Para un ideal fraccional I sea I=' = {z € K | 2I C Ok}. Esto también es un ideal
fraccional que se llama el ideal inverso de I.

(¢) El producto de dos ideales fraccionales I, J es el O-submodulo de K generado por
todos los elementos ij coni € I, j € J.

(d) Un ideal fraccional principal es un ideal fraccional de la forma aOg con o € K*|
que denotamos también («). Denotamos Prin(O) el subconjunto de Div(Og) de
los ideales fraccionales principales.

En general, los elementos de Ok no tienen una factorizacién tnica en primos, como es
el caso en el anillo Z. Pero lo que es verdad es que los ideales fraccionales tienen una tal
factorizacién.

Teorema 1.12: Los ideales fraccionales Div(Og) con la multiplicacion y inversién como
en la definicion 1.11 constituyen un grupo abeliano con elemento neutro Ok . Este grupo es
libre generado por los ideales primos no ceros de Ok . Es decir, cada ideal fraccional I se
escribe de forma inica (salvo al orden) como

__ €1 €Er
I=p5teops

con ideales primos diferentes p; y e; € Z.
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Demostracion: [Neugg, Chap. I, (3.3)] O

Esto sugere que es mejor trabajor con ideales fraccionales en lugar de elementos de K* —
de hecho, esto es como se originé la palabra «ideal», porque son como «ntmeros idealizados»
de K. La discrepancia entre los elementos de K* y los ideales fraccionales es medida por
dos grupos:

Definicién 1.13: El grupo de clases de K es el cociente
Cl(K) = Div(Ok)/ Prin(Ok).
Tenemos una sucesion exacta
1= 0f = K* = Div(Og) — CI(K) — 1.

Es decir, el grupo Oy mide qué tan lejos estd la asociacién o — (a), de K* a ideales
fraccionales, de ser tnica. Por su lado, el grupo Cl(K) mide «cudntos més ideales que ideales
principales hay» o «qué tan lejos estd la factorizacion en primos de elementos de Ok de
ser unica». De hecho, Cl(K) es trivial si y solo si Ok es un dominio de ideales principales.
Por eso es muy importante estudiar los grupos O y CI(K). El primero es descrito por el
teorema siguiente.

Teorema 1.14 (Teorema de las unidades de Dirichlet): Sea r la cantidad de encajes
K — R yc la cantidad de parejas conjugadas de morfismos K — C con imagen no contenida
en R. Entonces (de manera no candnica)

X~ () x 2T,
donde p(K) son las raices de la unidad en K.
Demostracion: [Neugg, Chap. I, (7.4)] d
Sobre el grupo de clases solo sabemos lo siguiente.
Teorema 1.15: El grupo C1(K) es finito.
Demostracion: [Neugg, Chap. I, (6.3)] O

En general es muy dificil describir su estructura. La Teoria de Iwasawa permite obtener
resultados sobre el grupo de clases en algunas situaciones, como vamos a explicar en las
secciones mas adelantes.

Definicién 1.16: El orden del grupo de clases, # Cl(K), se llama el ndmero de clases de
K y se denota hg.

Definicién 1.17: Sea K un campo de niimeros. Una plaza de K es
(1) un ideal primo no nulo de Ok, o
(2) un encaje K — R, o
(3) una pareja de encajes K — C conjugadas con imagen no contenida en R.

Las plazas de tipo (1) se llaman plazas no arquimedeanas y las plazas de tipo (2) o (3) se
llaman plazas arquimedeanas; més especificamente, las de tipo (2) se llaman plazas reales y
las de tipo (3) plazas complejas.

Equivalentemente y mas uniformemente, se puede definir una plaza de un campo de
nimeros K como una clase de equivalencia de un valor absoluto en K, es decir, de una
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1.2 Compendio de la teoria de niimeros algebraica

funcién |- |: K — R>o que es multiplicativa, cumple la desigualdad triangular y que toma el
valor 0 s6lo en 0 (dos valores absolutos son equivalentes si definen la misma topologia en K).
Se puede verificar que cada valor absoluto en K viene o de la valuaciéon en un ideal primo no
nulo (en que caso cumple la desigualdad triangular ultramétrica y se llama no arquimedeana)
o de un encaje en R o C (en que caso se llama arquimedeana). Véase [Neugg, §II.3] para
mas detalles.

Sea L/K una extensién finita de campos de ntimeros. Para cada ideal primo p de O
podemos descomponer el ideal pOj, generado por p en O como

PO = il...ﬂng

con ideales primos ; de Or, y e; € IN>;. En esta situacién decimos que cada de los 3; esté
arriba de p y p estd debajo de cada uno de los ;.

Para plazas arquimedeanas ¢ de L y 7 de K decimos que o estd arriba de 7 y 7 esta
debajo de o si o|g = T.

Definicién 1.18: (a) Los exponentes e; se llaman grado de ramificacion. Para cada i
el grado de la extension f; := [OL /P, : Ok /p] se llama grado de inercia. El primo
P, se llama ramificado si e; > 1y se llama totalmente ramificado si ademés f; = 1.
Decimos que el primo p es ramificado si uno de los B; lo es y totalmente ramificado
si todos de los P; lo son. La extensién L/K se llama ramificada si existe un ideal
primo p C Ok no cero que es ramificado.

(b) Una plaza arquimedeana de K se llama ramificada si es una plaza real que estd
debajo de una plaza compleja de L.

Ejemplo 1.19: Consideramos la extension Q(i)/Q. Su anillo de enteros es Z[i] & Z[X]/(X?*+
1), asi que para un primo p tenemos

F, x T, sip=1 (méd4),
Z[i]/(p) 2 Fp[X]/(X*+1) 2 Fpe sip=3 (méd4),
F,[X]/(X +1)? sip=2.

De ahi podemos ver que los primos tal que p = 3 (mé6d 4) siguen siendo primos en Z[i], los
primos tal que p = 1 (m6d4) se descomponen en un producto de dos primos diferentes de
Z[i] y el primo 2 se escribe como 2 = p? con un primo p de Z[i], que pues estd ramificado
y es la unica plaza no arquimedeana que estd ramificada. Ademas, Q(i) obviamente tiene
una unica plaza arquimedeana, que es compleja y pues ramificada, porque extiende la tnica
plaza arquimedeana de Q, que es real.

Siempre tenemos Y ¢, e;f; = [L : K] (véase [Neugg, Chap. I, (8.2)]). Si la extensién
L/K es Galois, los e; y f; son iguales para cada i (véase [Neugg, Chap. I, (9.1) y p. 55]), ¥
los llamamos simplemente e y f. Entonces [L : K] = efg.

Definicién 1.20: Sea L/K una extensién Galois de campos de ntimeros y
PO, = SI;T e qg;

la descomposicién de un ideal primo de Ok como arriba. El grupo Gal(L/K) acttia en los
PB; transitivamente [Neugg, Chap. I, (9.1)].

(a) Para cada i el estabilizador de B; se llama grupo de descomposicion de B; y se
denota G, /p-
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(b) El nticleo de la aplicacién natural sobreyectiva [Neugg, Chap. I, (9.4)]

Gy, — Gal(OL/%Bi/Ok /p)
se llama el grupo de inercia de *B; y se denota Iy, /.

Proposicién 1.21: En la situacion de la definicion 1.20 tenemos

#Goyp,p =efs  #lyp,p = e

En particular, p es no ramificado si y solo si Iy, es trivial y es totalmente ramificado si y
solo si Iy, /p = Gy, jp (para algiin, o equivalentemente todo i).

Demostracion: [Neugg, Chap. I, (9.6)] O

El resultado anterior nos permite extender estas definiciones a extensiones infinitas. Aqui
seguimos [Wasg7, Appendix, §2].

Definicién 1.22: Sea L/K una extensién de Galois, posiblemente infinita, donde K es
una extensién algebraica no necesariamente finita de Q. Sea P un ideal primo de Op, y
p =P N Ok, que es un ideal primo de Ok . En esta situacién decimos que B esta arriba de
p v p estd debajo de P.

(a) El grupo de descomposicion de P es
Gypyp = {0 € Gal(L/K) | o(P) = B}

(b) El grupo de inercia de B es
Ip)p :={0 € Gypp | V2 € Ok : 0(x) = 2 mbéd B}
(c) Decimos que B es no ramificado si Iy, es trivial y es totalmente ramificado si
Ipsp = Gopyp-

(d) Decimos que un primo p de Ok es ramificado o totalmente ramificado si existe un
primo B de Oy, arriba de p que los es (equivalentemente, todos los primo P de Op,
arriba de p lo son).

Terminamos la seccién con la definiciéon importante de norma de ideales.

Definicién 1.23: Sea L/K una extension finita campos de niimeros de grado n. El morfismo
de grupos abelianos

N: Div(0p) — Div(Og), P pl¥/v
donde P es un ideal primo en Op, y p = P N Ok se llama norma relativa de ideales. Tiene la
propiedad de que para cada I € Div(Og) tenemos N(I/Op) = I". Envia ideales principales a
ideales principales y por eso induce un morfismo

N: CI(L) — CI(K)

que también llamamos norma relativa de ideales.
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1.3. Campos ciclotémicos

En esta seccion introducimos los ejemplos de campos de nimeros que seran los mas
importantes en este texto y alistamos algunas de sus propiedades.

Definicién 1.24: Si m € IN>; escribimos Q(p,) para el campo generado sobre Q por las
raices de la unidad de orden m. Se llama el m-ésimo campo ciclotémico. Es un campo de
nimeros Galois cuyo grupo de Galois es isomorfo canénicamente a (Z/mZ)* via

(Z/mZ)* = Gal(Q(um)/Q), a0 (1.1)

con o, actuando en una rafz de la unidad ¢ como 0,(¢) = ¢*. Muchas veces tomamos este
isomorfismo como una identificacién.

En esta situacién escribimos p,, para el subgrupo de Q(p.,)* de las raices m-ésimas de
la unidad.

Proposicién 1.25: El anillo de enteros de Q(u.,) es Z[E], donde £ es una raiz m-ésima
primitiva de la unidad.

Demostracion: [Neugg, Chap. 1, (10.2)] O

Notemos que para cada campo ciclotémico Q(uy,) la conjugacién compleja es un auto-
morfismo bien definido, es decir independiente del encaje en C. Bajo el isomorfismo (1.1)
corresponde a —1 € (Z/mZ)*.

En todos los siguientes resultados suponemos que p es primo.

Proposicién 1.26: Sea O = Oq,,)- Entonces cada elemento u € O* se puede escribir
como u=E&v con§ € py yv € (OX)+, donde ((’)X)+ C O* son los elementos fijos por la
conjugacion compleja.

Demostracién: [Wasgy, Prop. 1.5] O

Los siguientes resultados son esenciales para entender la ramificacién en las extensiones
ciclotémicas.

Lema 1.27: Sea & una p"-raiz primitiva de la unidad y sea (p", k) =1, entonces 5;:11 es

una unidad en Zp,r).

Demostracion: Dejemos esto como ejercicio; véase el ejercicio 1.6, donde demostramos una
afirmaciéon mas general. O

Lema 1.28: Sea & una p"-raiz primitiva de la unidad. Entonces (1 — &) es un ideal primo
en Qupr) y (1 — 5)@_1)1{71 = (p), es decir (p) es totalmente ramificado en Q(uyr). En
particular, (1 —&) es el unico ideal de Q(ppr) arriba de (p).

e . 7’ . . 7 T
Demostracion: El conjunto de las p"-raices de la unidad satisfacen la ecuacion XP — 1 = 0.
Si son primitivas no pueden tener orden menor a p” por lo que tenemos

Xr -1

— y-Dp ! (=2)p" "' ., — _¢gr
T =X X = [T (- g0,

(k,pm)=1

evaluando las expresiones en 1 y tomando los ideales principales generados por los elementos,

tenemos
= J[ a-¢.
(k,pr)=1
Por el lema 1.27, hay una igualdad de ideales (1 — &) = (1 — %) para k tal que (k,p") = 1.

Es decir (p) = (1 — €)@ """ como el grado de la extension [Q(uy-) : Q) es (p— 1)p"
tenemos que (1 — &) debe de ser primo y por lo tanto p es totalmente ramificado. O
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Proposicién 1.29: Un primo ¢ es ramificado en Q(pm) si y solo si €| m, salvo si =2y
(4,m) = 2.

Demostracion: Si £ | m entonces Q(ue) C Q). Como ¢ ramifica en Q(p) (lema 1.28)
también lo hace en Q(u,). Ahora, si £ no divide a m = [[p™, entonces ¢ no ramifica en
cada Q(ppri) ya que el discriminante de Q(u,r: ) es una potencia de p [Wasgy, Prop. 2.1].
Por lo tanto, tampoco ramifica en el compuesto Q (). (I

También vamos a estudiar campos ciclotémicos infinitos.

Definicién 1.30: Si p es un primo y N € IN>; no es divisible por p, entonces escribimos
Q(pnp>=) para la extensién infinita de Q generada por todas la raices de la unidad de orden
Np" para cada r € IN>q. Denotamos pype € Q(punp=)™ €l subgrupo de estas raices de la
unidad.

Por la teoria de Galois infinita, su grupo de Galois es isomorfo a

Gal(Q(unp=)/Q) = lim Gal(Q(unpr)/Q) ~ Wm (Z/Np"Z)*

TE]NZO TE]NZO

~ lim ((Z/NZ)* x (Z/p'Z)*) ~ (ZNZ)" x L}
relN>o

En particular, si N = 1, tenemos un isomorfismo

Gal(Q(y~)/Q) = Z;. (1.2)

El siguiente resultado, es solo una reformulaciéon de la proposicién 1.29 para campos
ciclotémicos infinitos.

Proposicién 1.31: Un primo ¢ es ramificado en Q(punpe) si y solo si L =p o L | N, salvo
sil=2vy (4,Np) =2.

Ejercicios

Ejercicio 1.6: Aqui demostramos una versién més general del lema 1.27 que serd util en la
seccién 5.5. Sea p # 2 un primo.

Sear € N>1, K = Q(upr) y £ € K* una raiz primitiva p"-ésima de la unidad. Para a,b € Z
coprimos y primos a p definimos
ffa/Q _ §a/2

CT(U/, b) = w

€K

(notemos que 2 € (Z/p"Z)*, asi que V2 e K).
Demuestre que cr(a,b) € O. Para eso es 1til escribir

_eaj2—b28&t—1
c""(a‘7b) _g §b_1

y expresar la fraccién usando un ¢t € Z tal que a = bt méd p".

1.4. Teoria de Kummer y un poco de teoria de campos de
clases

La teoria de campos de clases es una teoria poderosa que permite describir las extensiones
abelianas de un campo local o global en gran generalidad. Aqui solo vamos a necesitar
unos casos especiales. La teoria de Kummer describe una clase particular de extensiones
abelianas de cualquier campo. Aqui resumamos lo que necesitamos de esto. Empezemos con
los resultados mas importantes de la teoria de Kummer.
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Definicién 1.32: Sea d € IN>; y F' un campo cuya caracteristica no divida a d y contenga
las raices d-ésimas de la unidad. Una extensién abeliana L/F tal que el grupo de Galois
Gal(L/F) tiene exponente d se llama extension de Kummer de exponente d.

. .z d . .7
Para cada subconjunto A C F'* la extensién F'(v/ A) siempre es una extensién de Kummer.
Al revés, se cumple que también cada extension de Kummer es de esta forma:

Proposicién 1.33 (Kummer): Sea L/F una extensién de Kummer de exponente d € N>y
yA= (Lx)d N F*. Entonces:

(a) Tenemos L = F(V/A).
(b) La asociacion

a(a)

(-,-): Gal(L/F) x (ﬁ/(ﬂmﬂ)) — g CF*, (o,a) =

a

es un apareamiento perfecto de grupos abelianos que se llama el apareamiento de
Kummer.

Demostracion: Esto es demostrado en [Neugg, Chap. 4, (3.3), (3.6)]; alli el apareamiento es
escrito

(1) Gal(L/F) x AJ(F*)" > pa € F*, {0,a) = U(\;/&a)

pero con el lema de la serpiente es facil ver que esto es equivalente a lo de arriba. O

Proposicién 1.34: Sean K C F C L campos tal que todas las extensiones sean Galois y

L/F es una extension de Kummer, y como antes sea A = (Lx)d N F*. El grupo Gal(L/K)
actia por conjugacion en su subgrupo normal Gal(L/F) y actia también en VACL yen
ta € F.

Entonces el apareamiento de la proposicion 1.93 (b) es equivariante en el sentido

(gog~',ga) = g(o,a) para cada g € Gal(L/K), o € Gal(L/F), a € VA.
Demostracion: Esto es una consequencia directa de la definicion del apareamiento. |

Nota 1.35: Usamos la notacién de la proposicién 1.34. En esta situacién el apareamiento
perfecto de la proposicién 1.33 (b) define isomorfismos de grupos abelianos

Gal(L/F) = Homz, (VA [ (VAN F*), jua), o (0,7,
VA (VAN F) =5 Homy(Gal(L/F), jua), ars (- a).

En cada de Gal(L/F), {VZ/(\‘VZH F*) y pg tenemos acciones de Gal(L/K). Ademés en

la nota 1.9 definimos una accién de Gal(L/K) en los Homgz(—, —) que aparecen en el lado
derecho. Entonces la afirmacién de la proposicién 1.34 significa que los isomorfismos de arriba
no solo son isomorfismos de grupos abelianos sino de Z[Gal(L/K)]-médulos.

Proposicién 1.36: Sea F un campo de nimeros y L/F una extension de Kummer de
exponente d € N>q. Si p es un ideal primo de F tal que existe un a € A con p | a, pero
p? {a, entonces p es ramificado en la extension L/F.

Demostracion: Véase [Kocgy, Prop. 1.83 (2)]; note que el «p 1 a» alld es una errata. O

Continuamos con unos resultados de la teoria de campos de clases.
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Definicién 1.37: Sea K un campo de niimeros. La extension maxima abeliana no ramificada
de K se llama el campo de clases de Hilbert de K. Esta extension siempre existe y es finita.

La teoria de campos de clases permite describir su grupo de Galois, que va a explicar el
nombre. Sea H el campo de clases de Hilbert de un campo de niimeros K, que claramente es
Galois. Si p es un ideal primo de K y p =P -- -, su decomposiciéon en H (sin exponentes
porque es no ramificada), entonces cara cada J3; tenemos un tnico elemento de Frobenius en
Gal(H/K) que genera el grupo de Galois de la extensién residual Gal((Og/B:)/(Ok/p)), ¥
como Gal(H/K) actia transitivamente en los ; y es abeliano, este elemento sélo depende
de p, y lo denotamos Frob, € Gal(H/K). Véase [Neugg, §I.9] para mas detalles.

Teorema 1.38: La asociacion
p — Frob,

induce un isomorfismo

<H/K) : CI(K) = Gal(H/K).

Demostracion: Véase [Neugg, Prop. VI.6.9 y §VI.7]; notemos que lo que nosotros llamamos
el campo de clases de Hilbert se llama el «campo de clases de Hilbert pequeno» para Neukirch
porque el define la ramificacién de las plazas arquimedianas de una manera no tan estdndar.[]

Ejercicios

Ejercicio 1.7: Sea K un campo de nimeros que es Galois sobre Q y H su campo de clases de
Hilbert. Entonces Gal(K/Q) actiia en los ideales de K. Demuestre que para cada ideal primo p de

K y cada o € Gal(K/Q) tenemos
() == (55)
ap) ) P

donde & es un levantamiento de o a Gal(H/Q).

1.5. Nuameros p-adicos y caracteres

Para nosotros, un cardcter seréd un morfismo de grupos de la forma G — R* con G un
grupo y R un anillo. Si G y R ademads son espacios topoldgicos, siempre asumiremos que los
caracteres entre ellos son continuos. En la mayoria de los casos G serd un grupo profinito y
R serd un anillo profinito o un campo topolégico.

Hay unos caracteres de importancia especial, que tienen que ver con los niimeros p-adicos
y los campos ciclotémicos. En esta seccién introducimos y estudiamos esos caracteres.

Asumamos que el lector conozca los nimeros p-adicos Z, y Q,: Q, es la completacién de
Q por el valor absoluto p-ddico y Z,, es su anillo de enteros (equivalentemente, los elementos
con valor absoluto < 1), o alternativamente Z, es el limite inverso de los grupos finitos
Z/p"Z (r € N>1) y Qp es su campo de cocientes. Resumamos unos hechos fundamentales
sobre las extensiones de Q.

Proposicién 1.39: Sea K/Q, una extension finita. Entonces el valor absoluto p-ddico se
extiende de manera unica a K y K es completo por la topologia definida por este valor
absoluto.

Sea O la cerradura integral de Z,, en K. Entonces O = {x € K : |z| <1}, y eso es un
anillo local de valuacion discreta y completo por la topologia definida por las potencias de su
ideal mdximo (que es principal) 1O = {x € K : || < 1}. El campo residual k = O/7O es
una extension finita de Iy. En particular, O es un anillo profinito.
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1.5 Niimeros p-adicos y caracteres

Demostracion: [Neugg, Chap. II, (4.8), (3.8), (3.9), (5.2)] O

Lema 1.40 (Lema de Representacion): Sea O un anillo local de valuacion discreta com-
pleto con campo residual k = O/wO finito. Sea R un sistema de representantes de k en O.
Entonces todo elemento x € O se escribe de manera inica como

T = E a;T’,

iG]NZO
con a; € R.

Demostracion: Sea x € O, entonces tomando el mapeo candénico de O a su campo de
residuos tenemos que r = ag mdd 7 para algiun ag € R. Por lo tanto x —ag = x17 con 1 € O,
aplicamos ahora el mapeo candnico a x1, i.e. x1 = a; méd 7 para algin a; € R. Entonces
tenemos

r = ag+xim conxz €O

= ag+a1m+ 29w con x5 € O

Ejemplo 1.41: Con O =7Z,, 7 = (p) y k =F, tenemos que R ={0,1,2,...,p—1} es un
sistema de respresentantes de IF, en Z,, con el que podemos escribir cada x € Z, como

x:Za,;pi con a; € {0,1,...,p—1}.
i>0

Definicién 1.42: Sea K/Q, una extensién finita con anillo de enteros O y ideal méaximo
7O. Entonces
14+70 C O*

es un subgrupo cuyos elementos se llaman unidades principales.

Estudiamos con mas detalle la estructura del grupo Z, .
Lema 1.43: Eziste un isomorfismo topoldgico candnico Z,; ~ T x (1 + pZy).

Demostracion: Sélo demostramos esto en el caso p # 2, el caso p = 2 siendo similar. Sea
r € IN>1, la composicién
1+ pZ, — Z; — (Z/p"7)*

induce una sucesién exacta

1+p2Z,

— " (2D — (Z)pZ)* — 1.
37, (Z/p"7) (Z/pZ)

Esta sucesién se escinde:

1

(Z[pZ)* = (Z/p"L)*, arra’

es una seccién del mapeo de la derecha, porque a? = a (méd p). Mas precisamente, este
mapeo toma una clase en (Z/pZ)*, la levanta a un entero a € Z, envia esto a a?’ y luego a
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Capitulo 1 Preambulo

la clase médulo p”. Por supuesto hay que asegurarse que esto no depende del levantamiento.
Para esto, si remplazamos a con a + bp, este es enviado a

r r—1
p . r—1_
(7 Jrwr
i=0
y se puede verificar que (p Ti_l
los detalles aqui.

La afirmacién resulta al tomar el limite. O

)p*" ~* siempre es disivible por p si 0 < i < p"~'. Omitimos

Proposicidn 1.44: Sea p # 2. Las series de la funcion exponencial y del logaritmo

oo n oo

exp(z Z %, resp. log(l+y) Z 1)ntt v

convergen para T,y € pZy, respectivamente, y dan isomorfismos de grupos topoldgicos
exp
pZ, 1<:> 1+ pZy,
og

inversos el uno al otro.
Es decir, como grupo topoldgico 1+ pZ, ~ Z,, candénicamente. En particular, para cada
s€Zy yucl+pZy,, el elemento u® € 1+ pZ, es bien definido.

Demostracion: La primera afirmacion es demostrada en [Neugg, Chap. II, (5.4) y (5.5)]-
Porque pZ,, ~ 7, como grupo topolégico, la segunda afirmacién resulta; escribimos ®: Z, =
14 pZ, para el isomorfismo. Finalmente, para s € Z, y u € 1 + pZ, definimos u* como
O (s (u)). O

Mas generalmente, tenemos la siguiente descripcién del grupo de unidades de O, donde
O es el anillo de enteros de una extensiéon finita de Q.

Proposicién 1.45: Con O como arriba con ideal mdzximo 7O y campo residual k, tenemos
O* ~ k> x (14 70).

Ademds, 1 + 7O es (no candnicamente) isomorfo al producto de un grupo p finito ciclico y
Zg con d = [K : Q,]; en particular es un grupo pro-p.

Demostracion: [Neugg, Chap. II, (5.3), (5.7) (i)] O
Terminamos la seccién con definir y estudiar unos caracteres importantes.
Definicién 1.46: (a) Por el lema 1.43 tenemos una seccién
. X X
w: Fy = Z,

a la proyecciéon Z) = ¥ x (1 + pZ,) — F)\. Esta seccién w se llama cardcter de
Teichmailler.

(b) Al isomorfismo
ke Gal(Q(up=)/Q) — Zy

de (1.2) se le llama cardcter ciclotémico.
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1.5 Niimeros p-adicos y caracteres

(c) Usando el isomorfismo canénico (Z/pZ)* ~ Gal(Q(p,)/Q) podemos ver el cardcter
de Teichmiiller como caracter

w: Gal(Q(up)/Q) = Z,

o también como cardcter de Gal(Q(upe)/Q). Definimos otro caracter?
Ko =w 'k Gal(Q(up=)/Q) — Z,.
Entonces kg es la composicién del caracter ciclotomico con la proyeccién
Z; — 1+ pZ,
usando el isomorfismo del lema 1.43.

Nota 1.47: Definimos

donde 1, sean aquf las rafces p"-ésimas de la unidad en Q y las aplicaciones Ppr+1 =+ fhpr SON
& — &P, Entonces Zy(1) es un Z,-mddulo compacto que es no canénicamente isomorfo a Z,
(porque pu,r es no canénicamente isomorfo a Z/p"Z). Ademés Z,(1) tiene una accién de Ggq.
Si vemos el cardcter ciclotémico como cardcter de Gq via Gg — Gal(Q(p~)/Q) —— Zy
entonces la acciéon de Gq en Zp(1) es decrita por

gz = k(g)z para cada z € Zy(1), g € Gq.

Sea z € Z) y lo escribimos como z = (f,u) € F)\ x (1 + pZ,) usando el isomorfismo del
lema 1.43. Entonces en Z;
w(f) = lim 2.

j—o0

En particular, sia € F y a € Z es un levantamiento, entonces

w(a) = lim a’ .
j—oo
Lema 1.48: Cada cardcter x: Gal(Q(up=)/Q) — Z) es de la forma x = w®k§ con dnicos
aed{l,...,p—1} ys € Z,. Aqui la notacién k{, tiene sentido gracias a la proposicion 1.44.

Demostracion: Identificamos Gal(Q(pp~)/Q) con Z, usando el cardcter ciclotémico. Por
la descomposicién del lema 1.43 es claro que cada cardcter x: Z, — Z, se descompone en
X = X 1 con
V:Fy =2y, n:1+pZ, —Z,;.

Porque 1+ pZ, ~ Z;, no tiene torsion, la imagen de ¢ esta contenida en IF;; y por eso ¢ es
una potencia del cardcter de Teichmiiller (véase ejercicio 1.9). Por otro lado, si componemos 7
con la proyeccién Z, — T’ obtenemos un morfismo de un grupo pro-p a un grupo de orden
primo a p, que necesariamente es trivial segtin el ejercicio 1.2, y vemos que la imagen de n
estd contenida en 1+ pZ,. Usando la proposicién 1.44, podemos estudiar los homomorfismos
continuos Z, — Z,. Pero como explicamos en la seccién 1.1, estos homomorfismos son
Unicamente determinados por la imagen de 1 € Z,, y esta imagen puede ser cualquier
elemento de Z,,. O

2 En la literatura también es comin escribir este cardcter como (-) en lugar de ko, es decir ko(z) = ().
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Capitulo 1 Preambulo
Ejercicios

Ejercicio 1.8: Demuestre que

w(f) = lim 2
j—oo

para cada z € Z, que escribimos como z = (f,u) € F,; x (1 + pZ,) usando el isomorfismo del
lema 1.43.

© s ( =X . [ . .
Ejercicio 1.9: Demuestre que cada caracter )y — Q,, es una potencia del carcter de Teichmiiller
w.
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Capitulo 2

El algebra de lwasawa

En el caso en que I' es un pro-p grupo ciclico isomorfo a Z,, el dlgebra de Iwasawa
A = Z,[I'] con coeficientes en Z, se presenta como una trinidad mateméatica: Por definicién
es una algebra de grupos profinita, por lo tanto tiene una estructura algebraica y topoldgica;
una vez escogido un generador v € I' esta se puede identificar al dlgebra de series formales
sobre Z,; ademas los elementos de A pueden ser vistos como medidas en I' con valores en
Zy.
Esta trinidad explica su enorme importancia: Es un objeto versatil y por eso aparece
en varios contextos. Primero, en su talle de dlgebra de grupos profinita, muchos objetos
son naturalmente moédulos sobre A — en cuanto tenemos accién razonable de I' en un grupo
pro-p abeliano, ya tenemos un A-mdédulo (véase la proposicién 1.8). En las aplicaciones, T’
normalmente es un grupo de Galois, que actia naturalmente en una multitud de objetos. Si
entonces identificamos A con el anillo de series de potencia formales sobre Zj,, la manejabilidad
de este anillo permite desarollar una teoria 1til de estructura de sus modulos que permite
definir invariantes importantes (seccién 2.1 y capitulo 3). Finalmente, el punto de vista
de medidas facilita una conexién de dichos médulos a objetos de origen analitico, como
funciones L p-adicas (seccién 2.2 y capitulo 5).

2.1. El anillo de series de potencias

En esta seccién empezaremos estudiando las propiedades de las series formales O[T en
una variable sobre un anillo local de valuacién discreta O. El ejemplo més importante para
nosotros es el en que O es el anillo de enteros de una extensién finita de Q,, por ejemplo
O = Z,. No obstante, algunos de los resultados de esta seccién pueden ser generalizados,
por ejemplo al caso en que O es un anillo local conmutativo noetheriano (ver [NSWo8, Cap.
V. §3]). En particular demostramos que si I" es un pro-p grupo libre de rango 1 y O es un
anillo de valuacién discreta, entonces O[T es isomorfo de manera no candnica al anillo de
grupo profinito O[I'].

Sea O un anillo local de valuaciéon discreta, completo por la topologia definida por las
potencias de su ideal maximo 7O de cuerpo residual k = O /7O finito, de manera que O es
compacto. Denotaremos A el algebra

A =0][T]
de las series formales en una variable con coeficientes en O.
Proposicion 2.1: A es un anillo local de ideal mdzimo 9 = wA + TA.

Demostracion: Un elemento f =", fiT? € A diferente de cero es invertible si y sélo si su
coeficiente constante Ag es invertible en Z,. De hecho si f # 0 es invertible entonces existe
f~ttal que ff~! = 1, en particular fof(;l =1 € Z,. Del otro lado si fy es invertible entonces
podemos escribir f = fo(1+ ¢T') para un g € A. Entonces el elemento f~! = fo ' S0 g'T"
es un inverso de f.

Entonces tenemos A* = A\ 1. O
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Capitulo 2 El algebra de Iwasawa

Observacion: El ideal 9t no es principal como era el caso del anillo O.

Equipamos A con la topologia 9Mi-adica, tomando los (IM™),en., como sistema funda-
mental de vecindades alrededor del 0. Esto hace de A un anillo local completo, con campo de
residuos finito k = A/9% = O/7O. De hecho A es un espacio topoldgico compacto, separable
y noetheriano.

Definicién 2.2: (a) Sea f =307 ja,T" € A\ wAy f € k[T] su reduccién. El grado
de Weierstraf$ de f es la valuacién en T" de f, es decir el minimo n € IN>¢ tal que
anp ¢ wO.

(b) Sea f € O[T]. Entonces f se llama distinguido si es ménico y su grado es igual a su
grado de Weierstraf, es decir el coeficiente superior es 1 y todos los demés estan en
7. Algunos textos llaman estos polinomio de Weierstrafs.

Lema 2.3 (Lema de divisién): Sea f un elemento de A\ wA y v su grado de Weierstraf.
Entonces todo elemento de g € A se escribe de manera unica como

g=fA+r, con AeAyreO,_[T],
donde O,_1[T] es el O-médulo de los polinomios de grado a lo mds v — 1. Equivalentemente
A=fADO,4[T].
Demostracion: Sea v el grado de Weierstrafl de f, entonces escribimos
f=T'pu+nR, con ReO,4[T],

para un pu € A*.
Existencia: Sea g € A, entonces podemos escribir

v—1 00
g = Z a; T +T" Z a; T "
=0 i=v
= T'¢'+r9 cong € Nyroge O, 41[T).
Definimos ag = 1~ '¢’, entonces
g—aof = T'¢' +ro—p g (T"u+nR)
= TV +ro—gT" — 7Ry g
= ro—mRu g
~———
€A
= To— 741

Sea g1 =T"gy + 1y con gf € Ay ry € O,_1[T], y definimos a; = u~tg}. Tenemos

g—arf = T'gi+r—p 'gi(T"p+7R)
= TVgy+ri—giT" —7Ru'g}
= n —nRu g
= 11— 7y

entonces para n > 2 (siguiendo el mismo razonamiento) sea g, = T"g., + r, con g,, € A,
rn € Oy,_1[T] y definimos a,, = p~tg}. Con g = go, tenemos

gn — Gnf = Tp — Tgn+1,
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2.1 El anillo de series de potencias

para todo n > 0, por lo tanto

g— <Z(—1)iai7ri> f= Z(—l)irﬂri + (=) r g, paran > 0.
i=0

=0

Tomando limites tenemos que (—1)"T17"*1g, .1 — 0 por lo tanto g — A\f =rcon A€ Ay
re Oy_l[T].

Unicidad: Sea A\f = r € fANO,_1[T]. Médulo 7 tenemos Af = A\aT" = 7, entonces
A =7 =0, es decir 7 | A y 7 | 7, entonces

A r
7f =
T 0
volviendo a iterar el proceso vemos que 7™ | A y " | r para todo n > 0, por lo tanto
A=r=0. O

Teorema 2.4 (Teorema de preparacién de Weierstrafl): Todo elemento f € A\ A
se escribe de manera dnica como

[=uT"+7Q),

con @ € O,_1[T]. Es decir, como producto de un invertible p € A* y de un polinomio
distinguido P =TV + 7Q.

Demostracion: Sea f =T"u+mR como en el lema de divisién. Aplicamos el lema de divisién
a TV, es decir
T =Af+r, conreO,1[T].

Entonces médulo 7 tenemos -
TV = \pT" + 7,

por lo tanto 7 = 0 y AL = 1. En particular 7 = 7Q para algin Q € O,_1[T] y A es invertible.
Concluimos que f = A\="Y(T" —r). O

Corolario 2.5: Los polinomios distinguidos e irreducibles P € O[T son también irreducibles
en A.

Demostracion: Sea P € O[T distinguido e irreducible. Supongamos que P = f;fa con
fi € A, luego por el Teorema de preparacién de Weierstrafl tenemos P = 1 Pyjpo Py con
i € A* y P; polinomios distinguidos en O[T], como la manera de expresar P es tnica esto
implica que pipes =1y P = P Ps. O

Observaciéon: Los polinomios de Eisenstein son irreducibles en A.

Corolario 2.6: Fl dlgebra A es un dominio de factorizacion unica cuyos elementos irredu-
cibles son

= Fl uniformizante m de O.

» Los polinomios distinguidos e irreducibles en O[T).

Demostracion: Sea f € A, sea 7" la mayor potencia de m que divide f. Entonces f = 7¥g
donde g € A\ 7A, el resultado sigue aplicando a g el teorema de preparacién de Weierstraf3..(]
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Capitulo 2 El algebra de Iwasawa

Lema 2.7: Sean f y g elementos no nulos en A tal que d es su mdzrimo comun divisor.
Entonces el ideal fA + gA estd contenido en el ideal principal dA con indice finito.

Demostracion: La primera aseveracion es directa. Para la segunda afirmacion podemos
suponer que f y g son coprimos, ademés por el Teorema de preparacién de Weierstrafl
(teorema 2.4) podemos suponer que f y g son polinomios y al menos uno de ellos es
distinguido, digamos f = T + 7Q para algin Q € O, _1[T).

Consideremos el resultante Res(f, g) de f y ¢, es no nulo pues f y ¢ son coprimos, ademés
siendo un elemento de O lo podemos escribir Res(f,g) = un® con p € O* y a € N>q. El
resultante Res(f, g) estd en el ideal generado por f y g, por lo tanto, también 7* € fA + gA
porque u es invertible. Entonces tenemos la siguiente congruencia

T =7°Q%=0 méd (fA+ gA).

Por lo que fA + gA contiene T"* y %, lo cual implica (A : fA+ gA) < (A: T"*A 4+ 7“A),
siendo la expresién del lado derecho una potencia de p divisible por va. O

Corolario 2.8: Sean f,g € A\ {0} coprimos (es decir, su mdzimo comin divisor es 1).
Entonces el ideal fA+ gA tiene indice finito en A.

Proposicién 2.9: Todo ideal (no nulo) 4 del dlgebra A estd contenido en un ideal principal
minimo alA. Entonces decimos que a es un pseudo-generador del ideal 1 y tenemos (al : )
finito.

Demostracion: Sabemos que A es un anillo noetheriano, entonces un médulo noetheriano
sobre sf mismo. Por lo tanto sea 4 = >""" | f;A. Denotemos D el mdximo comun divisor de
los f;. Tenemos

I Cal & alfi, Vi=1,...,m

por lo que el minimo ideal principal que contiene a $f es DA. Por dltimo, (DA : 4l) es finito
por el lema 2.7. g

Observacion: Si il no es principal, entonces tenemos a ¢ . Por ejemplo {{ = 9, entonces
1 C (1) = A porque MM es maximo.

Sea p = car(O/70) y supongamos que I es un p-grupo profinito libre de rango 1, es decir
existe un isomorfismo no canénico de I' al grupo aditivo de Z,.
Definicién 2.10: Para r > 0 consideremos los polinomios distinguidos
wp=(T+1)P —1. (2.1)
Definimos el r-ésimo polinomio ciclotémico como
Wy

b, = —— .
e (2.2)

parar > 1y &y = wp.
Teorema 2.11: Supongamos que vy es un generador topoldgico de I'. Entonces la aplicacion
A=0[T] = O[], Tr~y-1

es un isomorfismo de O-dlgebras topolégicas. En particular, A es una O-dlgebra profinita.
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2.1 El anillo de series de potencias

Demostracion: Para r > 0 usaremos los polinomios w, y denotamos I';. el inico subgrupo
de I tal que I'/T, ~ Z,/p"Z,. Por el lema de division (lema 2.3) tenemos

Ajw, A ~ O[T /w,O[T] para todo r > 0,
ademds tenemos los isomorfismos de O-algebras para todo r > 0
O[T]/w,O[T] =5 O[/T,]
Tmédw, +— y—1modT,.
Los inversos de estos morfismos estan dados por
yméd T — T + 1 moéd w,.

Como en la definicién 2.10, tenemos w,y1 = w, P41 por lo tanto las proyecciones
AJwr41 — AJw, son compatibles con los isomorfismos ¢,., es decir el diagrama

AJwpr 2 O[0/Tyiq]

l l

AJw, —22— O[T/T,]
es conmutativo y tomando limites inversos en ambos lados tenemos

@A/M =, @O[F/I‘T] = O[1].

Falta demostrar entonces que el limite del lado izquierdo es isomorfo al dlgebra de series
formales A.
Sea ¥: A — @A/wr, veamos que

keryy = {feA|feEw.AVr>0}
- ﬂ w, A
r>0

= ()7

la dltima igualdad se deduce del hecho que
M = (m, TV > (p. TV D wh, (2.3)
y los (mr)re]NZI forman una base de vecindarios alrededor de 0 de A con la topologia
M-adica.
Finalmente, sea f = (f),>0 un elemento de lim_ A/w,, entonces
fr = fimoéd w1

para todo 0 < t < r. Es decir f, — f; € w,A, en particular f,. — f; € M ! por (2.3) para
todo r >t > 0. Por lo tanto f € A ya que A es compacto por la topologia M-adica. |

Para G un grupo profinito y R un anillo profinito llamamos dlgebra de Iwasawa de G con
coeficientes en R al anillo de grupos profinito
A(G) := R[G] = ]gl R[G/U]
U<G
(aqui normalmente R = O es el anillo de enteros de una extensién finita de Q,, por ejemplo
R =7Z,, y deberia ser claro del contexto).

En el caso en que I' es un p-grupo profinito libre de rango 1 y O un anillo de valuacién
discreta, el teorema 2.11 nos dice que el dlgebra de Iwasawa A(T") de T es isomorfa a las series
formales O[T] en una variable con coeficientes en R. En este caso particular, denotamos
simplemente A := A(T") si no hay confusién.
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Capitulo 2 El algebra de Iwasawa
Ejercicios

Ejercicio 2.1: Demuestre que los polinomios ®, € A de la definicién 2.10 son elementos distinguidos
e irreducibles en A.

Ejercicio 2.2: Cada serie de potencia f € O[T define una funcién
70— O, z+— f(x)

(verifique que esto es bien definido). Asumamos que esta funcién tiene una infinitud de ceros. Usa el
Teorema de preparacién de Weierstrafl para demostrar que entonces f = 0.

Ejercicio 2.3: Demuestre las inclusiones (2.3) del teorema 2.11.

Ejercicio 2.4: Sea G un p-grupo abeliano profinito libre de rango n y O un anillo de valuacién
discreta, demuestre que el algebra de Iwasawa A(G) es isomorfa al dlgebra de series formales
O[T, ..., Tm] en m variables con coeficientes en O.

2.2. Medidas

En esta seccién explicamos cémo los elementos del dlgebra de Iwasawa A(G) pueden ser
vistos como medidas en GG, para cualquier grupo profinito G. Luego lo estudiamos en mas
detalle en el caso especial G =1T' con I' >~ Z,,. Este punto de vista no serd tan importante en
este texto, pero es muy comun en la literatura y no deberia faltar aqui.

Fijamos un anillo O como anteriormente, que sea un anillo local de valuacién discreta,
completo por la topologia definida por las potencias de su ideal maximo. El ejemplo més
importante es en el que O es el anillo de enteros de una extension finita de Q,. Esta teoria
se puede desarollar en mas generalidad, pero asi sera suficiente para nosotros.

Definicién 2.12: Sea G un grupo profinito. Escribimos C(G, Q) como el O-médulo de
funciones continuas G — O y C*>°(G,0) como el submédulo de funciones localmente
constantes. Definimos una norma en C(G, O) como

[fl =sup[f(g)] (f € C(G,0)).
geq

El submédulo C*(G, O) puede ser caracterizado de diferentes maneras segin el ejerci-
cio 2.5.

Proposicién 2.13: C(G,O) es completo con respecto a la norma introducida en la defini-
cion 2.12 y C°(G,0) es denso.

Demostracion: Demostramos sélo la densidad y dejamos la completitud como ejercicio,
porque los argumentos son muy similares.

Para ver la densidad de C*(G, O) sean dados € > 0y f € C(G, ). Para cada w en
la imagen de f sea B(w,e) C O la bola de radio ¢ aldrededor de w. Porque la topolo-
gia en O estd definida por una ultramétrica, B(w,e) es abierta y cerrada. La preimagen
Uy = f~Y(B(w,¢e)) C G entonces también es abierta y cerrada. Los U,, (para todos los w)
obviamente cubren G, y porque G es compacto podemos elegir una cantidad finita wy, ..., w,
tal que los U,,, para ¢ =1,...,n cubren G. Pongamos para cada tal ¢
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(que todavia es abierto y cerrado) y definimos una funcién

fr= ZwﬂlAi
i=1
(donde 1 denota la funcién indicador). Entonces

[f = f'I = sup |f(z) = fo(z)| = médx sup |f(z)—wi| <e
reX

=1L,...ngeA,;
y la densidad de C*°(G, O) resulta. O

Definicién 2.14: Definimos D(G, O) = Homp (C(G, O), 0), donde «Home» son homomor-
fismos continuos de O-médulos. Los elementos de D(G, Q) se llaman medidas en G con
valores en O.

Si f e C(G,0)y e D(G,0O) a veces escribimos

/Gfdu

Una consecuencia importante de la proposicién 2.13 es que de hecho D(G, O) = Homp (C* (G, O), O)
(ejercicio 2.6).

en lugar de pu(f).

Proposicién 2.15: (a) FExiste un isomorfismo candnico de O-mddulos topoldgicos

A(G) ~ D(G, 0).

(b) Sea x: G — O* un cardcter y p € D(G,0), y escribimos p también para la imagen
de 1 en A(G) bajo el isomorfismo de (a). Entonces la imagen de p bajo el morfismo
candnico A(G) — O inducido por x es

/ x dp.
G

(¢) El isomorfismo de (a) se convierte un isomorfismo de O-dlgebras si definimos la
multiplicacion en D(G, Q) como la convolucion

/ fd(paxpz) / (/ f(gh) dui(g ) dpz(h) para f € C(G, R), w1, p2 € D(G, R).
Demostracion: De los ejercicios 2.5 y 2.6 se ve facilmente que

D(G.0) = lim D(G/U,0).

U<G

Pero como G/U es un grupo finito discreto, C(G/U, O) es un O-mébdulo libre de rango finito
con una base canénica dada por los elementos de G/U, y pues lo mismo es cierto para su
moédulo dual. Esto muestra que canénicamente

D(G/U, 0) ~ C(G/U, 0) ~ O[G/U]

como O-mdédulos. La afirmacién (a) resulta pues de la definicién de A(G).
Por la construccién del isomorfismo que acabamos de explicar es obvio que un elemento
g € G corresponde a la medida de Dirac d, que envia f — f(g) para f € C(G,O). Por eso el
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morfismo D(G, O) — O, p+— p(x) coincide con x si lo restringimos a G C A(G) ~ D(G, O).
Esto demuestra que la composiciéon A(G) — D(G,O) — O debe ser el morfismo dado por la
propiedad universal porque ese es tnico. De ahi que (b) resulta.

Sigi,92 € Gy dg,,0d4, son las medidas de Dirac correspondientes, entonces de la definicion
de la convolucién resulta facilmente que dg4, * dg, = 04,4, Por lo tanto

G- D(G,0)%, g i,

es un morfismo de grupos topolégicos que induce un morfismo de O-dlgebras A(G) — D(G, O).
Pero de la construccién es claro que este coincide con el isomorfismo de (a), tenemos pues

(c). O

A partir de ahora identificamos A(G) con las medidas D(G, O) y pues vemos elementos
de A(G) como funciones en C(G, O).

Definicién 2.16: Escribimos Q(G) como el anillo de cocientes de A(G), es decir la loca-
lizacién en que invertimos todos los elementos que no sean divisores de cero. Ademas sea
I(G) C A(G) el ideal de aumentacidn, es decir el nicleo del morfismo A(G) — O que envia
todos los elementos de G' a 1.

Llamamos un elemento de Q(G) una pseudo-medida si (g — 1)p € A(G) para cada g € G.

Notemos que para cada pseudo-medida p, I(G)p es un ideal en A(G).

El morfismo x: A(G) — O inducido por un cardcter x: G — O* se extende a un elemento
2 € Q(G) siysblosib¢kery. Si u= ¢ es una pseudo-medida entonces b ¢ ker y siempre
es cierto si x no es trivial: porque (¢ — 1)u € A(G) para cada g € G significa que para cada
g existe un ¢4, € A(G) tal que g — 1 = ¢4b, y si escogemos un g € G con x(g) # 1 entonces
x(b)x(eq) = x(g —1) = x(g9) —1 # 0 y pues x(b) # 0. Esto demuestra que la siguiente
definicién tiene sentido.

Definicién 2.17: Si p € Q(G) es una pseudo-medida y x: G — O es un cardcter no
trivial, entonces ponemos

1
/Gxdu =1 /Gxd((g— 1)p)
para g € G tal que x(g) # 1.

Es claro que la expresion que acabamos de definir no depende de g.

A partir de entonces remplazamos G por el grupo Z,. Si « € Z,, entonces escribimos [x]
para el elemento del grupo Z, C A(Z,)* para distiguirlo del elemento = € Z, C A(Z,) en
el anillo de coeficientes. Tenemos entonces el generador topolégico candnico [1].

En este caso describimos con mas detalle los tres puntos de vista del algebra de Iwasawa.
Tenemos un diagrama conmutativo de isomorfismos continuos

A(Zp) de la proposicién 2.15 D(ZZ” O)
T
del teorema 21\ % (24)

ol

Al rato vamos a describir méas explicitamente los mapoes M y Y. Primero deduzcamos el
siguiente resultado.

Teorema 2.18 (Mahler): Cada funcidn f € C(Z,,O) se escribe de manera unica como

=3 a (0) wez) (2.5)

n=0
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con coeficientes ap, € O tal que lim a, = 0. Aqui (I> =1y
n— o0 0

(z) _ z(x—1)- n'(x —n+1) (n € Nso, 7 € Z). (2.6)

Por otro lado, cada serie de la forma (2.5) converge y define un elemento de C(Z,, O).

Demostracion: Es facil ver que cada serie de la forma (2.5) converge y define un elemento
de C(Z,, O); omitimos los detalles aqui. Para ver la unicidad utilizamos el mapeo

A: C(Z,,0) = C(Z,,0), Af(2) = f(w+1) - (2) (x € Z,).

Porque para n € N> y & € Z, tenemos (usando el ejercicio 2.9)

A=) -0) =05

resulta que si f € C(Z,, O) es de la forma (2.5) entonces a, = A" f(0) para cada n € IN>o.
Esto demuestra la unicidad de los coeficientes.

Para demostrar que cada f € C(Z,, O) se escribe en esta forma, fijemos x € Z,. El
elemento [z] € A(G) corresponde a la medida de Dirac ¢, € D(Z,, O), y también a la serie

de potencias
oo

1+17)7 =Y (Z)Tﬂ € O[T7].

n=0
Usamos la medida Y(T™) € D(Z,, O) que corresponde a T™ para cada n. Porque todos los
isomorfismos en (2.4) son continuos, obtenemos

F@) = 8.(1) = i () ram

y obtenemos la afirmacién poniendo a,, = YT(T™)(f). O
Corolario 2.19: Los mapeos M y T en el diagrama (2.4) son dados por

- icn(u)T” con cnlp) = /Z (i) du(z) = ((n)> para (1 € D(Z,,0), n € Nx,

n=0

Zan b, para f = Zan( ) € C(Z,,0), g—Zb ™ € O[T],

n=0

donde usamos el teorema 2.18 de Mahler para escribir f en esta forma.

Demostracion: La continuidad de T implica que

£ = X(T)(f)

para g =y b,T" € O[T] y Y(T")(f) = an segin la demostracién del teorema 2.18. Esto
demuetra la formula para Y.

La afirmacion para M resulta si verificamos que la formula de arriba define un mapeo
inverso a Y. Esto es un calculo corto que dejamos como ejercicio. |
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Ejercicios

Ejercicio 2.5: Demuestre que para una funcién f € C(G, O) los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

(a) f€C™(G,0);
(b) existe un subgrupo abierto H C G tal que f se factoriza como una funcién G/H — O;

(¢) la imagen de f es finita.

Ejercicio 2.6: (a) Demuestre que C(G, Q) es completo con respecto a la norma introducida
en la definicién 2.12 (la primera afirmacién de la proposicién 2.13).

(b) Deduzca de la proposicién 2.13 que D(G, O) = Homp (C* (G, O), O).

Ejercicio 2.7: Demuestre que los morfismos M y Y (si las definimos por las férmulas en el
corolario 2.19) son inversos el uno al otro.

Ejercicio 2.8: Demuestre que para g € O[T'] tenemos

/ dY () = 9(0).

P

Ejercicio 2.9: Demuestre las siguientes relaciones para los binomios:

(2= ()=(2)

(b) Para cada j,k,z € N>o con k <z

jt+k T N EAVE A
k j+k)  \k i )
(c) Para z,k € N>p con k <=z

S(_l)j z—k\ [, k=u=,
: i ) 0, 0<k<ua.
j=0

Use el teorema del binomio para esto.

(a) Para cadan € N>gy © € Zy,

Ejercicio 2.10: En este ejercicio damos una demostracién directa y elemental del teorema 2.18 de
Mabhler (sin usar el los isomorfismos en (2.4)), siguiendo [Hidg3, §3.1] (sin la parte de la unicidad,
que ya demostramos de una manera elemental en el teorema 2.18).

Sea f € C(Zyp,0). Para n € N>q definimos

=30 (k)f(n b= <k>f(k)~

k=

(a) Use relaciones del ejercicio 2.9 para verificar que

> an (jj) = f(x)

para n € IN>;.
(b) Deduzca el teorema de Mahler.
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2.3. |ldempotentes y el algebra de lwasawa para grupos
mas grandes

Hasta ahora estudiamos el dlgebra de Iwasawa de la forma O[I'] con un grupo profinito I'
isomorfo a Z,, pero al final queremos usar el anillo andlogo para grupos més grandes de la
forma A x I" con A un grupo finito. En esta seccién estudiamos estas dlgebras para que los
idempotentes ortogonales son una herramienta til. Resumamos sus propiedades, que son
bien conocidas. En el ejercicio 2.13 damos algunas indicaciones de la demostracién.

Lema 2.20: Sea A un dominio entero y A un grupo abeliano finito tal que #A € A* y A
contiene las raices de la unidad de orden #A. Para cada cardcter x: A — A* definimos

e = #LA S x(0)15 € A[A].
JeA

Este elemento se llama idempotente asociado a .
Entonces tenemos lo siguiente:

(a) € = ey para cada x;
(b) ey 6 = x(d)ey para cada x y 6 € A;
(c) exey =0 si X 7 ;
(d) Zx ey =1, la suma tomada sobre todos los x posibles.
Ahora sea M un A[A]-mddulo. Para cada x: A — A* escribimos
M[x]={me M |Vé e A: dm = x(§)m}
para el espacio propio de x en M. Entonces
(e) M[x] = exM;
(f) M =&, M[x], la suma tomada de nuevo sobre todos los x: A — A* posibles.

Ahora sea G un grupo profinito de la forma G = A x I" con un grupo finito A y un grupo
profinito I". Ademads sea A un anillo conmutativo topolégico tal que #A € A* y A contenga
las raices de la unidad de orden #A. Escribimos

A[G] := lim A[G/N],
N

el limite tomado sobre todos los subgrupos normales abiertos de G.* Entonces A[G] es un

A[A]-médulo y podemos aplicar el lema 2.20. Se verifica facilmente (usando lema 2.20 (b))

que para cada x de hecho e, A[G] es un A-algebra topolégica con multiplicacién (e, g)(eyh) =
ey(gh) para g,h € G.

Lema 2.21: Para cada x: A — A™ existe un isomorfismo candnico de A-dlgebras topologicas
E,: e, A[G] = A[T].
Es decir,

A[g] ~ @ AT,

la suma tomada sobre todos los x: A — A*.

* Es decir, si A es un anillo profinito, esto es el anillo de grupos profinito que definimos antes, pero ahora
permitimos anillos mas generales como coeficientes. En las aplicaciones el anillo A serd un anillo profinito
o una extensién finita de Q o Qp.
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Demostracién: Primero observamos que A[G] = lim = A[A x T'/N], el limite tomado esta
vez sobre los subgrupos normales abiertos de T. lﬁﬁemos un tal subgrupo N. Entonces es
suficiente construir un isomorfismo e, A[A x I'/N] ~ A[I'/N], la afirmacién resulta de esto
tomando el limite.

Para cada g = (d,7) € A xI'/N tenemos e, g = x(0)ve, (véase lema 2.20). El mapeo

exg — x(0)y

se extiende A-linealmente a un morfismo de A-médulos e, A[A x I'/N] — A[T'/N]. Por otra
parte el mapeo

A[L/N] = ey A[A x T/N], 7+ ey(Ly) (v €T/N)

se extiende a un morfismo en la otra direcciéon. Un calculo facil muestra que estos morfis-
mos son inversos el uno al otro, ademés es obvio de sus definiciones que los mapeos son
multiplicativos. 0

La aplicacién mas importante de esto serd la situacion en que A = O es el anillo de enteros
en una extension finita de Q, y G es isomorfo a Z ~ I’ x (1+pZ,), con A correspondiendo
alFy y Gal+pZ,, que es entonces isomorfo a Z, y que por eso denotamos I'. Entonces
O contiene las raices (p — 1)-ésimas de la unidad y p — 1 € O*. Fijemos un isomorfismo
G ~ 7, . Entonces los caracteres de A son las potencias del cardcter de Teichmiiller w.

Corolario 2.22: Para cadai € {1,...,p—1} existe un isomorfismo candnico de O-dlgebras
profinitas

E,i: e, O[G] — O[I].

p—1
Es decir, O[G] ~ @O[[F]],

i=1

En particular, todos los e, O[G] son isomorfos a O[T] (no canonicamente, despues de
elegir un generador topoldgico de T', véase teorema 2.11) y podemos aplicar los resultados de
nuestro estudio de este anillo.

Ejercicios

Ejercicio 2.11: Sea A un grupo abeliano finito y A un anillo conmutativo que contiene las raices
#A-ésimas de la unidad. Denotamos Ael grupo de caracteres A — A* (con multiplicacién puntual).
Demuestre que A~ A no candénicamente; en particular, existen #A caracteres A — A*. Use el
teorema de estructura de grupos abelianos finitos para esto.

Ejercicio 2.12: Sea A un grupo abeliano finito y A un dominio entero que contiene las raices
#A-ésimas de la unidad.

(a) Sea d € A fijado. Demuestre que

_#A sido=1,
ZX((S)_{O sid#1

X

(la suma corriendo por todos los caracteres x: A — AX).

(b) Sea x: A — A* fijado. Demuestre que
#A six =1,
> x(8) = .
> 0 six#1

(la suma corriendo por todos los § € A).
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Puede ser util usar el ejercicio 2.11 para esto.

Ejercicio 2.13: Sea A un grupo abeliano finito y A un dominio entero que contiene las raices
#A-ésimas de la unidad. Demuestre las propiedades de los idempotentes del lema 2.20.

Las propiedades (a) y (b) se puede verificar con calculos directos usando que la multiplicacién
con un elemento permuta los elementos del grupo A, que permite transformar las sumas. La relaciéon
(c) resulta de (b) considerando el elemento eyeqy. La relacién (d) resulta del ejercicio 2.12. Las
afirmaciones (e) y (f) son consecuencias directas de las propiedades anteriores.

Ejercicio 2.14: Consideramos la situacién del lema 2.21. El morfismo
F-G=AxT, v~ (1,7)

induce un morfismo de A-dlgebras A[['] — A[G]. Componiendo este con el isomorfismo del lema 2.21
obtenemos un morfismo de A-algebras

A[T] — P AIr].

Demuestre que este morfismo es la aplicacién diagonal z — (z, ..., x).
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Capitulo 3

Maodulos noetherianos sobre el algebra de
Iwasawa

Despues de haber conocido el dlgebra de Iwasawa vamos a estudiar médulos sobre ella.
Esto es interesante porque aparecen de manera natural en muchas situaciones (véase por
ejemplo la proposicién 1.8) y porque admiten una teoria de estructura muy similar a la de
moédulos sobre anillos de ideales principales.

Recordemos que un R-médulo M es llamado noetheriano si todos sus submédulos son
finitamente generados. Equivalentemente, si satisface la condicién de la cadena ascendente
en el orden parcial formado por sus subméddulos e inclusiones. Equivalentemente, que para
un conjunto S no vacio de submédulos de M existe un submédulo méximo, es decir un
submoédulo My de M tal que para cualquier elemento N de S que contenga M, tenemos
N = M,.

Un anillo conmutativo se llama noetheriano si es noetheriano como maédulo sobre si
mismo. Observemos que un médulo sobre un anillo noetheriano es noetheriano si y solo
si es finitamente generado. Como vamos a estudiar sobre todo moédulos sobre el dlgebra
de Iwasawa (jque es un anillo noetheriano!) podemos usar las expresiones «noetheriano» y
«finitamente generado» sinénimamente en este caso.

Ademas los médulos noetherianos se comportan bien en sucesiones exactas cortas, ya que
si tenemos una sucesion exacta de R-médulos

0=-M —-M-—=>M' =0,

entonces M es noetheriano si y solamente si M’y M" son noetherianos. Es decir, la categoria
de los R-médulos noetherianos es una subcategoria de Serre de la categoria de los R-médulos.
Para un elemento x en un R-mddulo M definimos el anulador de x como

ann(z) ={r e A |r-z =0}

Un elemento = # 0 es dicho de torsion si su anulador no es trivial. Un médulo M se llama de
torsion si todos sus elementos son elementos de torsion y se llama libre de torsion si ninguno
de sus elementos es elemento de torsiom.

Observemos que si M es un R-médulo noetheriano, entonces existen x1,...,xq4 € M tales
que M = Zle Rz;, por lo tanto tenemos que

d
ann(M) := ﬂ ann(x) = ﬂ ann(x;).

zeEM

3.1. Pseudo-isomorfismos

Definicién g.1: Decimos que M es un A-mddulo, si es un grupo topoldgico abeliano y
Hausdorff, ademéas de un A-mdédulo tal que la accién de A es continua.
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Proposiciéon 3.2: Decimos que un A-mddulo M noetheriano es pseudo-nulo si satisface las
siguientes condiciones equivalentes

(a) Para todo ideal primo p de altura <1, el localizado M, es trivial.

(b) El dnico ideal primo que contiene al anulador ann(M) es p = 9.

(c) M es finito.

Demostracion: (a) = (b): Si x € M y denotamos z, su imagen en M,, entonces x, = 0 si
existe un s € A\ p tal que sz = 0, es decir s € ann(M) € p. Por lo que claramente el
tnico ideal que contiene a ann(M) tiene que ser el ideal méximo.

(b) = (a): Siann(M) ¢ p entonces existe s ¢ p tal que sM = 0, es decir M, = 0.

(b) = (c): Sieltnico ideal que contiene ann(M) es M tenemos que el radical Rad(ann(M)) =
9. Luego como A es noetheriano ann(M) D 9, para algiin k suficientemente grande
(ver el ejercicio 3.6). Finalmente, si escribimos M = x1A + ... 4+ 24A y tomamos en
cuenta que ann(M) C ann(z) para todo x € M, obtenemos que |M| < (A : MF)9.

(¢) = (b): Si M es finito, entonces
MM D MM D MM > ...

es una filtracién estricta de médulos finitos que eventualmente es 0. Es decir ann(M) D
9MF par algin k, por lo que ningiin ideal de altura 1 contiene al anulador.

Observacion:
(a) Un A-médulo pseudo-nulo es de torsién ya que M ®x K = M) = 0.

(b) El 6rden de un A-médulo pseudo-nulo siempre es una potencia de p (porque es un Z,-mdédulo).

Definicién 3.3: (a) Un morfismo ¢ de A-mdédulos sera llamado pseudo-inyectivo (res-
pectivamente pseudo-sobreyectivo) luego de que el niicleo ker(¢) (respectivamente su
co-niicleo coker(¢)) es pseudo-nulo.

(b) Un morfismo que es pseudo-inyectivo y pseudo-sobreyectivo, decimos que es un
pseudo-isomorfismo.

(¢) Sig: M — N es un pseudo-isomorfismo escribimos M ~ N.

Observacién: Tenemos que ¢ : M — N es un pseudo-isomorfismo si equivalentemente ¢, : M, —
N, es un isomorfismo para todos los ideales p de altura menor o igual que 1.

Ejercicios

Ejercicio 3.1: La relacién de pseudo-isomorfismo generalmente no es simétrica, demuestre que
M ~ A pero A % 9 (no obstante, tenga en cuenta el ejercicio 3.11).

Ejercicio 3.2: La relacién de pseudo-isomorfismo es transitiva: demuestre que la composicién de
dos pseudo-isomorfismos es un pseudo-isomorfismo.
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Ejercicio 3.3: Sea M un A-médulo noetheriano. Demuestre que M es pseudo-nulo si y solamente
si existen f y g elementos coprimos de A tal que fM = gM = 0.

Ejercicio 3.4: Sea ¢: M — N un pseudo-isomorfismo de A-médulos y a = méx{|ker(y)|, | coker(p)|}.
Sean a: M — M y 8: N — N morfismos de A-médulos tales que el siguiente diagrama conmuta

M —= M
Ik
N 24 N
Tenemos un diagrama
0 a(M) M M/a(M) —— 0
[
0 B(N) N N/B(N) —— 0

con lineas exactas.

(a) Demuestre que

| ker(¢')|, |coker(¢))], |coker(p”)| <a and |ker(¢”)| < a®.
(b) Deduzca que si ¢: M — N es un pseudo-isomorfismo y v € A entonces ¢, : M/vM — N/vN
también es un pseudo-isomorfismo y |ker ¢, | < a?, | coker o, | < a.

(¢) En la misma situacién, deduzca que

M/vM es finito <= N/vN es finito.

Ejercicio 3.5: Recordemos que el soporte de un mddulo M estd definido como el conjunto de los
ideales primos tales que la localizacién es no trivial, es decir

sop(M) = {p C R primo | M, # 0}.

Sea M un A-mdédulo noetheriano y sea oo € A un elemento diferente de cero tal que sop(A/aA)
y {p € sop(M)|p es de altura 1} son disjuntos. Entonces la multiplicacién por o en M es un
pseudo-isomorfismo.

Ejercicio 3.6: Recordemos que el radical de un ideal I en un anillo conmutativo R estd definido
como el conjunto de los elementos r € R que al elevarlos a alguna potencia pertenecen a I, es decir

Rad(I) ={r € R|r" € I}.

(a) Demuestre que

Rad()= [ »
pESpec(R)
ICp

(b) En particular, si M es un médulo finitamente generado sobre un anillo noetheriano R.
Entonces

Rad(ann(M)) = ﬂ p.

pEsop(M)

(c) Con las hipétesis anteriores, si Rad(ann(M)) = 99 entonces ann(M) D 9M*, para algin k
suficientemente grande.
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3.2. A-moddulos noetherianos de torsion

Recordemos que si F' es un submédulo finito de un A-médulo M, entonces F' es de torsion.
Si usted no recuerda esto, lo invitamos a hacer el ejercicio al final de la seccién.

Proposiciéon 3.4: Sea M un R-mddulo noetheriano. M contiene un submaodulo mdzximo
finito F, y M/F no contiene submddulos finitos no triviales.

Demostracion: El conjunto de los submédulos finitos de M contiene un elemento maximo F
por la propiedad noetheriana, de lo contrario si G es otro médulo que no esta contenido en
F, entonces F' + G es finito y contiene F. O

El anulador de M es un ideal. En el caso especial R = A, la siguiente proposicion revela
su naturaleza.

Proposiciéon 3.5: S7 M es un A-mddulo sin submddulos finitos no triviales, su anulador
ann(M) es principal.

Demostracion: Sea M = Axzy + --- + Axq. Escribamos m € M como m = Z?:l i
Supongamos que ann(M) no es principal, entonces por la proposicién 2.9, ann(M) estd
contenido en un ideal principal aA con indice finito y aM es no trivial. Existe un morfismo
sobreyectivo (aA/ann(M))? — aM, por lo tanto

laM| = (aM : ann(M)M) < (aA : ann(M))4,
lo cual contradice nuestra hipétesis en la carencia de submédulos finitos no triviales. O

Lema 3.6: Sea M un A-médulo noetheriano y de torsion, sin submaodulos finitos no triviales.
Sea f = f1f2 una factorizacion de su anulador con fi1 y fo coprimos. Entonces tenemos

M~fM& oMy fiM®foM~M
con ann(f1M) = foA y ann(foM) = f1A.

Demostracion: Es claro que la suma fiM + foM es directa, ya que si x € fiM N fo M, por
la proposicién 2.9 tenemos que A/ann(z) ~ Az es finito. Como M no contiene submddulos
finitos no triviales concluimos que = = 0. Por lo tanto tenemos la siguiente sucesion exacta

Veamos que el mapeo = — fix + fox es inyectivo. El nicleo de la aplicacién es {z €
M| fix = —fazx}, por lo que el nicleo es anulado por (f1 + f2) v f. Entonces si z es un
elemento del nicleo tenemos

(fi+ f2)A+ fA Cann(z) C A

pero A/ann(z) ~ zA es finito por la proposicién 2.9 ya que (f1 + f2) y f son coprimos. Por
lo tanto z = 0 y tenemos la siguiente sucesién exacta

0= M— fiM @ foM — (fiM © f2M)/(f1 + fo) M.

Por ultimo, demostramos que los conticleos son finitos. Observemos que M/ f1M @ foM
es anulado por f1 y por fo. Es decir, al localizar en p, existe siempre un elemento f; tal que
fiM € f1M & faM. Por lo que el localizado es nulo para todo p de altura > 1.

Por tdltimo, tenemos que

(fi+ o) (iM @ foM) C (fi + fa)M C 1M & foM,

42



3.2 A-médulos noetherianos de torsién

ademads es facil ver que

M & fo2M/(fi + f2)(iM & faM)
es anulado por f; y fo. Por lo tanto pseudo-nulo. |

Lema 3.7: Sean M y N A-mddulos noetherianos y de torsion, ambos sin submaodulos finitos
no triviales. Entonces M ~ N si y solamente si N ~ M.

Demostracién: Sea M —2s N un pseudo-isomorfismo. Sea ¢ € A un elemento coprimo a f,
el generador de ann(M), tal que ¢ anula ker(p) (ejercicio 3.3). La restricciéon de ¢ a ¢M es
inyectiva, y ¢M es de indice finito en M.

La imagen ¢(cM) es de indice finito en N (ejercicio 3.4). Es decir, podemos elegir d
coprimo con g, el generador de ann(N), tal que dN C ¢(cM). La multiplicacién por d en N
es pseudo-inyectiva. Como la composicién de pseudo-isomorfismos es un pseudo-isomorfismo
(ejercicio 3.2), tenemos un pseudo isomorfismo

N = dN £ cM < M,

donde ¢~ 1(dN) C ¢M y como p(dM) C dN, tenemos que dM C ¢~ 1(dN) y deducimos que
coker(p~1) es pseudo-nulo. ]

El lema precedente es de hecho cierto con méas generalidad y es una consecuencia del
teorema de estructura. La relacién de pseudo-isomorfismo es una relaciéon de equivalencia
entre los A-médulos noetherianos de torsién (ver el ejercicio 3.11).

Proposicion 3.8: Sea M un A-mddulo noetheriano y de torsion sin submdédulo finito y con
anulador de la forma p¢ con p un ideal primo principal de A. Entonces M es pseudo-isomorfo
a una suma directa

k
M~ EPA/pe.
i=1

Demostracion: Primero supongamos que p = P con P un polinomio distinguido e irreducible.
El cociente A/P¢ es un O-mobdulo libre de dimensién edeg(P). Por lo tanto, como M es
finitamente generado como A/P¢-mddulo, también lo es como O-mddulo. El submédulo de
O-torsion To(M) de M, por el teorema de estructura de médulos finitamente generados
sobre anillos principales, es anulado por una potencia 7" del uniformizante de O. Por lo que
To(M) es un A-médulo anulado por 7™ y por P¢, entonces pseudo-nulo. Por hip6tesis, M
no contiene submddulos finitos no triviales, de donde concluimos que M es libre de O-torsién
y por lo tanto libre. Sea d = rgy, M, vamos a proceder por induccién para demostrar el
resultado.

Si d = 0 no hay nada que demostrar. Supongamos que la hipétesis es cierta para M de
rango menor que d.

Sea x € M de anulador minimo P¢ y consideremos la sucesién exacta corta

0— Az — M — M/Az — 0.

Por hipétesis de induccién M/Az es pseudo-isomorfo a una suma directa M’ = @, A/p%.
Tomemos un ¢ ¢ p, tal que la imagen de M/Ax contiene cM’. Escribimos

cM' = é Acx;
i=1
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con x; € M’'. Tomamos levantamientos y; en M de los cx;. Dado que P 1 2, podemos escribir
Péiy; = fPe;x € Ax

con Pt fye,>e; Seaz =y, — fPei*eix en M. Claramente las imagenes z; y 4; de z;
y de y; en M/Ax coinciden, ademés P¢z; = 0 en M, por lo tanto Az; ~ A/p%. La suma
it Az es directa, isomorfa a

DA/pe
i=1
Definamos por tltimo

M" = (é Azi> + Az,
i=1

la suma es directa y es un submédulo de M. El cociente M” /Azx = @]", AZ; es isomorfo a
M’. Como M/Az y M’ son pseudo-isomorfos, tenemos que el morfismo inducido

(M/Az)/(M" Az) — M'/(M" /Az) =0

tiene ntcleo y conticleo finitos (ver el ejercicio 3.4). De donde tenemos que M/M" es finito y
por el lema 3.7 tenemos que M ~ M".

Ahora supongamos que p = 7. El cociente M /7 M es un k[T] mddulo noetheriano, por lo
tanto es una suma directa de un médulo finito y un médulo libre de dimensién d. Vamos a
demostrar el enunciado por induccién sobre la dimension del médulo libre.

Supongamos que d = 0, entonces M /7w M es finito, anulado por una potencia de T' digamos
T™. Tenemos T M C wM, es decir T M = 0, ya que 7°M = 0. Es decir, M es anulado
por T¢™ y w¢, por lo tanto pseudo-nulo.

Supongamos que la hipétesis se verifica para dimensiones menores que d y sea entonces
M /7w M una suma directa de un médulo finito y un k[7]-médulo libre de dimensién d. Luego
procedemos con la induccién exactamente como en el caso anterior, tomando un elemento
x € M de anulador minimo 7°. 0

Ejercicios

Ejercicio 3.7: Demuestre que todo A-médulo M noetheriano es pseudo-isomorfo a M/F donde F
es su submédulo méximo finito.

Ejercicio 3.8: Sea M un moédulo noetheriano. Demuestre que todo submédulo finito de M es de
torsién.

3.3. Teorema de estructura
Para un A-médulo noetheriano M escribimos
(a) T (M) como su submddulo de torsién.

(b) F(M)= M/T(M) su cociente maximal libre de torsién.

Proposicién 3.9: Sea M un A-mddulo noetheriano libre de torsion. Entonces M es pseudo-
isomorfo a A% para un inico d > 0.
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Demostracion: Vamos a proceder por induccién sobre la dimensiéon de V = M ®, @, que
también llamaremos rango de M. Si d = 1, el resultado es una consecuencia de la pro-
posicién 2.9. Supongamos que el resultado se cumple para moédulos de rango menor que
d.

Sea 71 : V' — V] una proyecciéon de V' a un espacio vectorial de dimension 1 V3. Definimos
M, = m(M). Sea e; € V; una base tal que M; C Aeq, con indice finito. Entonces existe
n € IN>; tal que ne; € My. Sea m € M una preimagen de ne; bajo ;. Definimos

Vi =V

1
e = —m.
n

Tenemos m o j1 = id |y, . Ademds para todo elemento m; € M; tenemos que nji(mi) € M.
Sea Vi = ker(V ™% V1) ~ V/41(V1). Entonces tenemos los siguientes morfismos

J1 T2
—/{ A
%1 |4 Va,
Y~ — ~~
1 J2

con V ~ V] @ V;. Definamos My = mo(M).

Consideremos el morfismo
(71'1,71’2) M — My & My — V.

Queremos demostrar que M esté contenido con indice finito en M7 & Mo, para esto queremos
demostrar que para todo elemento my + ms € My & Mo, existe un n tal que n(m; + ms)
estd en la imagen de M.

Sea m’ € M una preimagen de my bajo ma|as, es decir mo(m') = mo. Como my — 7 (m/) €
M, tenemos que m” = nj;(my — m1(m’)) es un elemento de M. De donde obtenemos

mi(m”) =n(my —m((m)) y m(m”)=0.

Sea m = nm’ +m'. Entonces

nmy(m') + w1 (m”) + nra(m’) + ma(m”)
n(mi(m') + (m1 +mi(m')) +mz)

= n(my +ma).

m1(m) + m2(m)

Es decir, M tiene indice finito en M; & Ms. Por induccién M; y Ms estan contenidos en
sendos mddulos libres con indice finito y por lo tanto su suma directa también. |

La siguiente proposicion, asi como los resultados que le siguen, son analogos a los teoremas
de estructura de grupos abelianos finitamente generados y mas generalmente de modulos
sobre anillos principales (e.g. [Lano2, 1.§8 y I11.§7]).

Proposicién 3.10: Sea M un A-mddulo noetheriano y T(M) su submddulo de torsion.
Entonces M es pseudo-isomorfo a la suma directa

M~T(M)® L,
de T(M) y de un A-mddulo libre L de rango finito.

Demostracion (segin Prop. 5.1.7 [NSWo08]): Por la proposicién 3.9 basta demostrar que
M ~ T (M) & F(M).
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Sea {p1,...,pn} el conjunto de ideales primos de altura 1 de A para los cuales T'(M),, # 0,
es decir {p1,...,pn} C sop(T(M)). Si el conjunto es vacio, i.e. h = 0, entonces T(M) es
pseudo-nulo. Tenemos la composicién de pseudo-isomofimos

M— F(M)—T(M)® F(M),

de donde obtenemos el resultado.

Ahora supongamos que h > 1. Entonces S~'A es un dominio de ideales principales (ver
ejercicio 3.9). Ademds T(S~1M) = S~'T(M), lo cual junto con el teorema de estructura
de médulos sobre dominios de ideales principales que S™*M = S~IT(M) & F(S™'M). Es
decir, la proyeccién de S™*M en S™1T(M) admite una seccién.

El anillo A es noetheriano, por lo tanto M es un A-moédulo finitamente presentable.
Tenemos la siguiente identidad [Eisgs, Prop. 2.10]

Homg 1, (S~ M, S 'T(M)) = S~ Homy (M, T(M)).

La proyeccién 7 : S~1M — S7IT(M) la podemos escribir como 7 = 20 para un sg en Sy
50

fo: M — T(M). Entonces g‘s—lT(M) = idg-17(n)-

fo()

S0
que existe s; € S tal que s1(fo(z) — sox) = 0, equivalentemente s fo(x) = sps1z. Haciendo
f1 = s1fo tenemos que

X s e . .y
Ahora sea xz € T, entonces = —. Por la definicién de localizacién en S tenemos

Jilrory = sosyidpoar -

Definiendo
f=(f9):M—T(M)s F(M)

donde g es el mapeo candnico de M a F(M), tenemos el diagrama conmutativo

0 T(M) M F(M) —— 0
b ||
0 T(M) M F(M) — 0

De donde obtenemos que ker(fi|7(ar)) = ker(f) y coker(fi|rar)) = coker(f). Finalmente, es
facil ver que la multiplicacién por sps; en T(M) es un pseudo-isomorfismo. O

Definicién 3.11: Decimos que un A-médulo F es elemental si es de la forma

k
E=A"® (@ A/p?‘A) :
i=1
donde los p; ideales primos (posiblemente repetidos) de A de altura 1y r,e; > 0 son enteros.
El siguiente teorema es uno de los pilares en teoria de Iwasawa. A pesar de que A no
sea un anillo principal, es muy interesante que tengamos un teorema de estructura salvo

pseudo-isomorfismos. Como veremos més adelante, este resultado y unas técnicas de descenso
nos permitirdn demostrar el teorema de Iwasawa (teorema 4.22) sobre grupos de clases.
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Teorema 3.12 (Teorema de Estructura): Todo A-mddulo noetheriano es pseudo-isomorfo
a un unico A-médulo elemental E

m l
M~E=ANao(EPA/m Ao |EPA/PA
j=1

i=1
donde los P; son polinomios distinguidos ordenados por divisibilidad.

Demostracion: Sea M un A-mdédulo noetheriano. M es pseudo-isomorfo a la suma directa
de un médulo de torsién T(M) sin submédulo finito y de un A-médulo libre L de rango
finito (proposicién 3.10 y ejercicio 3.7). Teniendo anulador principal (proposicién 3.5),
el submédulo T'(M) es pseudo-isomorfo a una suma directa de submédulos T}, (M) con
anuladores primarios p;* (lema 3.6). A su vez, los submddulos T}, (M) son pseudo-isomorfos a
una suma directa de la forma @le A/p?’j cone;1>e€.2>...> e >0 (proposicion 3.8).

Finalmente, sea P; = [[, ., p;"’, con la convencién e;; = 0 si j > k;. Definiendo 1
como el maximo de los k;, obtenemos que P;|P,_1|---|P;. El resultado sigue aplicando el
lema 3.7. ]

A continuacién definimos los invariantes p y A asociados al polinomio caracteristico del
A-submédulo de torsién de un médulo noetheriano M.

Definicién 3.13: Usamos la situacién y la notacién del teorema 3.12.

(a) Escribimos =Y 1" p; y P = H;:1 P; y definimos el polinomio caracteristico del
submodulo de A-torsion de M como P.

(b) Definimos A = deg P = 22:1 deg P;.
El nombre «polinomio caracteristico» es justificado por el ejercicio 3.10.
Ejercicios

Ejercicio 3.9: Sea {p1,...,pr} # 0 un conjunto de ideales primos de altura 1 de A. Demuestre
que:

(a) Si = A\ p; es un conjunto multiplicativo. Esto es, 1 € S; y para todo z,y € S;, entonces
xy € S;.
(b) la interseccién S = () S; también es un conjunto multiplicativo igual a A\ |Jps.

(c) ST!A es un anillo semi-local, es decir tiene un ntimero finito de ideales maximales (Consejo:
utilice el lema de evitacién de ideales primos).

(d) S7'A es un anillo de Dedekind, es decir es integralmente cerrado, noetheriano y sus ideales
primos son maximales.

(e) ST'A es un dominio de ideales principales.

Ejercicio 3.10: Escribimos K como el campo de fracciones de O. Sea M un A-médulo de torsién.
Definimos V = K ®o M, que es un espacio vectorial de dimensién finita sobre K. La aplicacién
V — V definida como multiplicacién por T es K-lineal. Demuestre que el polinomio caracteristico
de esta aplicacion es justamente el polinomio caracteristico de M.

Ejercicio 3.11: Demuestre que la relaciéon de pseudo-isomorfismo es simetrica en los médulos de
torsién (asi que es una relacién de equivalencia). Es decir, demuestre que si M y N son A-médulos
noetherianos de torsién entonces

M ~N < N~ M.

Use el teorema de estructura y el lema 3.6 para esto.
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3.4. Resultados adicionales sobre A-médulos

Recordemos que M = (7, T) denota el ideal maximo de A, donde 7 € O es un uniformi-
zante.

Lema 3.14: Sea X un A-mddulo compacto. Entonces

[ X =0

T'EINZl

Demostracion: Sea U un vecindario de 0 en X, recordemos que un A-moédulo compacto tiene
un sistema fundamental de vecindarios de cero formado de submddulos abiertos [NSWo8,
Cor. 5.2.5]. Sea z € X, como A es completo las sucesiones (7")rens, v (T7)rens, convergen
a 0 en A. Por lo tanto existe sg tal que 7%z, Tz son elementos de U para s > sq.

Sea r > 2s(, entonces para i +j =71

i (mi=soTI)mwso sii > sp;
T (7T s § > 8.

Es decir 7'T7z € U para todo i+ j = r.

Las aplicaciones x — 7%z y = — T%°x son continuas, las preimagenes V y W de U,
respectivamente, son abiertas. La interseccion U, := V N'W es un conjunto abierto no vacio.
Tenemos entonces que 7'T7U, C U para i + j = r, ademas como U es un A-submédulo para
cualquier combinacién lineal o = Ziﬂ-:r )\i’jﬂiTj con \;j € Ay u €U, tenemos au € U.

Hemos demostrado que para todo z € X existe un vecindario U, y un r suficientemente

grande tal que M"U, C U. Como X es compacto, existe un nimero finito U,,,...,U,, que
cubren X. Sea r = méx{ry,...,r,} tal que M"U,, C U, entonces
MX CU,

lo que demuestra el resultado al tomar la interseccién de todos los vecindarios U de 0. [

Lema 3.15 (Lema de Nakayama Topolégico): Sea X un A-mddulo compacto. X es
noetheriano si y solamente si X/MX es finito.

Demostracion: Si X es noetheriano la implicacion es clara. Supongamos entonces que X /99X
es finito. En particular, existen x1,za,...,2q € X que generan X/9MX como grupo abeliano.

Sea
Y=xA+ - +x4A C X.

El A-médulo Y es cerrado por ser la imagen de A4 — Y. La proyeccién X — X/Y es continua,
por lo tanto X/Y es compacto con la topologia M-ddica inducida. Tenemos Y + MX = X
es decir M"(X/Y) = X/Y para todo r > 0. Por el lema 3.14 tenemos X/Y = 0, es decir
Y = X y por lo tanto x1, ..., x4 generan X. O

El siguiente corolario se deduce inmediatamente del lema anterior.
Corolario 3.16: Sea X un A-mddulo compacto, entonces
X/MX =0 <+ X=0.
En el siguiente resultado aparecen de nuevo los polinomios w, de la definicién 2.10.
Proposicién 3.17: Sea X un A-mddulo noetheriano. Entonces

X es de torsion <= 1g8pX <00
=  rgp X/w,X estd acotado para todo r > 0.
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Demostracion: Primero notemos que el enunciado es invariante bajo pseudo-isomorfismos.
Sea f: X — E un pseudo-isomorfismo de X a un médulo elemental E (ver la definicién 3.11
y el teorema 3.12). Tenemos que X ® Frac(A) ~ E ®, Frac(A). Es decir X es de torsién
si y solamente si E es de torsién. Igualmente del ejercicio 3.4 deducimos que rgyp X <
00 & 1gp E < oo. Igualmente, rgy, X/w, X estd acotado para todo r > 0 si y solamente
si rgn E/w,F estd acotado para todo r > 0. Por lo tanto podemos remplazar X por E y
bastara analizar el enunciado para los tipos de factores de un médulo elemental, es decir A,
A/7¢ o A/P¢ donde P es un polinomio distinguido.

Veamos que A ® L es un L-espacio vectorial de dimensién infinita (donde L es el campo
de cocientes de O). Ademés A/m¢ es isomorfo a O/m¢[T] y A/P¢ es isomorfo a O[T]/P°.
Cuando tensamos con L los diferentes tipos de factores obtenemos L-espacio vectoriales. El
primero infinito, el segundo trivial y el tercero finito. Es decir, FE es de torsion si y solamente
sirgy B < oo.

Aplicando el funtor exacto — ®o L a

0 — w.E — F— E/w.E —0,

deducimos que rgn E < oo implica que rgy, F/w, E estd acotado para todo 7.
Por otro lado, tomemos E no de torsién, entonces p > 1 como en el teorema 3.12. Si A es
un factor de E entonces por el lema de divisién (lema 2.3, usando la notacién de alld)

AJw, = Ope [T,

es decir A/w, es isomorfo al O-médulo de los polinomios de grado a lo més p” — 1. Es claro
que el rango de Opr_1[T] sobre O es proporcional a r, y por lo tanto no acotado. O

Terminamos la seccién con algunos resultados auxiliarios que seran utiles mas tarde.

Lema 3.18: Sea M un A-mddulo noetheriano de torsién y sea (F) = carpy(M) su ideal
caracteristico. Ademds sea v € A. Entonces M/vM es finito si y solo siv y F son coprimos.

Demostracion: Fijemos un pseudo-isomorfo

m l
Mo B (@A/w) o (@)

a un A-médulo elemental E. Entonces F' = [, Pj con i =3, ju;.
Primero asumamos que v y F' son coprimos. Entonces v es coprimo a 7 y a todos los P;.
Usando el ejercicio 3.4 obtenemos un pseudo-isomorfo

m l
M/vM — (@A/(WM,VO o |EPA/(p,v)
j=1

i=1

y cada de los sumandes a la derecha es finito segin el corolario 2.8. Por eso M /v M también
tiene que ser finito.

Por otro lado asumamos que v y F no son coprimos, es decir existe d € A que no es una
unidad y divide a v y a F. Sabemos que A es un dominio de factorizacién tinica, que 7 es
coprimo a cada uno de los P; y ademds que los P; son ordenados por divisibilidad. Por eso
podemos asumir que d divide a w 0 a P; (y a v, por supuesto). En el primer caso podemos
asumir que d = 7 y en el segundo que d = P es un polinomio distinguido no trivial. Entonces
tenemos sobreyecciones candnicas

E/vE — E/dE — AJtA o E/vE — E/dE — A/PA.

Porque A/wA y A/PA son infinitos, E/vE y pues M/vM también tienen que ser infinitos..(]
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Lema 3.19: Sea E un A-mddulo elemental y v € A tal que rgn E[v] =0 y E/VE es finito.
Escribimos E[v] como el nicleo de la multiplicacion con v en E. Entonces E[v] = 0.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad podemos asumir que F es de la forma o A o
A/mPA con € N>1 o A/PA con P un polinomio distinguido.

En el primer caso F = A tenemos E[v] = 0 porque A no tiene divisores de cero. En el caso
E = A/mtA, si E[v] # 0 entonces la clase de v tiene que ser un divisor de cero en A/7* A, es
decir es un divisor de 7 en A. Pero en este caso E/vE es infinito.

Sea entonces E = A/PA. Si E[v] # 0 entonces existe un h € A con vh = P, y sin pérdida
de generalidad h,v € O[T] y degv, degh > 0. Pero entonces hO[T]/PO[T] es un submédulo
de E[v] cuyo rango es mayor que 0, contradiciendo a rg, E[v] = 0. O

Corolario 3.20: Si M es un A-mddulo noetheriano de torsion yv € A es coprimo a cary M
entonces M[v] es finito.

Demostracion: Usando el teorema de estructura es suficiente demostrar esto para A-moédulos
elementales, por eso remplacemos M con un médulo elemental E' como en la demostracion
de la proposicién 3.17. Segin el lema 3.18 E/vE es finito, pues por el lema 3.19 es suficiente
demostrar que rgy E[v] = 0. Eso resulta de la sucesién exacta

0— E[v] - E- E— E/VE -0,

usando que el O-rango de F es finito porque E es de torsién (corolario 4.14). O

3.5. ldeales caracteristicos

La teoria de estructura que desarollamos anteriormente permite definir una invariante
importante de A-mddulos noetherianos: el ideal caracteristico. Esta invariante va a aparecer
en la Conjetura Principal de Iwasawa.

Sea O el anillo de enteros en una extensién finita de Q, I' un grupo profinito isomorfo
a Z, y escribimos A = O[I'] para su élgebra de Iwasawa. Despues de fijar un generador
topologico 7y de T, el teorema 2.11 nos permite identificar A con el anillo de series de potencias
o[T].

Si M es un A-mo6dulo noetheriano, el teorema de estructura 3.12 dice que M es pseudo-
isomorfo a un tnico A-mddulo elemental de la forma

m l
M~E=AN® (@A/w’“A) o [ @A/PA
j=1

i=1

y en la definicién 3.13 definimos el invariante ;1 € IN>( y el polinomio caracteristico P =
Hé‘:1 P; de M. El elemento 7" P € A no es bien definido porque 7 solo es determinado salvo
a una unidad. Pero esto significa que la siguiente definicion tiene sentido (aunque hay que
verificar que no depende del v que eligimos).

Definicién 3.21: Para cada A-médulo noetheriano M definimos su ideal caracteristico
como

cary (M) := (7" P)

con iy P como arriba.

Recordemos otra vez que el teorema de estructura puede ser visto como un anilogo
del teorema de estructura para grupos abelianos finitamente generados. En esta situacién
analoga, el «ideal caracteristico» de un grupo abeliano finitamente generado seria el ideal
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en Z generado por el orden de la parte finita del grupo. Por eso, heuristicamente podemos
imaginar el ideal caracteristico como anélogo del «orden de un grupo» y de hecho resultara
un invariante muy importante de un moédulo.

Porque en las aplicaciones usaremos algebras de Iwasawa para grupos mas grandes como
en la seccién 2.3, generalicemos la definicién del ideal caracteristico a esa situacién. Esto es
puramente formal y nada profundo, aunque un poco técnico.

Sea A un grupo finito cuyo orden #A es inversible en O y tal que O contiene las raices
#A-ésimas de la unidad. El ejemplo mas importante serd el en que A = Gal(Q(u,)/Q) ~ T,
Sea G = A x T con I" como antes. El algebra de Iwasawa A(G) = O[G] para el grupo G
entonces se descompone como

AMG) = P exA(@)

segn el lema 2.21, con cada e, A(G) isomorfo a A = A(T"), donde x corre por los caracteres
A — O*.
Fijemos un subconjunto I C Hom(A, O*) y escribimos

A(G) == D e AG).

x€el

Para cada A’(G)-médulo M y x € I, e, M es un e, A(G)-médulo, y M tiene las propiedades
«noetheriano» o «de torsion» como Af(G)-médulo si y solo si cada eyxM para x € I las tiene
como e, A(G)-mébdulo.

Desde ahora asumamos que M es un Af(G)-médulo noetheriano y de torsion. Entonces
para cada ¢ € I el teorema de estructura nos da una sucesién exacta

j=1

con K; y C; finitos, los f;; siendo de la forma 7#s o un polinomio distinguido, y donde s sin
pérdida de generalidad no depende de i (eso lo podemos lograr para definir los f;; superfluos
como 1). Si definimos para j =1,...,s

g; = (fij)ier € A(G)

entonces obtenemos una sucesion exacta

O%K%EDAI(G)/gj%M%C’%O
j=1

con K y C finitos.

Definicién 3.22: (a) Para cada Af(G)-médulo noetheriano y de torsion M, su ideal
caracteristico es

caryr(q) (M) = (g1---gs) € A(G).

(b) Llamamos un A!(G)-médulo E elemental si e;E es elemental para cada i € I, asi
que el médulo P, A(G)/g; de arriba es un tal médulo.
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Ejercicios

Ejercicio 3.12: Verifique que el ideal caracteristico de un A(I")-médulo noetheriano no depende
del isomorfismo A(T") ~ O[T] inducido por la eleccién del generador topoldgico v de T'.

Ejercicio 3.13: Sea M un A’(G)-médulo. Demuestre que M es
(a) noetheriano;
(b) de torsion

como A’(G)-médulo si y solo si cada e, M para x € I lo es como ey A(G)-médulo.

Ejercicio 3.14: Demuestre que el ideal caracteristico es multiplicativo en sucesiones exactas, es
decir para cada sucesién exacta
0>N—->M-—-Q—0

de AT(G)-mébdulos tenemos

carAz(G>(M) = CaI‘AI(G) (N) CaI'AI(G) (Q)

3.6. Adjuntos de lwasawa

Como en las secciones anteriores sea A = O[T] con O el anillo de enteros en una extension
finita L de Q.

En esta seccién seguimos [Sha, §3.5] para explicar los adjuntos de Iwasawa, que es una
manera de asociar un médulo «adjunto» a(M) a un A-médulo M noetheriano de torsién
que de hecho es pseudo-isomorfo a M, introducidos por Iwasawa en [Iwa73]. En este texto
vamos a usar esta teoria exclusivamente para demostrar la equivalencia de dos versiones de
la Conjetura Principal de Iwasawa en la seccién 6.2. El lector a gusto puede saltarse esta
seccion y volver a consultarla si se interesa en la demostraciéon de dicha equivalencia.

Como preparacion citamos una version de la teoria de dualidad de Pontryagin, que vamos
a necesitar a continuacion.

Definicién 3.23: Sea A la categoria de O-mddulos topolégicos Hausdorff localmente com-
pactos cuya topologia es definida por una base de vecindades de 0 que consiste en O-
submoédulos. Ademads sea Aqomp la subcategoria llena de A de médulos compactos y Agisc la
de moédulos discretos.

Para cada médulo M € A sea

MY := Homp (M, L/O)

con la topologia compacto-abierta (y donde «Home» significa homomorfismos de O-médulos
topolégicos). Este MV se llama el dual de Pontryagin de M.

En las aplicaciones usaremos A-mddulos noetherianos, que son elementos de la categoria

A.

Teorema 3.24 (Pontryagin): Para M € A, MV es nuevamente un elemento de A. La
asoctacion

(ViAo A Mo MY

es un funtor contravariante aditivo que es una antiequivalencia de A a si mismo, y es un
cuasi-inverso a si mismo. Es decir, para cada médulo M € A hay un isomorfismo M — MYV
natural en M. Este isomorfismo es dado por el mapeo canénico

M — MY, me (f = f(m)).

Ademds, MV es discreto si y solo si M es compacto, y viceversa. Es decir, el funtor (-)V
induce antiequivalencias entre Acomp Y Adisc-
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3.6 Adjuntos de Iwasawa

Demostracién: [SV16, Prop. 5.4] O

Nota 3.25: {El funtor (-)V: A — A en general no conserva sucesiones exactas, aunque
es una equivalencia de categorias! Recuerde que un funtor en general se llama ezxacto si
conserva limites y colimites finitos (entre categorfas que los admiten). Para funtores entre
categorias abelianas esto es equivalente a pedir que conserve sucesiones exactas. Obviamente
cada equivalencia de categorias (como (-)V) es un functor exacto, pero la categoria A no es
abeliana.

Sin embargo, si en una sucesion exacta

0+A—-B—->C—=0

todos los médulos A, B, C' son compactos o todos son discretos, entonces la sucesion dual
0—-CY—=BY—AY =0

es también exacta. Esto es cierto porque las categorias Acomp ¥ Adisc son abelianas; también
puede ser visto como consecuencia de [SV16, Rem. 5.5].*
Definiciéon 3.26: Usamos los polinomios

wp=(T+1)P —1€A
y ®, € A como en la definicién 2.10, para cada r € IN>;. Recuerde que w, = ®,w,_1 y los
polinomios ®,. son irreducibles (ejercicio 2.1). Ponemos para cada r > m

Wy
Vrm = =&, - (I)m+1~ (31)

Wm

Los polinomios v, ,, y sus parientes serdn importantes en las siguientes definiciones y
afirmaciones. Como preparacién demostramos algunas propiedades importantes de ellos.
Fijamos un uniformizante = de O.

Lema 3.27: Sea M un A-mddulo finito. Entonces existe s > 0 yt > s tal que $gz--- Dy
anula a M.

Demostracion: Sea I C A el anulador de M. Entonces I es el niicleo de la aplicaciéon continua
A — Endp (M), que demuestra que I es un ideal abierto (porque End (M) es finito). Por eso
una potencia de 7" debe estar en I. Hacemos s € IN>; tan grande tal que TP € I. Entonces

PP -1,
A+T) =1+ (pl >Tp51 +T" =1+4pg (médr)
i=1

con g € A. Esto implica que
1+T)P —1
(1+T) ™" —1
— (4P (TP (TP 41
=(L+pg)" "+ (L+pg)P >+ + (L +pg) +1
=ph (médT)

o, =

con algin h € A. Esto tambien es cierto para los @, con s’ > s. Por la misma razén que con
T, una potencia de p debe estar en I. Concluimos que existe t > s tal que ¢;--- &, € I. O

* El teorema de categorias de Baire implica que morfismos entre médulos compactos siempre son estrictos
(con una demostracién similar a la del teorema de la funcién abierta).

53



Capitulo 3 Médulos noetherianos sobre el dlgebra de Iwasawa

Lema 3.28: Sea f € A un polinomio distinguido. Entonces para s > 0 suficientemente
grande @4 es divisible por m médulo f, es decir existe g € A tal que

O, =mg (méd f).

Demostracion: Sea d € Nxq el grado de f. Entonces si s es tan grande tal que p*~! > d
tenemos (lJrT)pS_1 = 14+mh médulo f, con h € O[T}, porque f es distinguido. La afirmacién
resulta de un calculo analogo a aquel que hicimos en la demostracién del lema 3§.27. O

Lema 3.29: Para cada A-modulo noetheriano M existe un m € IN>q tal que para cada
r > m oS vy, son coprimos a carp(M).

Demostracion: Esto es una consecuencia del teorema de estructura y (3.1), porque A es un
dominio de factorizacién tnica y los ®,. son irreducibles. O

Lema 3.30: Sea M un A-mddulo M noetheriano de torsion y sea m € IN>q suficientemente
grande tal que para r > m 10s vy, son coprimos a carpy(M). Consideramos el mddulo

A, = colig M/vy M
r>m

Wr41
Wy

donde el mapeo M /vy M — M [Vp 1. mM con respeto a cual tomamos el limite es x — .

Entonces A,, no depende de m.

Demostracion: Estudiamos el diagrama

M Pm M M
0 N, D1 @ M S, 0, M 5, M 0
DPrq1 l®7.+1 lq%-u [
M D, M M
0 B Nr+1 @7n+1--'®7~+1]\/f Q’IVL"'@T"FIM &m M O
Drgo l‘bwfz l¢7‘+2 Dypo
M P M M
0 > Nito g1 Prg2 M T B2 M &, M 0
Qris J{‘i’wﬁa Jfbr+3 Pris

Aqui los mapeos con flechas etiquetadas son multiplicacién por este elemento y los mapeos
con flechas no etiquetadas son inclusiones o proyecciones canénicas. Los N, N,41,... en la
primera columna sean definidos como los niicleos de la multiplicacién por ®,,, asi que las
sucesiones horizontales son exactas.

El colimite de la segunda columna es A,, y el colimite de la tercera columna es A,,_1
(supongamos que ya para r > m — 1 1os vy, son coprimos a cary (M)). Tomar colimites de
sistemas de médulos es un funtor exacto, por eso es suficiente demostrar que los colimites de
las columnas exteriores son cero.

Estudiamos la primera columna. Sea ¢ € N> y € M un representante de un elemento
de N, ;. Entonces existe d € M tal que ¢,z = ®,,, ... P, 1;d, es decir x — P,y 1 -+ Pryid €
M([®,,] (donde M[®,,] denota el nicleo de la multiplicacién por ®,, en M). Esto demuestra
que la aplicacién canénica

M[(I)m] — N7'+i c M/q)m—i-l T (I)T'+iM

es sobreyectiva para cada 1.
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Por el corolario 3.20 M[®,,] es finito. Notemos que también todos los médulos que
aparecen en el diagrama son finitos (esto sigue del lema 3.18), en particular M/®,,M.
Entonces para que los colimites de las columnas exteriores sean ceros, es suficiente ver que
cada elemento de un A-mdédulo finito estd anulado si lo multiplicamos con ®;®syq ... D,
para t > s > r suficientemente grande. Esto lo hemos demostrado en el lema 3.27. O

Definicién 3.31: Sea M un A-mddulo M noetheriano de torsion.
(a) Hacemos MV = Homp (M, L/O) un A-médulo con la accién

Af(m) = f(Am) para €A, fe M"Y, me M.

(b) Definimos

(M) = Yim (M, M)” = (colimg M/vy, M)”

r>m

<

con m como en el lema 3.30. Esto es un A-médulo que se llama el adjunto de Iwasawa
de M.

En la definicién 3.31 (b) la igualdad entre el limite y el colimite (que mas bien es un
isomorfismo candnico) es cierta porque el funtor (-)¥ es exacto (nota 3.25).

Maés abstractemente se puede definir el adjunto de Iwasawa de un A-médulo noetheriano
de torsién como a(M) = Ext}\ (M, A), que puede ser 1til porque se extiende directamente a
situaciones més generales. Véase [NSWo8, Def. (5.5.5), Prop. (5.5.6)] para una demostracién
por que esto da lo mismo que la definicién 3.31 (b).

Estudiamos algunas propiedades del funtor a.

Proposicion 3.32: La asociacion « define un funtor contravariante aditivo de la categoria
de A-mdédulos noetherianos de torsion a si misma, enviando sucesiones exactas a la derecha
a sucesiones exactas a la izquierda.

Demostracion: Si M — N es un morfismo de A-mddulos noetherianos de torsiéon entonces
podemos escoger m en la definicién de « suficientemente grande para ambos, asi que
obtenemos morfismos

M/vymM — N/vp ., N para cada r > m

y pues, aplicando (-)V y tomando el limite, un morfismo a(N) — a(M). Asi « define un
funtor contravariante. Porque

M/vp M =M @ Afv, mA
A

y el producto tensorial y la dualidad (-)¥ son aditivos, a también es aditivo. Ademds, «
envia sucesiones exactas a la derecha a sucesiones exactas a la izquierda porque el producto
tensorial es exacto a la derecha, la dualidad (-)V en este caso envia sucesiones exactas a
sucesiones exactas (nota 3.25) y el funtor tomando el limite también es exacto porque
tomamos limites de médulos finitos, para cuales la condicién de Mittag-Leffler siempre es
cierta. Falta ver que (M) nuevamente es noetheriano y de torsién. Esto va a resultar del
teorema 3.34 abajo. O

Proposicion 3.33: El funtor a envia pseudo-isomorfismos a pseudo-isomorfismos.

Demostracion: Sea M — N un pseudo-isomorfismo. Como mencionamos en la demostracion
de la proposiciéon 3.32, tomar el limite inverso y duales es exacto en médulos finitos. Por eso,
a(N) — a(N) es un pseudo-isomorfismo si y solo si las 6rdenes de los nicleos y conticleos de

M/vymM — N/vp N

son acotadas para r — oo (donde fijamos m suficientemente grande). Pero esto resulta del
ejercicio 3.4 (b). O

55



Capitulo 3 Médulos noetherianos sobre el dlgebra de Iwasawa

La siguiente propiedad del funtor a es la razén por qué es importante para nosotros.

Teorema 3.34: Sea M un A-mddulo noetheriano de torsion. Entonces existe un pseudo-
isomorfo
a(M) ~ M.

Demostracion: Sea E un A-médulo elemental y E — M un pseudo-isomorfo. Aplicando «
a este pseudo-isomorfismo y usando la proposiciéon 3.33 obtenemos un pseudo-isomorfismo
de A-médulos a(M) — a(E). Por eso es suficiente demostrar la afirmacién en el caso de un
modulo elemental. Porque ademas « es aditivo, es suficiente demostrar esto en los casos en
que M = A/n#* con p € N>1 y M = A/f con un polinomio distinguido f € A.

Empezamos con el caso M = A/n*. Ponemos vy =1+ T y m = 0, entonces para cada
r>0=m tenemos w, =* — 1y 1,7,7%,...,9" ~! es un O-base de M /v, oM. Para cada
f € M/v,oM lo escribimos

p"—1
f = Z ai’}/ia a; € (@)
i=0
y definimos
. a;
Uy M/VT,OM — (M/VT,OM)Vv ¢7"(f)(71) = 7_‘_7”

Entonces se puede verificar directamente que v, es biyectivo, A-lineal y que el diagrama

Y
M/vpi10M —5 (M /vy i1, 0M)Y

| |

M/vpoM —2—s (M/v,oM)V

es conmutativo (aqui el mapeo a la izquierda es la proyeccién canénica y el mapeo a la
derecha es dual a la multiplicacién con ®,11 en M/v, oM — M/v,41,0M. Tomando el
limite obtenemos «(M) ~ Jm M /v, oM. La afirmacién pues resulta porque M = A/n* y
>0 wrA = 0 (véase la demostracion del teorema 2.11).

Ahora sea M = A/(f) y sea d € N>, el grado de f. Entonces el lema 3.28 dice que @,
para r > 0 actia en M como multiplicacién con una potencia de 7. Esto implica que

a(M) =~ lm (M/7°M)" = lJm Homo(M/7*M,L/O)
5€]NZI SE]NZl
~ lim Home (M /m*M,O/n°) ~ Homep (M, O)

Se]N21

como A-médulos, donde A actia en Homep (M, Q) como (Ap)(m) = ¢(Am) para A € A,
¢ € Homp(M,O) y m € M. El lema de divisién (lema 2.3) nos permite escribir cada g € A
como g = qf + r con Unicos ¢,7 € A y r un polinomio de grado < d. Definimos un mapeo

e:A—>0O
que envia g al coeficiente de T4~ en este r. Usando esto definimos
0: M =A/(f) - M"Y =Homop(M,0), g [h+e(gh)]

Se verifica que esto es un morfismo de A-médulos bien definido. Si 7 € O[T es un polinomio
de grado k < d no nulo, que es representante de un elemento nu nulo de M, entonces
O(r)(T4=1=F) = (T4 1=%r) # 0, por eso 6 es inyectivo. Porque los O-rangos de M y
Home (M, O) son iguales, el conticleo de 6 tiene que ser finito, asi que 6 es un pseudo-
isomorfismo.? d

2 De hecho, 6 es incluso sobreyectivo, es decir un isomorfismo, pero lo no necesitaremos y omitimos la
demostracion.
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Concluimos esta seccién con generalizar los resultados al caso de médulos sobre el dlgebra
de Iwasawa para grupos mas grandes, como en la seccién 2.3. S6lo discutimos esto en el
caso que vamos a necesitar en la aplicacion, que es el en que G = A xI'con A ~ T y
I' ~ Z,. Fijemos estos isomorfismos, asi que obtenemos un isomorfismo O[I'] ~ O[T]. En el
resultados siguientes, s6lo nos interesamos en la existencia de un pseudo-isomorfismo y no
nos importa si sea canénico o no — de hecho, el pseudo-isomorfismo depende de los elecciones
que hicimos, pero esto nos da igual.

Gracias al corolario 2.22, podemos identificar O[G] con (O[T])P~!, asi que un médulo
sobre O[G] es lo mismo que p — 1 médulos sobre O[T7].

Definicién 3.35: Sea M un O[G]-médulo noetheriano de torsién. Para r € IN>; sea

w, € O[G] el elemento que corresponde a (wy, . ..,w,) € (O[T])?~!. Entonces definimos
a(M) = Ym (M/~"M)" = (colig M/~ M)
W, ﬂ Wi

r>m r>m

con m suficientemente grande, de manera andloga a la definicién 3.31 (b). Equivalentemente,
obtenemos «(M) via aplicar « a cada uno de los p — 1 médulos sobre O[T, es decir

p—1

(M) = @a(ewiM).

i=1

Corolario 3.36: Sea M un O[G]-mddulo noetheriano de torsién. Entonces existe un
pseudo-isomorfo

a(M) ~ M.
Demostracion: Esto resulta directamente del teorema 3.34, aplicandolo en cada componente
separadamente. O
Ejercicios

Ejercicio 3.15: Demuestre que las diferentes descripciones de (M) en la definicién 3.35 son
equivalentes. Use el ejercicio 2.14 para esto.

Ejercicio 3.16: Demuestre que si M es un A-médulo finito entonces a(M) = 0. Use el lema 3.28
para esto.
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Capitulo 4

Grupos de clases y el teorema de lwasawa

La teoria que desarollamos en los capitulos 2 y 3 todavia no tiene nada que ver con arit-
mética. En este capitulo empezamos a conectarla con objetos aritméticos, mas precisamente
con grupos de clases de campos de nimeros. Que uno puede estudiar los grupos de clases
con estos métodos fue una de las ideas méas importantes de Iwasawa, y a continuacién vamos
a ilustrar que tan prolifico es este enfoque. Vamos a obtener resultados sobre grupos de
clases como el famoso teorema I de Iwasawa y muchos més. Aparte de ser interesantes para
si mismo, algunos resultados también preparan el lado algebraico de la Conjetura Principal,
que estudiaremos en el capitulo 6.

4.1. Grupos de Clases en Extensiones Ciclotomicas

Comenzamos esta secciéon con algunos teoremas sobre grupos de clases que luego nos
seran utiles. Sea K un campo de nimeros y O su anillo de enteros.

Teorema 4.1: Supongamos que L/K es una extension de campos de nimeros que no
contiene ninguna extension no trivial F no ramificada de K. Entonces el numero de clases
hyi divide a hy,. Ademds, la aplicacién norma (definicion 1.23) de Cly, a Cli es sobreyectiva.

Demostracion: Sea H la maxima extension no ramificada de K. Por la teoria de campos de
clases Gal(H/K) ~ Cli (teorema 1.38). Ademés por hipétesis H N L = K. Entonces LH/L
es una extensién abeliana no ramificada de indice [LH : L] = [H : K], que ademés esta
contenida en la méxima extension no ramificada M de L. El resultado sigue del siguiente
diagrama

Cly, —— Gal(M/L)

J{Norm lRes U

Clx —= Gal(H/K).

Lema 4.2: Sean G un p-grupo e I un subgrupo propio de G. Existe un subgrupo normal G
de G de indice p que contiene a I.

Demostracion: Vamos a proceder por induccién sobre G. Supongamos que para todo p-grupo
H con |H| < |G| y un subgrupo propio I’ < H, existe un subgrupo normal G| < H de indice
peon I’ CGY.

Para a un elemento en el centro Z(G) de orden p sean

H=G/{a) e I'=1/{a)N]I.

Por la hipdtesis de induccién existe un subgrupo G de H de indice p tal que I' C GY.
Sea 7 la proyecciéon de G en H. Sea G1 = (7~ 1(G}), a). G es un subgrupo normal de G
y ademas contiene a I. Por tdltimo, es facil ver que
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es un isomorfismo de grupos de orden p. g

Teorema 4.3: Sea L/K una extension de Galois finita de campos de nimeros y Gal(L/K)
es un p-grupo. Supongamos que existe a lo mds un primo ramificado en L, ademds sip | hr,
entonces p | hy.

Demostracion: Supongamos que p | hy,. Sean M y H las maximas p-extensiones no ramifica-
das de L y K respectivamente. Por la teoria de campos de clases tenemos Cly, (p) = Gal(M/L)
y Clg(p) = Gal(H/K). La extensién M/K es de Galois pues M/L es méxima, denotamos
G = Gal(M/K).

Supongamos que L/K no es ramificada. Vamos a proceder por induccién. Como G es un
p-grupo admite una secuencia de subgrupos

{B}ZG()CGlCGQC...Gn:G

tal que G; es normal en G y G;41/G; es ciclico de orden p [Lanoz2, Cor. 6.6 1.§6]. Entonces
basta probar que p | hr, para L/L;, donde L; es la subextensién de L fijada por G;. El
resultado sigue del hecho que L/L; es abeliana no ramificada de indice p. Por lo tanto p | hk.

Ahora supongamos que p en K ramifica. Sea P el primo de L arriba de p. Sea Iy el
subgrupo de inercia de B en G. Como M /L no es ramificada, entonces L N H = K, ademds

[Ip| < [L: K] < |G|

Por el lema 4.2 tenemos que existe un subgrupo normal G; de G de indice p, tal que I < Gj.
Los grupos de inercia de otros primos de M son conjugados de Iy y por lo tanto estdn
contenidos en (1. Pero G fija una extensiéon de Galois de K de indice p, por lo tanto
abeliana, es decir p | hg. d

El teorema precedente y el teorema 4.1 aplicados a extensiones ciclotomicas nos dan el
siguiente resultado.

Corolario 4.4: Sea r € N>y, entonces

Pl hQu,) < Pl hqu,)-

Demostracion: Recordemos que el tinico primo que ramifica en Q(u,r) es p, ademds es
totalmente ramificado (proposicién 1.29). Entonces (<) es claro por el teorema 4.3 y (=) se
sigue del teorema 4.1. O

Terminamos esta secciéon con un resultado cldsico de Kummer, que serd utilizado en la
demostracion de que la Conjetura Principal de Iwasawa implica al criterio de Kummer del
teorema II.

Teorema 4.5 (Kummer): Sea K = Q(u,) y C la p-parte del grupo de clases de K. Escri-
bimos C* para los subgrupos donde la conjugacion compleja actia por £1, respectivamente.
Entonces

C" =0+« C=0.

En otras palabras, p | by, <= p|h,, donde hy, = hqu,), hi = hqeu,)+ ¥ hy, = hyp/ht, con
Q(pp) ™ siendo el subcampo de Q) fijo por la conjugacion compleja.

Demostracion: Seguimos [Lango, Thm. 13.2.1] o [Wasgy7, §10.2, esp. Thm. 10.11]. Sea L/K la
extension maxima abeliana no ramificada de exponente p, que es una extensiéon de Kummer,
y sea G := Gal(L/K). Entonces G ~ C(p) por la teorfa de campos de clases (teorema 1.38),
donde C(p) es la p-torsién de C, que es un escpacio vectorial sobre F,,. Segtn el ejercicio 1.7,
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este isomorfismo es equivariante para la accién de la conjugacién compleja ¢ € Gal(K/Q),
donde esta acttia en G por conjugacién con un levantamiento € € Gal(L/Q) de ¢ que fijamos
por el resto de la demostracion. Vamos a demostrar

dimp, Clp)t < dimg, C(p)~,

que implica la afirmacion.
Usamos la teorfa de Kummer descrito en la proposicién 1.33. Sea A := (LX)’ N K* y
V = YA/(VANKX), asi que L = K({/A) y tenemos un apareamiento perfecto

GxV = pp

de escpacios vectoriales sobre IF),. El grupo Gal(L/Q) acttia naturalmente en V', y esto nos
da una accién de € € Gal(L/Q) en V; escribimos VT para los partes donde € acttia por 1.
Segun la proposicion 1.34 el apareamiento tiene la propiedad

<éaé*1, év> =c(o,v) paracadaoc € G,veV.

Porque p # 2, los tinicos elementos en p, fijos por ¢ son £1, y porque G'y V son espacios
vectoriales sobre I, la propiedad anterior implica que la restriccién del apareamiento a
Gt x V7 es trivial (aqui usamos el ejercicio 1.2). Ya que V = VT @V~ el apareamiento
pues se restringe a un apareamiento perfecto

Gt x V™ =,

y por eso dimp, C(p)* = dimp, G* = dimp, V.

Sea b € ¥/A C L*. Entonces K(b)/K no es ramificado, y segiin la proposicién 1.36 el
ideal fraccional generado por b € K* entonces tiene que ser de la forma (b?) = bP con un
ideal fraccional b de K. Esto nos permite definir un homomorfiso

p:V—=Cp), b—b
que es obviamente equivariante para la conjugacion compleja y pues induce
e VT =C(p).

Vamos a demostrar que ¢~ es inyectivo, que termina la demostracion.
Fijamos b € VA tal que su clase en V estd en el niucleo de ¢~. Entonces podemos

escribir b? = aPu con a € K* y u € Of. El elemento u no es tinicamente determinado,

p

pero su clase en OF/(05)" si lo es, y estd en (0} /(0F%)") . Segtn la proposicién 1.26

podemos escribir u € Og como u = (v con ( € iy y v € ((’)}X()Jr. Entonces & = (" lv y

también @ = v 1c? = (Tlv~cP con algin ¢ € (OIX()+, y obtenemos v? = ¢P. Pero segiin
el teorema de las unidades de Dirichlet, (OIX()Jr es {£1} por un grupo abeliano libre, que
implica que v € (OIX()p7 digamos v = wP. Concluimos que b = (aw)P{. El campo L contiene
K (b) = K(%/C), pero porque L no es ramificado, ¢ = 1. Por eso b = awf con algin £ € p,,

es decir b € K*, asi que su clase en V es trivial. ]

Ejercicios

Ejercicio 4.1: Para r € IN>1 sea hyr = hqu,.). Ademds sea Q(upr) T el subcampo de Q(ppr) fijo
por la conjugacién compleja, h;,. su ntmero de clases y h,» = hpr / h;,'.
Demuestre que
plhy <= plhy,

usando el corolario 4.4 y el teorema 4.5.
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4.2. Extensiones Z,

Sea K un campo de niimeros y p un nimero primo.* Sea K., una extensién de Galois
infinita de K, decimos que K, es una Z,-extensién (igualmente llamada extensién Z,) si
Gal(K/K) es isomorfo al grupo aditivo del anillo Z, de los enteros p-adicos.

Proposicién 4.6: Todo campo de nimeros K tiene una Zy,-extension.

Demostracion: La extensién ciclotémica Q(u,r)/Q obtenida al agregar una raiz primitiva
p"-ésima de la unidad es abeliana, de grado ¢(p") = (p — 1)p"~! y de grupo de Galois
Gal(Q(upr)/Q) isomorfo a (Z/p"Z)* para todo r > 0. Consideremos la extensién infinita

Qlup=) = | Qlupr),

r>0

su grupo de Galois Gal(Q(up~)/Q) es isomorfo a yLnn(Z/pTZ)X ~ Z,. Por el lema de
representacion (lema 1.40) tenemos Z ~ (Z/pZ)* x Z,. Sea Q° la subextension de Q(jip~)
fijada por (Z/pZ)*, entonces Gal(Q°/Q) ~ Z,.

Sea K¢ = KQ°y sea F = Q°N K, entonces

Gal(Q°/F) ~ Gal(K°/K)

son isomorfos. Tenemos Gal(Q¢/F) ~ p*Z, para algtin k € N>1, pero p*Z, ~ Z,, entonces
Gal(Ko /K) ~ Zy,. O

La Z,-extensién construida en la proposicién 4.6 se llama la Z,-extension ciclotémica de
K y en ocasiones la denotamos K°.

Sea Ko /K una Z,-extensién. Por la teorfa de Galois infinita los subgrupos cerrados
de Z, corresponden a subextensiones de K. Es facil de ver que bajo la topologia p-addica
los subgrupos cerrados (abiertos) de Z, son de la forma p"Z,. Por lo que los subgrupos
cerrados de Z,, fijan extensiones finitas K, de K tales que Gal(K, /K) ~ Z/p"Z. Es decir,
una Z,-extensién K, es una torre infinita de campos de ndmeros

K:KOCchKQC"'CKOO:UKT7 (41)
r>0

tal que Gal(K,./K) ~Z/p"Z.

A continuacién mencionamos algunas propiedades sobre ramificacion en las Zp-extensiones.
Comenzamos con un teorema que nos serd util mas adelante para explicar la conjetura de
Leopoldt.

Proposicién 4.7: Sea L una extension abeliana de un campo de nimeros K tal que
Gal(L/K) ~ Zg para algin entero d > 0. Entonces L/K es no ramificado fuera de p.

Demostracion: Sea p una plaza de K que no divide a p. Sea I, el subgrupo de inercia de p
en Gal(K®P/K). Por la teorfa de campos de clases la imagen de I, en Gal(L/K) es finita.
Sin embargo, el grupo Zg es libre de torsion, por lo tanto el subgrupo de inercia de p en
Gal(L/K) es nulo. O

Proposicién 4.8: Sea Ko, una Zy-extension de un campo de niumeros K. Entonces al
menos una plaza p arriba de p ramifica en Koo /K.

* Como siempre, suponemos que p es impar para facilitar la exposicién, pero los resultados tienen anilogos
en el caso p = 2.
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Demostracién: Supongamos que ninguna plaza p | p ramifica. En particular por la proposi-
cién 4.7 esto implicarfa que Ko, /K es no ramificada, pero la maxima extensién no ramificada
de un campo de niimeros es una extension finita. O

Para un campo de nimeros K denotamos [K : Q] su dimensién como espacio vectorial
sobre Q. Ademaés denotamos r el nimero de encajes reales K < R y ¢ el nimero de pares
de encajes complejos conjugados K — C.

Si X es un Z,-médulo compacto, entonces X/pX (resp. X ®z, Q) es un espacio vectorial
sobre IF), (resp. sobre Q).

Definicién 4.9: Llamamos rango de X sobre I, (resp. sobre Z,) a la dimensién de X/pX
(resp. a la dimensién de X ®z, Qp) y lo denotamos rgp (X) (resp. rgy (X)).

Teorema 4.10: Sea M la mdzima extension pro-p abeliana no ramificada fuera de p de un
campo de nimeros K. Entonces rgy (Gal(M/K)) es finito y

c+1<r1gy Gal(M/K)<[K:Q]

Demostracion: Para una plaza p de K sobre p, sea Uél) el grupo de unidades principales del
campo local K. Consideremos el producto

U=TJu"

plp

ysea FE ={c € K|e¢€ Uél) para todo p | p}. Denotamos E la cerradura de E en U, y
denotamos H' la extensién mixima no ramificada de K en K., que por la teoria de campos
de clases debe ser finita y ademéas

Gal(M/H')~U/E

De aqui deducimos que rgp (Gal(M/K)) es finito, ya que rgg (Gal(M/H')) es finito y

rng(U) es finito, pues el grupo de unidades principales Uél) de un campo local K, es
el producto de un grupo ciclico finito y de un Z,-médulo de rango [K, : Q,] segin la
proposicién 1.45. Por esta tltima observaciéon también tenemos que

TgZP(U) = ngZpUp
plp
= Y K : Q)
plp
= [K:Ql

Recordemos que por el teorema de Dirichlet, el anillo de enteros Ok de K es un producto
de un grupo finito y de un Z-mdédulo libre de dimensién r + ¢ — 1 generado por las unidades
fundamentales. La imagen de las unidades fundamentales bajo los encajes K* — K, estd

en Uél) para toda plaza p | p. Por lo tanto, 187, E <7+ c¢— 1. Finalmente como
87, Gal(M/K) = 87, Gal(M/H') = rgZp(U) — 18z, (E),
tenemos ¢ + 1 <rgy (Gal(M/K)) < [K : Q]. O

Teorema 4.11: Sea K el compuesto de todas las Z,-extensiones de un campo de nimeros.
Entonces K /K es una extension abeliana y Gal(K /K) ~ Z¢, donde d = rgy Gal(M/K).
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Demostracion: Por la proposicién 4.7 la extensién K estd contenida en M. Por la teorfa de
Galois, el rango con respecto a Z, del grupo de Galois Gal(M/K) es nulo. O

Conjetura 4.12 (Conjetura de Leopoldt): Sea d el rango sobre Z,, de Gal(K/K), en-
tonces d = c+ 1, es decir, existen c + 1 Zy-extensiones independientes sobre K.

Existen muchas versiones equivalentes de esta conjetura a través de cuales es relacionada
con varios objetos, una lista se encuentra en [NSWo8, (10.3.6)]. Esto enfatiza en la impor-
tancia de la conjetura — por ejemplo tiene que ver con las funciones L p-adicas que vamos a
estudiar en el capitulo 5; véase [Wasg7, §5.5] para més sobre esta conexién. La conjetura de
Leopoldt es conocida en el caso especial en que K es una extension abeliana de los niimeros
racionales @ o de un campo cuadratico imaginario.

Ejercicios

Ejercicio 4.2: Sea K€ la Z,-extension ciclotémica de un campo de ntimeros K. Demuestre que K¢
es ramificada en todo primo p sobre p. Ademéas demuestre que si K = @, entonces K° es totalmente
ramificada en p.

Ejercicio 4.3: Demuestre que si K = Q entonces sblo hay una Z,-extensiéon de Q, i.e. la Z,-
extensién ciclotémica.

4.3. Propiedades de los grupos de clases como A-médulos

Sea A = Z, [T el algebra de Iwasawa con coeficientes en Z,. Recordemos que en este caso
M = (p,T). En la seccién 3.4 demostramos algunas propiedades de los A-médulos compactos.
Estas nos seran ttiles aqui pues los A-mddulos con que trabajaremos son finitamente
generados, y estos son compactos por ser la imagen continua de A? para algtn d.

Sea Ko /K una Z,-extension de grupo de Galois I' = Gal(K o /K) y sea Lo, una extension
abeliana de K, tal que L /K es una extensién de Galois de grupo G = Gal(Ls/K). Si
denotamos X = Gal(Ly /K~ ) tenemos que I' actiia continuamente por conjugacién en X

Y = :y;gffl paratodo z € X yyeTl, (4-2)

donde 4 es un levantamiento de v a G. Esta construccién de hecho es un patrén general,
véase el ejercicio 4.4. En nuestra situacién X es un subgrupo cerrado normal de G tal que

' ~G/X.

Fijando un generador v € I' podemos extender la accién de I' sobre X al dlgebra de Iwasawa A
(teorema 2.11), i.e. hacemos de X un A-médulo compacto. Ademds, como I' es un Z,-médulo
libre, existe una secciéon de Z,-mddulos que describe el producto semi-directo

G=IxX. (4.3)

Como de costumbre denotamos I';. el tinico subgrupo cerrado de T tal que I'/T,. ~ Z/p"Z.
Topolégicamente T',. es generado por P . Sea w, := w, () (cf. definicién 2.10), el sibmédulo
wrX es el minimo I'-submddulo tal que T',. actia trivialmente en X/w,X. Por lo tanto w, X
no depende de la A-estructura en X.

Lema 4.13: Sea G, el grupo de Galois Gal(L/K,). Denotamos H la cerradura topoldgica
de H. Entonces

G, G| = w.-X.
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Demostracion: Podemos escribir G, = I, x X. Sean a = ax y b = Sy elementos de G, con
a,fenT, yx,yen X. Es un ejercicio facil (cf. ejercicio 4.5) ver que

[a.8] = aba~'b7t = ()P (")

Se cumple que 1 — 8y o — 1 son divisibles por w;, por eso [a,b] € w.-X.

Por el otro lado, haciendo f = 1y a = «*" vemos que 3" ~' € [G,,G,]. Es decir,

wrX C[Gr, Gy]. O

Denotamos L, la maxima subextensién de L, abeliana sobre K, (cf. (4.1)). Entonces
L es la unién de los L,. Del lema precedente deducimos inmediatamente que

wyX =Gal(Loo/Ly) v X/w.X =Gal(L,/Kx). (4.4)

Con la notacién de la definicién 4.9, obtenemos los siguientes resultados. En particular,
una consecuencia del corolario 3.16 es el siguiente resultado que nos sera util préximamente.

Corolario 4.14: X es noetheriano si y solamente si rgp (Gal(Lo/K)) es finito.

Demostracion: Sea Y = X/woX. Entonces X/MX =Y/pY, por lo que X/MX es finito si
y solamente si rgg Y es finito. Pero rgp YV +rgp I' =rgp Gal(Lo/K). O

Vamos a aplicar los resultados de la seccién 3.4 a A-médulos asociados a las siguientes
extensiones y grupos de Galois.

Definicién 4.15: Sea K, /K una Z,-extensién. Para r € IN>o denotamos
» K, = el Gnico subcampo de la Z,-extension K, /K tal que Gal(K,/K) ~ Z/p"Z,
= H, = la maxima extensién abeliana pro-p de K, no ramificada,
s M, = la maxima extensién abeliana pro-p de K, ramificada sélo en p,

» C, = la p-parte del grupo de clases C1(K,),

X, = Gal(H,/K,),
' Y, = Gal(M,/K,).

Escribimos H., para el compuesto de todos los campos H, para r € N>, y andlogamente
definimos M. Estudiamos los mdédulos

» X :=Gal(Hy/Ks) = Lin X,
r€lN>q

» Vo= Gal(My/Ks) = lim Y.
TE]NZO

Aqui los limites son tomados con respecto a los mapeos de restricciéon entre los grupos de
Galois.

El campo H, es el p-campo de clases de Hilbert de K., es decir la maxima extensién
abeliana pro-p no ramificada, y el teorema 1.38 describe su grupo de Galois: existe un
isomorfismo canénico X, ~ C. grupos abelianos para cada r € IN>¢. El grupo de Galois
Gal(K,/K) actia naturalmente en C., y de hecho el isomorfismo X, ~ C, es compatible
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con esta accién (esto sigue del ejercicio 1.7). Si N,.: C41 — C,. denota la norma relativa de
ideales (definicién 1.23) entonces se puede comprobar que el diagrama

Xr-i—l L> Cr+1

i J{NT (4.5)

X, —> C,

es conmutativo para r suficientemente grande (para esto hay que usar que H, N K1 = K,

que es cierto para r suficientemente grande; véase [Wasg7, p. 277 v lem. 13.3]). Esto muestra

que Xy =~ l'glrelN C, como A-médulo, el limite de los C;. tomado con respecto a la norma.
>0

Teorema 4.16: El modulo Yo, es noetheriano.

Demostracion: Tenemos que My es la maxima extensién abeliana pro-p de K, por el teo-
rema 4.10 tenemos que rgy Gal(My/K) es finito, de donde deducimos la afirmacién del
corolario 4.14. O

Corolario 4.17: X, es un A-mdédulo noetheriano y de torsion.

Demostracion: X es isomorfo a un cociente de Y., ya que la méxima extension abeliana
pro-p no ramificada H., de K, estd contenida en M.,. Por lo tanto, X, es noetheriano.
Ahora veamos que es de torsién. Sea Sy el conjunto de plazas de K que ramifican en
K. El conjunto Sy es no vacio y finito (proposicién 4.7 y proposicién 4.8). Sea I, C T’
el subgrupo de inercia de la plaza p € Sy. Sabemos que I, es un subgrupo cerrado de I'
entonces isomorfo a I, para algtn 7, > 0.
Sea

ro = max{ry },

entonces la extension K /K, es totalmente ramificada en las plazas de K, arriba de Sy. En
particular, el nimero de plazas s de K, que ramifican en K., es el mismo para todo r > rq.
Ahora usaremos la construccién al inicio de la seccién, en el caso

Leo=Hse y X=X =0Gal(Hsx/Kx).

Recordemos que L, es la maxima extension abeliana de K, contenida en H.

Sean pq,...,p, las plazas en K., con r > rg, que ramifican en K. Sea I; el subgrupo de
inercia de Gal(L,/K,) parai=1,...,s. Como L, /K, es no ramificada y los p; ramifican
totalmente en K., obtenemos

Ii~T', ~7Z,, para i=1,...,s.

La extensién H, esta contenida en L., ya que H,.K ., es abeliana sobre K, y no ramificada
sobre K,. Ademas, las tnicas plazas de K, que ramifican en L, son precisamente p1,...,ps,
entonces

Gal(L,./H,) =1 I.
Para todo r > rg tenemos
rgy X/w, X = rgy Gal(L,/Ko)
= 18y, Gal(L,/K)—1
= rgy Gal(L./H,)—1
< s—1.

El resultado sigue observando que rgz X/w.X < 87, X/wy4+1X y dela proposicién 3.17.00
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Ejercicios

Ejercicio 4.4: Sea
1-A—-D—-G—1
una sucesién exacta de grupos donde A es abeliano. Para o € G sea & € D un levantamiento y
definimos
JUg
ocea=dad  paraa € A.
Demuestre que esto estd bien definido y define una accién de Z-lineal de G en A. Verifique que esta
accién es continua si todos son grupos topoldgicos, los morfismos en la sucesién son continuos y si el
mapeo D — G admite una seccién continua (no necesariamente un morfismo de grupos).

Ejercicio 4.5: Sea G = H x N, con H y N abelianos. Entonces para todo g1 = hini y g2 = hana
elementos de GG tenemos
g1, 92] = (ny1)' "2 (ny2)" 7

4.4. Teorema de lwasawa

Continuamos usando la notacién de la definicién 4.15, en particular sea K.,/K una
Z,-extension. Ademads, usaremos continuamente la construcciéon de la seccién pasada en el
caso especial

Low=Hyx vy X=X,=0Gal(Hy/Ks).

Al inicio de esta secci6n (en la proposicién 4.18 y sus corolarios) hacemos la siguiente hipdtesis
que es verificada en los casos que trataremos en la exposicién de las funciones L p-adicas, es
decir en las Z,-extensiones ciclotémicas Q° y Q(u,)°.

Hipétesis: Los primos p1,...,ps de K que ramifican en la Z,-extensiéon K, son total-
mente ramificados.

Sea I; el subgrupo de inercia de G = Gal(H/K) correspondiente a la plaza p;, con
i =1,...,s. Por la hipétesis anterior, tenemos que I; >~ I" ya que X, es no ramificado.
Escogiendo un generador topolégico v de I', llamamos o; la imagen de «y en I;. El isomorfismo
G =I1;X. = XoI; (ver (4.3)) nos permite escribir o; = a;01, para a; elementos de X,
claramente a; = 1.

Proposicién 4.18: Sea Ty el Z,-submodulo generado por {a;|2 < i < s} y woXoo. Sea
T = Z—;TO, entonces
Cr ~Xo/T. parar>0.

Demostracion: Claramente Hy es la maxima extensién abeliana no ramificada de K = K
contenida en Ho,. El grupo de Galois Xy = Gal(Hy/Kjy) es igual a Xg = G/ Gal(Ho/Hp)
donde Gal(H/Hy) corresponde al subgrupo minimo de G' que contiene [G, G| = woX (4.13)
al igual que los subgrupos de inercia I, ..., I5. Escribiendo G como el producto semi-directo
(4.3) de I} y X obtenemos

CO >~ Xoo /TQ
Ahora, como K /K, es una Z,-extensién, su grupo de Galois es ciclico generado por
i . . T 7’
7Py los subgrupos de inercia I; por o . Ademés veamos que

P’ _ 5 \P"
of = (aio1)
-1 -2 T_1  1-p" v
= ajoia;0] ‘otaio % ---of Tlajo, | of
_ wr/wo _p"
= aqa; oy -
Procediendo como anteriormente tenemos el resultado. O
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Corolario 4.19: Para la Z,-extension ciclotémica de Q(up) tenemos para r € N>
Cr = Xoo/wr Xoo = Xoo/ (V7 — 1) Xoo
donde v es un generador topoldgico de T'.

Demostracion: Esto sigue de la proposicién anterior porque en este caso s = 1 segun el
lema 1.28, asi que Yy = woXoo =T X0 = (7 — 1) X o O

Corolario 4.20: Tenemos Xoo = 0 <= X = 0, donde X es la parte donde la
conjugacion compleja actia por —1.

Demostracion: Sea X3 = 0. Se ve facilmente que el isomorfismo del corolario 4.19 es compa-

tible con la accién de la conjugacién compleja, asi que CI(Q(pp))” = Cy ~ X /woX = 0.
Entonces el teorema 4.5 implica que Cy = 0, es decir p { hg up)- Bl corolario 4.4 implica que
P 1 hq(u,-) para cada r > 0, es decir X = 0. O

Proposicién 4.21: Sea E el A-mdédulo elemental de A-torsion tal que ‘E/ (Z—:E)‘ es finito

para todo r > e. Entonces existe c tal que

’E/ <WTE> ‘ = ptP AT g > 0,
w

(&

donde u y A son los invariantes de la definicion 3.13.

Demostracion: Basta con analizar los distintos factores que aparecen en E. Como X, es de
A-torsion, entonces hay solamente dos tipos de factores por analizar.
Sea X = A/(p™), entonces
w w
X/—X ~A/(p™, )

We Wr

w
Como —~ es un polinomio distinguido P de grado p” — p®. Por el lema de divisién 2.3 tenemos
Wo

Wr

A (p™, =) = (Z/p" L) pr —pe 1 [T1,

e

es decir cada elemento de la izquierda es representado por un polinomio de grado menor a
p" — p° con coeficientes en Z/p™Z. Es decir

‘X/WTX‘ = pmp"=p) — T te
We

para r > 0 y ¢ constante.

Ahora sea X = A/(P), donde P es un polinomio distinguido de grado d. Para todo r tal
Wr4-2

que p" > d tenemos que actiia en X por multiplicacién por p y una unidad (ver el
Wr41

ejercicio 4.6). Por lo tanto para ro > e tal que p™ > d tenemos

Wro4-2 Wro42 [ W 1 w 1
T0+X: ro+ <T0+X)_p TO+X7

We Wro+1 We We
y por induccién obtenemos

Wy —ro—1Wro+1
7X — pr ro—1 0
We We

X para r > rg.
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4.4 Teorema de Iwasawa

Al pasar al cociente obtenemos

X/wTX‘ = ‘X/p7-—7-0_1wr0+1X’
We We
o — —rg— —rg—1Wro+1
= |Xx/pr—ro-lx TTOIXTTOIL+X
| X/p | |p /p "
o — Wrg+1
— |X/pT 0 1X| X/ 0+ X
We
_ pd(r—ro—l) X/w7‘0+1X’
We
w
Finalmente como | X/ X | es finito para todo r > 0, tenemos que existe una constante ¢
e
tal que
Wy _ . dr+c
We
para r suficientemente grande. (Il

Teorema 4.22 (Iwasawa): Sea K un campo de nimeros y p un primo. Para cadar € N>g
sea K, /K una extension tal que Gal(K,./K) ~Z/p"Z, y sea p°" la mdzima potencia de p
que divide el orden del grupo de clases de K,. Entonces existen constantes u, A\ € N>g y
v € 7 tal que

er=pup" +Ar+v  parar > 0.

Demostracion: Sea Ko /K una Z,-extensién. Existe 1o > 0 tal que todos los primos que
ramifican en la extension K, /K, son totalmente ramificados. Aplicando la proposicién 4.18
a la extension Ko, /K,, vemos que

w
Cr~ Xoo/—T,, paratodo r >rg,
Wy

donde 77, es el médulo generado por wy, y los respectivos a;, que dependen de los subgrupos
de inercia de Gal(Hoo /Ky, ).

Ahora, como Cy, ~ X, /T;, es finito, tenemos que
Wy

TTO/T

To

|Crl [ Xoo/ Ty T,

ol

Wy
TTO/T

7o

C

p

T,

para alguna constante ¢ > 0, ademds tenemos que

m l
Tpy ~ Xoo ~ E = (@A/W“"A) o [ @PA/PA
i=1 j=1

con E elemental como en el teorema 3.12 y sin factor libre por el corolario 4.17. Por lo tanto

Wy
TTO / TTTO

70

basta determinar el factor . Consideremos el siguiente diagrama para r > rg

69



Capitulo 4 Grupos de clases y el teorema de Iwasawa

Por el ejercicio 3.4 tenemos que |ker ¢!.|, | coker ¢l |, | ker ¢!’|, | coker ¢!| son finitos, ademds
son constantes para r suficientemente grande ya que:

» Las sucesiones (|ker ¢! |),>r,, (|coker¢l|)r>r, ¥ (] coker)|),>r, son monétonas y
acotadas (ver el ejercicio 4.7).

= Por el lema de la serpiente tenemos que
1 —1
| ker ¢!'| = | ker .|| ker || coker ¢!, || coker ¢| ™| coker ¢!’|,
y para r > 0 los términos de la derecha son constantes por el inciso anterior.

Es decir existe una constante ¢’ tal que

Wy ’
TTU/TTT‘O =p°

To w’l"()

B/ E'

para r suficientemente grande. El teorema sigue directamente aplicando la proposicién 4.21.0]

Ejercicios

Ejercicio 4.6: Sea X = A/(P) con P distinguido de grado d. Recuerde que w,(X) = X? —1
(definicién 2.10).

(a) Demuestre que si p” > d entonces
wr(1+T)=p-Qméd P,

para algtin polinomio Q.
(b) Luego demuestre que
wr1(14+T)=p° - Q' méd P,
para algtin polinomio Q’.

(¢) Finalmente demuestre que
Wrp2(1+T) = p(1+p- Q" wri1(1 + T)méd P,

para algtin polinomio Q.

Wr+42 . T .z . .
272 actda en X como multiplicacién por p médulo una unidad en A. (Use el
Wr41

isomorfismo del teorema 2.11 que hace corresponder w,(1 4 7T') con w, 1= wy(7Y).)

(d) Concluya que

Ejercicio 4.7: Sea T un A-md6dulo de torsién y ¢ : T'— E un pseudo-isomorfismo donde E es un

w w
médulo elemental. Con la notacién del ejercicio 3.4 sea a = f = —— y supongamos que — 1" es
We We
finito para todo r > e. Suponga que s > r.

(a) Demuestre que Lepc iy y “pcE
We We We We
(b) Concluya que |ker %] < | ker ¢..| y | coker ¢!'| < | coker ¢ |.

. . w
(c) Demuestre que si x es un levantamiento de un elemento en coker ¢, entonces —z es un
Wy
levantamiento de un elemento en coker ¢, .

(d) Concluya que | coker ¢}| < | coker ¢}|.
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4.5 Sobre los invariantes i y A

4.5. Sobre los invariantes ;1 y A

El teorema 4.22 describe el crecimiento de la parte p de los grupos de clases asociados
a los subcampos finitos (suficientemente grandes) de una Z,-extensién. El exponente de
estos grupos, depende de un término exponencial - p” y de un término lineal A - r + v. En
esta seccién haremos un compendio de algunos resultados conocidos sobre los invariantes de
Iwasawa.

Proposicion 4.23: Sea X un A-mddulo noetheriano de torsion. Entonces

wX)=0 <= rgp X <oo
— 18, X/w,X estd acotado para todo r > 0.

La proposicién anterior es andloga a la proposicién 3.17. Esta nos provee criterios para
determinar cuando el término exponencial no aparece en el exponente.

Teorema 4.24 (Ferrero-Washington): Sea K/Q una extensidn abeliana de Q y p un
nudmero primo, sea Koo /K la Z,-extension ciclotémica de K. Entonces p = 0.

Demostracion: Referencia a annals y a iwasawa.

Observacién: Iwasawa demostré que pu # 0 para.. en **Ref.
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Capitulo 5

Funciones L p-adicas

En la teoria de las funciones L, como la funciéon zeta de Riemann, hay dos fenémenos
importantes que implican la existencia de anédlogos p-adicos de esas funciones. Primero,
algunos valores especiales de esas funciones, que a priori son niimeros complejos, de hecho
son nuimeros algebraicos o incluso racionales (en general después de dividir por un factor
transcendental normalizante). Y segundo, esos valores son en un sentido p-ddicamente
continuos, que significa que hay congruencias entre ellos. De la definicion no es inmediato
que las funciones L tienen estas propiedades: Algunos valores especiales siquiera estan
bien definidos después de considerar la continuacién analitica de la funcién. Sin duda estos
fenémenos son inmensamente sorprendentes, ocasionando que la existencia de las funciones
L p-addicas en general no sea nada trivial.

Aqui explicamos la teoria de las funciones L p-adicas en el caso méas bésico: la funcién zeta
de Riemann, y ligeramente mas general, las funciones L de Dirichlet. La idea de construir
un tal andlogo p-adico de funciones L era de Kubota y Leopoldt [KL64] y era més tarde
reinterpretada por Iwasawa, como explicaremos en la seccién 5.3.

5.1. Proemio sobre las funciones L

Aqui colectamos unos hechos analiticos sobre las funciénes L que nos interesan. Como este
texto pone su énfasis mas en la teoria algebraica omitimos la mayoria de las demostraciones
en esta seccién.

Definicién 5.1: Una serie de Dirichlet es una serie de la forma

oo
E apn”?®
n=1

con coeficientes a,, € C.

Proposicion 5.2: Para cada serie de Dirichlet

oo
E apn”?®
n=1

existe un oy € [—00, 00| tal que la serie converge localmente uniformemente para los s € C
con Res > oy y diverge para Res < 0¢. Este oy se llama abscisa de convergencia.

La funcién definida por una serie de Dirichlet en el semiplano de convergencia es holo-
morfa.

Si los coeficientes son multiplicativos en el sentido

Gnm = QnQm para todo m,n € N>
entonces la serie tiene un producto de Euler

i apn”° = H (1—apl=%)~1
n=1

¢ primo
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Capitulo 5 Funciones L p-adicas

para los s € C con Res > oy.
Demostracion: [Zag81, §1, Satz 1, §2, Satz 1] O
El ejemplo mas importante es la serie de Dirichlet con a,, = 1 para cada n.

Definicién 5.3: La funcion zeta de Riemann es la funcion

()= n*= [ =)
n=1

¢ primo
para s € C. Su abscisa de convergencia es gg = 1.
Muchas veces las series de Dirichlet tienen una continuacién analitica, como muestra el

resultado siguiente. Porque este resultado es de fondo para nuestra analisis de las funciones
L vamos a esbozar su demostracion.

Proposicién 5.4: Sea
L(s) = Z apn”?®

una serie de Dirichlet cuya abscisa de convergencia og no es 400 (es decir, hay al menos un
s € C para el cual la serie converge). Definimos para los nimeros reales t < 0

ft)=— Z tape™
n=1

(jesto converge!) y asumimos que esta funcidn se extiende a t =0 y se escribe como

n

=t
ft) = Zb"ﬁ’ t<0
n=0 ’

con coeficientes b, € C y donde la serie converge absolutamente.*
Entonces la funcion L tiene una continuacion meromorfa a todo C con un solo polo de
orden 1 en s =1 si by # 0 y holomorfa si by = 0. Ademds,
b
L(l—n)=-"=

n

para n € N>q.

Demostracion: Seguimos [Zag81, §7, Satz 1]; véase alld para més detalles. Primero observemos
que los coeficientes a,, pueden crecer a lo més polinomialmente, por lo demas la serie de
Dirichlet L(s) seria divergente para todo s € C. Por eso la serie que define f(t) converge
absolutamente para ¢t < 0.

Para la demostracién conviene més usar la funcién

—t s
Flr) =100 _ > ane™™ (t>0)
n=1
en lugar de f, que se escribe como serie absolutamente convergente
- b
— _ +1 n+1
F(t) = Z ent™ con ¢, = (—=1)" CE (t>0). (5.1)

n=-—1

' Esta hipétesis se puede relajar, pero en nuestras aplicaciones siempre serd cierta. La hipétesis menos fuerte
que es suficiente es un poco complicada de describir, véase [Zag81, p. 48] para ella.
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5.1 Proemio sobre las funciones L
La afirmacién sobre los valores de L(1 — n) entonces es equivalente a
L(1—n)=(-1)"nle¢, paranecNs;. (5.2)
Necesitamos la formula de transformacion de Mellin, que involucra la funciéon T’
I(s) = /OO t""le7tdt (s € C, Re(s) > 0).
0
Es facil ver que

1
/ t*~1dt converge <= Re(s) >0 parascC (%)
0

v que floo g(t)t*~1 dt converge para cada s € C si g es una funcién que decrece exponencial-
mente para t — 0o, por eso el integral de arriba constituyendo la funcién I' converge para
los s € C con parte real positiva. La funcién I' se extiende a una funcién meromorfa en todo
de € con polos en los enteros negativos y sin ceros (es decir 1/T" es una funcién holomorfa en
C y tiene ceros en los enteros negativos). De la férmula arriba se obtiene facilmente

o0
/ t*le™dt =T(s)n™* (n € Nx)
0
(con una sustitucién r = nt) y pues, por la convergencia absoluta de L(s),

['(s)L(s) = /OOC F(tts~tde

para s € C con Re(s) > og — esto es la anunciada férmula de transformacién. Queremos ver
que el integral al lado derecho de hecho converge para méas que estos s.
Descomponemos el integral como I'(s)L(s) = I1(s) + I2(s) con

Ii(s) = /01 Ftt*~tdt, Iy(s) = /loo F(t)t*~tde.

El integral I5(s) de hecho converge para cada s € C porque F'(t) decrece exponencialmente
para t — oo y pues da una funciéon holomorfa en C, y solo tenemos que estudiar el integral
I(s). Para eso usamos (5.1), que nos da para s € C con Re(s) > 09 y cada N € N>

1 N—-1 1 oo
e = X et rare [ et
0 =1 0 n=nN
El primero sumando es igual a
N

>

=n +s
y pues es meromorfo en C con polos para s € {—N, ..., 1}. El integral en el segundo sumando

se puede estimar con

1 o0
LS feal e tan
0 n=N

que converge para cada s € C con Re(s) > —N segin (x).
Porque N arriba era arbitrario, en total esto demuestra que la funcién I'(s)L(s) tiene una
continuacién meromorfa a todo de € con (posiblemente) polos simples en {n € Z : n > —1}.
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Por eso L(s) tiene una continuacién meromorfa a todo de C con posiblemente un polo simple
en s = 1. Se sabe que los residuos de la funcién I" son dados por

—1)"
Res T'(s) = ( ; para n € IN>;.
s=—n n! =
De esto obtenemos a férmula (5.2). O

En el caso de la funcién zeta, tenemos

FH) =t )" =< _te_t (t <0).

Esta funcién es holomorfa en todo de C, por eso es analitica y tiene una representacion

t < qgn
1—e_t:nz::OBna (tEC)

con coeficientes B,,. Son racionales por que la serie de arriba es la serie de Taylor, asi que

B, = f™(0) € Q paran € Nxg.

Definicién 5.5: Los coeficientes B,, € @ definidos arriba se llaman nidmeros de Bernoulli.?
Notemos que B,, = 0 si n > 1 es impar, porque f(t) = f(—t) +t.

Esto demuestra:

Proposicién 5.6: La funcion zeta tiene una continuacion meromorfa a todo C con un
unico polo en s =1 de orden 1, y

B,
(I-n)=--—7¢€Q
n
paran > 1, los B,, siendo los numeros de Bernoulli.

Ejemplo 5.7: Los primeros niimeros de Bernoulli no nulos son

1 1 1 1 1
Bo=1, Bi==, By— =, By= ——, By — —, By — ——
0 ) 1 2’ 2 67 4 307 6 49’ 8 307
5 691 7 3617
10 667 12 27307 14 67 16 5107

Es util estudiar también series de Dirichlet ligeramente més generales. Para esto fijamos
un encaje Q — C.

Definicién 5.8: Sea N € IN>;. Un cardcter de Dirichlet es un homomorfismo de grupos
x: (Z/NZ)* - Q.

Se llama primitivo si no se factoriza a través de (Z/MZ)* para algin M | N, M # N,y en
este caso N se llama el conductor de x. Los valores de x son raices de la unidad y generan
un subcampo de @ que llamamos Q(x).

2 En algunos textos se encuentra la definicién con f(t) = ﬁ en lugar del f de arriba. Esto da los mismos

ntmeros de Bernoulli salvo para Bj, en cual caso da By = f% en lugar de By = %
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5.1 Proemio sobre las funciones L

Si x es un cardcter de Dirichlet, definimos una funcién que también llamamos x asi

- x(nméd N), (N,n) =1,
: N>y — X, n—
S {0, (N,n) > 1.
La funcién L de Dirichlet de x es la serie de Dirichlet

L(x,s) =Y x(n)n"".

Aunque esta funcién depende del encaje escogido, no lo incluimos en la notacién porque
siempre serd claro del contexto.
La funcién x es claramente multiplicativa, asi que la funcién L(x, —) tiene un producto

de Euler
Lix,s)= [[ a—=x@0e
£ primo

En este caso la abscisa de convergencia es og = 0 (salvo si x es trivial; véase [Zag81, p.
42]). Otra vez podemos aplicar la proposicién 5.4 para obtener una continuacién analitica
y formulas para los valores en los enteros negativos, similarmente a la proposicién 5.6.
Omitimos los detalles y simplemente enunciamos el resultado.

Proposicién 5.9: Sea x un cardcter de Dirichlet de conductor N > 1. Ponemos

N t
x(a)te®
) =) F— (teC).
eVt —1
a=1
Esta funcion se escribe como una serie
o0 tn

)= Bux— (teC)

|
0 n!

con coeficientes By, , € Q(x) que se llaman nimeros de Bernoulli generalizados por x. La
funcidn L(x, —) tiene una continuacién holomorfa a todo C y

B
L(x,1—n)=—-—"%X€Q(x) para cadan > 1.
n
Terminamos esta seccién con introducir los polinomios de Bernoulli, que seran usados en
unas demostraciones siguientes.

Definicién 5.10: Para cada n € IN>; definimos un polinomio

n

Bu(X)=3" (?) BiX"" € Q[X]

i=0
que se llama el polinomio de Bernoulli n-ésimo.
Lema 5.11: Definimos una funcion

tet(l—i—m)

Flto) =-5—

(t,z € C).

Entonces para cada x,t € C tenemos

F(t,z) =Y Bn(z)%n'.
n=0 :
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Capitulo 5 Funciones L p-adicas

Demostracién: Porque F(t,z) = f(t)e!” para t,z € C, esto resulta directamente de la
féormula del producto de Cauchy:

R =3 m Y= ()pe =m0
, n=0 "n! n=0 n! i) n! ")

n=0 3=0 n=0

Ejercicios

Ejercicio 5.1: Demuestre que la funcién zeta de Riemann tiene abscisa de convergencia ogp = 1y
las funciénes L de Dirichlet para caracteres de Dirichlet no triviales tienen abscisa de convergencia
gg = 0.

Ejercicio 5.2: Demuestre que una serie de Dirichlet cuyas coeficientes son multiplicativos tiene un
producto de Euler.

t
—— parat € R como en la definicién 5.5.

Ejercicio 5.3: Sea f(t) = T

(a) Verifique que f(t) = —t (e)" para t < 0.

[

n=1
(b) Verifique la relacién f(t) = f(—t) + ¢ para (t € R).

Ejercicio 5.4: Calcule unos de los primeros nimeros de Bernoulli.

Ejercicio 5.5: Sea x un caricter de Dirichlet de conductor N. Verifique la relacién

N
1 a
@) = N Eﬂ x(a)F (Nt, N 1) parat € C,

donde fy es la funcién de la proposicién 5.9 y F' es la funcién del lema 5.11. Use esto para derivar la
siguiente férmula para los nimeros de Bernoulli generalizados:

N
Bny = Nl Zx(a)Bn (% — 1) para n € IN>;.
a=1

Concluya que si x es no trivial entonces
1 N
Biy = w Zx(a)a.
a=1

5.2. Teoria elemental p-adica de valores de la funciéon zeta

La Conjetura Principal de la Teoria de Iwasawa establece una conexién entre ciertos
moédulos sobre el dlgebra de Iwasawa A y funciénes L como las de la seccion anterior, usando
los analogos p-adicos de dichas funciones que mencionamos anteriormente. Para formular esta
conexién precisamente es necesario ver las funciones L p-adicas como elementos del algebra
de Iwasawa A. No obstante, la idea detras de la construccién de dichas funciones se puede
entender desde un punto de vista mas elemental, como explicaremos a continuacién. Cabe
notar que la mayoria de los resultados en esta seccién no son necesarios para el resto del texto,
incluso en la Teoria de Iwasawa moderna este enfoque ha sido rebasado por construcciones
mas generales como las que veremos en la siguiente seccién. Asi pues, dedicamos esta seccién
al estudio de estas proposiciones elementales con el fin de fomentar la intuicién del lector.
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5.2 Teoria elemental p-adica de valores de la funcién zeta

Empecemos estudiando en mas detalle los nimeros de Bernoulli. El objetivo original de
Bernoulli era calcular expresiones como

1n+2n+3n++kn

para k,n € IN>; y expresarlas como un polinomio en k. Su resultado es la siguiente férmula
de Bernoulli.

Lema 5.12 (Bernoulli): Si definimos

para n,k € N>, entonces
n

1 n+1 neitl

Demostracion: Usamos los polinomios de Bernoulli y la funcién F' del lema 5.11. Porque
F(t,z) — F(t,z — 1) = te*® tenemos

Bpi1(z) = Bpga(z = 1) = (n+ 1)z"

para cada n € IN>g y € C. Pongamos aqui z = 1,...,k y sumemos todas las ecuaciones,

que nos da
1

=7

(Bn-l—l(k) - Bn-‘rl(o)) .
La féormula entonces resulta de la definicién de los polinomios de Bernoulli. (Il

En el siguiente resultado vemos los niimeros de Bernoulli como ntmeros p-addicos y
obtenemos por ejemplo la propiedad importante de que son p-adicamente acotados.

Proposicién 5.13 (Clausen-von Staudt): Sea n € N>y par y p # 2 un primo.
(a) Sip—1tn entonces By, € Zy,.
(b) Sip—1]|n entonces B, + % €Z,.

En particular, pB,, € Zy,, es decir |Bn|p < p. Ademds, si p— 1 | n entonces pB, = —1
(méd p).

Demostracion: Esta demostracién es combinada de [Lango, §2.2, B3, p. 35] y [Wasg7, Thm.
5.10]. Usamos otra vez los polinomios de Bernoulli de la definicién §.10 y también la funcién
tet(lJr:v)

F(t,l'): et_l

(t,z € €)

del lema 5.11.
Empezamos con derivar una relaciéon para los polinomios de Bernoulli. Para cada m € IN>;
tenemos
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Usando esto, obtenemos para cada x,t € C

te(l+a)t M1 mol oy (@t1ta)t
F(tm):ei Zeat: Z e

mt _ mt _

e 1a:0 S 1

m—1 z+1l+a m—1

1 t mt 1 1
LU L e
m = emt — m = m

m—1 oo

1 xr+14a\ (mt)"”
= — BTL

w22 ()

I
(]2
|
3
3
L
gk
L
{Ss]
3
K
4
S|
4
IS
N———
N———
SRS

y pues

Bo(X) :mn_liBn (X—i—a)

para cada n € IN>;.

Ahora continuamos con induccién en n, es decir sea n > 2 par y asumamos que la
afirmacion es cierta para cada i < n. Pongamos m = p y X = 0 en la relacién de arriba, que
nos da

R A O RED » o HETC IS v ol | T

a=1i=0 i=0 a=1
Por induccién sabemos que pB; € Z, para i < n, asi que en la suma sobre ¢ todos los
sumandos para ¢ = 2,...,n — 1 estdn en Z,. Porque B; = % y p # 2, el sumando para i =1
también estd en Z,. Por eso (nota que By = 1)

P
B, = Z (a"p_l + Bnp"_l) méd Z,
a=1

0 equivalentemente
15
(1-p")B, — - Za” € Zp.
p a=1

Porque 1 —p" € Z, es suficiente mostrar que

p—1 .

0 sip—1
E a” = {1 sip—1fn, (méd p).
a=1

sip—1]|n

El caso en que p — 1 | n es claro gracias al pequeno teorema de Fermat. Sea u € Z tal que su
clase médulo p genera IF). Entonces multiplicacién con u induce un automorfismo de I,
asi que

p—1 p—1 p—1
(u"—1) Za” = Z(ua)” - Za" =0 (moédp).
a=1 a=1 a=1
Si p—11n entonces u™ £ 1 (méd p), y la afirmacién resulta. O

Estos dos resultados se pueden usar para encontrar una representaciéon p-adica de los
numeros de Bernoulli:
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5.2 Teoria elemental p-adica de valores de la funcién zeta

Corolario 5.14: Para cada n € IN>1 tenemos en Q,

B, = lim iS (p”).

j—oo pJ
Demostracion: Con el lema 5.12 tenemos
1 . 1 n+1 o
o= % (" T B =Bt

P’ n—i—ll,:1 1

con C; € Z que, si bien es cierto que depende de j, su valor absoluto p-ddico es acotado
independientemente de j, como se ve facilmente con la proposicion §.13. O

Gracias a esto, podemos demostrar las congruencias de Kummer, que son el primer paso
en la direccién para obtener una funcién zeta p-adica.

Proposicién 5.15 (Kummer): Sea p # 2 primo y k,m,n € N>1, y sea ¢ € Z no divisible
por p. Asumamos que m = n (méd p*(p — 1)). Entonces

B B
1 —c™m)(1 — m—1)—"m _ 1— ™) (1 — n—1\=-"n 4 k+1 )
(I=e™A=pm )= =1 =)L —p" 7)== (médp™)

Si m,n no son divisibles por p — 1 entonces incluso

B, B
1— m—1 E]_* —1\=n 5d k?+1'
A =p")—==( )—~ (médp™™)
Demostracion (segin [Pang7]): Primero notamos que para cada x € Z con (x,p) = 1
tenemos
2™ = 2" (méd pFth) (%)

porque pF(p — 1) = #(Z/p*T1Z)*. En particular, 1 — ¢™ =1 — ¢ (médp*+1). Sim # 0
(méd p — 1), entonces siempre existe un ¢ € Z no divible por p tal que ¢™ # 1 (mé6d p). Por
eso la segunda congruencia resulta de la primera.

Del corolario 5.14 vemos facilmente que en Q,

1—p™ HB,, = lim —
(1=p"") ngolop]za

p’fa

y por eso, si j € IN>; es suficientemente grande, tenemos

;
12
. 1 - m —(k+1)
(1 )Bm pj ZCL < P .
a=1 p
pta
Para este j resulta que
D—
Q-1 -—pm H=(1—-cm)— a™  (médptth).
m mpJ ‘IT
rla

Llamamos A € @ el numero racional del lado derecho. Notemos que la congruencia de arriba
no es una igualdad en Z/p**1Z, porque ambos lados pueden contener potencias no triviales
de p en su denominador. Pero su diferencia no contiene potencias de p en el denominador y
el numerador es divisible por p*+1.
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Capitulo 5 Funciones L p-adicas

Por lo tanto

m

117
R

Para cada a ocurriendo en esta suma sea b, € {1,...,p’} el tnico elemento con b, =
ca (méd p?). Como (c¢,p) =1, es decir ¢ € (Z/p’Z)*, el mapeo a +— b, es una permutacién

del conjunto .
{a€{1,....p'} :pta},

y esto nos da

Ahora pongamos t, = b”p;jca € Z. Entonces

b™ — (ca)™ = (ca + p't)™ )™ Z ( ) )T ) = mpTt(ca)™ " + K - p¥
para un K € Z. Sustituyendo esto en el calculo anterior obtenemos
p -
K =Dy
A= tq m=1 gy .
> talca)™ 4 p —

1

s 8
=

Si hacemos j tan grande que la fraccion de la derecha no contenga una potencia de p en

el denominador y el numerador sea divisible por p**!, entonces usando la ecuacién ()
obtenemos la primera congruencia médulo p*+1:
P’ e »’ B
(1—c™@—pmt) Wm =A=) talca)" =Y taca)" = (1- M -p" = O
:1 a=1
pta pta

La observacién importante de Kubota y Leopoldt era que las congruencias que acabamos
de demostrar pueden ser reinterpretados en la forma siguiente.

Proposicion 5.16: Eziste una unica funcion continua

Cpot Zp \ {1} = Qp

tal que
Cpo(l—n) = (1L =p" " H)¢(1—n)

para todo n € N>1 conn =0 (médp —1).

Demostracion: Fijemos un ¢ € Z que no es divisible por p.
Primero observemos que las congruencias de Kummer significan que la funcién

B
fiD:={neNs;:p—1|n} = Qp, n»—)(l—c")(l—p”fl)ﬁ

es uniformemente continua para la métrica p-ddica: En efecto, esta continuidad significa que

Ve>030 >0Vm,n€ D: Im—n|,<dé = [f(m)— f(n)], <e.
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Si m,n € D, la congruencia m = n (médp — 1) es cierta automdaticamente. Si asumimos
sin pérdida de generalidad que ¢ es de la forma ¢ = p~+1) con k € IN>1, podemos poner
d = p~* y la afirmacién es equivalente a las congruencias de Kummer.

Segundo, observemos que el conjunto D es denso en Z,: necesitamos ver que para cada
2€ZykeNs existeun ! € Z con pFl — 2z € D (porque entonces z estd en la cerradura de
D). Por eso simplemente tomamos [ como un entero que satisface

(médp — 1)

y suficientemente grande tal que pFl — z € N>.

El conjunto D es denso también en Z,\ {1}, y esto demuestra que la funcién que buscamos
es Unica si existe. Por la densidad de D en Z, y la continuidad uniforme, la funcién f de
arriba se extende a una funcién continua f: Z, — Q,. Entonces escogimos ¢ € 1+ pZ y
definimos (;, como

f(s)

Cpot Zp \ {1} = Qp, 1_5’_>_1_csa

donde ¢® con s € Z, es bien definido gracias a la proposicion 1.44. Es claro que esta funcion
tiene la propiedad deseada, y por la unicidad es independiente de c. O

La funcién que acabamos de construir se podria llamar de buena fe «funcién zeta p-adica
de Riemanny». Sin embargo, todavia no es la funcién que se puede usar en la Teoria de
Iwasawa — la «verdaderay» construccion la haremos en la siguiente secciéon. Para motivar el
resultado que demostraremos, continuamos estudiando la funcién que hemos construido. Por
ejemplo, ;jcémo se comporta para los n con n Z 0 (médp — 1)?

Antes de discutir esto, necesitamos un andlogo del corolario 5.14 para los nimeros de
Bernoulli generalizados para un cardcter de Dirichlet x. Para esto fijamos encajes Q — C
yQ— Qp, que nos permiten ver nimeros algebraicos como nimeros complejos o niimeros
p-adicos a conveniencia.

Proposicion 5.17: Sea x un cardcter de Dirichlet de conductor N. Pongamos

Entonces en Q,

1 .
— I J
B”»X - gllg)lo ij Sn,X(Np )

Demostracion: La demostracion es la misma que la del corolario 5.14, usando la féormula
1 &K(n+1 1
Spr(EN) > ( . )Bi,x(/fN) +1

n—l—ll,:1

que generaliza el lema 5.12. Esta iltima féormula se puede obtener similarmente que la del
lema 5.12, véase [Iway2, p. 11]. O

Nuestros encajes fijados nos permiten en particular considerar el caracter de Teichmiiller
w como caracter de Dirichlet y definir su serie L y ntimeros de Bernoulli.

Proposicion 5.18: Tenemos

Bn,w*”

Go(l=n) = —(1—w™(p)p" )=

para todo n € N>q, donde w es el cardcter de Teichmiiller.
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Demostracion: Fijemos n € N>y, y sin perdida de generalidad supongamos que n # 0
(médp—1), porque en el caso p—1 | n ya sabemos el resultado. Notemos que el conductor de
w™™es psip—11n,asi que la afirmacién en este caso simplemente es ¢, o(1—n) = —B,, ,,—» /n.

Necesitamos una sucesién (ny)ren., de enteros positivos, todos divisibles por p — 1, que
converja a n en Z,: podemos usar -

np=n(p"(p—2)+1) =n((E" - 1> =" - 1).

Por el corolario 5.14,

J
1 D
nge—1 _ _ 14 - ne
a=
pfa

Ahora queremos hacer k — oo e intercambiar este con el limite j — oo. Para que esto sea
permitido, tenemos que ver que la convergencia para j — oo es uniforme con respecto a k.

Para la claridad de la demostracién probaremos esto en el lema siguiente.
Ahora intercambiamos los limites con respecto a k y j y obtenemos

pj
lim (1 —p™ 1B, = lim — Y lim a™.
k— o0 Jj—o0 p] 1 k—o0

a=

pta

Como ny = n —np® + n(p — 1)p*, tenemos en 7., segin el ejercicio 1.8

lim @™ = lim a”(apk)fn(apk)(pfl)” = a"w(a) "w(a)P" = u " (a)a",
k— o0 k—o0

porque w(a) es una raiz de la unidad (p — 1)-ésima. Usando la proposicién 5.17, esto nos da

J
, - ol
klglolc(l —p™ 1)Bnk = ]ll)ngo 17 Z_:lw n(a)an = Bn,w*"
pta

y por eso

1 1 — — e
e ol =) = ==

como deseamos. O

Falta ver la convergencia uniforme que nos permitié en la demostracién arriba intercambiar
los limites. Esto no depende de la forma concreta de la sucesion (ny).

Lema 5.19: Tenemos

J
. 1< B
V5>OEIJ5€]NZlW2J5Vn€]NZl:‘Ezan,(lfpn vp,| <.

a=1 p

pta
Demostracion: Sean n,j € IN>1. Si sustituimos en la relacién (véase también el ejercicio 5.12)

J

3

a" = Sa(p’) = p"Sn(¥’ )

=8
Tl
I
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la férmula de Bernoulli (lema 5.12), después de un poco de célculos obtenemos

1 & " 1 n+1 _ _
= a :n+1z< i )Bp?( (19,
=1

Si i = n en la suma de la derecha, el sumando correspondiente es (n + 1)(1 — p"~1)B,,, pues

n—1

1 & n n—1 1 n+1 j(n—i) i1
(7§ a® —(1—p )Bn>:n+1§ ;)BT (=)
P aTl =1
pta

) S (P

Tenemos que acotar esta expresién. Claramente ’(’Z) |p <ly |1 —pi! ‘p = 1. Ademads, por
el teorema de Clausen-von Staudt (proposicién 5.13) tenemos

|Bn|p S p‘
Demostremos que para cada ¢ =1,...,n — 1 tenemos
pn—i
n+1l—1 -

lo cual es equivalente a v,(n + 1 — i) < n —i. Para cada k € N>1, p* es el menor nimero
natural para cual v, toma el valor k. Porque siempre que p* >k + 1, se tiene vp(k+1) <k.
Haciendo £ = n — i nos da la inigualdad deseada.

Ahora sea € > 0, que sin pérdida de generalidad es de la forma ¢ = p~ con un J € IN>;.
Entonces ponemos J. = J + 1 y pues tenemos para j > J. y cada n € IN>1:

J

J

1< _

i Za —(1-p" "B, = ptt<pl Tt = O
pTa

Ahora casi estamos listos para formular el resultado que demuestra cémo la funcién zeta
p-adica es vista en la Teoria de Iwasawa.

En la construccién de la funcién (, o en la proposicién 5.16 usamos la primera de las
congruencias de Kummer de la proposicién §5.15. Si usamos la segunda en lugar de la primera,
podemos construir de la misma manera funciones continuas

Cpat Lp = Qp

para cada a € {1,...,p — 2} con la propiedad de que
(pa(l=n)=(1—p" 1)1 —n)

para todo n € N>y con n = ¢ (médp — 1). El mismo razonamiento que hicimos en la
proposicién 5.18 (véase el ejercicio 5.6) muestra que

By, w-ta)

Cpa(l=n) = —(1 —w " (p)p" 1) (5-3)

n

para todo n € IN>;. Estas p — 1 funciones se llaman ramas de la funcién zeta p-adica, pero
esta terminologia no es muy importante porque se puede juntar las ramas en una sola funcién.
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Sea G = Gal(Q(up=)/Q), la cual es isomorfo a Z via el cardcter ciclotémico . Definimos
una funcién en el grupo de caracteres de G.3 Del lema 1.48 sabemos que cada caracter
x: G — Z, es de la forma

_,.a,s
X = wkKQ

con tUnicos @ € {1,...,p—1} y s € Z,. Usando esto definimos la funcién zeta p-ddica de
Riemann como

(p: Hom(G, Z;) \ {6} = Qp, X =w'%) = Ga_1(5).
Resumamos los resultados de esta seccién en el teorema siguiente.

Teorema 5.20: La funcién continua*
(p: Hom(G,Z7) \ {x} — Qp
tiene la propiedad de que

GWTRTM) = (1 =y L, 1 —n)

para cada n € N>q y cada cardcter de Dirichlet b de Gal(Q(up)/Q), y esta propiedad la
caracteriza unicamente.

Demostracion: Cada cardcter ) como arriba tiene la forma ¢ = w® con uni € {1,...,p— 1}
si identificamos Gal(Q(up)/Q) con (Z/pZ)*, y entonces

Cp(wfllilfn) — Cp(wiilﬁjlin) _ Cp(wfz#lfn/{(lj—n).

La propiedad anunciada pues resulta de (5.3). La unicidad la tenemos porque los caracteres
¢~ 1k!™™ como arriba son densos en Hom(G, Z )\ {x}, pero omitimos los detalles de verificar
esto. U

Aqui ya podemos reconocer el fenémeno que es tipico de las funciones L p-adicas: en
general, son funciones en caracteres de grupos de Galois tal que si las evaluamos en un
producto de un caracter de orden finito ¢ y una potencia entera del caracter ciclotomico
obtenemos una modificacién de un valor de una funcién L compleja chanfleada por .
Observe que la multiplicacién por 1 —(p)p"~! quita el factor de Euler para el primo p de la
funciéon L(t, —). La férmula en el teorema que describe estos valores se llama la férmula de
interpolacion. jEl lector deberia volver a considerar cuan sorprendente es que tal cosa exista!

Ejercicios

Ejercicio 5.6: Demuestre la formula (5.3). Para esto es ttil usar la sucesién (nk)rews, con
ny, =n— (n+a)p® +n(p—1)p*.

Ejercicio 5.7: Demuestre la unicidad de la funcién ¢, en el teorema 5.20.

3 Del punto de vista moderno, en general las funciones L p-ddicas son funciones en grupos de caracteres
de grupos de Galois. El lector que conozca la tesis de Tate es invitado a comparar esto con el punto de
vista de ahi, que considera las funciones L complejas como funciones en grupos de caracteres de grupos de
ideles, que segun la teoria de campos de clases son relacionados a los grupos de Galois.

4 Equipamos Hom(G, Z;) con la topologia compacto-abierta.
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5.3. La construccion de funciones L p-adicas mediante
elementos de Stickelberger

Como hemos dicho anteriormente, queremos ver las funciones L p-adicas como elementos
en el dlgebra de Iwasawa. Explicaremos con mas detalle que quiere decir esto.

En esta seccién usamos la notacién siguiente: Para m € IN>1 sea G, el grupo Gal(Q(pm)/Q),
que identificamos con (Z/mZ)* de la manera usual (véase definicién 1.24). Si escribimos
m = Np" con N no divisible por p entonces G,, ~ Gn X Gpr candénicamente. Escribi-
mos Gnpee = Gal(Q(unp=)/Q) = @rewzl Gnypr. El grupo Gpe serd el mas importante
de todos y lo llamamos simplemente G. Notemos que entonces Gyp~ ~ Gy x G. Ade-
mds, por el cardcter ciclotémico tenemos un isomorfismo G ~ ZJ, que se descompone
como Z, =~ FX x (1 + pZ,) segtin lema 1.43, y denotemos A y I' los subgrupos de G
correspondiendo a )\ y 1 + pZ,, respectivamente. Es decir, A = G = Gal(Q(1,)/Q) vy
I' = Gal(Qp, /Q(1p))-

Sea A(G) el dlgebra de Iwasawa de G. Si p € A(G) es un elemento, la propiedad
universal (proposicién 1.7) nos da para cada cardcter ¢: G — @: un morfismo, que llamamos
igualmente, ¢: A(G) — Q,.5 Abusando de la notacion, escribimos (1) := (1) como la
imagen de p por este morfismo. De esta manera, cada elemento del dlgebra de Iwasawa define
una funciéon

p: Hom(G, Q;) — Q.
Esta funcién es la misma que la que obtenemos si consideramos p como medida en G como
en la seccién 2.2.

Lo que vamos a demostrar aqui es que la funcién ¢, del teorema 5.20 esencialmente viene
de un tal elemento. Esto lo lograremos con una construccién completamente nueva mediante
elementos de Stickelberger, la cual es independiente de los resultados de la seccién anterior.
En resumen, en esta seccién damos otra construccién de la funcién ¢, més apegada a los
métodos modernos en la Teoria de Iwasawa.

En esta seccién continuamos fijando encajes Q — Cy Q — Qp. Aqui seguimos esencial-
mente [Iwa72, §6]7 aunque nuestro punto de vista es un poco mas moderno.

Definicién 5.21: Sea m € N>, el elemento de Stickelberger de nivel m es

1

__* -1
Y= - z_:l ac, € Q[Gr).

(a,m)=1

El interés en este elemento originalmente proviene del teorema de Stickelberger (véase
[Wasg7, Thm. 6.10] y el corolario 6.21 més tarde), que dice que el ideal Z[G,,] N X1 Z[G 1]
de Z[G,,] anula el grupo de clases de Q(um,), pero aqui nos interesamos en ese elemento por
razones diferentes.

Ahora fijemos N tal que p no divide a N. Para cada r entonces tenemos el elemento
de Stickelberger Xy, € Q[Gnpr]- Un calculo ficil que omitimos aqui demuestra que estos
elementos son compatibles con respecto a los mapeos Q[Gnpr| = Q[Gnp=] para r > s > 1.
Asi obtenemos un elemento

ZNpoo = (ENpT)r€N21 € Q[[GNPOQ]]

que llamamos el elemento de Stickelberger de nivel Np™. Aqui, por supuesto, Q[Gnp=]
denota el limite de anillos de grupos Q[Gn,r] aunque Q no sea un anillo profinito.

5 Para ser mas exactos, la propiedad universal nos da esto para caracteres con valores en anillos profinitos.

Pero cada caricter ¢: G — Q: tiene valores en un subanillo de @p compacto, y cada anillo topolégico
que es Hausdorff y compacto automaticamente es profinito. Véase la nota 1.5 y el ejercicio 1.5.
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Ahora sea K una extension finita de Q, que contiene las raices de la unidad de orden
@(N) = #Gn, sea O su anillo de enteros K y A(G) = O[G]. Entonces K[Gnp=] es un
K[Gy]-médulo. Para cada cardcter x: Gy — K* tenemos el idempotente

ey = ﬁ > x(9)7'g € K[GN]
geGN

y podemos descomponer

K[Gnp=] = @ exK[Gnp=]

(véase lema 2.20). Entonces, segin el lema 2.21, para cada x existe un isomorfismo canénico
de K-algebras
E,: ey K[Gnpe] — K[G].
Veamos Yype- como elemento de K[Gn]. Ademds fijemos un encaje K — Qp y un

caracter de Dirichlet x de conductor N, que podemos ver como caracter de Gy con valores
en K.

Definicién 5.22: Definimos py := E,-1(e,-1Xn,~) € K[G]. Este elemento se llama la
funcion L p-ddica de .

En los siguientes teoremas vamos a justificar este nombre. El ejercicio 5.11 da una
representaciéon mas explicita de este elemento que usamos a continuacion.

Por simplicidad, por ahora asumimos que x sea no trivial, es decir N > 1. El caso del
caracter trivial es similar, pero ligeramente mas complicado, y lo explicaremos més tarde.

Lema 5.23: De hecho p1,, € A(G) si x es un cardcter no trivial.

Demostracion: Usamos la representacion del ejercicio 5.11. Tenemos

Np” p” Np”
Z aX(a)Wr(O'a)il = Z Z CX(C)WT(Ub)il
a=1 b=1 c=1

(a,Np)=1 (b,p)=1 (c,Np)=1

c=bmodd p”
=y (Z X(C)> b, (o)~ médp”
b c

(las tltimas sumas yendo sobre los mismos b y ¢ como en la linea anterior). Pero si ¢ pasa
por estos elementos, la clase de ¢ médulo N pasa por todos elementos de G . Por eso
Y. Xx(c) = 0 porque x es un caracter no trivial (como demostramos en el ejercicio 2.12). Esto
demuestra que la suma con que empezamos arriba es divisible por p", asi iy, € O[Gpr]. O

El elemento p, € A(G) que acabamos de construir se comporta como anunciamos al

S . . =X . .
principio de la seccién: Define una funcién en Hom(G, Q, ) que es descrita por una férmula
de interpolacion similar a la del teorema 5.20.

Teorema 5.24: Sea ¢: G — Q; un cardcter de orden finito y n € IN>;. Entonces

fn (P = (1= X (p)p™ ) L(x®, 1 — n).

La demostracién de este teorema la haremos mas tarde. Primero expliquemos como
podemos extender la construccién al caso en que el caracter x sea trivial, es decir N = 1,
puesto que este caso (que corresponde a la funcién zeta de Riemann) es el que nos interesa
mas.
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Si x = 1 es trivial, el elemento pq (que en este caso simplemente es igual al elemento de
Stickelberger ¥, € Q,[G] de nivel p>) se comporta similarmente. Lo que ya no funciona
es la demostracién del lema 5.23, que es la tnica ocasién en la que usamos que y era no
trivial, y de hecho la afirmacién p3 € A(G) ya no es verdad. Sin embargo pq estéd en el anillo
de cocientes de A(G), y podemos calcular explicitamente su denominador.

Definicién 5.25: Para cada N € IN>; definimos un elemento
hy =1—(1+ Np)oy/n, € MG).

donde 014+ np € G es el tnico elemento con k(14 np) = 14+ Np. Ademés definimos para cada
ie{l,...,p—1}
hY =1— (1+ Np)eyiory, € AG)

donde e, es el idempotente del lema 2.20.

Lema 5.26: Tenemos hg),ul € A(G).

Demostracion: Aunque la afirmacion de este lema es importantisima, no damos la demos-
tracion en detalle porque usa argumentos muy similares a los que explicamos en otras

demostraciones de esta seccién (por ejemplo en la del teorema 5.28). Sin embargo, describi-
mos los pasos mas importantes en el ejercicio 5.13. O

Lema 5.27: Sea N € N>y coprimo ap, i € {1,...,p—1} y ¢: G — Q; un cardcter.
Escribimos ¢ = w’ ¢g usando la decomposicion G ~ Zy ~TF) % (1+pZ,) del lema 1.43, con
j€{l,...,p—1}. Entonces tenemos

¢(h§\i])) _ {1 - (1 +Np)¢0(1 + Np)_la .7 = 75,
) ] #’L.

En particular

d(h)) =0 = ¢ =w'ky.

Demostracion: De la definicion de e, obtenemos facilmente

Pewiorin,) = ! (Zw“(a))%(l + Np)~L.

p—l a=1

La suma en los paréntesis es igual a p — 1 si j =i y es cero si j # i. Obtenemos la férmula

para ¢(hy).
La ultima afirmacién entonces es cierta porque 1 + Np es un generador topolégico de
14 pZ,. O

Ahora podemos enunciar el teorema para el cardcter trivial. Los lemas 5.26 y 5.27
muestran que, aunque p; no define una funcién en todo Hom(G,Q; ), todavia define una

funcién en Hom(G,Q;) \ {k}.
Teorema 5.28: Sea ¢: G — @; un cardcter de orden finito y n € IN>;. Entonces

pr (@) = (1= Y(p)p™ LY, 1 - n).
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Demostracion (junta de los teoremas 5.24 y 5.28): Asumamos sin pérdida de generalidad
que O sea suficientemente grande tal que el caracter ¥ tenga valores en . Vamos a demostrar
que, para cualquier N y x, tenemos

Ay (0 6 = hy (v R (1= x(p)p™ ) L(x, 1 — n).

Del ejercicio 5.8 sabemos que hy (= tx17™) # 0, por eso esto es suficiente.

Sea r € IN>;. Usamos la notacién siguiente: para cada a € {1,...,Np"} escribimos
a(l + Np) = a1 + azNp" con 0 < a; < Np". Entonces para estos a tenemos x(a(1+ Np)) =
x(a1) ¥y 7 (0aa+np)) = Tr(0a,). Sea hy, € O[Gp] la imagen de hy. Con esto vemos
(escribiendo ), para la suma sobre los a € {1,..., Np"} coprimos a Np):

Z(al + a2NpT)X(a1)7rr(0a1)7l

a

1
hN,r,le,r = Hx,r + W

1
7Tr(0'a Ual § a2X (11 Ty Ual)

Np

= ZGQX (ar)mr( 0@1)_1 € O[Gpr] (5-4)

por que si a pasa por los a € {1,..., Np"} coprimos a Np, a; pasa por los mismos elementos.
Ahora fijamos r tal que el conductor de ¢ divida a p”, que significa que podemos ver

Y como caracter de G,.. Sea £, el isomorfismo G, — (Z/p"Z)* y 1, la composicién de
¥: G, — O con la proyeccién O* — (O/p"O)*. Entonces tenemos diagramas conmutativos

G —"— 7 G —% ., ox

i L,

G, s (Z/p%Z)X G, —2 (O/prO)*

y como (Z/p"Z)* C (O/p"O)*, el carécter 1, k1 ~" induce un homomorfismo . 1xk1=": O[G,] —
O/iﬁora consideramos ¥, k2" (hn rpiy,r) € O/p". Por la definicién de k, y 7, tenemos

I (00) 7Y = K (e (00)) = K e (04,)) = @ L méd p”

K

para a € {1,...,Np"} coprimo a Np. Ademéas tenemos ¢~ (m.(0,)7 ) = ¥(n.(04)) =
¥(a) = ¥ (ay) para los mismos a. Esto demuestra que

Ut (i) wa (a1)ai ™ az méd p".
Ahora usamos un truco con el teorema del binomio. Este nos dice que
(14 Np)a)" = (a1 + aaNp")" = a + na? tayNp" méd p*"
y pues
XYL+ Np)(1+ Np)" Y xip(a)a” = wa(an«l + Np)a)"

_wa ai)ay +nNp" wa a1)ay ™ az méd p*"
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5.3 La construccion de funciones L p-adicas mediante elementos de Stickelberger

Pero si dos expresiones en @ son congruentes médulo p?” y una de ellas es divisible por
p", entonces la otra también es divisible por p”, y si dividimos las dos por p” entonces los
resultados serdn congruentes médulo p”. Aplicamos esta observacion aqui y obtenemos

1
Uy (A rtir) = =(1 = X9 (14 Np)(1 + Np)") N Z xy(a)a”

1
Np”

- —%hNW"lHl‘”) (Sncs (ND) = X3 (P)P" S (NPT ™)) mbd p'

con Sy, v (Np™) como en la proposicién 5.17 (aqui usamos una férmula del ejercicio 5.12).
Por la conmutatividad de los diagramas de arriba, esto significa que

hN/lx(z/}_lﬁl_n) =

— %hN<’(/J_1,‘Q1_n) ( 1

T n—1
Sn,xw(Np ) — x¥(p)p W

1 _ .
Np" Shxw (NpP" 1)) méd p”
para cada r € IN>; suficientemente grande y la afirmacion pues resulta de la proposicién 5.17.0J

Proposicion 5.29: Las formulas de interpolacion de los teoremas 5.24 y 5.28 caracterizan
el elemento 1, de manera tinica.

Demostracion: Si tenemos dos elementos con esta propiedad de interpolacién entonces su
diferencia estd en el nicleo del morfismo 1 ~!'k!=": A(G) — O para cada n € N>y y ¢ de
orden finito. Para i € {1,...,p — 1} y n € N1 sea K, , C A(G) el nicleo del morfismo
A(G) = O[G] — O inducido por wirg ™: A x T' — O*. Vamos a demostrar que

(| Kin=0.
1<i<p—1
TLG]Nzl
Para eso usamos el morfismo O[G] — O[I'] inducido por
G AxT = AD)Y, g=(6,7)— W' (d)y
que llamamos w?idr. Es fcil ver que entonces el diagrama

i,.1—n
w K’U

oG] —— Ol =—— O
w’ 1ap R[)

es conmutativo. Llamamos K, el nicleo del morfismo O[] — O inducido por #§~". Entonces,
para cada elemento de la interseccién de los K; ,, de arriba, su imagen bajo widr estd en

K, para cada n € IN>;. Por eso es suficiente demostrar que

Ahora usamos el isomorfismo
O[T] = O[], T—~vy-1

del teorema 2.11 (donde usamos v = 014, € I' como generador topolégico). Un elemento de
N,, K corresponde a una serie de potencia f € O[T tal que

f(1+p)'™"—1)=0 para cada n € Nx;.

Pero el teorema de preparacion de Weierstraf (teorema 2.4 y ejercicio 2.2) muestra que una
serie de potencia con una infinitud de ceros es cero. O

91



Capitulo 5 Funciones L p-adicas

Esto termina la construccion de las funciones L p-adicas mediante elementos de Stic-
kelberger. Comparemos los resultados con el resultado preliminar del teorema 5.20. Ahi
construimos una funcién continua

Hom(G,Q,) \ {r} = Q,

que es caracterizada de manera tnica por una férmula de interpolaciéon que relaciona los
valores de la funcién con valores de funciones L complejas. Aqui construimos un elemento puq
en el anillo de cocientes de A(G) que define la misma funcién en Hom(G,Q;) \ {k} y por eso
la hace «mas algebraica»; aunado a esto, el elemento otra vez es inicamente caracterizado
por esta propiedad. Ademas, logramos construir un elemento analogo (., también para las
funciénes L de cualquier caracter de Dirichlet x cuyo conductor no sea divisible por p.

Ejercicios
Ejercicio 5.8: (a) Use las relaciones del lema 2.20 para demostrar que
p—1
hy =1=Y (h{ = 1)
i=1

(donde usamos la notacién introducida en la definicién 5.25).

(b) Sea ¢: G — Q: que escribimos como ¢ = w’¢y como en el lema 5.27. Deduzca de (a) y
este lema que ¢(hn) =1 — (1 + Np)do(1 + Np)~', independientemente de j.
(c) Concluye que ¢p(hny) =0 < ¢g = Ko.
Ejercicio 5.9: Demuestre que h1 € A(G) es un generador del nicleo de x: A(G) — Z,, asi que

tenemos un isomorfismo

Verifique que este isomorfismo es compatible con la accién de G si dejamos actuar g € G en A(G)
por multiplicacién con g y en Z, por multiplicacién con k(g).

Ejercicio 5.10: Demuestre que los elementos de Stickelberger X npr € Q[Gnpr]| son compatibles
con respecto a los mapeos Q[Gnpr] = Q[Gnps] para T > s > 1.

Ejercicio 5.11: Demuestre que iy = (piy,r) € lim K[Gpr] con

Np”
1 -
Px,r = —W g 1 ax(a)mr(oa) !
a=
(a,Np)=1

donde 7, : Gnpr — Gpr es la proyecciéon candnica.

Ejercicio 5.12: Sea Sy, y(Np") como en la proposicién 5.17 (para n, N,r € IN>; y caracteres x y
1) como antes). Demuestra que entonces

Np”

> xt(@)a” = Suxw(NP") = X ()P" Sncs (N ).

a=1
(a,Np)=1

Ejercicio 5.13: En este ejercicio explicamos como demostrar el importante lema 5.26, lo cual dice
que hgl)ul € A(G).

Fijemos r € IN>;. A continuacién, cuando escribimos Za esto siempre significa una suma sobre
los a € {1,...,p"} coprimos a p.
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5.4 Suplementos y consecuencias de la existencia de las funciones L p-adicas

(a) Haga un célculo similar a (5.4) para ver que

1 _ 1 _
Py = ==2 3 Jam(ea) " + Y Jareum(0a,) ! + algo en O[Gyr],
donde escribimos otra vez a(1 + p) = a1 + azp” con 0 < a1 < p" paraa € {1,...,p"}.

Ahora consideramos la expresién A 1=y a(ew — 1)m-(0a) " € O[Gpr]. Si podemos demostrar que
A es divisible por p” entonces la afirmacién resulta de (a).

(b) Use la relacién (d) del lema 2.20 para obtener

p—

A= ;a<z26wi>m(aa)1.

1=

Tenemos una descomposicion
p—1
O[Gyr] = P e O[Gr],
=1
y en el corolario 2.22 vimos que cada uno de los factores e i O[Gpr] es isomorfo a O[] con I, siendo
tal que Gpr = A x T',.. Escribimos 7%(c,) para el imagen de 7,(04) bajo la proyeccién Gpr — Ty

(c¢) Verifique que el imagen de A en la componente e,: O[Gpr] ~ O[] corresponde bajo este
isomorfismo al elemento

A = Z ﬁwki(a)ﬂg(aa)fl € O[]

sii£lyalsii=1.
Esto demuestra que es suficiente demostrar que A; es divisible por pr para i € {2,...,p— 1} . Note
que estos i son justamente aquellos para los cuales el caricter w!~* es no trivial.
(d) Seai€{2,...,p—1}. Para b € Z con p 1 b consideramos la suma parcial

r

P

> T w7 (a)n(0a) " € O[T

w(a)

a=1
(a,p)=1
mo(00) =" (0p)

Verifique que
o _ b sdp
wla) ~w@)
para cada a como en la suma de arriba. Use esto para demostrar que A; es divisible por p"
mediante el argumento que usamos para demostrar el lema 5.23.

5.4. Suplementos y consecuencias de la existencia de las
funciones L p-adicas

En la proposicién 5.15 demostramos las congruencias de Kummer, que son congruencias
modulo potencias de p entre (esencialmente) valores especiales de la funcién zeta de Riemann,
v luego explicamos que estas congruencias implican la existencia de una funcién continua
p-adica que interpola estos valores (teorema 5.20). En la otra direccién, la existencia de los
elementos del adlgebra de Iwasawa que construimos en la secciéon anterior implica congruencias
en este estilo. Este fenémeno pasa en general para cualquier elemento del algebra de Iwasawa
y pues aplica también a funciones L p-ddicas mas generales (vamos a mencionar unos ejemplos
en el capitulo 7). Por eso explicamos la derivacién de estas congruencias en una situacién
general y luego lo aplicamos a los elementos de la secciéon anterior.
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Capitulo 5 Funciones L p-adicas

Fijamos O, el anillo de enteros de una extensién finita de Q,, y G = Gal(Q(pp=)/Q) ~
A xT con A = Gal(Q(up)/Q) y I ~ Z,,. Escribimos A(G) = O[G] v AT") = O[I'].

En lo siguiente vamos a estudiar caracteres ¢p: G — O* y los morfismos A(G) — O
inducidos por ellos. Se puede ver ficilmente que cada tal caricter es de la forma v = w1y con
i€{l,....,p—1} y ¥p: T = O* un cardcter (donde w denota el cardcter de Teichmiiller).

Fijamos p € A(G). Por el isomorfismo del lema 2.21, y corresponde a una coleccién

p—1
(f1s - pip_1) € A(T)P7L ~ @eiA(G) = A(G).

Para cada i € {1,...,p — 1} el elemento p; € A(I") puede ser definido también como la
imagen de u bajo el morfismo w’idr: A(G) — A(T') que ya usamos en la demostracién de la
proposicién 5.29, inducido por

G AxT = AD)X, g=(67)— W' ().

En otras palabras, el diagrama

AG) —<9 s A

I E} (5:5)

p—1
P e AMG) — ewiA(G)
=1

es conmutativo. Eso implica que para cada caracter : G — O* que podemos escribir de la
forma 1) = w'hg coni € {1,...,p— 1} y ¢p: ' = O tenemos

() = pi(to). (5.6)

Con estas preparaciones ahora podemos formular y probar dos resultados generales sobre
propiedades de valores especiales de .

Proposicién 5.30: Sea p € A(G) y v: G — O un cardcter. Entonces tenemos las
siguientes congruencias entre los valores de p: Para cada k € N>, existe | € N>y tal que
para cada m,n € Z. tenemos

m=nméd(p—1)p! = pr™) = p(r™) médp”.
Demostracién: Escribimos ¢ = witpg con 1g: T' — O*. Seai € {1,...,p—1} fijo. La funcién
Zp — O, s pi(or®)

es continua, y pues uniformemente continua porque Z, es compacto. Como y explicamos en
la demostracion de la proposicion 5.16, esta continuidad uniforme significa

VkENs; IIENS YmneZ: m=nmbédp = ui(Por™) = pi(Por™) méd p*.
La afirmaci6én entonces resulta de (5.6). O

Proposicién 5.31: Sea p € A(G) yp: G — O* un cardcter que escribimos como 1 = w1y
coni€{l,...,p—1} y¢o: T — O*. Entonces

w(y) € 0 — p; € A(I)*.
En particular, si m,n € Z con m =n (médp — 1) entonces

u(E™) € OF = p(k") € O*.
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5.4 Suplementos y consecuencias de la existencia de las funciones L p-adicas

Demostracién: Observemos que el morfismo A(T') — O inducido por ¢y es local, es decir
o (9M) C m, donde M y m son los ideales maximos de A(T") y O respectivamente. En efecto,
si identificamos A(T") ~ O[T] mediante el isomorfismo del teorema 2.11 usando un generador
topoldgico v de T, encontes M = (7, T"), v solo hay que ver que ¥(T') € m = 7O (porque por
linealidad claramente ¥ (7) € m). El elemento T' corresponde a v — 1, por eso es suficiente
demostrar que la imagen de I' C A(T")* estd contenido en 1 4+ 70 C O* (que también
demuestra que el argumento no depende del generador topoldgico v que eligimos). Para ver
esto consideremos la composiciéon

r %% 0% = (0/70)*

donde el segundo mapeo es la proyeccion canénica. El grupo a la derecha es finito con 6rden
primo a p mietras el grupo a la izquierda es un grupo pro-p. Por eso la composiciéon debe ser
el morfismo trivial (usamos el ejercicio 1.2), asi que ¥o(I') C 1+ 70O.

Eso y (5.6) implican que p(w'sd) = pi(k§) = k§(u;) € O* siy solo si p; € AT)*. O

Ahora apliquemos estos resultados a los elementos especiales que construimos en la
seccién anterior. El primer resultado es una reminiscencia de las congruencias de Kummer
(proposicién §.15).

Corolario 5.32: Sea & un cardcter de Dirichlet cualquier. Entonces para cada k € N>,
eviste | € N>y tal que para cada m,n € N>y tenemos

m=nméd(p —1)p! =
(1= €@P""HLE L —n) = (1= E(p)p™ )L 1 — m) médp*.

Demostracion: Descomponemos & = x1) con x de conductor no divisible por p y % de conduc-
tor una potencia de p. Si x no es trivial, la afirmacién resulta de aplicar la proposicién 5.30
al elemento p = 1, de la seccién anterior, remplazando 1 por ¥~y k™ por k'™ y usando la
formula de interpolacién del teorema §5.24. Si x es trivial, tenemos que usar p; y la férmula
de interpolacién del teorema 5.28, que estrictamente no resulta de la proposicién 5.30 porque
1 ¢ A(G), pero se puede ver facilmente que todavia funciona en esta situacién (omitimos
los detalles). O

Corolario 5.33: Sea x un cardcter de Dirichlet con valores en O cuyo conductor no es
divisible por p (permitimos el cardcter trivial). Para cada m,n € N>1, sim=n (médp—1)
entonces

L(x,1—-n) € O* < L(x,1—m) e O*.

Demostracion: Esto resulta de la proposicién 5.31 y las formulas de interpolaciéon con las
mismas calibraciones como en la demostracién anterior (usamos que los factores de Euler
1 — x(p)p"~* siempre estan en O0*).6 |

Ahora calculamos unos valores especiales mas de la funcién zeta p-ddica que serdn
interesantes mas tarde. Como vimos en el lema 5.26 de la secciéon anterior, la funcién zeta
p-4dica es un elemento p1 del anillo de cocientes de A(G) tal que hgl),ul € A(G). El elemento
hgl) € A(G) tiene su dnico zero en el cardcter x (lema 5.27), por eso podemos interpretar
esto como la funcién p; tiene un dnico «polo» simple en k, como la funcién zeta de Riemann
compleja tiene un tinico polo simple en s = 1. El valor de hgl) 1 es como el «residuo» de
p1 en k. En una aplicaciéon més tarde serda importante saber que este «residuo» nunca es
divisible por p, y lo demostramos aqui.

6 En el caso del caricter trivial tenemos que aplicar la proposicién 5.31 a p = hgmul, que nos da la

equivalencia afirmada solo en el caso m,n Z 1 (médp — 1) porque por lo demds los valores de hgl) son
divisible por p (lema 5.27). Pero atn asi la afirmacién es cierta también si m,n = 1 (médp — 1), que
podemos ver de las congruencias de Kummer clésicas (proposicién 5.15).
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Capitulo 5 Funciones L p-adicas

Lema 5.34: Para cada i € Z tenemos pq (w') = —By -i € Zy.

Demostracion: Del ejercicio 5.11 sabemos que pq = (p1,,)r con

Hir = Z am,(04) 7" € Qp[Gpr]-

a=1

a,p)=1

1
p'f‘
(
El morfismo A(G)[1/h{"] = Q, inducido por w' se factoriza a través de A(G)[1/h{"] —
Q,[G,), asi que pq(w?) es la imagen de

152
pag=—= am(og)""
pa:l

bajo el morfismo Q,[G,] — Q, inducido por w'. La afirmacién entonces resulta del ejerci-
cio 5.5. O

Nota 5.35: Remarcamos que el elemento pq ; simplemente es el elemento de Stickelberger
¥,. Es decir, la demostracién anterior muestra que pg(w’) es la imagen del elemento de
Stickelberger ¥, € Q[G,] C Q,[G,] bajo el morfismo Q,[G,] — Q, inducido por w’ (que es
igual a By ,,—i).

Corolario 5.36: Tenemos hgl),ul (k) € Z) .

Demostracion: Segun la proposicién 5.31, la afirmacién es equivalente a hgl)ul(wmg) €Z,,
para cualquier s € Z,. Lo probemos para s = 0. Del lema 5.27 vemos que hgl)(w) = —p, asi
que gracias al lema 5.34 sabemos que

WD (w) = pBy

Segun el ejercicio 5.5 tenemos

p—1
pBi -1 = Z aw™ ' (a)
a=1

y falta que ver que esto es invertible en Z,,. Esto resulta porque para cada a € {1,...,p—1}
tenemos aw~'(a) € 1+ pZ,, asi que

p—1
Zaw_l(a) = —1 (mdéd p). O
a=1

Terminamos esta seccién con interpretar las funciones L p-adicas geométricamente, asu-
miendo que el lector conozca los conceptos basicos de la geometria algebraica. Esto no sera
importante a continuacién, asi que omitimos algunos detalles.

En lo esencial, todas las funciones L p-ddicas son dadas por un elemento p del anillo A(G)
y por eso define una seccién global en el esquema X = Spec A(G); en el caso de la funcién
zeta p-ddica de Riemann son un elemento del anillo de fracciones de A(G) que define un
elemento de Ox (D(hq)). La férmula de interpolacién del teorema 5.24 describe los valores de
esta seccién en los ideales primos que son los nicleos de los morfismos A(G) — O inducidos
por los caracteres de la forma 1~ 1x'~" como en el teorema. La razén detras de la unicidad
que demostramos en la proposicién 5.29 es que estos ideales primos son Zariski densos en X
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(en el fondo esto es lo que demostramos alld). Es decir, las funciones L p-ddicas son elementos
de Ox(X) (0o Ox(D(hy))) cuyos valores en un conjunto denso de puntos son dados por una
férmula de interpolacion.

El anillo A(G) tiene una propiedad universal bonita en la categoria de O-dlgebras profinitas
(proposicién 1.7), pero el esquema X no tiene la propiedad andloga en la categoria de O-
esquemas porque los morfismos entre esquemas vienen de todos los morfismos entre anillos
y no solo de los que son continuos. Es posible rescatar la propiedad universal en el mundo
geométrico en usar esquemas formales en lugar de esquemas. Mas precisamente, el espectro
formal Spf A(G) si tiene una propiedad universal: representa el funtor que a cada O-esquema
formal (localmente noetheriano) Y asocia los caracteres (continuos!) G — Oy (Y)*. De este
punto de vista, la funcién L p-ddica es una seccién global en Spf A(G), es decir una funcién
en un «espacio de méduli de caracteresy». Pero ahora la imagen geométrica ya no es tan
bonita: como espacio topoldgico Spf A(G) es finito y discreto, as{ que la intuicién de que los
valores en un conjunto denso de puntos son dados por una férmula de interpolacién ya no
funciona.

Se puede combinar las dos intuiciones usando la teorfa de espacios ddicos introducida por
Huber en [Hubg4]. El espectro adico Spa(A(G), A(G)) tiene ambas propiedades deseadas:
tiene una propiedad universal andloga en la categoria de espacios adicos sobre O topolé-
gicamente de tipo finito y contiene un conjunto denso de puntos que corresponden a los
caracteres A(G) — O. Por eso, la interpretacion geométrica més elegante de las funciones L
p-adicas es como funciones en el espacio adico Spa(A(G), A(G)).

Ejercicios

Ejercicio 5.14: En la demostracién del lema 5.34 el cdlculo era mucho menos trabajo que en la
situacién similar en la demostracién del teorema 5.28. jPor qué es esto y por qué no funciona un
argumento similar para simplificar la demostracién del teorema §5.287

5.5. La teoria de Coleman y otras maneras de construir la
funcion zeta p-adica

En la seccidn 5.3 construimos la funcién zeta p-adica usando los elementos de Stickelberger.
Mientras esto fue un poco laboroso, nos dio comprension de la naturaleza de estos elementos
y nos permitié demostrar los suplementos de la seccién anterior. Sin embargo, también
hay otros métodos para construir la funcién zeta p-ddica, y para la completitud queremos
mencionar algunos aqui. Los resultados de esta seccién no serdn usados en el resto del texto,
asi que el lector es libre de omitir esta seccion.

La manera alternativa mas importante usa la teoria de las series de potencia de Coleman
y unidades ciclotémicas, que son unidades de forma especial en campos ciclotémicos. Su
importancia proviene de que esta construcciéon da ain mas informacién sobre la funcién zeta
p-adica que se puede aprovechar para elaborar una demostraciéon de la Conjetura Principal
(véase seccién 6.4). No vamos a explicar esta teoria aqui en completo, pero queremos esbozar
unas ideas de la construccién.

Antes de empezar con esto, queremos mencionar que se puede usar los polinomios de
Bernoulli que introducimos en la definicién 5.10 el lugar de los elementos de Stickelberger
para definir medidas en Z; mds directamente cuyos integrales entonces son relacionados
con nimeros de Bernoulli y pues la funcién zeta. Esta construccién es relacionada con la
usando los elementos de Stickelberger y es explicada en [Wasgy, §12.1—2] o [Lango, §2.2].
Por otra parte, en su libro [Hidg3, Chap. 4], Hida desarolla una manera para construir las
funciones L de Dirichlet p-ddicas usando métodos de grupos de (co)homologia que paralela
la construccion de funciones L p-adicas para formas modulares, de tal manera facilitando
una perspectiva completamente diferente a estas funciones.
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En el resto de la seccién esbozamos la construccion de la funcion zeta p-adica mediante
unidades ciclotémicas y la teorfa de Coleman, siguiendo [CS06].

Definicién 5.37: Para cada r € IN>q sea U, = O con O, siendo el anillo de enteros del
campo Q, (). Entonces la norma envia U a U, para cada s > r > 1 de manera compatible.
Definimos

el limite tomado con respecto a la norma.

El resultado de Coleman, que es demostrado en [Col7g], dice lo siguiente. Fijamos para
cada r > 1 una rafz p"-ésima primitiva de la unidad &, tal que £, | = &, para cada r > 1,y
ponemos . = &, — 1, que es un uniformizante de O,..

Teorema 5.38 (Coleman): Para cada u = (u,)ren., € Uso existe un inico f, € Z,[X]*
tal que fu(m,) = u, para cada r € N>q.

La demostracién de este teorema es un poco laboriosa y remitimos a [Col7g] o [CS06,
Thm. 2.1.2 y §2.3] para ella. Las series de potencia que aparecen aqui juegan un papel
diferente que las que aparecieron en el capitulo 2, por eso llamamos la variable X en lugar
de T.

Vamos a aplicar el teorema de Coleman sélo a elementos de U, de una forma especial.

Definicién 5.39: Para a,b € Z coprimos a p y cada r € IN>; usamos los elementos

gr—a/Q . é.g/2
é.—b/Q _¢b/2

r

cr(a,b) = e U,

que estudiamos en el ejercicio 1.6. Estos elementos se llaman unidades ciclotomicas. Por el
ejercicio 5.15 tenemos ¢, (a,b) € U, y los elementos son compatibles con respecto a la norma
y pues definen un elemento

C(a7b> = (Cr(avb))relN21 S Uoo

Por el teorema de Coleman entonces existe una tnica serie de potencia fe(qp) € Zp[X] x
tal que fy(m,) = ¢ (a,b) para cada r € IN>1. No obstante, en este caso particular no es
necesario usar toda la fuerza del teorema: es posible dar la serie f.(45) de forma explicita.

Lema 5.40: Sea k € Z coprimo ap y

(1 +X)_k/2 _ (1 +X)k/2

WE — X

w,

Entonces wy, € Zp[[X]}>< Y fe(ap) = —2 para a,b € 7 coprimos a p. Ademds, la serie de
Wp

potencia feap) tiene coeficientes en Q N Zy.

Demostracion: En Z,[X] vale?

1+ X)* = i (Z)X”

n=0

7 La expresién (1 + X)* es bien definida porque Z,[X] ~ Z,[I'] para cada grupo profinito I" isomorfo a Zj
con 1 4+ X correspondiendo a un generador topolégico de T'.
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para cada s € Z,,. Esto se puede ver del teorema del binomio y un argumento de continuidad.
Con esto tenemos

eI L (5(07) (7))

n=0

S ()

n=1

De esto vemos que wy(0) = —k € Z, asf que wy, € Zp[X]* NQ[X]™ (recuerde la definicién
de (;) en (2.6)). El resto es claro. O

A partir de aqui sélo indicamos los proximos pasos para obtener la funcién zeta p-adica a
partir del elemento f,, encontrado arriba. En la seccién anterior vimos Z como «p—1 copias
de Zyp». Aqui lo consideramos mas bien como subconjunto de Z,. Como Z; es abierto y
cerrado de Z,, la funcién caracteristica ]lz,f es continua. Por eso podemos restringir medidas

de Z, a Z,; de la manera siguiente.

Definicién 5.41: Para p € D(Z,,Z,) definimos una medida w1 € D(Z,,Z,) como
w(f) = M(]lzlf ) (f €C(Zy, Zy)).

Ademis definimos una inclusién
i D(Z),Z,y) = D(Z,, Z,) / fdi(n / flax dn (0 € D(ZY.Z,), f € CZ,, ).

Se puede verificar entonces que el diagrama

> ey

D(z,,72,) —— D(Z,,Z,)

| Iy

Zy(Zy)) — Z,[T]

es conmutativo, donde el mapeo abajo es dado por
1
g9 > g1 +T)-1) (g€ Z[Z]).
§€Up

Eso describe la restriccién de medidas en términos de series de potencias. También se puede
caracterizar las medidas en Z, que se puede obtener de esta manera: Tenemos

i(D(Z;,2y)) = {p € D(Zy, Zyp) | p = pu}-

Para estos hechos véase [CS06, Lem. 3.4.1, 3.4.2].
Usando estos técnicos y una operacion L en series de potencias se puede obtener una
medida en Z; para cada elemento de Ux. Solo citamos el resultado aqui.

Proposicién 5.42: Para f € Z,[X]” ponemos

1 f7(T)
ey = ploe (f((1+T)p—1)) |
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Entonces esto define un morfismo L: Z,[X]™ — Z,[T]. Si lo componemos con el morfismo
T del corolario 2.19, entonces la composicion

Yo L:Z,[X]" — D(Zy,Zy,)

envia los elementos de la forma f., para u € Us a i(D(Z),Zy)). De esta manera obtenemos
para cada u € Uy, una medida N\, € D(Z,),Zy).

Demostracion: [CSo6, Lem. 2.5.1] O

Por supuesto los integrales de las medidas obtenidas de esta manera deberian tener algo
que ver con las unidades en Uy, con cuales empezamos. Para explicar esta relacién usamos
los mapeos

D: Z,[X] = Z,[X], [ (1+X)f,

y para cada n € N>,

6t Use = Zip,  u > <D”1 <(1+fi()ﬂi>> (0)

(donde «(0)» significa evaluacién de la serie de potencia en X = 0).
Lema 5.43: (a) Para cada u € Uy, y n € N>q tenemos
/ 2" A (z) = (1 = p" 1 (u).
Zy
(b) Para a,b € Z coprimos a p y cada n € N>1 tenemos
dn(c(a, b)) = (b" —a”™)C(1 = n).

Demostracion: Seguimos [CSo06, Lem. 3.3.5, Prop. 3.5.2, Prop. 2.6.3], a donde remitimos
para mas detalles.

Primero vamos a describir que hace el mapeo D con medidas. Esto hacemos por el
diagrama

Zp[[T]] #) Zp[[T]]
]| ]|
D(Zy,Z,) — D(Zy,Zy)

que conmuta si definimos el mapeo abajo por

MHPHé

eso es facil de verificar y omitimos aqui el calculo que lo muestra. Inductivamente, esto nos
da

P

zf(x) dﬂ(m)] ;

/ 2" dY(g)(x) = (D"g(T))(0) para cada g € Z,[T], n € Nxg
ZP
(el caso n = 0 es el ejercicio 2.8).
Ahora ponemos g = L(f,) aqui. Un célculo usando la definicién del mapeo £ y de D
muestra que

8 Notemos que después del mapeo £ ya llamamos la variable T, porque estos series de potencia las
identificaremos con medidas, es decir si juegan el mismo papel que las de el capitulo 2.
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con h, = (1+ T);—Z, asi que inductivamente obtenemos

Ké.ﬂdTﬂlﬁ»@):IWAUm‘Wm«1+TV*1»m)

P

Ademas se puede verificar la relacién
D" Hhy (L4 T)P = 1)) = p" D" H(hy) (1 + T)P = 1).

Usando esto, la linealdad de D y la definicién de d,, obtenemos (a).
Para (b) usamos que conocemos la forma de la serie de potencia involucrada: sea

(1+T)=%2 — (1 +T)%/?

=y E—asrpe

Sabemos del lema 5.40 que f.q5) = f ¥ que ademas esta serie de potencia tiene coeficientes

en Q. Esto nos permite poner niimeros reales o complejos en f. Vamos a poner T' = e* — 1

con z € C porque esto troca el mapeo D en algo simple: Df(e* — 1) = L f(e* — 1). Es decir

— dz
dule(a,) = ((f)gu)

0(2) = < log f(e* — 1),

Calculando explicitamente que es g obtenemos

()_1b 1 1 1 1 1
P =90\ e 21 " —1) T 2%\ eer 1 T s 1

f=r"m=38" teo
n=0 :

z=0

con

Si escribimos

para la funcién definiendo los niimeros de Bernoulli (para distinguirla de la serie de potencia
f), esto es igual a

1 - ~ 1 - .
9(2) = —5-(F(=b2) + F(b2)) + o ((~a2) + f(a2)
s zn—l . .
=2 Bam (@ =)
n=1
porque B, = 0 para n > 1 impar. De esto obtenemos el resultado. O

Estamos listos para definir la funcién zeta p-adica.
Definicién 5.44: Sean a,b € Z coprimos a p. Definimos

)‘c(a,b)

b —0q

Ay =

Teorema 5.45: El elemento \1 es una pseudo-medida, independiente de a y b, y para cada
n € N>y tenemos

/X 2" dAp(z) = (1 —p"H¢(1 —n).
ZP

Esta propiedad lo caracteriza tunicamente.
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Demostracion: Seguimos [CS06, Prop. 4.2.4]. El hecho de que la propiedad de interpolacién
determina tinicamente al elemento A; se demuestra de manera igual como lo hicimos para
el elemento p; en la proposicién 5.29. En particular, A\; no depende de a y b una vez que
sabemos la propiedad de interpolacién (si es una pseudo-medida). Para ver esta férmula solo
hay que observar que

/ " d(op — 0q) =0" —a”™ para cada n € N>q,
Z;

asi que la férmula sigue del lema 5.43 (b). Lo tinico que entonces falta que ver es que Aq
es una pseudo-medida. Para eso ponemos b =1y a = e con e un generador de I tal que
eP~1 # 1 (méd p?). Entonces o, es un generador topoldgico de 7, que muestra que g, — 1

es un generador del ideal de aumentacién y pues (g —1)/(0. — 1) € A(G) para cada g € Z,;,

asi que \; es una pseudo-medida. O

El teorema anterior muestra que el elemento A\; tiene una propiedad muy similar a la del
elemento p1 del teorema 5.28, aunque no es exactamente la misma: una vez se evalua en K" y
otra vez en k! ~™. Vamos a discutir esta discrepancia en la seccién 6.1 (véase el ejercicio 6.5).

Ejercicios

Ejercicio 5.15: Para r € IN>; denotemos F, = Qp(upr). Para a,b € Z coprimos a p definimos
¢r(a,b) € F,. Por el gjercicio 1.6 sabemos que ¢, (a,b) € U,.

(a) Demuestre que para cada polinomio f € Z[X] tenemos

Neyr o, (F&—1) = [ fee -1

gel"p
usando la sucesién exacta de grupos de Galois

1 — Gal(F./Fr—1) = Gal(F,/Qp) — Gal(Fr—1/Qp) — 1.

(b) Aplique esto a f = X®—1 y concluya que los elementos ¢, (a, b) son compatibles con respecto
a la norma para r € IN>;.
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Capitulo 6

La Conjetura Principal de lwasawa

La Conjetura Principal de Iwasawa es una de las maneras méas profundas de expresar y
precisar el fenémeno de que valores especiales de funciones L complejas tengan algo que
ver con aritmética. Ella utiliza las funciénes L p-adicas y las conecta con objetos de origen
aritmético, como grupos de clases o ciertos grupos de Galois. Mas precisamente, estos objetos
son de manera candénica médulos noetherianos sobre el dlgebra de Iwasawa, asi que tienen
un ideal caracteristico. La Conjetura Principal entonces dice que este ideal es generado por
una funcion L p-adica. De esta manera establece la conexién de la izquierda en

objetos de origen funciones L funciones L
aritmético p-adicas complejas

mientras la conexién de la derecha es establecida por las formulas de interpolacién como en
los teoremas 5.28, 5.24 0 5.45. De esta manera la Conjetura Principal completa la descripcién
del vinculo maravilloso entre valores especiales de las funciones L y la aritmética.

La Conjetura Principal fue formulada por Iwasawa en 1969 en su articulo [Iwa6ga]. En este
texto Iwasawa busca analogias entre campos de funciones, es decir extensiones finitas de F(¢),
donde I es un campo finito (equivalentemente, campos de funciones de una curva algebraica
sobre un campo finito), y campos de ntmeros. Entre estos dos tipos de campos hay una
multitud de similaridades, por la cual estos campos juntos son llamadas «campos globales».
La Conjetura Principal de Iwasawa es un intento de formular un anialogo para campos de
ndmeros de los resultados de Weil acerca de curvas sobre campos finitos (que son generalizadas
en las famosas Conjeturas de Weil, véase por ejemplo [FK88]). Ambos resultados — el de
Weil y la Conjetura Principal de Iwasawa — conectan polinomios caracteristicos con algin
tipo de funcién zeta, de ahi la analogfa, pero véase [Iwa6ga] o [NSWo08, §XI.6] para una
explicacién precisa.

Remarcamos que, aunque la llamamos «conjetura», de hecho es un teorema, demostrado
por primera vez por Mazur y Wiles en 1984 y otra vez con métodos diferentes por Rubin
alrededor de 1990. Sin embargo, esta conjetura tiene una multitud de generalizaciones a
otras situaciones (unas de los cuales indicaremos en la seccién 7.2), y la mayorfa de estas
carecen de una demostracién todavia. Por eso, y por razones de historia, el teorema todavia
se llama «Conjetura Principaly.

6.1. Las formulaciones de la Conjetura Principal

Los médulos que aparecen el las formulaciones de la conjetura principal fueron introducidos
en la definicién 4.15. Recordemos las definiciones, que aqui solo necesitamos en un caso

especial.
Para cada r € IN>q sea
w Ky = Quypr),

= H, = la extensién maxima abeliana pro-p de K, no ramificada,
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= M, = la extensién maxima abeliana pro-p de K, ramificada sélo en p,
= (). = la p-parte del grupo de clases de K,

- X, = Gal(H, /K,),

s Y, = Gal(M,./K,).

Escribimos K, para el compésito de todos los campos K, para r € IN>¢, y andlogamente
definimos Ho, vy My,.* Ademés escribimos

= Xoo = Gal(Hoo/Koo) = lim X,

T‘E]NZ()

. Vi = Gal(Moo /Koo) =

Usamos también la notacién de la seccién 5.3, es decir escribimos G,r = Gal(K,/Q) para
r € Nygy G = Gal(K/Q) @ A x T, y A(G) para el dlgebra de Iwasawa de G con
coeficientes en Z,,.

Tenemos sucesiones exactas de grupos de Galois

1= X, = Gal(H,/Q) = Gpr — 1,
1-Y, ->Gal(M,/Q) = Gpr — 1

y por la construccién general descrita en el ejercicio 4.4 tenemos acciones continuas de G-
en X, y Y,. Estas acciones se extienden a una accién de G en X v Yoo, ¥ esto hace X v
Yoo médulos profinitos sobre A(G).

Queremos usar algunos resultados del capitulo 4. Notemos que Ko /K7 es una Z,-
extension y que Xoo ¥ Yoo son los médulos de la definicién 4.15 para esta Z,-extensién
(pero tenga en cuenta que el r de aqui y el r de la seccion 4.3 se diferencian por 1, véase
el pie de pagina 1 en la pigina 104). En la seccién 4.3 consideramos X, como médulo
sobre A(T") con I' = Gal(K /K1) mientras aqui lo consideramos como mdédulo sobre A(G)
con G = Gal(K+/Q). El ejercicio 2.14 dice que bajo la identificacién A(G) ~ A(T")P~! del
corolario 2.22 el morfismo A(T') — A(G) inducido por la inclusién del subgrupo I' C G
corresponde al mapeo diagonal A(T') — A(T')P~L. Por eso propiedades como «noetheriano» o
«de torsién» son verdad para X, como A(G)-médulo si lo son como A(T")-médulo. Ademés,
estas observaciones implican también la siguiente reformulacién del corolario 4.19.

Corolario 6.1: Tenemos Xoo/w, Xoo = Cry1, donde w,. € A(G) es el elemento que corres-
ponde a (wy, ... ,w,) € AT)P~L bajo la identificacion A(G) ~ A(T')P~1 del corolario 2.22.

Del teorema 4.16 y el corolario 4.17 entonces sabemos que X v Yo son noetherianos
y que X incluso es de torsién como A(G)-médulos. De hecho Yii también es de torsion
(aunque Yo no los es), esto vamos a demostrar més tarde en el corolario 6.15. Ademés
sabemos que X, es isomorfo al limite inverso de los p-partes de los grupos de clases de K.
con respecto a la norma relativa de ideales (definicién 1.23).

Necesitamos también la funcién zeta p-adica de Riemann. Escribimos Q como el anillo
de cocientes de A(G) y I € A(G) como el ideal de aumentacion. Sea p1 € Q el elemento
de definicién 5.22, by € A(G) como en la definicién 5.25 v A1 € Q el elemento de la
definicién 5.44. Entonces (hiuy) y IA1 son ideales en A(G). De hecho tenemos (hypy) C

* Estrictamente, aqui la notacién es incompatible con la definicién 4.15. La extensién Ko /K1 es una
Zp-extensién (Koo /Ko no lo es) y si apliquemos la definicién 4.15 a ella obtendriamos K = Q(g,r+1).
Esto causaria otras molestias en la notacién, por eso preferimos definir K, = Q(upr) — comoquiera que
este detalle no serd importante.
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A(G)™ y IA1 C A(G)*. Esto es una consequencia del hecho de que la funcién zeta de
Riemann es cero en los enteros negativos pares (véase el ejercicio 6.1 o [CS06, Cor. 4.2.3)]).

La Conjetura Principal finalmente conecta la funcién de Riemann p-adica con nuestros
modulos:

Teorema 6.2 (Conjetura Principal): Tenemos las igualdades de ideales en A(G)™ resp.
AG)T:

(a) caryie)- (X)) = (hapa).
(b) CaI'A(G)Jr(YOt) = I)\l.
(Estas dos afirmaciones son equivalentes.)

La equivalencia de las dos igualdades la demostraremos en la siguiente seccion. Menciona-
mos que por supuesto hay muchas méas posibilidades equivalentes de formular la Conjetura
Principal y solo damos las dos mas usuales. Para mdas formulaciones equivalentes véase
[Lango, Appendix, §8].

Recordemos que podemos imaginar el ideal caracteristico como un analogo del orden de
algin grupo. Por eso, heuristicamente la conjetura principal dice que «ordenes de grupos de
clases tienen algo que ver con valores especiales de la funcién zeta». En la secciéon 6.3 vamos
a demostrar que esto de hecho es verdad en un sentido preciso (véase la proposicién 6.20).

Nota 6.3: Mencionamos una otra manera de interpretar la Conjetura Principal (en la
version (a)). Sea Zy(1) = lim _yi,r como en la nota 1.47. Entonces Zy(1) es un Zp-médulo
compacto con una accién continua de G, asi que es un A(G)-mdédulo. El ejercicio 5.9 dice
que su ideal caracteristico es generado por hy. Es decir, la Conjetura Principal dice que?

carp(q)- (Xoo) = carn— () (Zp(1)) (1),
que nos podemos imaginar como

(g = cary (@)~ (X&) N
1 — I AN b
CaTA—(G)(ZP 1))

es decir la funcién zeta p-adica de Riemann es el cociente de los generadores de dos ideales
caracteristicos (salvo a unidades en A(G)7).

En esta forma la Conjetura Principal conmemora la férmula de niimeros de clases [Neugg,
Chap. VII, (5.11)]: estd dice (en un caso especial) que

_2h

fpcl =,

donde h es el nimero de clases de Q (es decir h = 1) y w es el ntimero de raices de la-unidad
en Q (es decir w = 2).

En la Conjetura Principal no aparecen los médulos enteros X, o Y, sino solo sus
partes donde la conjugacién compleja actia por —1 o 1, y las afirmaciones son igualdades
de ideales en A(G)~ o A(G)™, respectivamente. Sabemos que (hip1) € A(G)™, es decir
(hip1) NA(G)T = 0. Por eso si una afirmacién andloga a la Conjetura Principal serfa verdad
para todo A(G), esto significarfa que X deberfa ser finito. De hecho existe una conjetura
que afirma incluso mas:

2 Note que aqui no hace diferencia si consideramos Z,(1) como A(G)-médulo o A(G) ™ -médulo — aunque

sus ideales caracteristicos son diferentes, si multiplicamos con el de X5, son iguales porque la parte en
A(G)T entonces es 0.
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Conjetura 6.4 (Kummer/Vandiver): Tenemos XI = 0. Fquivalentemente y mds con-
cretamente, p no divide al nimero de clases del subcampo Q(u,)t de Q(pp) fijo por la
comjugacion compleja.

La conjetura de Kummer y Vandiver es controvertida entre los expertos: Hay indicaciones
y heuristicas a su favor y también a su perjuicio, asi que no es claro si se deberia creer en su
veracidad. Hasta hoy parece poco claro como se podria abordar una demostraciéon, aunque
numéricamente la conjetura ha sido confirmada para todos los primos menores que 1,63 - 108.

Si supieramos que esta conjetura sea verdad entonces la Conjetura Principal seria una
igualdad de ideales cary(gy(Xoo) = (h1p1) en A(G). Pero de hecho la conjetura de Kummer
y Vandiver es més fuerte que la Conjetura Principal porque incluso la implica. Esto sigue de
un teorema de Iwasawa que también es un paso importante en una de las demostraciones
de la Conjetura Principal. Véase [CS06, Thm. 4.4.1] para el teorema de Iwasawa y [CS06,
§4.5, Cor. 4.5.4] para una demostracién que la conjetura de Kummer y Vandiver implica la
Conjetura Principal.

Ejercicios

Ejercicio 6.1: Demuestre que (hip1) C A(G)™ y IA1 € A(G)™, usando las férmulas de interpola-
cién de los teoremas 5.28 y 5.45 y el hecho de que B,, = 0 para n > 1 impar.

Ejercicio 6.2: Demuestre que la conjetura principal como la formulamos en esta seccién es equiva-
lente a la version de la introduccién (teorema IV). Use el lema 3.6 para esto.

Ejercicio 6.3: Demuestre que la versién «XJ = 0» de la conjetura de Kummer y Vandiver
(conjetura 6.4) es equivalente a la versién «p no divide al nimero de clases de Q(up)" ». Use el
corolario 4.4 para esto.

6.2. La equivalencia de las formulaciones

Las dos afirmaciones en la Conjetura Principal (teorema 6.2) de hecho son equivalentes.
Decidimos poner las dos porque ambas tienen su impotancia: La versién (a) contiene el
moédulo X v por eso directamente implica resultados sobre los grupos de clases, que son
objetos de gran interés (como explicaremos en la seccién 6.3), mientras la versién (b) es
la que se integra naturalmente en una fila de generalizaciones (como explicaremos en la
seccién 7.2) y por eso aparece en esta forma muchas veces en la literatura, por ejemplo en
[FKo6, (2.5)].

En esta seccién vamos a demostrar la equivalencia de las dos versiones de la Conjetura
Principal. Los resultados de esta seccién no seran usados en las secciones subsecuentes,
asi que el lector podria considerar saltar esta seccion. No obstante, vamos a ganar més
conocimiento de los médulos que aparecen en la Conjetura Principal.

Nuestra demostracion de la equivalencia es esencialmente elemental, usando sélo la teoria
de Kummer y los adjuntos de Iwasawa que explicamos en la seccién 3.6. Sin embargo, de
un punto de vista més abstracto esta equivalencia puede ser demostrada con resultados de
dualidad en la cohomologia de Galois, usando que los adjuntos de Iwasawa son grupos Ext,
como mencionamos en esta seccién. Una demostracién con estos métodos se encuentra en
[NSWo8, Thm. 11.1.8], que afirma lo mismo que la proposicién 6.13 y el teorema 6.14 abajo.

Para ver la equivalencia de (a) y (b) en el teorema 6.2 necesitamos una involucién en el
algebra de Iwasawa.

Definicién 6.5: Sea v: A(G) — A(G) el morfismo inducido por

G— MG, g~ rlg)g "
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Si M es un A(G)-mdédulo, sea A(G)” el A(G)-mbdulo M con la accién de A(G) chanfleada
por v, es decir

como A(G)-médulos.

El morfismo v es una involucién, asi que (M")” = M para cada A(G)-médulo M. De la
definicion de v y las propriedades de los elementos p1 y A1 de los teoremas 5.28, 5.45 v 5.29
se deduce facilmente que v(IA1) = (hiu1) (véase el ejercicio 6.5). Esto ya explica una parte
de la equivalencia anunciada. Por la otra parte, en el teorema 6.14 abajo vamos a demostrar
que existe un pseudo-isomorfismo (Y£)" ~ X .

Para preparar la demostracién del teorema 6.14 estudiamos algunos objetos en mas detalle
con métodos de la teoria de Kummer, siguiendo [Lango, Chap. 6, §2]. Primero damos una
descripcién més explicita del campo M. Usamos la notacién siguiente: para r € IN>¢ sea
p, el tnico ideal sobre p de K. (que también es el tinico ideal en que la extension K,./Q es
ramificada, véase el lema 1.28 y la proposicién 1.29). Este ideal es principal y escribimos 7,
como un generador (por ejemplo 7, = &. — 1 con &, € K, una raiz primitiva p"-ésima de la
unidad).

Proposicién 6.7: Para r € N> sea
D, ={aeK):(a)=a? para un ideal fraccional a primo a p,}.

Entonces

My = |J Koo(WDy).

r€lN>,

Demostracion: Escribimos L := |J, Keo( /D). Claramente, M., es un compésito de ex-
tensiones ciclicas de Kummer de K, cuyos exponentes son potencias de p. Segin la pro-
posicién 1.33 (a) estas extensiones son de la forma Ko (*\/a) con a € KX y m € N>;. Es
suficiente demostrar que K, ( ?v/a) C L para cualquier tal « y m.

Fijemos o y m como arriba. Entonces o € K, para algun r € IN>q, y sin pérdida de
generalidad asumamos que r > m > 1y K,.(?V/a) C M,. De la proposicién 1.36 sabemos
que el ideal principal generado por « en el anillo de enteros de K, debe ser de la forma

(a) = a”"pt

cont € Zy p,1{a (primero con a?” en lugar de a?", pero lo podemos cambiar por a? porque
r > m). Por eso, si definimos 3 := am, ! entonces 8 € D, y pues Koo ( *V/B) C Koo (W/B) C L
por definicién de L. Esto implica que Koo ( Vo) C L( /7).

Para terminar la demostracién probemos que de hecho L( »/7,) = L. Si s > r entonces
la extension K /K, es de grado p°~" y puramente ramificada, es decir p, = p5~" en Ok,
pues m, = w5 "u con u € OIXQ. Por eso, si queremos adjungar una raiz p°~"-ésima de m,,
solo necesitamos adjungar una raiz de u, porque 7, ya esta en K., C L. Pero claramente
(’)[X{S C Dy, por eso estas raices ya estan en L. |

Introducimos otro campo

E, = U E., conE,=Ky | ,r U C’)IXQ para r € IN>q.
relN>, s€N>y
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Entonces tenemos extensiones y grupos de Galois

Vamos a estudiar también el grupo Gal(My/Es) porque tiene que ver con el grupo
de clases y nos permitird relacionar los médulos X, y Y. Notemos que este grupo es un
A(G)-submédulo compacto de Y.

Definicién 6.8: Definimos
. ,
¢ = colim €,
r€lN>q

el colimite tomado con respecto a los mapeos naturales entre los grupos de clases, inducidos
por las inclusiones de campos K, < K, 1. Esto es un A(G)-mdédulo discreto.

Proposiciéon 6.9: El apareamiento de Kummer induce un apareamiento perfecto
Gal(Mso/Eoo) X C%° = ppeo C KX
de Z,-mddulos topoldgicos, equivariante en el sentido
<gog_1,ga> =g{o,a) para cada g € G, 0 € Gal(My/Ex), a € C™.
Se restringe a un apareamiento perfecto
Cal(Moo/Eoo)™ X (C%°)™ = pipec.
Demostracion: Para r € IN>q definimos D, como en la proposicién 6.7. Usamos el morfismo

de grupos

n

/D, = C,, 7"/aw apara (a)=aP

cuyo ntcleo es ?y (’)IX(T, que es claramente equivariante para la accién de G-. Escribimos

B, para su imagen, asi que tenemos un isomorfismo
! i X
D,/ " Ok, =~ B,.

Se verifica facilmente que ?y/ (9?{," = »/D, N EZX, por eso si combinamos el apareamiento de

Kummer de la proposicién 1.33 (b) con el isomorfismo anterior obtenemos un apareamiento
perfecto de grupos finitos

Gal(Eoo( pT\/‘ D;)/Ex) X By — piypr,

que es equivariante en el sentido que queremos (para G,-) gracias a la proposicién 1.34. Para
s > r el diagrama

Gal(Ex("/D;)/Ex) x B —— pr

T L

Gal(Ese( W/D5)/Ese) % Bs — piye
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es conmutativo, asi que podemos tomar el limite y colimite, respectivamente. Esto junto la
proposicién 6.7 nos da un apareamiento perfecto de grupos topoldgicos

Gal(Ms/Ex) X B® — ppeo

con B* = coli . B, C C* que es equivariante, y falta que ver que B* = C*°.

Por la definicién de D,., los elementos de B,. son estas clases de ideales fraccionales de K.
que tienen un representante a primo a p, tal que a?" es principal. Porque P, ya es principal,
podemos omitir «primo a p,» aqui. El grupo C). es la p-parte del grupo de clases, es decir
sus elementos son estas clases de ideales fraccionales de K. que tienen un representante a tal
que a?’ es principal para algin ¢ € IN>(. De estas descripciones vemos que los colimites de
los C y B, coinciden.

Falta demostrar que el apareamiento se restringe como anunciado. El grupo Gal(M/Q)
actia por conjugacién en su subgrupo normal Gal(M./F+ ), v esto nos da una accién de la
conjugacién compleja ¢ en Gal(My,/FE). Segin la proposicién 1.34 el apareamiento tiene
la propiedad

(co,ca) =c(o,a) paracada o € Gal(Mo/Ex), a € C™. (6.1)

La afirmacion entonces resulta del mismo argumento que usamos en la demostracién del
teorema 4.5. |

Corolario 6.10: Tenemos isomorfismos candnicos de A(G)-mddulos compactos

Gal(My /Es) — Homgz, (C™, pipe),
Gal(Mso/Eo)™ — Homz, ((C™) ™, fipe)

donde la accion de A(G) al lado derecho es la de la nota 1.9, es decir inducida por

(9f)(c) = g(f(97"c)) parage G, feHomg, (C®, up=), c€ C=.
Demostracion: Esto resulta de la proposicién 6.9 y la nota 1.35. ]

Como Z,-médulo, piye es isomorfo a Q,/Z, (aunque no canénicamente). Es decir, en
el corolario 6.10 podriamos replazar p,~ por Q,/Z,, que es 1til porque los morfismos a
Qp/Z, son el dual de Pontryagin de la definicién 3.23. Sin embargo, si hacemos eso tenemos
que tener cuidado con la accién de G porque en el dual de Pontryagin introdujimos una
accién un poco diferente en la definicién 3.31 (a). En el lema siguiente nos cuidamos de esta
diferencia.

Lema 6.11: Sea M un A(G)-médulo tal que Homg, (M, pi,) nuevamente es un A(G)-
médulo como en la nota 1.9. De la definicion 6.5 tenemos entonces el A(G)-mddulo Homz,, (M, iy ),
que como conjunto es lo mismo que Homz,, (M, pip). Por otro lado, en Homz, (M,Q,/Z,)
tenemos la estructura como A(G)-mddulo introducida en la definicion 3.31 (a).

Fijamos un isomorfismo de Z,-médulos 1: piye — Q,/Zy. Entonces la asociacion
HomZP(M7 Hpoo )Y — HomZP(M, Qp/Zy), fr—tof
es un isomorfismo de A(G)-mddulos.

Demostracion: Es claro que la asociacién es biyectiva, Z,-lineal y continua. Hay que verificar
que es compatible con las acciones de G en ambos lados. Esto es un calculo facil, aunque un
poco espinoso, que dejamos como ejercicio. (Il

Aplicando este lema a nuestra situacion obtenemos lo siguiente.
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Corolario 6.12: Ezxisten isomorfismos (no candnicos) de A(G)-mddulos compactos
Gal(My/Es)” = (C*)Y,
(Gal(Mso /Eox) ") ~ ((C*)7)".

Ahora usamos la teorfa de los adjuntos de Iwasawa explicada en la seccién 3.6 (que
involucra duales de Pontryagin). Aplicindola a la situacién de nuestro interés obtenemos el
resultado siguiente.

Proposicién 6.13: Eziste un isomorfismo candnico de A(G)-mddulos
(X)) ~ (C)Y,

En particular, existe un pseudo-isomorfismo

Xoo ~ (C)Y.
Demostracién: Por definicién 3.35, a(Xoo) = (colim _ ~ Xoo /2 Xo)" con m € Nx sufi-
cientemente grande y w, € A(G) siendo el elemento que corresponde a (Wry - oo wy) € A(T)PE

bajo la identificacion A(G) ~ A(T')P~! del corolario 2.22. Aqui, «m suficientemente grande»
significa que para r > m el polinomio w, es coprimo al polinomio caracteristico de e; X
parai=1,...,p—1, donde e; es el idempotente para el cardcter w’ (lema 2.20). El lema 3.18
dice que esto es equivalente a e; X, /w-e; X siendo finito para cada i, es decir a Xoo /W, Xoo
siendo finito. Pero el corolario 6.1 dice que Xoo/w,yXoo = Cri1, que es finito para cada
r € IN>g. Por eso podemos usar m = 0 y obtenemos a(X) = (co%r C)Y, que es la
primera afirmacién. La segunda resulta de la primera y el corolario 3.36, que dice que un
modulo es pseudo-isomorfismo a su adjunto. O

Ahora estamos listos para demostrar la equivalencia de las formulaciones.

Teorema 6.14: Eriste un pseudo-isomorfismo (Y£)" ~ X . En particular, las dos afirma-
ciones del teorema 6.2 son equivalentes.

Demostracion: El pseudo-isomorfismo de la proposiciéon 6.13 es A(G)-lineal, pues com-
patible con la accién de la conjugacién compleja. Ademds es facil ver que ((C*®)V)™ =
((C*°)7)V. Combinando esto con la proposicién 6.13 obtenemos un pseudo-isomorfismo
X2~ (Gal(My/Ex)t)”.

Para lo que falta usamos la sucesién exacta

1= Gal(Mx/Fs) = Yoo = Gal(E/Kx) — 1.

Vamos a demostrar que Gal(Eo. /Koo)' = 0, que por la sucesién exacta implica Gal(M, /Eqso)t =
Y, con que la demostracién serd completa.

Para esto usamos otra vez la teoria de Kummer. De manera similar a anteriormente,
tomando el (co)limite de los apareamientos de Kummer resulta un apareamiento perfecto de
grupos topolégicos

Gal(Ew/Koo) X O — fipes

que también tiene la propiedad anédloga a (6.1) (omitimos los detalles aqui). Con el mismo
argumento que arriba, usando que Gal(F, /K ) es un grupo pro-p, vemos que la restriccién

a Gal(Eo/Kuo)t x (OIX(OC)+ es trivial. La restriccion a Gal(Eoo/Koo) X (Ok_ ) también
es trivial porque (O ) = pp= C Koo, en que Gal(Ey/Koo) actia trivialmente. Es decir,
la restriccién del apareamiento a

Gal(Ew/K) x (05 ) @ (05)7)
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es trivial. Pero (O )JFEB(OIX(Oo ) € O _ esunsubgrupo de indice 2, y porque Gal(Euo / Koo)
es pro-p eso implica que el apareamiento es trivial en todo Gal(E./ Koo)+ X OIX(N. Porque

es perfecto en Gal(Ey/Ko) X Of_ obtenemos que Gal(En /K.)t =0, que termina la
demostracion. ]

Corolario 6.15: El A(G)-mddulo Y} es de torsion.

Demostracion: Esto resulta del teorema 6.14 porque ya sabemos que X2 es de torsion, y
del hecho de que la propiedad de ser de torsién es invariante bajo pseudo-isomorfismos y
aplicar v. O

Ejercicios
Ejercicio 6.4: Demuestre que v: A(G) — A(G) es una involucién, es decir v o v = id.

Ejercicio 6.5: Demuestre que v(u1) = A1 y que v(h1) es un generador de I. ;Qué significa esto
para las funciones L p-adicas de un caracter de Dirichlet x no trivial? Formule una versiéon de la
existencia y la férmula de interpolacién para esta funcién L p-adica en el estilo del teorema 5.45.

v

Ejercicio 6.6: Demuestre que para cada A(G)-médulo tenemos (MY)* = (M)
Ejercicio 6.7: Verifique la afirmacién del ejemplo 6.6.

Ejercicio 6.8: Verifique que la asociacién en el lema 6.11 es compatible con la accién de G.

6.3. Consecuencias de la Conjetura Principal

Aunque la Conjetura Principal conecta la funcion zeta de Riemann con los médulos de
origen aritmético, no es una afirmacién facil de concebir. Para exponer de una manera mas
concreta la importancia de la Conjetura Principal aqui deducimos algunas implicaciones
de ella, las cuales ojala ilustren su poder. No obstante, hay que reconocer que algunas de
estas implicaciones ya eran conocidas antes de la demostracion de la Conjetura Principal.
Los resultados mas concretos que obtendremos conciernen el grupo de clases C7 del campo
K; = Q(up), la cual denotemos en esta seccién simplemente como C'.

Primero queremos deducir el criterio de Kummer (teorema IT) de la Conjetura Principal.
En este criterio aparece el enunciado de que algunos valores de la funcién zeta sean divisibles
por p. Si el ideal caracteristico de un médulo es generado por una funciéon L p-ddica, como
dice la Conjetura Principal, y valores de esta funciéon son unidades p-ddicas, entonces jqué
significa esto para el médulo?

Empezamos con un lema que contesta esta pregunta en general, y luego lo aplicamos
para obtener el criterio de Kummer. En el lema sea A(G) el dlgebra de Iwasawa de G con
coeficientes en O, el anillo de enteros de una extensién finita de Q.

Lema 6.16: Seap € A(G) y X un A(G)-mddulo noetheriano de torsion tal que cary(c)(X) =
(). Sea ¢: G — O un cardcter de la forma ¢ = w'k§ coni € {1,...,p—1} ys € Z,. Sea
e; el idempotente asociado a w®. Entonces

u(y) € 0 < ¢;X es finito.
Si X no tiene submaodulos finitos no triviales entonces
p() € 0 «—= ;X =0.

También tenemos afirmaciones andlogas si X es un mddulo sobre A(G)* e i es par o impar,
respectivamente.
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Demostracion: Segun la proposicién 5.31 y (5.6) tenemos la primera equivalencia en

1Y) = pi(ky) € 0O° <= p; € AI')”
<= cary)(e; X) = A(T")
<— X ~0
<= ¢;X es finito

y obtenemos la primera afirmacién. El resto de resulta directamente de esto. O

Aplicando este lema a la situacién de la Conjetura Principal nos da el criterio de Kummer.
Aqui y también mads tarde, utilizaremos el hecho importante de que el médulo X no
tiene submoédulos finitos no triviales. Esto es una consecuencia de un resultado de Iwasawa
[Iwaggb] cuya demostracién usa la teoria de cohomologia de Galois, que no queremos usar
en este texto. Por eso solo citamos reste resultado aqui, una demostracién se encuentra en
[Sha, Prop. 4.4.2].

Proposiciéon 6.17: La Conjetura Principal implica el criterio de Kummer, que dice

plhqgu,) <= pl|¢(1—n) para algin n € N>, par
<= p divide uno de ((—1),¢(=3),...,((4 —p).

Demostracion: Primero explicamos la equivalencia de la segunda y tercera afirmacion, que
es cierta independientemente de la Conjetura Principal. Si p — 1 | n entonces ((1 — n) nunca
es divisible por p segin la proposicién .13 (recuerde que decimos que p divide a un ntimero
racional si divide al numerador en una representacién simplificada. Si p — 1 1 n entonces
por el corolario 5.33, la pregunta si p | (1 — n) para n € IN>; solo depende del resto de
1 —n médulo p — 1. Los ntimeros 1 —n con n € IN>; par y no divisible por p — 1 tienen
—1,...,4 — p como representantes modulo p — 1. Esto muestra la equivalencia deseada.

A partir de ahora asumamos la Conjetura Principal. Aplicamos el lema 6.16 con O = Z,,

X=X_yu= hgl) 1. Primero observamos que si ponemos 1 = k entonces, porque
hgl)pl(n) € Z,; segin el corolario 5.36, el lema nos dice que e; X = 0. Por eso

p—1 p—3
Xo_o = @ eiXo_o = @ el*nXo_o'
1=3 impar n=2 par
Ponemos en el lema ¢ = k'™ con n € {2,4,...,p—3}. Entonces n # 0 (m6éd p — 1), asf que

el,nhgl) =1y pues

B pa (5177) = pa (51 77) = (1= p" )¢ (1 = )

(esto resulta del diagrama (5.5)) segtn la féormula de interpolacién del teorema 5.28. El lema
entonces dice que
e1-nXoe =0 <= ((1-n)€Z;.

Porque {1—-n:n=24,...,p—3} ={-1,-3,...,4 — p}, eso implica que
p divide uno de {(—1),{(-3),...,{(4 —p) <= X #0.

Del corolario 4.20 sabemos que X # 0 <= X # 0, y esto es equivalente a p | hq,)
segun el corolario 4.4.
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Por supuesto, la demostracién original de Kummer no utiliza la Conjetura Principal. Una
demostracién elemental de este criterio se encuentra en [Ribo1, §19.2].

Un resultado mas fino es el teorema de Herbrand y Ribet. Para esto definimos V' :=
F, @7z C = C/(C)", que es un espacio vectorial de dimension finita sobre IF,, con una accién
F,-lineal de A = Gal(Q(up)/Q). Por eso se descompone en una suma

3
L

<
l
=

donde V; = e_,:V es el subespacio en que A actia por la potencia i-ésima del caracter de
Teichmiiller. El teorema de Herbrand y Ribet describe estas partes.

Teorema 6.18 (Herbrand/Ribet): Sea i € {3,...,p — 2} impar. Entonces

Vi#0 <= p|((i+1-p).

La implicacién «=>» aqui fue demostrada por Herbrand en 1932, mientras la implicacién
«<=», que es mucho més dificil, fue demostrada por Ribet en 1976 [Rib76], usando métodos
similares a las que més tarde culminaron en la demostracién de la Conjetura Principal por
Mazur y Wiles.

La Conjetura Principal implica este teorema e incluso nos da una férmula para los tamanos
de los grupos e;C, que es un resultado atin mas fuerte. Mientras el teorema de Herbrand y
Ribet ya era conocido antes de la demostracion de la Conjetura Principal, esta formula es
un resultado nuevo.

La técnica para derivar esta formula de la Conjetura Principal es esencialmente una
aplicacién simple del lema de la serpiente, que funciona en una situacién general. Resumamos
esto en el lema siguiente antes de aplicarlo a nuestra situacion.

Lema 6.19: Sea X un A(G)-mddulo noetheriano de torsion sin submddulos finitos no trivia-

les con cary(q)(X) = (1) y sea v € A(G) tal que X/vX es finito. Para cadai € {1,...,p—1}

sean w;, v; € A(T') los imagenes de e;pu y e;v, respectivamente, bajo el isomorfismo e;A(G) ~

A(T). Asumamos que v; es coprimo a m y cada polinomio distinguido en A(T') ~ O[T].
Entonces A(T)/(ui, v;) también es finito y

# (ei(X/vX)) = 9 (MT)/ (i, i) -

Tenemos una afirmacién andloga para mddulos sobre A(G)*.

Demostracion: Aqui seguimos [Lango, Appendix, Lem. 8.6].

Sea X — E un pseudo-isomorfo con E un A(G)-mddulo elemental, que es inyectivo, y sea
Z el contucleo. Escribimos X [v] para el niicleo de la multiplicacién con v en X, y similar para
otros médulos. Entonces por las definiciones y el lema de la serpiente tenemos un diagrama
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conmutativo

con lineas, columnas y serpientes exactas. De este diagrama obtenemos: Porque Z[v] es
finito, rgy X[v] = 1g» E[v], y porque X/vX es finito, rgy» X[v] = 0 (usamos aqui la proposi-
cién 3.17), es decir rgy E[v] = 0. Segtin el lema 3.19 entonces E[v] = 0. Porque Z es finito,
#Zv] = #(Z/vZ). El lema de la serpiente entonces implica que # (X/vX) = # (E/vE).
De la misma manera, si aplicamos e; al diagrama entero,3 obtenemos

# (ei(X/vX)) = # (ei(E/VE))

y lo que falta ver es que # (e;(E/vE)) = #(AT)/(ps,vi)). Es facil ver que e;(E/vE) =
eiB/vie;E, y e;E es un A(T')-médulo elemental, pues de la forma @5_, A(T)/(f;), v
(szl fi) = (14). Por eso es suficiente demostrar que

# @A(T)/(fjﬂ/i) =# A(F)/(Hfja%)

Eso lo demostramos con induccién en s; el caso s = 1 es trivial. Sea entonces s > 1, ponemos
f=fifs-1y g= fs. Hay una sucesion exacta

0= (f,wa)/(fg,vi) = ML)/ (fg, i) = M)/ (f,vi) © M)/ (g, 1) = ML)/ (g,vi) = 0

donde el mapeo en el centro es r +— (r,0). Por eso es suficiente demostrar que #(f,v;)/(fg,vi) =
#A(T)/(g,v;). Pero el mapeo

A(F)/(gﬂl/l)_)(fayl)/(fgayl)a 1"—>fl’

es obviamente sobreyectivo y porque f es coprimo a v; también es inyectivo. O
Proposicién 6.20: La Conjetura Principal implica que para cada i € {3,...,p — 2} impar
tenemos

#e,C = prPro-i),

3 Aplicar e; es lo mismo como aplicar — ®x(q) €;A(G), y del isomorfismo A(G) ~ A(T)P~1 (corolario 2.22)
es claro que e;A(G) ~ A(T") es plano sobre A(G).
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Demostracion: Asumamos la Conjetura Principal y aplicamos el lema 6.19 con X = X,
= hgl)ul, v=o14p—1yi€{3,...,p— 2} impar. Entonces por el corolario 4.19 tenemos
e;(X/vX) ~e,C. Ademds, v; = o14p — 1 y porque ¢ # 1 el elemento p; es la imagen de ;1

en A(T"). El lema entonces dice

#e,C = #(AT)/(014p — 1, pi)-

Ahora el morfismo A(I') — Z,, inducido por el cardcter trivial §: I' = Z es sobreyectivo
con nucleo generado por o14, — 1 (si identificamos A(I") con Z,[T] usando el generador
topolégico 014, entonces el morfismo es inducido por 1" +— 0, cuyo nicleo es generado por
T). El isomorfismo A(T')/(c14p — 1) — Z, que obtenemos envia f1; a pq(w?) = — By,
(usamos aqui el diagrama (5.5) y el lema 5.34) v pues induce un isomorfismo

A/ (pio14p = 1) = Zp/ By i
y esto termina la demostracién. O

Corolario 6.21: La Conjetura Principal implica el siguiente caso especial del teorema de
Stickelberger. Sea ¥, € Q[G)] el elemento de Stickelberger y sea I el ideal X,Z[Gp) N Z[G)).
Entonces cada elemento de I~ anula a C~.

Demostracion: Se puede demostrar que I = X,.J, donde J es el ideal generado por los
elementos de la forma o, — a con a € Z, p t a. Omitimos esta demostracién aqui, véase
[Lango, §1.2, Lemma 2, p. 11] para ella. Usando esto, la afirmacién que queremos demostrar
es equivalente a: Para cada ¢ € {1,...,p — 1} impar, los elementos del ideal ¢;X,J C Z,
anulan a e;C. El ideal e;J es generado por los wi(a) —a con a € Z, p { a, y se verifica
facilmente que esto es igual a (p) si i = 1y igual a (1) si i # 1, véase [Lango, §1.3, Lemma
1, p-15). Entonces el caso de i = 1 ya es claro. En el caso i # 1 tenemos e;5,J = (B i)
segun la nota 5.35, y la afirmacién resulta de la proposicién 6.20. L

Finalemente mencionamos que en [NSWo8, §XI.6] se encuentran atin mds consecuencias
de la Conjetura Principal que no vamos a describir aqui.

Ejercicios

Ejercicio 6.9: Sea K un campo de nimeros y h = # CI(K) su ntimero de clases. Demuestre que
p 1 h es equivalente a lo siguiente: Para cada ideal fraccional I # 0 de K, si I” es un ideal principal
entonces I es un ideal principal.

Ejercicio 6.10: Demuestre que la Conjetura Principal implica el teorema de Herbrand y Ribet:

(a) Demuéstrelo usando argumentos similares a los de la demostracién de la proposicién 6.17.

(b) Demuestre que la afirmacién de la proposicién 6.20 implica el teorema de Herbrand y Ribet,
usando el corolario 5.33.

6.4. Unos comentarios sobre la demostracion de la
Conjetura Principal

En esta seccion describimos de manera muy escasa los métodos como se puede demostrar
la Conjetura Principal, siguiendo principalmente el texto [Kato7, §2.4-5].

Existen esencialmente dos enfoques para demostrar la Conjetura Principal. El enfoque
original de Mazur y Wiles usa formas modulares y es una extensién de métodos usados
por Ribet en su demostracion del teorema 6.18. El segundo enfoque, hallado por Rubin
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usando ideas de Kolyvagin y Thaine, usa algo que se llama sistemas de FEuler. Por su
naturaleza, el enfoque con formas modulares demuestra la inclusién caryq)-(X5) € (hipa)
en la conjetura principal (o la inclusién andloga en la otra versién) y el método de sistemas
de Euler demuestra la inclusién opuesta. En el caso de la Conjetura Principal original de
Iwasawa, de hecho una de estas inclusiones ya implica la otra (esto es una consecuencia de la
férmula de clases). Sin embargo, en las generalizaciones de la Conjetura Principal que vamos
a explicar en la seccién 7.2 este lujo ya no existe, asi que hay que usar ambos métodos para
demostrarlas.

La relacion entre las formas modulares y la Conjetura Principal es, muy a manera de
esboza, la siguiente. Como vimos en la seccion 5.4, la funcién zeta p-adica tiene que ver con
congruencias médulo p entre valores especiales de la funcién zeta. Estos valores también
aparecen como coeficiente constante en la expansiéon ¢ de series de Eisenstein: para k > 4 la
series de Eisenstein E}, de peso k tiene la expansién de Fourier

Ey = M + ng_l(n)q”

n=1

donde o%_1(n) es la suma de las potencias (k — 1)-ésimas de los divisores de n. Por eso,
si ((1 — k) es divisible por p entonces Ey méd p parece una forma modular cuspidal, y de
hecho existe una forma cuspidal f congruente a Fj; moédulo p. Esta congruencia implica
que los representaciones de Galois de Fj y f son relacionados médulo p, més precisamente
tienen las mismas semisimplifaciones. La representacién de Fj es conocida explicita y es
reducible, asi que la de f moédulo p es una extension de los componentes irreducibles de la
de Ej. Finalmente, estas extensiones son relacionados a grupos de clases por la teoria de
campos de clases. Para mds detalles, véase [Katoy, §2.4] y el articulo original de Mazur y
Wiles [MW84].

Un sistema de Euler es una coleccién de elementos de grupos de cohomologia de Galois
de la forma c¢,, € HY(Q(um), T) para cada m € IN>1, donde 7' es un reticulo estable en una
representacion V' de Galg con coeficientes en Qy, tal que los ¢, cumplen algunas relaciones
de compatibilidad con respecto al mapeo de la corestriccién. Esta definicién probablemente
parece poco iluminador, pero la razén por que uno se interesa en este tipo de coleccion es
que su sola existencia produce anuladores de grupos de clases (o objetos méas generales) que
permiten acotar el exponente o incluso el orden de dichos grupos. Por otro lado los sistemas
de Euler son relacionados a valores especiales de funciones L: existe un mapeo llamado el
mapeo de Coleman del limite de los H!(Q(p), T) al algebra de Iwasawa enviando el sistema
de Euler a la funcién zeta p-adica. Esto implica relaciones entre los 6rdenes de los grupos de
clases y los valores especiales. De esta manera el sistema de Euler permite conectar los dos
objetos que aparecen en la Conjetura Principal.

Existe una teoria bastante general de sistemas de Euler. La dificultad principal en este
ambito es construir sistemas de Euler, es decir demostrar que existen y que son no triviales.
Aqui no hay un método general y hasta ahora conocemos solo unos pocos sistemas de Euler.
En el caso de la Conjetura Principal, el sistema de Euler que se usa es construido usando las
unidades ciclotémicas de la definicién 5.39.

Textos introductorios a la teorfa de sistemas de Euler son [Loei7] y [Ruboo]. Una
demostracién completa de la Conjetura Principal usando sistemas de Euler se encuentra en
[Lango, Appendix] y en [CSo6].
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7-1. Teoria de lwasawa para aritmética logaritmica
= El corolario 4.4 aplica

= Fl teorema de Ferrero-Washington

7-2. Generalizaciones de la Conjetura Principal: Curvas
elipticas, Motivos y la Conjetura Equivariante de los
Ndameros de Tamagawa

En esta seccién final contamos de qué manera los fenémenos alrededor de la Conjetura
Principal que conocimos en los capitulos precedentes se extienden a nuevos terrenos. Paso
a paso vamos a ver como reinterpretarlas y generalizarlas hasta alcanzar una ampliaciéon
sustancial. En este camino no siempre podemos ser completamente exactos porque esto
nos obligaria a introducir bastantes nociones nuevas que probablemente llenarian otro libro.
Nuestro objetivo es que el lector pueda tener una intuicién del camino a seguir.

En (casi) toda esta seccién sea K, = Q(upr) para r € N>o U {oo} y G = Gal(Kw/Q)
como en el capitulo 6.

7.2.1. Proemio

La Conjetura Principal conecta una funciéon «L» compleja — la funcién zeta de Riemann
— a un objeto aritmético — los grupos de clases. Existen muchas funciones complejas més
que se llaman funciones L ... ;Tendran estas funciones también un par p-adico? ;Estaran
relacionadas con objetos aritméticos? En caso de afirmativo ;Cuédles son estos objetos
aritméticos?

Una de las primeras generalizaciones propuestas es la formulacién de una Conjetura
Principal para curvas elipticas hecha por Mazur en los anos 1970. En este caso tenemos la
funcién L de Hasse y Weil, que de hecho tiene un analogo p-adico que veremos mas adelante.
En el lado algebraico, el papel de los grupos de clases serd jugado por grupos de Selmer
de la curva eliptica. Esta formulacion, que ademas es paralela a la Conjetura Principal
original de Iwasawa, resulté correcta: fue demostrada en muchos casos por Skinner y Urban
en 2003. Este proceso no se detuvo en las curvas elipticas, en realidad se podia formular
una Conjetura Principal para objetos mucho més generales: los denominados motivos, que
vamos a mencionar a grandes rasgos mas adelante. En el lado algebraico, Greenberg, Bloch
y Kato definieron grupos de Selmer en gran generalidad alrededor de 19g9o0. Por otro lado, en
1988 Coates y Perrin-Riou formularon conjeturas sobre la existencia de funciones L p-adicas
para ciertos motivos. Estos desarrollos llevaron a la formulacién de una Conjetura Principal
para motivos hecha por Greenberg y a una versién mucho méas general hecha por Fukaya y
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Kato en 2006. Sin embargo, de la mayoria de estas generalizaciones hasta ahora no tenemos
demostraciones.

En este capitulo primero vamos a estudiar grupos de Selmer, que son los protagonistas
del lado algebraico de la Teoria de Iwasawa, y explicaremos su conexién con objetos clasicos
como grupos de clases. Luego hablaremos sobre funciones L complejas en gran generalidad.
Como primer contacto con estos conceptos expondremos la aplicacién a curvas elipticas,
que son un objeto de gran interés en la geometria aritmética, y veremos cémo formular una
Conjetura Principal para ellas. Después de esto discutiremos las funciones L p-adicas en esta
situacién porque aqui entraran las formas modulares en el cuadro. Finalmente esbozamos las
generalizaciones de todo lo anterior y la manera en que sumergen en un océano ain mas
grande.

Hay que tener un poco de cuidado con algunos encajes, por eso aclaramos esto inme-
diatamente. Sea K un campo de niimeros con un encaje en Q, y recuerde que ya fijamos
encajes Q < Q, para cada primo £ y Q — C. Estas elecciones inducen varias mas, como
explicamos ahora. Primero, ya mencionamos que via restriccion obtenemos inclusiones de
grupos Gr = Gq y Gq, — Gq. Esto entonces fija un subgrupo de inercia de Gq para cada
primo £, que es el nicleo de la aplicacién de Gq, al grupo absoluto de Galois del campo
residual IF,. Lo denotamos como I; su campo fijo es la méxima extensién no ramificada Q}".
El encaje K — Q fija encajes K — C y K — @Q,, ademds para cada primo ¢ el niicleo de

Ok ‘—)O@[ —»F@

es un ideal primo de Ok y por lo tanto una plaza A | £ de K. Los encajes también fijan
inclusiones de grupos Gal(Q/K) < Gq y Gal(Q,/K ) <=+ Ggq,. Dicho esto, a partir de ahora
siempre asumiremos que cada campo de niimeros estd encajado en Q, y recordaremos estas
elecciones.

7-2.2. Representaciones de Galois y grupos de Selmer

Los grupos de Selmer fueron originalmente introducidos para curvas elipticas (o variedades
abelianas), pero ahora existe una definiciéon bastante general. Al especializar esta definicién
con los parametros correctos recobramos la definicién de los grupos de clases, esto motiva
naturalmente el uso de grupos de Selmer para las generalizaciones de la Conjetura Principal.

A partir de aqui suponemos algunos conocimientos extras, por ejemplo asumimos que
el lector conozca la teoria de cohomologia de Galois, es decir la cohomologia de cocadenas
continuas de grupos de Galois con coeficientes en moédulos topologicos, como es explicada
por ejemplo en [NSWo8, Cap. I, II, esp. IL.7]. Si K es un campo entonces escribimos la
cohomologia de su grupo absoluto de Galois Gx como H*(K, —) en lugar de H*(Gg, —). Si
K es una extension finita de @ o de Q; entonces denotamos K™ su maxima extension no
ramificada. Es decir, en el caso de una extensién K»/Q, la cohomologia H* (K", —) es la
cohomologia del subgrupo de inercia I en Gg, .

Definicién 7.1: Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre algin campo topoldgico
L con una accién continua de Gg. Entonces V' se llama una representacion de Galois L-lineal
(o con coeficientes en L). Después de escoger una base, esto puede ser visto como un morfismo
continuo de grupos

p: Gq — GL, (L)

conn =dimV.

Sea L/Q, una extension finita con anillo de enteros O. Un O-submédulo T' de V se
llama reticulo estable si T es compacto, estable bajo la accién de Gq y V = L®o T. La
representacién V se llama no ramificada en una plaza v de K si el subgrupo de inercia I,
actta trivialmente en V. Se llama no ramificada en casi todos lados si es ramificada solo en
una cantidad finita de plazas de K.
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Por continuidad, cada representacion de Galois con coeficientes en una extension finita de
Q, contiene un reticulo estable (ejercicio 7.1)

En esta seccion en la mayoria de los casos tendremos L = Q,. Ademads, normalmente el
reticulo es canénicamente dado — de hecho, primero conocemos el reticulo Ty luego definimos
V=L®oT.

Observacién: Via restriccion obtenemos acciones de Gq, y de Gr en V' y T

Ejemplo 7.2: Un ejemplo muy importante es el siguiente. Sea

Zp(l) =

como en la nota 1.47, que es un Z,-moédulo compacto que es no canénicamente isomorfo a
Z,, con una accién continua de Gq. Definimos Q,(1) := Q, ®z, Z,(1). Entonces V' = Q,(1)
y T =Z,(1) es un ejemplo de una representaciéon de Galois Q,-lineal y un reticulo estable.
Esta representacion es ramificada solo en p, asi que es no ramificada en casi todos lados.

Ahora introducimos los grupos de Selmer. La idea es que queremos un grupo que mide
«la diferencia entre el comportamiento local y global de un objeto aritmético». Por ejemplo,
si K es un campo de nimeros entonces cada ideal de Ok se vuelve un ideal principal en cada
completaciéon O, para los primos v de K, pero en general no debe ser un ideal principal
en Og. La diferencia entre la situacién local y global es medida por el grupo de clases
(que esencialmente es un grupo de Selmer, véase la proposicién 7.5 abajo). Los objetos
aritméticos generales para cuales introducimos grupos de Selmer son representaciones de
Galois, y usamos la cohomologia de Galois local y global para definirlos.

Definicién 7.3: Sea L/Q una extension finita con anillo de enteros O. Sea V una repre-
sentacion de Galois con coeficientes en L que es no ramificada en casi todos lados y 7" un
reticulo estable. Para un campo de niimeros K, encajado en Q de tal manera que su grupo
absoluto de Galois Gi sea un subgrupo de Gq, definimos los siguientes grupos.

(a) Sea v una plaza de K. Definimos un subgrupo del grupo H' (K, V) de la cohomologia
local de Galois como

ker(H'(K,, V) — HY (K}, V), v { poo,
Hf(K,,V) = { ker(HY(K,, V) — HY(K,,V ®q, Bais)), v |p,
0, v| oo

los mapeos siendo la restriccién. Aqui, Be,is es un cierto anillo sobre cual no podemos
decir mucho.* Usando esto definimos un subgrupo de H!(K,,V/T) para cada plaza
¥ COMO

H% (Km V/T) = lm(H% (Km V) - Hl(Kva V/T))'

(b) Definimos un subgrupo del grupo H! (K, V/T) de la cohomologia global de Galois
como

Sel(K,V/T) = {c € H'(K,V/T) | Vv plaza: res,(c) € H} (K,,V/T)}

1 H'(K,,V/T
:ker(H (K, V/T) — H PW)

v plaza

* El anillo Beyis fue definido por Fontaine y es uno de los anillos de periodos p-ddicos de la teoria de Hodge
p-adica, que no explicamos aqui (remitimos a [BCog] para esto). Es una Qp-dlgebra topolégica completa
con una accién continua de Gq,, y algunas estructuras mds, de manera que V' ®q, Beris tiene una accién
de Gq, diagonalmente.
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con res,: HY(K,V/T) — HY(K,,V/T) el mapeo de restriccién. Esto es un O-médulo
discreto que se llama el grupo de Selmer de V/T (sobre K).

Maés precisamente estos grupos de Selmer a veces se llaman grupos de Selmer de Bloch y
Kato porque ellos los introdujeron en [BKgo|; también existen otras variantes con diferentes
subgrupos locales en lugar de los H{, pero los de Bloch y Kato se comportan bien y son los
que se usan en las generalizaciones de la Conjetura Principal.

Notemos que aunque los llamamos «grupos de Selmer», realmente son O-modulos.
Nota 7.4: En la definicién de arriba, se podria preguntar por qué no definimos
H} (K,,V/T) = ker(H'(K,,V/T) — H' (K™, V/T))
en lugar de
HH(K,,V/T) = im(H} (K,,V) — H(K,,V/T))

para v 1 poo. Estos dos grupos en general son diferentes. El segundo es un subgrupo del
primero y siempre es divisible porque H} (K,, V) es un L-espacio vectorial. De hecho se
cumple que .

H% (K’Ua V/T) = H% (Kva V/T)diV7

donde escribimos (+)giy como los elementos p-divisibles en un Z,-médulo abeliano [Ruboo,
Lem. .3.5 (i)]. En particular, si H} (K,, V/T) es divisible entonces si tenemos la igualdad
H} (K,,V/T) = ker(H'(K,,V/T) — H (KX, V/T)).

En este caso podemos describir el grupo de Selmer como
Sel(K,V/T) = ker (Hl(K, V/T) —

I 8", v/T) x T H' (K., V/T) x H 1 %‘Z?) (7.1)

vipoo v|oco

Para explicar las relaciones de todo esto con lo anterior, empecemos con calcular el grupo
de Selmer en el caso méas simple posible. Sea O =7,, L =Q,, T =7,y V = Q, con la
accién trivial de Gq.

Proposicién 7.5: Sea K un campo de nimeros. Entonces tenemos un isomorfismo canénico
Sel(Ka QP/ZP) = CI(K)(p)va
donde CI(K)(p) es la p-parte del grupo de clases de K.

Demostracion: Usamos el teorema 1.38 que dice que el grupo de clases C1(K) es candnica-
mente isomorfo al grupo de Galois Gal(H/K') del campo de clases de Hilbert H de K, que
es la extension maxima abeliana no ramificada. Por definicion tenemos una sucesién exacta
de grupos profinitos
P 1, - G — Gal(H/K) -0
v plaza

donde I, es el grupo de inercia en la plaza v de K (si v es una plaza arquimedeana entonces
I, es de orden 2 generado por la conjugacién compleja en esta plaza).

Aplicamos el funtor Homz, (-, Q,/Z,) a esta sucesiéon y usamos que esto es lo mismo
que H'(—, Q,/Z,) porque la accién de todos los grupos en Q,/Z, es trivial. Ademds usamos
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que para cada abeliano grupo finito A tenemos que Hom(A, Q,/Z,) = Hom(A(p), Q,/Z,).
Asi obtenemos

0 — Gal(H/K)(p)" — H'(K,Qp/Z,) — HHI(IM Qp/Zy). (*)

Queremos usar la descripcién en (7.1). Para esto tenemos que verificar que ker(H! (K, Q,/Z,) —
HY(KY", Qp/Z,)) es divisible para los primos v t p. Pero porque H'(—, Q,/Z,) = Homg, (—, Q,/Z,),
los elementos en este nicleo son los homomorfismos de Gg, a Qp/Z, que son triviales en I,,,
es decir son los que se factorizan a través de G, /I, = Z. Pero HomZP(i, Q,/Z,) =Q,/Z,

porque cada tal homomorfismos es inicamente determinado por la imagen de 1 € Z. Este
grupo es claramente divisible.

Es decir, la sucesién (*) es casi la misma que (7.1), las diferencias estan en las plazas
v|py v|oco. Para las plazas v | co observamos que en el producto a la derecha en ambas
sucesiones los grupos son triviales porque I, es de orden 2 en este caso y p # 2, y G, es de
orden 1 o 2. Falta ver que para las plazas v | p tenemos

ker(H'(K,,Q,) — H'(I,,Q,)) = ker(H*(K,, Q,) — H*(K,, Beris)).

Una demostracién de esto se encuentra en [BKgo, Ex. 3.9] (teniendo en cuenta el ejercicio 7.2);
la omitimos aqui porque ni siquiera explicamos que es Byis. O

Definicién 7.6: Sea (K,.), la torre infinita de campos que usamos también en el capitulo 6,
es decir K, = Q(u,r) para r € N> U {o0}, y sea G = lim, Gal(K,./Q) su grupo de Galois.
Fijamos encajes compatibles de todos los K, en Q. Ademés sea V una representacién de
Galois con coeficientes en L y T un reticulo estable. Entonces definimos

X(V/T) = Jim Sel(K,.,V/T)" = (colig Sel(K,.,V/T))Y
re€lN>y re€lN>y

donde los mapeos Sel(K ., V/T) — Sel(K,+1, V/T) son las restricciones (véase el ejercicio 7.3).
Esto es un A(G)-mddulo compacto (aqui A(G) es el dlgebra de Iwasawa con coeficientes en
O, los enteros de L).

De la proposicion 7.5 obtenemos inmediatamente:

Corolario 7.7: X(Q,/Z,) = X es el mddulo de la seccion 6.1.

Demostracion: Lo que falta verificar es que los mapeos con respeto a cuales tomamos los
limites son los mismos, es decir, que el diagrama

HY (K1, Qp/Zy) D Sel(Kyr41,Qp/Zy) ~ Cl(K;41)(p)Y

= Hom(GK'V'+1 s Qp/Zyp) ~ Hom(Gal(H,41/Kr 1), Qp/Zyp)
Hom(Gg,, Qp/Zp) Hom(Gal(H,/K,), Q,/Z,) ~
= H'(K,, Qp/7Zy) 2 Sel(Ky,Qp/Z,) =~ CI(K,)(p)"

conmuta para r suficientemente grande (donde H, es el campo de clases de Hilbert de K,.).
Lo dejamos como ejercicio. O

También podemos obtener el otro médulo Y, como un médulo X(—) de esta forma. En
la siguiente proposicién escribimos Q,/Z,(1) para Q,(1)/Z,(1).
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Proposicién 7.8: Sea K un campo de nimeros. Entonces tenemos un isomorfismo canonico
Sel(K, Q,/Zy(1)) ~ Gal(M/K)",

donde M es su extension mazrima abeliana pro-p no ramificada fuera de p. En particular,
X(Qp/Z,(1)) = Yoo es el mddulo de la seccion 6.1.

Demostracion: Benutze H'(K, p,(K)) = K*/(K*)™ und proposicién 6.7. Oder Refe-
renz? O

Estas observaciones ya insintian como la Conjetura Principal podria ser generalizada.
Sin embargo, quedan muchas preguntas: ;Para cuédles tipos de representaciones de Galois
podemos esperar una generalizacién? ;Qué tendria que ser la funcién L p-ddica? Y antes
que nada, jcomo definimos una funcién L compleja? Vamos a indicar las respuestas a estas
preguntas en los siguientes apartados.

Ejercicios

Ejercicio 7.1: Demuestre que cada representacion de Galois con coeficientes en una extension finita
de Qp contiene un reticulo estable. Para esto tome cualquier reticulo, no necesariamente estable, y
considere sus traslados bajo la accién de Gq. Use la continuidad de la representacién y el hecho de
que O es compacto.

Ejercicio 7.2: Demuestre que para cada plaza v | p de un campo de nimeros K el espacio vectorial
ker(Hl (Kv, Qp) — H' (1o, Qp))

tiene dimensién 1 sobre Q,. Para esto use que H'(—, Q,) = Hom(—, Q,) (porque la accién en Q, es
trivial) y la teorfa local de campos de clases para describir estos homomorfismos.

Ejercicio 7.3: Sea V una representacién de Galois con coeficientes en una extension finita L/Q,
y T un reticulo estable. Demuestre que si K C K’ son campos de ntimeros entonces el mapeo de
restriccion H' (K, V/T) — H'(K',V/T) envia Sel(K,V/T) a Sel(K',V/T).

Ejercicio 7.4: Verifique que el diagrama en la demostracién del corolario 7.7 es conmutativo. Use
la conmutatividad del diagrama (4.5) para esto.

7-2.3. Funciones L para sistemas compatibles de representaciones

Recordemos algunos aspectos de las funciones L complejas. Las que conocimos en la
seccién 5.1 tenfan un producto de Euler, es decir un producto de la forma

Lis)= [[ P )" (s€C, Res>0)

¢ primo

donde P, € Q[T] es un polinomio: en el caso de la funcién zeta de Riemann tenemos
P, =1 —T para cada primo ¢ y en el caso de la funcién L de un caracter de Dirichlet y
tenemos Py = 1 — x(0)T € Q(x)[T] — véase la definicién 5.8. Notemos que la funcién zeta de
Riemann es un caso especial de una funcién L de Dirichlet, es decir, la del caricter trivial.
El camino a generalizar la conexién de los polinomios P, y el caracter x se aclara cuando
vemos el cardcter como una representacion de Galois.

Para explicar esto necesitamos usar los elementos de Frobenius en Gq. Si £ es un primo
entonces tenemos el subgrupo (gracias a los encajes que fijamos) Gq, € Gg que tiene una
sobreyeccion al grupo de Galois absoluto del campo residual Iy de Q. Este grupo de Galois
Gp, es canénicamente isomorfo a Z con 1 € Z correspondiendo al automorfismo Frobenius
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(ejercicio 1.1). Porque Gg, — Gg, es sobreyectivo podemos escoger un levantamiento que
llamamos Frob, € Gg, € Ggq. Este elemento no es tnico, pero es bien definido salvo a
multiplicacién del grupo de inercia Iy, que es el niicleo de la aplicacion Gg, — Gy, ; esto
sera suficiente para lo que queremos hacer. A partir de ahora fijemos elementos de Frobenius
Frob, € Gq para cada primo 4.

Ahora tomamos un caracter de Dirichlet x de conductor N € IN>; y lo vemos como una
representacion de Galois C-lineal via

Gq — Gal(Q(un)/Q) — (Z/NZ)* -5 Q" C ¢~ (7.2)

(lamamos este mapeo Gg — C* también x), que define una accién de Gg en el C-espacio
vectorial V' = C en que g € Gq acttia por multiplicacién con x(g). Esta representacién es
ramificada en un primo £ si y solo si £ | N, es decir si y solo si x(¢) = 0. La accién de un
elemento de Frobenius Froby en V' en general no es bien definida porque Frob, solo es bien
definido salvo elementos de I, y I, podria actuar no trivialmente. Pero si escribimos V¢
como el subespacio de V donde I, actta trivialmente, entonces la accién de Frob, en V¢ si
es bien definida; en particular, su polinomio caracteristico lo es. Si definimos Py(x,T’) como
el polinomio?

Py(x,T) := det(1 — x(Frob,)T, V1¢)

entonces de hecho tenemos
Pi(x,T)=1—-x(O)T,

es decir jreconstruimos los polinomios que definen el producto de Euler a partir de la
representacién de Galois! Le sugerimos urgentemente al lector que verifique todas estas
afirmaciones.

Las representaciones que estudiamos al principio de esta seccién tuvieron coeficientes en
Q, o una extension finita L. Si usamos la misma férmula como arriba para definir polinomios
P, para ellas tenemos un problema — los coeficientes seran en L, que no podemos encajar en
C para definir una funcién L compleja. Sin embargo, para las representaciones Q, (con la
accién trivial) y Q,(1) que estudiamos antes este problema no aparece: por supuesto, para
la representacion trivial tenemos

Py(Qp,T) :=det(1 -T,Q)=1-T
para cada primo £ y en el otro caso tenemos
Pg(Qp(1)7T) = det(l _ T, Qp(1)12> =1—/T

al menos para los primos ¢ # p, mientras para ¢ = p obtenemos P,(Q,(1),T) = 1. {Otra
vez el lector deberfa verificar estas afirmaciones! Es decir, estos polinomios de hecho tienen
coeficientes en Q C @p, que encajamos en C. Por supuesto hay representaciones para cuales
esto no sea verdad, por eso sélo vamos a usar representaciones donde los coeficientes de los
polinomios que obtengamos estén en Q (véase la siguiente definicién).

Si ahora definimos una funcién L para las representaciones Q, y Q,(1) usando la férmula
del producto de Euler obtenemos la funcién zeta de Riemann para @, y obtenemos

(1—p (s +1)

para Q,(1), es decir la funcién zeta trasladada por 1 y con un factor de Euler faltante. Esto
es un poco raro ... queremos tener también el factor de Euler en p. Notemos que también
existen las representaciones Q4(1) para todos los otros primos ¢ # p, y si usamos éstas en

2 Aqui y en lo siguiente, la notacién det(y, V') significa el determinante de un endomorfismo ¢ de un espacio
vectorial V.
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lugar de Q,(1) para definir el polinomio P, entonces obtenemos lo mismo para ¢ # p, g, pero
para £ = p obtenemos el polinomio que corresponde al factor de Euler que hacia falta. Es
decir, las representaciones Q,(1) para todos los primos ¢ son compatibles de alguna manera,
y para definir P, podemos usar cualquiera de ellas salvo Qg(1). Esto nos lleva a la siguiente
definicién.

Definicién 7.9: Un sistema compatible de representaciones de Galois es una coleccién
V = (V,), de representaciones de Gg, donde V, es un espacio vectorial sobre Q,, para cada
primo ¢, tal que las siguientes condiciones sean ciertas.

(a) Existe un conjunto finito S de primos tal que cada V; no es ramificado fuera de

SuU{q}.

(b) Para cada primo £ y cada otro primo g # ¢ el polinomio
Py(V,T) := det(1 — Frob,T, V,*)

que a priori tiene coeficientes en Q, de hecho tiene coeficientes en Q y no depende
de q.

Un poco mas general, si K es un campo de nimeros entonces definimos un sistema
compatible de representaciones de Galois con coeficientes en K como es una coleccién de
representaciones V = (Vg)q de Ggq indexada por todos los primos de K , donde V; es un
espacio vectorial sobre K, con las condiciones andlogos (en este caso los polinomios P(V,T')
deben tener coeficientes en K).

Si V es un sistema compatible de representaciones de Galois entonces definimos su funcién

L como
L(V,s):= [] Pu(V,e)~".

£ primo

De momento, esto solo es una expresién formal, porque todavia no sabemos nada sobre
convergencia.

Queremos dar una heuristica por qué esta definicién es interesante. El teorema de
Brauer y Nesbitt dice que dos representaciones de un grupo profinito son iguales (salvo a
semisimplificacién, que no vamos a explicar aqui) si y solo si los polinomios caracteristicos de
los imagenes de todos elementos del grupo bajo las dos representaciones son iguales. Ademads,
el teorema de densidad de Chebotarev implica que los elementos Frobenius son densos en Ggq,
asi que por continuidad la igualdad de los polinomios caracteristicos de ellos ya es suficiente.
Es decir, en la formula que define la funcién L(V,s) multiplicamos expresiones que juntos
determinan V tnicamente (salvo a semisimplificacién). Véase [CR06, Thm. 30.16]3 y [Neugg,
Thm. 13.4].

Ejemplo 7.10: (a) Poniendo V; = Q, con la accién trivial de Gq para cada primo
g nos da un sistema compatible de representaciones de Galois. Su funcién L es la
funcién zeta de Riemann.

(b) Poniendo V; = Q4(1) nos da también un sistema compatible de representaciones de
Galois. Su funcién L es ((s+ 1).

(c) Sea x un caracter de Dirichlet y K = Q(x). Entonces si ponemos V; = K para cada
primo q de K con g € Gq actuando en Vg como multiplicacién con x(g) entonces
esto también es un sistema compatible de representaciones de Galois, esta vez con
coeficientes en K. Su funcién L es la funcién L de Dirichlet L(x, s).

3 El teorema de Brauer y Nesbitt alld es formulado para un grupo finito, pero examinando la demostracién
se puede ver que la demostracién sigue funcionando para un grupo profinito.
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Un sistema compatible de representaciones de Galois todavia no es la nocion final a
la cual se puede generalizar los fenomenos de la Teoria de Iwasawa, pero para nuestros
ejemplos bésicos es suficiente (la verdadera nocién son los motivos, que mencionamos
en la seccién 7.2.6). Resumiendo, tenemos lo siguiente para el sistema compatible de
representaciones de Galois (Qq)q:

» La funcién L del sistema (la funcién zeta de Riemann) es meromorfa en todo de C y
algunos valores especiales son algebraicos.

= Fijamos un primo p. Entonces estos valores especiales pueden ser interpolados p-
ddicamente, esto conduce a la existencia de una funcién L p-adica, que (esencialmente)
es un elemento del dlgebra de Iwasawa A(G), dénde G es el grupo de Galois de la torre
infinita (K,), = (Q(ppr))r de campos de nimeros.

= Para el mismo primo p, si consideramos el médulo X(Q,/Z,) para el miembro en p del
sistema de representaciones y un reticulo estable obtenemos un médulo noetheriano de
torsién sobre A(G), y por lo tanto tiene un ideal caracteristico gracias a la teorfa de
estructura de tales modulos.

= Fste ideal caracteristico es generado por la funcién L p-adica del sistema — esto es la
Conjetura Principal.4

Algo similar ocurre para el sistema (Q,4(1)),, ddndonos la otra versién de la Conjetura
Principal. La relacién entre estas dos formulaciones y el hecho de que son equivalentes la
discutiremos més tarde (pie de pagina 15 en la pagina 139).

Ejercicios

Ejercicio 7.5: Para los siguientes campos de nimeros K, jcuales primos de Q son ramificados y
cuéles son los elementos de Frobenius?

(a) K = Q(V/d) para d € Z libre de cuadrados;
(b) K = Q(um) con m € N>q.

Use los resultados para deducir el ley de reciprocidad cuadratica
P q _ (_1) (pfllmfl)
q p

Ejercicio 7.6: Para un caricter de Dirichlet que vemos como representacion de Galois como en
(7.2), jen cudles primos es ramificado?

para primos impares p, q.

Ejercicio 7.7: Demuestre que si V' es un espacio vectorial de dimensién 1 sobre C con una accién
de Gq dada por un cardcter de Dirichlet x como en (7.2) entonces tenemos

det(1 — x(Frob,)T, V'¢) = 1 — x(O)T,
para cada primo ¢ (no importa si sea ramificado o no).

Ejercicio 7.8: Sea V = (V,), un sistema compatible de representaciones de Galois. Demuestre que
entonces

V(1) = (Vy @ Qq(1))q
Qq
también es un sistema compatible de representaciones de Galois y que

L(V(1),s) = L(V, s + 1).

4 Salvo a que tenemos que restriguir a la parte (-)~ del médulo y multiplicar la funcién L p-adica con su
denominador. Vamos a ignorar estos detalles aqui y en lo que sigue. De hecho, en las generalizaciones estas
dos fenomenos no ocurren.
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7-2.4. La Conjetura Principal para curvas elipticas

Como prometido ahora explicamos como curvas elipticas se insiertan en la imagen que
esbozamos hasta ahora. Para eso asumimos que el lector sea familiar con la teoria bésica
de curvas elipticas como es explicada por ejemplo en [Silog]. Para toda la seccién fijamos
una curva eliptica F sobre Q y un primo p, ademads, suponemos que la curva tiene buena
reduccién ordinaria en p.

Al lector interesado en aprender mds sobre la Teoria de Iwasawa de curvas elipticas le
recomendamos el texto [Greoia] de Greenberg y también [Wutiy, §2].

Escribimos E(K) para los puntos de E con coeficientes en un campo K/Q. Si m € N>,
entonces escribimos E(K)[m] para los elementos de E(K) cuyo orden es divisible por m,
es decir los que son anulados por la multiplicacién por m, que denotamos [m]. Se sabe que
E(Q)[m)] es isomorfo a (Z/mZ)?, aunque el isomorfismo no es canénico. Para cada primo g,
el mddulo de Tate g-ddico de E estd definido como

T,E:= lim E(Q)[q"],
IEN>,

los mapeos E(Q)[¢'!] — E(Q)[¢'] siendo P ~ [q]P. Esto es no canénicamente isomorfo a
Z%. También definimos
V£ =Qq @ T,E
Zq
que es un espacio vectorial de dimensién 2 sobre Q,. La accién de Gq en E(Q) induce
acciones continuas en E(Q)[¢!], T,E y V,E, y por eso V,E es una representacién de Galois
Qq-lineal y T, F/ es un reticulo estable.

Sea p un primo. A continuacién resumimos cémo se define el grupo de Selmer de una
curva eliptica clasicamente. Fijamos un campo de nimeros y | € N>y y seguimos [Silog,
§X.4] poniendo alld E = E’ y ¢ = [p']. Para cada plaza v de K tenemos una sucesién exacta

— — L —
0 - Ep(K,) —» B(K,) 2L B(K,) -0
de grupos abelianos discretos con accién de Gg,. Tomando la sucesién exacta larga en
cohomologia obtenemos

L —
0 - EpY(K,) = B(K,) 24 B(K,) -5 BY(K,, Bp)(K,)) — -
El morfismo de borde 9 induce un morfismo inyectivo
Krw: E(K,)/p' E(K,) — H'(K,, E[p'|(K,))

que se llama el morfismo de Kummer (en [Silog, §X.4] lo denotan J). Entonces se define el
grupo de Selmer de nivel p! sobre K como las clases en cohomologia de Galois global que
localmente estan en la imagen del morfismo de Kummer, es decir

SP)E/K) = {c e H'(K, E[p'|(K)) | Yo 0ot tes,(c) € imry}
y luego

S (B/K) := colim 8 (E/K) C coli H' (K, E['|(K)) = H!(K, E[p™(K))
IEN>, IEN>,

(aqui la tltima igualdad sigue de [NSWo8, (1.2.5)] y el hecho de que cada E[p!'](K) es
finito, asi que su estabilizador en Gk es abierto). Ademads, se puede ver facilmente que
E[p>|(K) ~ V,E/T,E canénicamente (véase el ejercicio 7.9). La siguiente proposicién dice
que, usando esta identificaciéon, el grupo de Selmer clasico de hecho es lo mismo que el grupo
de Selmer de la definicién 7.3 en esta situacion.
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Proposicién 7.11: Para cada campo de nimeros K tenemos una igualdad
SP)NE/K) = Sel(K, V,E/T,E)
de subgrupos de H' (K, V,E/T,E).
Demostracion: [Ruboo, Prop. 1.6.7] O

Aplicando la definicién 7.6 en nuestra situacién obtenemos un A(G)-médulo compacto
X(V,E/T,E) que simplemente denotamos X(E). Se sabe que este médulo es noetheriano
[Wut14, Lem. 13], que es importante para poder aplicar la teoria de estructura a este médulo.
Como los médulos que aparecen el la Conjetura Principal clasica tenemos incluso el siguiente
resultado, que era sospechado por Mazur:

Teorema 7.12 (Kato): El A(G)-mddulo X(E) es de torsidn.
Demostracion: [Katogq, Thm. 17.4 (1)] O

Como consecuencia de esto se puede aplicar las mismas técnicas que llevaron a la demos-
tracion del teorema I de Iwasawa sobre el crecimiento de los grupos de clases para obtener
un resultado andlogo sobre los ordenes de los p-partes de los grupos de Tate-Shafarevich,
véase [Wuti4, Prop. 14].

Ahora toca el turno de hablar de la funcién L asociada. Para la curva eliptica E tenemos
la funcién L de Hasse y Weil

s) =[] Pe(E, )"

con

1—(£+1—#E(F,))l~*+¢'72%) si E tiene buena reduccién en /,
1—1077) si E tiene reduccién multiplicativa escindida en ¢,

(
PBs =40 o on mu P feativa eseindida
(14+¢79) si E tiene reduccién multiplicativa no escindida en ¢,
1

si F tiene reduccién aditiva en ¢

que es introducida en [Silog, §C.16] (por ahora, esto es s6lo una expresién formal; hablamos
de convergencia en la siguiente seccién). Esta funcién L es un caso especial de la funcién
L general de la definicién 7.9: El sistema compatible de representaciones de Galois que
hay que usar es (V,E),, es decir estd formado por todos los médulos de Tate. La primera
condicién sobre la ramificacion de las representaciones es cierta por el criterio de Néron, Ogg
y Shafarevich [Silog, Thm. VII.7.1]. En [Hid12, §2.7.2] es demostrado que los polinomios de
la definicién 7.9 coinciden con los de la definicién arriba, esto explica las férmulas anteriores;
en particular, la segunda condicién sobre la compatibilidad también es cierta.

La discusion de esta funcién L y la pregunta sobre la existencia de una funciéon L p-adica
asociada la posponemos a la siguiente seccion para la claridad de la exposicién. Por ahora
mencionamos el resultado sélo en una forma provisional, la versién precisa se encuentra en
el teorema 7.18.

Teorema 7.13 (Mazur/Swinnerton-Dyer): FEziste un elemento pug € A(G) que inter-
pola valores especiales de la funcién L(E,s) p-ddicamente.

Es decir, curvas elipticas (sobre Q con buena reduccién ordinaria en p) también tienen

una funciéon L p-adica. Con estas preparaciones deberia ser claro como formular la Conjetura
Principal para curvas elipticas.
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Conjetura 7.14 (Conjetura Principal de Mazur para curvas elipticas): Tenemos la
igualdad de ideales en A(QG)
cary(q) X(E) = (up).

Al dia de hoy, esta conjetura es demostrada en muchos casos. El caso de una curva con
multiplicacién compleja la conjetura fue demostrada por Rubin [Rubg1]. En el caso general,
suponiendo algunas condiciones técnicas menudas, Kato [Kato4] demostré la inclusién « D»
en la igualdad y Skinner y Urban [SU14] demostraron la otra. Véase también [Kato7, §2.3.3,
§2.4.4, §2.5.5] para una discusién de las ideas detrds de estas demostraciones.

Ejercicios

Ejercicio 7.9: Sea A un grupo abeliano. Use el hecho de que el producto tensorial es compatible
con colimites para demostrar que canénicamente

A (%) (Qp/Zy) ~ colim A/p' A

lEN>y

donde los mapeos A/p'A — A/p't' A en el colimite a la derecha son a — pa. Aplique esto al médulo
de Tate A = T, E de una curva eliptica E para demostrar que

VoE/T,E ~ E[p™](K).

7-2.5. Funciones L p-adicas para formas modulares

En la seccion anterior dejamos pendiente la pregunta de cémo debe ser la funcién L
p-adica de una curva eliptica. En el caso de la funcién zeta p-adica, esta interpolaba valores
especiales de la funcién zeta en enteros negativos, que eran algebraicos. jRecuerde que en
los enteros negativos la serie que define la funcién zeta no converge! Ademés, no obtuvimos
estos valores sino hasta que continuamos la funcién zeta analiticamente. Por lo tanto, antes
de que podamos pensar en una funcion de Hasse y Weil p-adica, tenemos que preguntarnos:

= ;Dénde converge la serie que define la funciéon L de Hasse y Weil?
= ;Tiene una continuacién meromorfa o analitica a todo C?
= ;También tenemos valores especiales que son algebraicos? jCudles son estos valores?

Estas preguntas se pueden formular también para funciones L mas generales como las de
la definicién 7.9, y lo que pasa es que en esta generalidad no se sabe casi nada (aunque hay
algunas conjeturas que mencionaremos en la seccién 7.2.6). El problema es que las funciones
L son definidas por polinomios de origen aritmético (esencialmente polinomios caracteristicos
de elementos de Frobenius en una representaciéon de Galois), y esta definicién no dice mucho
sobre el comportamiento analitico de dichas funciones. Necesitamos alguna herramienta para
sobreponernos a estos obstdculos.

Aqui entra el famoso Programa de Langlands en el escenario. Esto es un tema enorme
sobre el que se podria escribir otro libro, asi que sélo indicamos algunas pocas ideas detras del
Programa de Langlands. La filosoffa es que para cada «objeto aritmético» (més precisamente,
un motivo?) deberfa existir un objeto «automorfo» (més precisamente, una representacién
automorfa), que es de origen analitico, con la misma funcién L. Sobre las funciones L de origen
automorfo sabemos mucho mas y en casos favorables tenemos por ejemplo la continuacién
analitica. Esto deberia generalizar la teoria de campos de clases, es decir, la teoria de

5 Por ahora nos imaginamos un motivo como un sistema compatible de representaciones de Galois aunque
en realidad es algo ma&s especifico: conjeturalmente, cada motivo lleva a un tal sistema, pero no al revés.
Diremos un poco mas sobre esto en la siguiente seccién 7.2.6.
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campos de clases deberia de ser una especializacion del Programa de Langlands. Sobre Q
tenemos lo siguiente: El teorema de Kronecker y Weber dice que cada extension abeliana esta
contenida en una extensién ciclotémica Q () para un m € IN>q, y el isomorfismo de Artin
de la teoria de campos de clases en este caso simplemente es Gal(Q(m)/Q) ~ (Z/mZ)*.
En particular, las representaciones de Galois que se factorizan a traves de Gal(Q(um)/Q)
corresponden Unicamente a los caracteres de Dirichlet de conductor un divisor de m. Bajo
esta correspondencia, la funcién L de tal representacién de Galois es la funcién L del caracter
de Dirichlet correspondiente, como mencionamos antes. Esto es el caso més sencillo de una
correspondencia tipo Langlands: los objetos aritméticos son las representaciones de Gq de
orden finito y dimensién uno, y los objetos automorfos son los caracteres de Dirichlet. Tienen
la misma funcién L y esta afirmacién es equivalente al isomorfismo de Artin. Porque sabemos
propiedades como continuacién analitica de las funciones L de Dirichlet, lo obtenemos
tambien para las funciones L de dichas representaciones de Galois. Aunque esto parece casi
trivial en este caso béasico, de hecho es una encarnacién del Programa de Langlands.

En el caso de curvas elipticas el objeto automorfo que corresponde a ellas son ciertas
formas modulares. En este caso tenemos el siguiente famoso resultado que implica el Ultimo
Teorema de Fermat. A partir de ahora hasta el fin de la secciéon suponemos que el lector
conozca la teoria béasica de formas modulares como es explicada por ejemplo en [DSos)
o [Shig4]. Antes de citar el resultado resumimos la definicién de la funcién L de formas
modulares.

Sea f € Sk(IV,x) una forma modular cuspidal nueva® de peso k > 2, nivel N € N> y
nebentipo x; en particular f es una forma propia para todos los operadores de Hecke. Si
la vemos como funcién en el semiplano superior H entonces se escribe como una serie de
Fourier

(o)
f(z)= Zanq", q=e""* (2 € H).
n=1

La funcién L en este caso es definida como

L(f,s) = i ann’.
n=1

Maés generalmente, si ¢ es un caracter de Dirichlet cualquiera entonces se define
o]
L(f,4,8) = antp(n)n®.
n=1

Esta funcién se llama la funcién de f chanfleada por v. El siguiente resultado clésico describe
sus propiedades béasicas analiticas.

Proposicién 7.15: La serie que define L(f,v, s) converge absolutamente para Re(s) > 5+1
y la funcion holomorfa que define tiene una continuacion analitica a todo C. Ademds tiene
un producto de Fuler

L(fs)= JI A =w@aet™ +x® (01 72)71 (Re(s) > § +1)

£ primo
Demostracion: [Shigq, Thm. 3.66], [DSog, Thm. 5.9.2] O

El Teorema de Modularidad entonces es el siguiente.

6 cuspidal newform
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Teorema 7.16 (Wiles, Taylor, Breuil, Conrad, Diamond): Sea E/Q una curva elip-
tica. Entonces existe una forma modular nueva f de peso 2 con nebentipo trivial cuya funcion
L es la misma que la de E, es decir

L(E,s)=L(f,s) VseC.
En particular L(E, —) tiene una continuacién analitica a todo de C.

Este resultado también es una encarnacién del Programa de Langlands, y nos provee de
la herramienta deseada para responder a las preguntas planteadas del inicio de esta seccion.
En general, no hay ninguna esperanza a responder a estas preguntas directamente sin pasar
por el mundo automorfo, y esto ilustra la enorme importancia del Programa de Langlands
para la Teoria de Iwasawa.

Es decir, la existencia de una funcién L p-adica para una curva eliptica ahora es equivalente
a la existencia de una tal funcién para formas modulares nuevas de peso 2 con nebentipo
trivial. De hecho, no es mucho mas dificil explicar esto para formas modulares nuevas en
general, asi que desde ahora ya no hablaremos de curvas elipticas sino de formas modulares.

A partir de ahora fijamos una forma modular cuspidal nueva f € S(N, x) como arriba.
La pregunta de algebraicidad de valores especiales es contestada por el siguiente resultado.

Teorema 7.17 (Shimura): Sea Ky el campo de nimeros generado por los coeficientes de
Fourier de f. Existen dos numeros Q]jf € C* tal que para cada cardcter de Dirichlet v vy
paran=1,...,k —1 tenemos

Gy
mﬂfﬂ/)vn) € K¢(v).

Aqui el superindice de Q? debe ser el signo de (—1)"(—1) y
G(yp™h) =Y wt(j)e*mi/e
j=1

es la suma de Gauf (con c siendo el conductor de ).
Demostracion: [Shizy, Thm. 1 (ii)] O

Como se puede ver de este teorema, los valores especiales en general ya no son algebraicos
(porque los ntimeros Q]jf en general son transcendentes), pero al menos podemos describir y
controlar su parte transcendente con dos nimeros. Otra diferencia, con el resultado analogo
de la proposicion 5.9 para caracteres de Dirichlet, es que sélo tenemos valores algebraicos para
una cantidad finita de enteros n, pero para una cantidad infinita de chanfles por caracteres.
Este fenomeno tiene explicacién en una conjetura de Deligne que abordaremos en la siguiente
seccién.

Para el siguiente resultado sobre la funcién L p-adica tenemos que suponer que f es
ordinaria en p, esto significa que |a,|, = 1 (esto es el valor absoluto p-ddico). Es ficil ver
que en este caso el polinomio

X? —a, X +x(p)p"

que se llama el polinomio de Hecke p-ésimo de f, tiene una tnica rafz a € Q tal que |af, = 1.
Este a: aparece en el siguiente resultado. La condicién ordinaria aqui es analoga a la condicion
en la seccién 5.3 que pide que el conductor del caracter x no sea divisible por p.

La forma modular asociada a una curva eliptica de buena reduccién ordinaria en p es
ordinaria. Mencionamos ademads que en este caso el campo Ky es Q.

Aqui y en los siguientes resultados, A(G) denota el dlgebra de Iwasawa con coeficientes en
el anillo de enteros O de la completacién de Ky en la plaza arriba de p fijada por nuestros
encajes (es decir, para una curva eliptica O = Z,).
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Teorema 7.18 (Mazur/Swinnerton-Dyer, Mazur/Tate/Teitelbaum): Sean Ky y Qf
como arriba.

Entonces existe un unico elemento py € A(G) tal que paran =1,...,k—1 y cada cardcter
de Dirichlet 1 de conductor p™ con m € IN>q tenemos

/ TR dpy =
G
pm(nfl)G(i/Jfl)

— Y1 — —1,,—1 n—1 1— -1 k—n L
(n=D(1—a" Y (p)p" )1 —a x¥(p)p"") o 2y (f, ¥, n),
donde otra vez el superindice de Qf es el signo de (—1)"(—1).
Demostracion: [MTTS86] (y [MS74] para k = 2) O

La férmula de interpolacion en este teorema se ve mucho menos elegante que la del
teorema 5.24 — no simplemente quitamos un factor de Euler, sino que aparecen muchas
«expresiones de correccion» que la desproveen de belleza. Sin embargo, hay una explicacién
satisfactoria por la cual cada una de estas expresiones debe aparecer y por qué esta férmula
de hecho es consistente con la del teorema 5.24. Esbozaremos esta explicacion en la siguiente
seccién.

Finalmente podemos formular una Conjetura Principal también para formas modulares.
Un resultado famoso de Deligne asocia a una forma modular nueva como antes un siste-
ma compatible de representaciones de Galois cuya funciéon L es la funcién L de f. Mas
precisamente, tenemos lo siguiente.

Teorema 7.19 (Deligne): Sea f una forma modular nueva como antes y Ky el campo
generado por los coeficientes de Fourier. Entonces para cada primo q de Ky existe una
representacion de Galois

Pra: Gg = GLa(Kyq)

que es no ramificada fuera de N, oo y el primo q de Q abajo de q y tal que para primo £ # q
tenemos
det(1 — py q(Frob,)T, VqIf) =1—a,T + x(0)*11?

(donde Vq = K73, con la accién de Gq definida por py.y)

En el caso en que f corresponde a una curva eliptica E la representaciéon del teorema
anterior es la misma que la representacién V' construida con los médulos de Tate.

Sea p | p el primo de Ky arriba de p fijado por nuestros encajes. Después de escoger un
reticulo estable T}, en V, tenemos el grupo de Selmer Sel(V,,/T},) y el médulo X(V,,/T},) de
la definicién 7.6, que denotamos como X(f). El teorema 7.12 de Kato de hecho todavia es
valido en esta situacién méas general y dice que el A(G)-mddulo X(f) es noetheriano y de
torsion. La Conjetura Principal para formas modulares entonces es la afirmacién siguiente
(note que la conjetura 7.14 para curvas elipticas es un caso especial).

Conjetura 7.20 (Conjetura Principal para formas modulares): Sea f como antes.
Entonces tenemos la igualdad de ideales en A(G)

carp(qy X(f) = (uy)-

Los resultados de Kato, Skinner y Urban que citamos después de la conjetura 7.14 de
hecho son més generales: no sélo funcionan para curvas elipticas (es decir con k = 2) sino
para cualquier forma modular f como arriba (con las mismas pequenias condiciones técnicas
que mencionamos). Es decir, también esta conjetura es demostrada en muchos casos.
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Ejercicios

Ejercicio 7.10: Sea f una forma modular ordinaria. Demuestre que el polinomio de Hecke p-ésimo

de f 2 k—1
X" - aPX + X(p)p )

tiene una unica raiz o € Q tal que |af, = 1.

Ejercicio 7.11: Demuestre la unicidad en el teorema 7.18. Es decir, aunque la férmula de interpo-
lacién s6lo es verdad para una cantidad finita de n € IN>1 (al contrario del teorema 5.24) atn asf el
elemento py € A(G) es determinado tinicamente por la férmula. Esta demostracién es andloga a la
de la proposicién 5.29.

Ejercicio 7.12: ;Que significa la existencia de p del teorema 7.18 para los valores especiales de la
funciéon L? Use las proposiciones 5.30 y 5.31 para deducir resultados andlogos a los corolarios 5.32

Yy 5-33-

Ejercicio 7.13: ;Que significa la Conjetura Principal para los grupos de Selmer? Use los lemas
6.16 y 6.19 para deducir resultados andlogos a las proposiciones 6.17 y 6.20 (también para curvas
elipticas).

7.2.6. Motivos y la Conjetura Equivariante de Niimeros de Tamagawa

Hasta ahora hemos conocido varias «Conjeturas Principales»: dos versiones de la clésica,
la de curvas elipticas y mas generalmente aquella para formas modulares. ;Cémo se pueden
uniformar estas en una sola afirmacién general? En esta ultima seccién tratamos de esbozar
algunas ideas de cémo hacerlo.

Aqui entran los motivos que ya mencionamos varias veces. Ellos son de alguna manera
«el objeto més general de interés aritmético». En la introduccién a este texto escribimos que
la pregunta que queremos estudiar es «como se comportan los niimeros enteros o algebraicos
y ecuaciones entre ellos en diferentes situacionesy. Ecuaciones (de polinomios) entre nimeros
enteros o algebraicos llevan a un objeto geométrico: una variedad algebraica.” Entonces, los
motivos son como «pedazos» o «componentes» de tales variedades que son aritméticamente
interesantes. Son objetos muy generales que incluyen los objetos que estudiamos hasta ahora
y muchos mas. Intentamos a explicar esto un poco mas, pero el lector esta en libertad de
simplemente pensar en variedades (o ecuaciones).

De manera ligeramente méas precisa, la idea es la siguiente. Escribimos %ar(Q) para la
categoria de variedades lisas proyectivas sobre Q (esto se puede hacer para campos mas
generales como por ejemplo campos de niimeros, pero para simplificar sélo tratamos el caso
de Q). De una variedad se puede considerar su cohomologia de diferentes maneras: existen
varios funtores de 7ar(Q) a categorias de espacios vectoriales con estructuras adicionales que
tienen propiedades similares aunque son construidos de maneras muy diferentes. Por ejemplo,
tomando los puntos en C de una variedad algebraica lleva a una variedad analitica compleja,
de la cual podemos tomar la cohomologia singular de la topologia algebraica. También existe
la cohomologia de de Rham (algebraica). Ademds existe para cada primo ¢ la cohomologia
étale g-adica. Todas estas cohomologias tienen propiedades comunes (por ejemplo, sus
dimensiones son iguales, existen resultados de dualidad, ... ), aunque ni siquiera son espacios
vectoriales sobre el mismo campo. El deseo que estimulé la teoria de motivos era el de una
«teoria de cohomologia universaly, que deberfa existir un funtor h: Var(Q) — Mot(Q) a una
categoria de motivos sobre @ tal que todos los funtores de cohomologia de factoricen a través
de h, y tal que Mot(Q) se encuentre «mds cerca» de las categorias de espacios vectoriales
— idealmente deberia ser una categoria abeliana. Si algo asi existe, entonces la categoria
Mot(Q) claramente tiene que tener més objetos que ar(Q) que no es una categoria abeliana

7 Para nosotros, una variedad es un esquema integral y separado de tipo finito sobre un campo.
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— por eso el motivo h(X) asociado a una variedad X se puede descomponer aunque X sea
irreducible. Esto es lo que quisimos decir cuando hablamos de «pedazos» de variedades.
Vamos a ilustrar este fendmeno en el ejemplo 7.24 (e).

Hasta hoy no se ha podido demostrar que una categoria Mot(Q) con las propiedades
deseadas existe, pero se han construido algunos candidatos. Para que estas realmente tengan
dichas propiedades falta que demostrar algunas conjeturas dificiles (las «conjeturas estdndar»
de Grothendieck). No vamos a explicar mas detalles aqui. Simplemente nos imaginamos que
la categoria existe, como de hecho lo hacen muchos textos en la literatura. Lo que pasa es
que, aunque no sea posible hacer todo lo que Grothendieck sonaba que se pudiera hacer con
los motivos, lo que necesitamos para la Teoria de Iwasawa si es posible, por eso este enfoque
pragmatico funciona bien. Lo que necesitamos es «tomar cohomologia de un motivoy, es
decir aplicar los funtores que mencionamos antes como cohomologia singular (que se llama
también cohomologia de Betti), de Rham o étale ¢g-ddica a un motivo para obtener espacios
vectoriales. Estos se llaman las realizaciones del motivo. Si M es un motivo, las denotamos
como Mg, Mar y My, respectivamente.

Al lector que quiera aprender méis (y de una manera precisa) sobre los motivos le
recomendamos el maravilloso texto [Mil13] y para més detalles el libro [Andog].

Entonces jcémo extendemos las ideas de las secciones anteriores a los motivos? Para
esto lo mas importante son las realizaciones étales de un motivo. Si X es una variedad lisa
proyectiva sobre @ y ¢ es un primo entonces la cohomologia étale g-adica

fét(X XQ Q? Qq)

es un espacio vectorial sobre ), con una accién continua de Gq, asi que es una representaciéon
de Galois. Por eso, si M es un motivo sobre Q, su realizacién étale g-adica M, también es
una representacion de Galois. Por supuesto, podemos hacer esto para cada primo ¢q, y la
siguiente conjetura salta a la vista.

Conjetura 7.21: Sea M un motivo sobre Q. Entonces (My), es un sistema compatible de
representaciones de Galois.

Suponemos que esta conjetura sea cierta.® En esta seccién vamos a explicar mas y méas
conjeturas cada una planteada sobre las anteriores. Esto quizas parezca un poco tambaleante,
pero todas estas conjeturas si son conocidas en algunos casos (por ejemplo para curvas
elipticas), asi que lo peor serfa que fueran validas solamente en estos casos, pero al menos
sabemos que no son vacias.

Con el sistema compatible podemos definir (casi) todos los objetos que necesitamos para
una Conjeturas Principal, como la funcién L y los grupos de Selmer. No se cree que cada
sistema compatible viene de un motivo — para esto conjeturalmente se necesita una condicién
extra al sistema, que en este caso se llama «geométrico»; esto es el contenido de la conjetura
de Fontaine y Mazur [FMg5]. La Conjetura Principal conjeturalmente es verdad para motivos,
y esto explica para cuales sistemas compatibles esperamos una Conjetura Principal: los que
vienen de motivos, o si la conjetura de Fontaine y Mazur es verdad, equivalentemente los
geométricos.

Definicién 7.22: La funcién L de un motivo M sobre Q es la funcién L del sistema
compatible (My)q. La denotamos L(M, —).

La siguiente conjetura entonces serfa una consecuencia de las conjeturas en el Programa
de Langlands.

8 En general esta conjetura estd abierta, pero algunos casos especiales son conocidos (por ejemplo los de
curvas elipticas o formas modulares). A mas, las famosas Conjeturas de Weil (véase por ejemplo [FK88])
implican que al menos para casi todas plazas la compatibilidad de la definicién 7.9 (b) es cierta.
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Conjetura 7.23: La funcion L(M,—) tiene una continuacién meromorfa a todo de C.

Antes de continuar mencionamos algunos ejemplos.

Ejemplo 7.24: (a) El caso mds sencillo es el de la variedad X = Spec Q, que geome-

(f)

tricamente es un punto. Su cohomologia étale g-adica es un espacio vectorial de
dimensién 1 con la accién trivial de Gq. Por eso, su funcién L es la funcién zeta de
Riemann. Este motivo lo denotamos como Q.

El sistema de representaciones (Q,(1)), también viene de un motivo, que se denota
Q(1). Por supuesto, su funcién L es L(Q(1),s) =((s+ 1) (s € C).

Mencionamos que para cada cardcter de Dirichlet y existe un motivo [x] cuya funcién
L es la de x. Mas generalmente para cada representacion de Artin p, es decir una
representacién de Gq con imagen finita, existe un motivo [p] cuyo funcién L es la
funciéon L de Artin de p.

Una curva eliptica E sobre @ es una variedad proyectiva lisa y por eso da lugar a un
motivo.? Aqui la cohomologfa étale g-ddica H} (E xq Q, Q,) no es lo mismo que V,E
(que usamos para definir la funcién L) sino dual a esto, que gracias al apareamiento
de Weil en la curva es isomorfo a V, E ®q, Qq(1). Por eso la funcién L del motivo
asociado a F es s — L(E,s+1) (s € C).

Un ejemplo bastante interesante es el asociado a la variedad Spec K sobre @ para un
campo de ntmeros K. Se puede verificar que la funcién L asociada a su motivo es la
funcién zeta de Dedekind (i del campo, que es también la funcién L de Artin de
la representacién trivial de Gal(K/K). Suponemos que K/Q es Galois. Entonces el
formalismo de Artin (es decir el hecho de que la funcién de Artin es invariante bajo
induccién de representaciones, véase [Del73, Prop. 3.8]) dice que (x es la funcién L
de la representacion regular de Gal(K/Q). De la teoria de representaciones de grupos
finitos sabemos que esta representacion se descompone en irreducibles: si py, ..., pg
son todas las representaciones irreducibles de Gal(K/Q) entonces la representacion
regular es isomorfa a pi™” @ - - & p‘,iim Pk Su funcién L entonces se escribe como
un producto de funciones de L de Artin

Cr(s) = HL(p?imp",s).

Esta descomposicién de la funcién L del motivo Spec K es la presencia, en el lado
de las funciones L, del fenémeno de que el motivo Spec K se puede descomponer
en Mot(Q) aunque geométricamente es irreducible (jes un punto!): cada una de las
funciones L(p;, s) de hecho es la funcién L de un submotivo. Esto ilustra la idea
de que un motivo es un «pedazo» de una variedad e ilustra la utilidad de motivos:
realmente nos dan un panorama maés fino que las variedades.

Finalmente mencionamos que para formas modulares (més precisamente, formas
nuevas) también existe un motivo cuya funcién L es la asociada a la forma modular.
Esto es un teorema de Scholl [Schgo].*®

Ahora, la pregunta importante es la de algebraicidad de valores especiales, que necesitamos
para funciones L p-ddicas. Esto es el contenido de una conjetura de Deligne [Del7g, Conj.

9 Més precisamente, aquf usamos el motivo h'(E).

10 Estrictamente, para formas modulares necesitamos méas generalmente motivos con coeficientes en un campo
de niimeros (en lugar de sélo Q), que en el caso de una forma nueva f es el campo Ky. Para estos, las
realizaciones son espacios vectoriales sobre Ky o sus completaciones en lugar de sobre Q o Qq.
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1.8]. Antes de poder explicarla tenemos que hablar sobre isomorfismos de comparacidn para
motivos. Las diferentes maneras de tomar cohomologia de una variedad proyectiva lisa son
relacionados de manera tal que los espacios vectoriales que obtenemos son canénicamente
isomorfos después de tensarlos con un campo mas grande. Por ejemplo, la cohomologia
singular y de Rham son canénicamente isomorfas al aplicar el producto tensorial con C.
Similarmente, la cohomologia singular y la p-ddica son canénicamente isomorfas al tensar la
primera con Q,. Entre la de de Rham y la p-a4dica también existe un tal isomorfismo después
de tensar con Bgg, que es un campo de la teoria p-adica de Hodge que no vamos a explicar
aqui (remitimos a [BCog] para esto). Estos isomorfismos se extienden a los motivos, asi que
tenemos lo siguiente para cada motivo M: Existen isomorfismos canénicos

CPoo MB%Ci)MdR%)C,
CPey - M % Qp = My,
CPar : My (gi) Bar = Mgr % Bar

(los ultimos dos para cada primo p) que son compatibles con las varias estructuras extras
que tenemos en ambos lados.

Parte de estas estructuras extras son subespacios canénicos Mg CMpy M gR C Mgr."*
Con esto podemos definir:

Definicién 7.25: Un motivo M se llama critico si la composicion

Mg%@c—)MB%C%MdR%CH’MdR/MgR%C

es un isomorfismo. En este caso, si escogemos bases de los Q-espacios vectoriales Mg y
Mar /M, gR definimos Q. (M) € C* como el determinante de este morfismo con respeto a
estas bases. Por supuesto, esto depende de las bases, es decir Q. (M) solo estd bien definido
salvo a elementos de Q*, pero esto serd suficiente. El nimero Q. (M) se llama el periodo
complejo de M.

La conjetura de Deligne entonces es la siguiente. Obviamente su validez no depende de
las bases que escogemos.

Conjetura 7.26 (Deligne): Si M es un motivo critico entonces

LOMO) _ o
Qoo (M) '

El teorema 7.17 para formas modulares es una instancia de esta conjetura que esta
demostrada.’® También las proposiciones 5.6 y 5.9 son casos especiales de esta conjetura.

Ahora estamos casi listos para explicar como deberia ser en general una funciéon L p-ddica.
Antes de esto tenemos que introducir la siguiente notacién, que usa el hecho de que la
categoria de motivos tiene un producto tensorial y duales (los cuales en realizaciones se
convierten en el producto tensorial y el dual usual).

11 M3és precisamente, en Mp tenemos una acciéon de Gg y Mg es el espacio fijo por esta accién, y en Mggr
tenemos una filtracién descendiente que se llama la filtracién de Hodge, y MgR es el paso 0 de esta filtracion.
Estas estructuras vienen directamente de las estructuras andlogas en la cohomologia de una variedad.

12 Como mencionamos en la pie de pagina 10 en la pagina 134, para formas modulares necesitamos motivos
con coeficientes en un campo de nimeros K en lugar de Q. La conjetura de Deligne que mencionamos es
la versién para motivos con coeficientes en Q, la versién més general afirma que la expresién estd en K*.
El teorema 7.17 es la conjetura de Deligne para el motivo M (f)())(n) con la notacién que introducimos
en la definicién 7.27.
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Definicién 7.27: Sea M un motivo.

(a) Sean € Z. Si n > 1 entonces definimos Q(n) := Q(1)®". Para n = —1 definimos

Q(—1) = Q(1)* (el dual de Q(1)) y para n < 1 definimos Q(n) = Q(—1)®—™). (Aqui
Q(1) es como en el ejemplo 7.24 (b).)

(b) Definimos M (n) := M ® Q(n) para n € Z.

(¢) Si v es un cardcter de Dirichlet entonces definimos M (¢)) := M ® [¢p]. Mas gene-
ralmente, si p es una representacién de Artin entonces definimos M (p) :== M @ [p)].
(Aqui [¢] y [p] son como en el ejemplo 7.24 (c).)

Se ve facilmente que L(M(n),s) = L(M,s + n) para s € C. La respuesta a la pre-
gunta cuales valores de una funcién L compleja conjeturalmente pueden ser interpolados
p-adicamente entonces es: los valores L(M (n)(x),0) = L(M(x),n) para n € Z y caracteres
de Dirichlet x tal que el motivo M (n)(x) es critico. Por ejemplo, se puede verificar que para
una forma modular nueva f de peso k, un entero n € Z y un caracter de Dirichlet x el motivo
M(f)(x)(n) es critico si y solo si 1 <n <k — 1, que es compatible con el teorema 7.17.

En las conjeturas sobre funciones L p-adicas los motivos deben cumplir una condicién
adicional que muchas veces se llama la condicion de Panchishkin. No la explicamos aqui,
se encuentra por ejemplo en [Greg4, §3] o [FKo6, §4.2.3]. Para una forma modular, esta
condicién es equivalente a la condiciéon que la forma sea ordinaria.

Similarmente como definimos el periodo complejo en la definicion 7.25 se puede definir
también un periodo p-adico, que esencialmente es el determinante de

Mg %BdR — Mg % Bar =% M, g@ Bar —%% My % Bar — Mar /M3y %’ Bar

salvo a una pequena modificacién que omitimos aqui. Siempre suponemos que calculamos
este determinante con respeto a las mismas bases que usamos para calcular ., (M ). Esto
lleva a un nimero Q,(M) € (Q“r) ¥ es decir en la completacion de la maxima extensién no
ramificada de Q,.*3 Con esta deﬁmclon podemos esbozar la conJetura En ella escribimos
A(G) = O[[G]] para el dlgebra de Iwasawa con coeficientes en O, que denota el anillo de
enteros en Q , v escribimos ®(G) para el anillo de cocientes de A(G) (eso es la localizacién
donde invertlmos todos los elementos que no son divisores de cero). En general las funciones
L p-adicas estdn en ®(G) y no en A(G), como vimos en el ejemplo de la funcién zeta p-adica
de Riemann. La funcién L p-adica conjeturalmente tiene valores en O.

Conjetura 7.28: Sea M un motivo que cumple la condicion de Panchishkin. Entonces
existe un dnico elemento py € ®(G) tal que para cada cardcter de Dirichlet ¥ cuyo conductor
es una potencia de p y cada n € Z tal que M(x)(n) es critico tenemos

QM)
Qoo (M (x)(n))
En esta forma la conjetura es un caso especial de una conjetura de Fukaya y Kato de

[FKo6], pero ya antes conjeturas similares han sido formuladas por Coates y Perrin-Riou
[CP89g; Coa89].

/ Y k™ dppr = (factores de correccién) - (M(x)(n),0).
G

Nota 7.29: El anillo A(G) que aparece aqui es mucho méas grande que A(G), donde las
funciones L p-adicas anteriores vivian. En las versiones de esta conjetura de Coates y Perrin-
Riou la funcién L p-ddica vive en A(G) o su anillo de cocientes (que denotamos ®(G)), pero

13 La modificacién que mencionamos garantiza que de hecho Q,(M) # 0; como lo definimos arriba puede
pasar que la composicién de mapeos no es un isomorfismo. Ademds la modificacién garantiza también que
el periodo de hecho estéd en el subcampo Qgr C Bgr-
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en su férmula de interpolaciéon no aparece el periodo p-adico. La version de aqui de Fukaya
y Kato incluye el periodo p-ddico y por eso es un poco més elegante y conceptual (como
explicamos al final de esta seccién), pero para incluirla hay que aumentar el anillo.

Sin embargo, mencionamos que el elemento conjetural puys se puede escribir como pyr =
Mty con X € A(G) y i)y, € ®(G) de una manera esencialmente tinica, es decir si i = N i,
es otra tal descomposicién entonces ph, y wh, sélo difieren por una unidad en A(G)*.

Es decir, la conjetura tiene la forma

valor de la funcién L p-adica valor de la funcién L compleja

= (factores de correccién) -

periodo p-adico periodo complejo

Los factores de correccién son expresiones sencillas como factores de Euler y factoriales. En
particular son algebraicos, asi que lo de arriba es una igualdad en Q y el periodo p-adico
describe la parte transcendente del valor de la funciéon L p-adica, justamente como el periodo
complejo describe la parte transcendente del valor de la funcién L compleja.

Notemos que, aunque los periodos no son bien definidos (s6lo salvo a un factor en Q*), si
cambiamos la base con respeto a cual los definimos entonces ambos cambian por el mismo
factor. Es decir, el valor de la integral en la conjetura arriba no depende de las bases que
€sC0ogemos.

En general, no es nada facil verificar que una funciéon L p-adica construida sea compatible
con esta conjetura. Esto se debe a que por definicién los periodos son dificiles de calcular,
mientras que para construir una funcién L p-adica no existe una manera estdndar y las
férmulas de interpolacién que uno obtiene muchas veces contienen expresiones que son mas
bien artefactos del método de construccién y a priori no tienen un significado conceptual. Por
lo tanto, no queda claro si estas expresiones de hecho estan relacionadas con los periodos. Sin
embargo, para todas las funciones L p-adicas que hemos visto hasta ahora, esto si es cierto.
Para los de caracteres de Dirichlet esto es facil de ver porque los motivos y los isomorfismos
de comparacién tienen descripciones muy explicitas. Para las formas modulares esto es mucho
mas dificil, pero también es conocido.

Ahora podemos enunciar la Conjetura Principal para motivos. Una conjetura de este
estilo fue formulada por Greenberg en [Gre89] y [Greg4, §3, 3.1]. Para esto sea M un motivo
cumpliendo la condiciéon de Panchishkin. Ademas escojamos un reticulo estable T}, en la
realizacion M, con el cual podemos definir el médulo X(M) := X(M,/T}), que segliin un
resultado de [Greg4] es noetheriano'# y conjeturalmente es de torsién. Escribimos puas = Apy,
con A € A(G) y py; € ©(G) como en la nota 7.29. Segln esta nota la veracidad de la
siguiente afirmacién no depende de esta descomposicion.

Conjetura 7.30 (Conjetura Principal para motivos): Eziste h € A(G) tal que tene-
mos la igualdad de ideales en A(G)

cary(g) X(M) = (h//M)

y (h) también es el ideal caracteristico de un cierto médulo (que omitimos aqui).
En particular, si pyr € A(G) entonces tenemos la igualdad de ideales en A(G)

cary(q) X(M) = (Kr)-

El lector deberia comparar esta Conjetura Principal (en el caso y)y; ¢ A(G)) con la
interpretacién de la Conjetura Principal cldsica que damos en la nota 6.3. En cuyo caso
explicamos el médulo cuyo ideal caracteristico es generado por h.

4 En los textos de Greenberg la definicién del grupo de Selmer es ligeramente diferente, el subgrupo H% (Kv,—)
para las plazas v | p difiere de nuestra definicién; sin embargo, se puede demostrar que bajo la condicién
de Panchishkin la versién de Greenberg de hecho es la misma que la de Bloch y Kato.

137



Capitulo 7 Generalizaciones

Esta conjetura claramente generaliza todas las que hemos visto antes, pero todavia no es
el fin de la historia. Quedan dos direcciones principales en cuales podemos generalizar.

Primero, podemos cambiar el campo de base @ a un campo de ntimeros F. Esto significaria
estudiar (sistemas de) representaciones de Gg y motivos sobre F' (como por ejemplo curvas
elipticas). Esto es posible y las generalizaciones en este caso han sido formuladas, pero
esto no cambia mucho conceptualmente, sélo hace que la notaciéon es menos clara. Por eso
ninguneamos esta direccion.

Segundo, es posible cambiar la torre de campo de ntimeros (K., a otra torre, por ejemplo
una mds grande. Esto cambia el grupo G y también el dlgebra de Iwasawa A(G). Incluso se
puede estudiar el caso en que G no es conmutativo. La Teorfa de Iwasawa no conmutativa fue
fundada por Harris, Coates, Howson, Ochi y Venjakob y trae algunos nuevos fenémenos. Por
ejemplo, en el lado algebraico la teoria de estructura ya no funciona porque el anillo A(G)
entonces se comporta peor en general. En particular, ya no tenemos ideales caracteristicos,
que eran esenciales para formular la Conjetura Principal. Se puede arreglar esto usando
la teoria K algebraica para definir elementos caracteristicos — estos son elementos de una
modificacién de K; del dlgebra de Iwasawa que son enviados al médulo por el morfismo de
borde a Ky. Para formular una Conjetura Principal, las funciones L p-adicas también son
elementos de este K; y se sospecha que son elementos caracteristicos de grupos de Selmer. En
su formula de interpolaciéon entonces aparecen no sélo los chanfles del motivo por caracteres
de Dirichlet sino de representaciones de Artin del grupo G (que para G ~ Z,; como antes,
son justamente los caracteres de Dirichlet que usamos). Para una curva eliptica la teoria es
descrita en [CFKSVog]. También queremos mencionar [Venos| que es una introduccién muy
bonita a estas ideas. Para motivos mas generales, la Teoria de Iwasawa no conmutativa, es
un caso especial de las ideas que indicamos enseguida.

Las ultimas generalizaciones de las que hablaremos son la denominada Conjetura Equiva-
riante de Numeros de Tamagawa y la conjetura equivariante de los e-isomorfismos, formuladas
por Burns, Flach, Fukaya y Kato después de trabajos de Deligne, Beilison, Bloch, Kato,
Perrin-Riou, Fontaine, Huber, Kings y otros. En la introduccién mencionamos dos resul-
tados sobre conexiones entre valores especiales de funciones L y la aritmética que todavia
relucen en el cuadro: la férmula analitica de nimeros de clases y la Conjetura de Birch y
Swinnerton-Dyer. Estas dos afirmaciones de hecho no son «p-adicas», por eso su relacién
con las Conjeturas Principales no es clara a primera vista. La Conjetura Equivariante de
Numeros de Tamagawa y la conjetura equivariante de los e-isomorfismos son disenadas como
una generalizacion comun de estas conexiones. Describen de una manera satisfactoria el
significado de valores de funciones L de motivos mediante invariantes cohomolédgicas del
motivo.

Explicamos las ideas de estas conjeturas; aqui seremos muy vagos. La Conjetura de
Ntmeros de Tamagawa (todavia no equivariante), también conocida como la conjetura de
Bloch y Kato, es una generalizaciéon comin de la férmula analitica de nimeros de clases y la
Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer. En estas dos afirmaciones tenemos una funcién L de
un motivo M, meromorfa en C, que podemos escribir como serie de potencia

L(M,s) = L*(M)s™™) 4 expresiones de orden més alto

donde L*(M) € C* es el coeficiente principal y (M) € Z es el orden de cero de la funcién
en s = 0 (para la férmula analitica de nimeros de clases tomamos M = K(1) para un
campo de nimeros K y para la Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer tomamos un motivo
construido de la curva eliptica). Las afirmaciones entonces describen los ntumeros r(M) y
L*(M) usando invariantes del motivo (el nimero de clases, la orden del grupo de Tate
y Shafarevich, el rango del grupo de Mordell y Weil, ...). La Conjetura de Nuimeros de
Tamagawa es una generalizacién de esto para cada motivo, expresando r(M) y L*(M)
con invariantes del motivo. Entonces la Conjetura de Numeros de Tamagawa Equivariante
filos6ficamente predice que los valores de (M) y L*(M) «varfan continuamente con el motivo
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7.2 Generalizaciones de la Conjetura Principal

M». Finalmente, conjeturalmente la funciéon L de un motivo M tiene una ecuacién funcional
que relaciona L(M, s) con L(M*(1), —s) para s € C. Esta ecuacién funcional da una relacién
entre L*(M) y L*(M*(1)) y también r(M) y r(M*(1)), por eso deberfa haber también una
relacién entre las Conjeturas de Ntumeros de Tamagawa para M y M*(1). La conjetura de los
e-isomorfismos (no equivariante) describe tal relacién de una manera muy sutil y la conjetura
equivariante de los e-isomorfismos afirma que estas relaciones también varian continuamente
con el motivo. Una introduccién a estas ideas se encuentra en [Venoy| o [Flao4].

Qué tiene todo esto que ver con la Conjetura Principal? Esto es explicado por el
siguiente teorema. Aqui ya no aparecen grupos de Selmer sino complejos de Selmer, que
son generalizaciones de grupos de Selmer apropiados para esta situacién general. El «otro
moédulo» que aparecié en la conjetura 7.30 ahora estd incluido en el complejo de Selmer.

Teorema 7.31 (Fukaya/Kato): Supongamos que la Conjetura Equivariante de los Nime-
ros de Tamagawa y la conjetura equivariante de los e-isomorfismos sean ciertas.

Sea M un motivo que cumple la condicion de Panchishkin. Fijemos una torre Ko /Q tal
que G = Gal(K /Q) tenga un subgrupo normal de indice finito que es pro-p y topoldgicamente
finitamente generado.

Entonces:

(a) Existe una funcion L p-ddica, que es un elemento de un cierto grupo K1, que interpola
los valores L(M (p)(n),0), donde p es una representacion de Artin de G yn € Z tal
que M(p)(n) es critico.

(b) Esta funcidn es un elemento caracteristico del complejo de Selmer de M (esto es la
Conjetura Principal).

Para més detalles sobre esto remitimos al texto original [FKo6] de Fukaya y Kato y
también al texto introductorio [Venoy] de Venjakob que explica algunas de las ideas con més
detalles.

El elemento conjetural s de la conjetura 7.28 es el de la afirmacion (a) del teorema 7.31
en el caso especial Ko, = Q(up). La conjetura 7.30 entonces es equivalente a la afirmacién
(b) en este caso especial. Es decir, jla Conjetura Equivariante de los Ntimeros de Tamagawa
y la conjetura equivariante de los e-isomorfismos implican toda la Teoria de Iwasawa! En
particular, implican la existencia de funciones L p-addicas para muchos motivos, y también
proporcionan la férmula de interpolacién. Asi le dan una explicacién méas profunda: es una
consecuencia de estas dos conjeturas, y en particular es compatible con la férmula analitica
de niimeros de clases y la Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer. Ademas, la Conjetura
Principal, incluso no conmutativa, también es una consecuencia; por ende, son todas las
Conjeturas Principales que aparecieron en este texto. Asi la Conjetura Equivariante de
los Ntimeros de Tamagawa y la conjetura equivariante de los e-isomorfismos unifican toda
la Teoria de Iwasawa e implican esencialmente todo lo que uno podria querer saber sobre
funciones L y sus conexiones a la aritmética.'> Por supuesto queda un largo camino por
demostrar, no obstante, la amplia impresién dada por estas ideas es de una elegancia peculiar,
que ojald persuada al lector de continuar estudiando la Teoria de Iwasawa.

15 Mencionamos que la equivalencia de las dos formulaciones de la Conjetura Principal que damos en la
seccién 6.1 es una encarnacién de la conjetura equivariante de los e-isomorfismos — note que la ecuacién
funcional en este caso conecta ((s) y ((1 — s)!

139






Bibliografia

[Andoy]

[BCog]

[BK9o]

[CFKSVos]

[Coa89]

[Col79

[CP89g]

[CRo6]

[CSo6]

[Del73]

[Del79]

[DSos5)

Yves André. Une introduction aux motifs (motifs purs, motifs mixtes, pério-
des). Vol. 17. Panoramas et Syntheéses [Panoramas and Syntheses]. Société
Mathématique de France, Paris, 2004, pags. xii+261. ISBN: 2-85629-164-3
(vid. pég. 133).

Olivier Brinon y Brian Conrad. CMI Summer School notes on p-adic Hodge
theory. Preliminary version. 2009. URL: http://math.stanford.edu/~conrad/
papers/notes.pdf (vid. pdgs. 119, 135).

Spencer Bloch y Kazuya Kato. L-functions and Tamagawa numbers of motives.
En: The Grothendieck Festschrift, Vol. 1. Vol. 86. Progr. Math. Birkhauser
Boston, Boston, MA, 1990, pags. 333-400 (vid. pags. 120 s.).

John Coates, Takako Fukaya, Kazuya Kato, Ramdorai Sujatha y Otmar
Venjakob. The GLy main conjecture for elliptic curves without complex multi-
plication. En: Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sci. 101 (2005), pags. 163-208.
ISSN: 0073-8301. DOI: 10.1007/810240-004-0029-3. URL: https://doi.org/
10.1007/810240-004-0029-3 (vid. pag. 138).

John Coates. On p-adic L-functions attached to motives over Q. II. En: Bol.
Soc. Brasil. Mat. (N.S.) 20.1 (1989), pdgs. 101-112. ISSN: 0100-3569. DOI:
10.1007/BFo02585471. URL: https://doi.org/10.1007/BFo2585471 (vid.
pag. 136).

Robert F. Coleman. Division values in local fields. En: Invent. Math. 53.2
(1979), pags. 91-116. ISSN: 0020-9910. DOI: 10.1007/BF01390028. URL:
https://doi.org/10.1007/BF01390028 (vid. pig. 98).

John Coates y Bernadette Perrin-Riou. On p-adic L-functions attached to
motives over Q. En: Algebraic number theory. Vol. 17. Adv. Stud. Pure Math.
Academic Press, Boston, MA, 1989, pdgs. 23-54 (vid. pdg. 136).

Charles W. Curtis e Irving Reiner. Representation theory of finite groups and
associative algebras. Reprint of the 1962 original. AMS Chelsea Publishing,
Providence, RI, 2006, pags. xiv+689. ISBN: 0-8218-4066-5. DOIL: 10.1090/
chel/356. URL: https://doi.org/10.1090/chel/356 (vid. pag. 124).

J. Coates y R. Sujatha. Cyclotomic fields and zeta values. Springer Monographs
in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2006, pags. x+113. ISBN: 978-3-540-
33068-4; 3-540-33068-2 (vid. pags. 5, 98-100, 102, 105 s., 116).

P. Deligne. Les constantes des équations fonctionnelles des fonctions L. En:
(1973), 501-597. Lecture Notes in Math., Vol. 349 (vid. pag. 134).

P. Deligne. Valeurs de fonctions L et périodes d’intégrales. En: Automorphic
forms, representations and L-functions (Proc. Sympos. Pure Math., Oregon
State Univ., Corvallis, Ore., 1977), Part 2. Proc. Sympos. Pure Math., XXXIII.
With an appendix by N. Koblitz and A. Ogus. Amer. Math. Soc., Providence,
R.1, 1979, pdgs. 313-346 (vid. pdg. 134).

Fred Diamond y Jerry Shurman. A first course in modular forms. Vol. 228. Gra-
duate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 2005, pags. xvi+436.
ISBN: 0-387-23229-X (vid. pdg. 129).

141


http://math.stanford.edu/~conrad/papers/notes.pdf
http://math.stanford.edu/~conrad/papers/notes.pdf
https://doi.org/10.1007/s10240-004-0029-3
https://doi.org/10.1007/s10240-004-0029-3
https://doi.org/10.1007/s10240-004-0029-3
https://doi.org/10.1007/BF02585471
https://doi.org/10.1007/BF02585471
https://doi.org/10.1007/BF01390028
https://doi.org/10.1007/BF01390028
https://doi.org/10.1090/chel/356
https://doi.org/10.1090/chel/356
https://doi.org/10.1090/chel/356

Bibliografia

[Eisgs]

[FKo6]

[FK88]

[Flao4]

[FMg5]

[Greo1a]

[Greo1b)]

[Gre89]

[Greg4]

[Hid12]

[Hidg3]

142

David Eisenbud. Commutative algebra. Vol. 150. Graduate Texts in Mathema-
tics. With a view toward algebraic geometry. Springer-Verlag, New York, 1995,
pags. xvi+785. ISBN: 0-387-94268-8; 0-387-94269-6. DOI: 10.1007/978-1-
4612-5350-1. URL: https://doi.org/10.1007/978-1-4612-5350-1 (vid.
pag. 46).

Takako Fukaya y Kazuya Kato. A formulation of conjectures on p-adic zeta
functions in noncommutative Iwasawa theory. En: Proceedings of the St. Peters-
burg Mathematical Society. Vol. XII. Vol. 219. Amer. Math. Soc. Transl. Ser.
2. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2006, pags. 1-85. DOI: 10.1090/trans2/
219/01. URL: https://doi.org/10.1090/trans2/219/01 (vid. pdgs. 106, 136,
139).

Eberhard Freitag y Reinhardt Kiehl. Etale cohomology and the Weil conjecture.
Vol. 13. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete (3) [Results in
Mathematics and Related Areas (3)]. Translated from the German by Betty
S. Waterhouse and William C. Waterhouse, With an historical introduction
by J. A. Dieudonné. Springer-Verlag, Berlin, 1988, pags. xviii+317. ISBN:
3-540-12175-7. DOIL: 10.1007/978-3-662-02541-3. URL: https://doi.org/10.
1007/978-3-662-02541-3 (vid. pdgs. 103, 133).

Matthias Flach. The equivariant Tamagawa number conjecture: a survey. En:
Stark’s conjectures: recent work and new directions. Vol. 358. Contemp. Math.
With an appendix by C. Greither. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2004,
pags. 79-125. DOI: 10.1090/conm/358/06537. URL: https://doi.org/10.
1090/conm/358/06537 (vid. pig. 139).

Jean-Marc Fontaine y Barry Mazur. Geometric Galois representations. En:
Elliptic curves, modular forms, & Fermat’s last theorem (Hong Kong, 1993).
Ser. Number Theory, I. Int. Press, Cambridge, MA, 1995, pags. 41-78 (vid.
pig. 133).

Ralph Greenberg. Introduction to Iwasawa theory for elliptic curves. En:
Arithmetic algebraic geometry (Park City, UT, 1999). Vol. g. TAS/Park City
Math. Ser. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2001, pdgs. 407-464 (vid.
pag. 126).

Ralph Greenberg. Iwasawa theory—past and present. En: Class field theory—its
centenary and prospect (Tokyo, 1998). Vol. 30. Adv. Stud. Pure Math. Math.
Soc. Japan, Tokyo, 2001, pdgs. 335-385 (vid. pags. 5 s.).

Ralph Greenberg. Twasawa theory for p-adic representations. En: Algebraic
number theory. Vol. 17. Adv. Stud. Pure Math. Academic Press, Boston, MA,
1989, pags. 97-137 (vid. pag. 137).

Ralph Greenberg. Iwasawa theory and p-adic deformations of motives. En:
Motives (Seattle, WA, 1991). Vol. 55. Proc. Sympos. Pure Math. Amer. Math.
Soc., Providence, RI, 1994, pdgs. 193-223 (vid. pigs. 136 s.).

Haruzo Hida. Geometric modular forms and elliptic curves. Second. World
Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., Hackensack, NJ, 2012, pags. xiv+454. ISBN:
978-981-4368-64-3; 981-4368-64-4 (vid. pag. 127).

Haruzo Hida. Elementary theory of L-functions and FEisenstein series.
Vol. 26. London Mathematical Society Student Texts. Cambridge University
Press, Cambridge, 1993, pags. xii+386. ISBN: 0-521-43411-4; 0-521-43569-
2. DOI: 10.1017/CBOg780511623691. URL: https://doi.org/10.1017/
CBOg780511623691 (vid. pags. 34, 97).


https://doi.org/10.1007/978-1-4612-5350-1
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-5350-1
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-5350-1
https://doi.org/10.1090/trans2/219/01
https://doi.org/10.1090/trans2/219/01
https://doi.org/10.1090/trans2/219/01
https://doi.org/10.1007/978-3-662-02541-3
https://doi.org/10.1007/978-3-662-02541-3
https://doi.org/10.1007/978-3-662-02541-3
https://doi.org/10.1090/conm/358/06537
https://doi.org/10.1090/conm/358/06537
https://doi.org/10.1090/conm/358/06537
https://doi.org/10.1017/CBO9780511623691
https://doi.org/10.1017/CBO9780511623691
https://doi.org/10.1017/CBO9780511623691

[Hubg4]

[Iwas9al

[Iwag59b]

[Iwa64]

[Iwa6gal

[Iwa6gb]

[Iwa72]

[Iwa73]

[Katoy]

[Kato7]

[KL64]

[Kocg7]

[Lanoz2]

Bibliografia

R. Huber. A generalization of formal schemes and rigid analytic varieties.
En: Math. Z. 217.4 (1994), pdgs. 513-551. ISSN: 0025-5874. DOIL: 10.1007/
BFo2571959. URL: https://doi.org/10.1007/BFo2571959 (vid. pdg. 97).

Kenkichi Iwasawa. On I'-extensions of algebraic number fields. En: Bull. Amer.
Math. Soc. 65 (1959), pags. 183-226. ISSN: 0002-9904. DOL 10.1090/S0002-
9904-1959-10317-7. URL: https://doi.org/10.1090/S0002-9904-1959-
10317-7 (vid. pag. 6).

Kenkichi Iwasawa. On the theory of cyclotomic fields. En: Ann. of Math. (2)
70 (1959), pags. 530-561. ISSN: 0003-486X. DOI: 10.2307/1970328. URL:
https://doi.org/10.2307/1970328 (vid. pag. 112).

Kenkichi Iwasawa. On some modules in the theory of cyclotomic fields. En: J.
Math. Soc. Japan 16 (1964), pdgs. 42-82. ISSN: 0025-5645. DOI: 10.2969/jmsj/
01610042. URL: https://doi.org/10.2969/jmsj/01610042 (vid. pdg. 6).

Kenkichi Iwasawa. Analogies between number fields and function fields. En:
Some Recent Advances in the Basic Sciences, Vol. 2 (Proc. Annual Sci.
Conf., Belfer Grad. School Sci., Yeshiva Univ., New York, 1965-1966). Belfer
Graduate School of Science, Yeshiva Univ., New York, 1969, pags. 203-208
(vid. pags. 6, 103).

Kenkichi Iwasawa. On p-adic L-functions. En: Ann. of Math. (2) 89 (1969),
pégs. 198-205. I1SSN: 0003-486X. DOIL: 10.2307/1970817. URL: https://doi.
org/10.2307/1970817 (vid. pig. 6).

Kenkichi Twasawa. Lectures on p-adic L-functions. Annals of Mathematics
Studies, No. 74. Princeton University Press, Princeton, N.J.; University of
Tokyo Press, Tokyo, 1972, pdgs. vii+106 (vid. pags. 83, 87).

Kenkichi Iwasawa. On Z;-extensions of algebraic number fields. En: Ann. of
Math. (2) 98 (1973), pags. 246-326. ISSN: 0003-486X. DOIL: 10.2307/1970784.
URL: https://doi.org/10.2307/1970784 (vid. pags. 6, 52).

Kazuya Kato. p-adic Hodge theory and values of zeta functions of modular
forms. En: Astérisque 295 (2004). Cohomologies p-adiques et applications
arithmétiques. III, pdgs. ix, 117-290. ISSN: 0303-1179 (vid. pags. 127 s.).

Kazuya Kato. Iwasawa theory and generalizations. En: International Congress
of Mathematicians. Vol. I. Eur. Math. Soc., Ziirich, 2007, pags. 335-357. DOL
10.4171/022-1/14. URL: https://doi.org/10.4171/022-1/14 (vid. pags. 5,
115 s., 128).

Tomio Kubota y Heinrich-Wolfgang Leopoldt. Eine p-adische Theorie der
Zetawerte. I. Einfithrung der p-adischen Dirichletschen L-Funktionen. En: J.
Reine Angew. Math. 214/215 (1964), pdgs. 328-339. ISSN: 0075-4102 (vid.
pag. 73).

H. Koch. Algebraic number theory. Russian. Reprint of the 1992 translation.
Springer-Verlag, Berlin, 1997, pags. iv+269. ISBN: 3-540-63003-1. DOI: 10.
1007/978-3-642-58095-6. URL: https://doi.org/10.1007/978-3-642-
58095-6 (vid. pig. 19).

Serge Lang. Algebra. third. Vol. 211. Graduate Texts in Mathematics. Springer-
Verlag, New York, 2002, pags. xvi+914. ISBN: 0-387-95385-X. DOIL: 10.1007/
978-1-4613-0041-0. URL: https://doi.org/10.1007/978-1-4613-0041-0
(vid. péags. 45, 60).

143


https://doi.org/10.1007/BF02571959
https://doi.org/10.1007/BF02571959
https://doi.org/10.1007/BF02571959
https://doi.org/10.1090/S0002-9904-1959-10317-7
https://doi.org/10.1090/S0002-9904-1959-10317-7
https://doi.org/10.1090/S0002-9904-1959-10317-7
https://doi.org/10.1090/S0002-9904-1959-10317-7
https://doi.org/10.2307/1970328
https://doi.org/10.2307/1970328
https://doi.org/10.2969/jmsj/01610042
https://doi.org/10.2969/jmsj/01610042
https://doi.org/10.2969/jmsj/01610042
https://doi.org/10.2307/1970817
https://doi.org/10.2307/1970817
https://doi.org/10.2307/1970817
https://doi.org/10.2307/1970784
https://doi.org/10.2307/1970784
https://doi.org/10.4171/022-1/14
https://doi.org/10.4171/022-1/14
https://doi.org/10.1007/978-3-642-58095-6
https://doi.org/10.1007/978-3-642-58095-6
https://doi.org/10.1007/978-3-642-58095-6
https://doi.org/10.1007/978-3-642-58095-6
https://doi.org/10.1007/978-1-4613-0041-0
https://doi.org/10.1007/978-1-4613-0041-0
https://doi.org/10.1007/978-1-4613-0041-0

Bibliografia

[Lango]

[Loe17]

[Mil13]

[MS74]

[MTT86]

[MW84]

[Neugg]

[NSWo8]

[Pang7]

[Ribo1]

[Rib76]

144

Serge Lang. Cyclotomic fields I and II. second. Vol. 121. Graduate Texts in
Mathematics. With an appendix by Karl Rubin. Springer-Verlag, New York,
1990, pags. xviii+433. ISBN: 0-387-96671-4. DOI: 10.1007/978-1-4612-0987-
4. URL: https://doi.org/10.1007/978-1-4612-0987-4 (vid. pags. 5, 60, 79,
97, 105, 107, 113, 115 S.).

David Loefller. Euler systems. Iwasawa 2017 notes. 2017. URL: https://
warwick.ac.uk/fac/sci/maths/people/staff/david_ loeffler/iwasawanotes.
pdf (vid. pag. 116).

James S. Milne. Motives— Grothendieck’s dream. En: Open problems and
surveys of contemporary mathematics. Vol. 6. Surv. Mod. Math. Int. Press,
Somerville, MA, 2013, pdgs. 325-342 (vid. pag. 133).

B. Mazur y P. Swinnerton-Dyer. Arithmetic of Weil curves. En: Invent. Math.
25 (1974), pags. 1-61. ISSN: 0020-9910. DOL: 10.1007/BF01389997. URL:
https://doi.org/10.1007/BF01389997 (vid. pig. 131).

B. Mazur, J. Tate y J. Teitelbaum. On p-adic analogues of the conjectures of
Birch and Swinnerton-Dyer. En: Invent. Math. 84.1 (1986), pigs. 1-48. I1SSN:
0020-9910. DOIL: 10.1007/BF01388731. URL: https://doi.org/10.1007/
BF01388731 (vid. pag. 131).

B. Mazur y A. Wiles. Class fields of abelian extensions of Q. En: Invent. Math.
76.2 (1984), pags. 179-330. ISSN: 0020-9910. DOL: 10.1007/BF01388599.
URL: https://doi.org/10.1007/BF01388599 (vid. pdg. 116).

Jirgen Neukirch. Algebraic number theory. Vol. 322. Grundlehren der Mat-
hematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical Scien-
ces|. Translated from the 1992 German original and with a note by Norbert
Schappacher, With a foreword by G. Harder. Springer-Verlag, Berlin, 1999,
pags. xviii+571. ISBN: 3-540-65399-6. DOIL: 10.1007/978-3-662-03983-0.
URL: https://doi.org/10.1007/978-3-662-03983-0 (vid. pags. 14-17, 19-22,
105, 124).

Jiirgen Neukirch, Alexander Schmidt y Kay Wingberg. Cohomology of number
fields. Second. Vol. 323. Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften
[Fundamental Principles of Mathematical Sciences]. Springer-Verlag, Berlin,
2008, pags. xvi+825. ISBN: 978-3-540-37888-4. DOI: 10.1007/978-3-540-
37889-1. URL: https://doi.org/10.1007/978-3-540-37889-1 (vid. pags. 5,
25, 45, 48, 55, 64, 103, 106, 115, 118, 126).

A. A. Panchishkin. Non-Archimedean Mellin transform and p-adic L-functions.
En: Vietnam J. Math. 25.3 (1997), pags. 179-202. 1SSN: 0866-7179 (vid.
pag. 81).

Paulo Ribenboim. Classical theory of algebraic numbers. Universitext. Springer-
Verlag, New York, 2001, pags. xxiv+681. ISBN: 0-387-95070-2. DOI: 10.1007/
978-0-387-21690-4. URL: https://doi.org/10.1007/978-0-387-21690-4
(vid. pag. 113).

Kenneth A. Ribet. A modular construction of unramified p-extensions of
Q(pp). En: Invent. Math. 34.3 (1976), pags. 151-162. ISSN: 0020-9910. DOI:
10.1007/BF01403065. URL: https://doi.org/10.1007/BFo1403065 (vid.
pég. 113).


https://doi.org/10.1007/978-1-4612-0987-4
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-0987-4
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-0987-4
https://warwick.ac.uk/fac/sci/maths/people/staff/david_loeffler/iwasawanotes.pdf
https://warwick.ac.uk/fac/sci/maths/people/staff/david_loeffler/iwasawanotes.pdf
https://warwick.ac.uk/fac/sci/maths/people/staff/david_loeffler/iwasawanotes.pdf
https://doi.org/10.1007/BF01389997
https://doi.org/10.1007/BF01389997
https://doi.org/10.1007/BF01388731
https://doi.org/10.1007/BF01388731
https://doi.org/10.1007/BF01388731
https://doi.org/10.1007/BF01388599
https://doi.org/10.1007/BF01388599
https://doi.org/10.1007/978-3-662-03983-0
https://doi.org/10.1007/978-3-662-03983-0
https://doi.org/10.1007/978-3-540-37889-1
https://doi.org/10.1007/978-3-540-37889-1
https://doi.org/10.1007/978-3-540-37889-1
https://doi.org/10.1007/978-0-387-21690-4
https://doi.org/10.1007/978-0-387-21690-4
https://doi.org/10.1007/978-0-387-21690-4
https://doi.org/10.1007/BF01403065
https://doi.org/10.1007/BF01403065

[Ruboo]

[Rubg1]

[RZ10]

[Schgo]

[Shal

[Shi77]

[Shig4]

[Silog]

[SU14]

[SV16]

[Venos]

[Veno7]

Bibliografia

Karl Rubin. Euler systems. Vol. 147. Annals of Mathematics Studies. Hermann
Weyl Lectures. The Institute for Advanced Study. Princeton University Press,
Princeton, NJ, 2000, pags. xii+227. ISBN: 0-691-05075-9; 0-691-05076-7. DOL:
10.1515/9781400865208. URL: https://doi.org/10.1515/9781400865208
(vid. pags. 116, 120, 127).

Karl Rubin. The “main conjectures” of Iwasawa theory for imaginary quadratic
fields. En: Invent. Math. 103.1 (1991), pdgs. 25-68. ISSN: 0020-9910. DOI:
10.1007/BF01239508. URL: https://doi.org/10.1007/BF01239508 (vid.
pag. 128).

Luis Ribes y Pavel Zalesskii. Profinite groups. Second. Vol. 40. Ergebnisse der
Mathematik und ihrer Grenzgebiete. 3. Folge. A Series of Modern Surveys
in Mathematics [Results in Mathematics and Related Areas. 3rd Series. A
Series of Modern Surveys in Mathematics]. Springer-Verlag, Berlin, 2010,
pags. xvi+464. ISBN: 978-3-642-01641-7. DOI: 10.1007/978-3-642-01642-4.
URL: https://doi.org/10.1007/978-3-642-01642-4 (vid. pdgs. 9-11, 13).

A. J. Scholl. Motives for modular forms. En: Invent. Math. 100.2 (1990),
pags. 419-430. ISSN: 0020-9910. DOI: 10.1007/BFo01231194. URL: https:
//doi.org/10.1007/BF01231194 (vid. pdg. 134).

Romyar Sharifi. Jwasawa Theory. Lecture notes. URL: http://math.ucla.edu/
~sharifi/iwasawa.pdf (vid. pags. 5, 52, 112).

Goro Shimura. On the periods of modular forms. En: Math. Ann. 229.3
(1977), pags. 211-221. ISSN: 0025-5831. DOL 10.1007/BF01391466. URL:
https://doi.org/10.1007/BF01391466 (vid. pag. 130).

Goro Shimura. Introduction to the arithmetic theory of automorphic functions.
Vol. 11. Publications of the Mathematical Society of Japan. Reprint of the 1971
original, Kandé Memorial Lectures, 1. Princeton University Press, Princeton,
NJ, 1994, pags. xiv+271. ISBN: 0-691-08092-5 (vid. pdg. 129).

Joseph H. Silverman. The arithmetic of elliptic curves. Second. Vol. 106.
Graduate Texts in Mathematics. Springer, Dordrecht, 2009, pags. xx+513.
ISBN: 978-0-387-09493-9. DOI: 10.1007/978-0-387-09494-6. URL: https:
//doi.org/10.1007/978-0-387-09494-6 (vid. pags. 126 s.).

Christopher Skinner y Eric Urban. The Iwasawa main conjectures for GLs.
En: Invent. Math. 195.1 (2014), pdgs. 1-277. ISSN: 0020-9910. DOIL: 10.1007/
$00222-013-0448-1. URL: https://doi.org/10.1007/500222-013-0448-1
(vid. pag. 128).

Peter Schneider y Otmar Venjakob. Coates- Wiles homomorphisms and Iwasawa
cohomology for Lubin-Tate extensions. En: Elliptic curves, modular forms and
Twasawa theory. Vol. 188. Springer Proc. Math. Stat. Springer, Cham, 2016,
pags. 401-468 (vid. pag. 53).

Otmar Venjakob. From classical to non-commutative Iwasawa theory: an intro-
duction to the GLa main conjecture. En: European Congress of Mathematics.
Eur. Math. Soc., Ziirich, 2005, pags. 861-879 (vid. pag. 138).

Otmar Venjakob. From the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture to non-
commutative Iwasawa theory via the equivariant Tamagawa number conjecture—
a survey. En: L-functions and Galois representations. Vol. 320. London
Math. Soc. Lecture Note Ser. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2007,
pags. 333-380. DOI: 10.1017/CBOg9780511721267.010. URL: https://doi.
org/10.1017/CBOg780511721267.010 (vid. pdg. 139).

145


https://doi.org/10.1515/9781400865208
https://doi.org/10.1515/9781400865208
https://doi.org/10.1007/BF01239508
https://doi.org/10.1007/BF01239508
https://doi.org/10.1007/978-3-642-01642-4
https://doi.org/10.1007/978-3-642-01642-4
https://doi.org/10.1007/BF01231194
https://doi.org/10.1007/BF01231194
https://doi.org/10.1007/BF01231194
http://math.ucla.edu/~sharifi/iwasawa.pdf
http://math.ucla.edu/~sharifi/iwasawa.pdf
https://doi.org/10.1007/BF01391466
https://doi.org/10.1007/BF01391466
https://doi.org/10.1007/978-0-387-09494-6
https://doi.org/10.1007/978-0-387-09494-6
https://doi.org/10.1007/978-0-387-09494-6
https://doi.org/10.1007/s00222-013-0448-1
https://doi.org/10.1007/s00222-013-0448-1
https://doi.org/10.1007/s00222-013-0448-1
https://doi.org/10.1017/CBO9780511721267.010
https://doi.org/10.1017/CBO9780511721267.010
https://doi.org/10.1017/CBO9780511721267.010

Bibliografia

[Wasg7] Lawrence C. Washington. Introduction to cyclotomic fields. Second. Vol. 83.
Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1997, pags. xiv+487.
ISBN: 0-387-94762-0. DOIL: 10.1007/978-1-4612-1934-7. URL: https:
//doi.org/10.1007/978-1-4612-1934-7 (vid. pdgs. 4 s., 16-18, 60, 64, 66,
79, 87, 97).

[Wut14] Christian Wuthrich. Overview of some Iwasawa theory. En: Iwasawa theory
2012. Vol. 7. Contrib. Math. Comput. Sci. Springer, Heidelberg, 2014, pags. 3-34
(vid. pags. 5, 126 s.).

[Zag81] D. B. Zagier. Zetafunktionen und quadratische Kérper. Eine Einfiihrung in die
hohere Zahlentheorie. [An introduction to higher number theory|, Hochschul-
text. [University Text]. Springer-Verlag, Berlin-New York, 1981, pigs. viii+144.
ISBN: 3-540-10603-0 (vid. pags. 74, 77).

146


https://doi.org/10.1007/978-1-4612-1934-7
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-1934-7
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-1934-7

Indice

A

abscisa de convergencia, 73
adjunto de Iwasawa, 55
adjuntos de Iwasawa, 52
algebra de Iwasawa, 25, 29
algebra profinito, 9

anillo de grupos profinito, 11
anillo noetheriano, 39

anillo profinito, g

anillos de periodos p-adicos, 119
anulador, 39

apareamiento de Kummer, 19
arriba, 15, 16

C

campo de ntimeros, 13
caracter, 20
caracter ciclotémico, 22
caracter de Dirichlet, 76
caracter de Teichmiiller, 22
condicion de Panchishkin, 136
conductor, 76
congruencias de Kummer, 81
Conjetura de Leopoldt, 64
conjetura equivariante de los
e-isomorfismos, 138
Conjetura Equivariante de Nimeros de
Tamagawa, 138
criterio de Kummer, 3
critico, 135

D
de buena fe, 83
debajo, 15, 16
distinguido, 26
dual de Pontryagin, 52

E
el m-ésimo campo ciclotémico, 17
elemental, 51
elemento de Stickelberger de nivel m, 87
elementos caracteristicos, 138
elementos de Frobenius, 122
espacios adicos, 97
esquemas formales, 97

extensiéon Z,, 62
extensién ciclotémica Z,, 62
extension de Kummer, 19

F
férmula de Bernoulli, 79
férmula de interpolacién, 86
féormula de transformacion de Mellin, 75
funcién T', 75
funciéon L p-adica, 88
funcién L de Dirichlet de x, 77
funcién zeta de Riemann, 74
funtor exacto, 53

G

generador topoldgico, 11

grado de inercia, 15

grado de ramificacion, 15

grado de Weierstraf}, 26

grupo abeliano pro-p libre, 11
grupo de clases, 14

grupo de descomposicion, 15, 16
grupo de inercia, 16

grupo de Selmer, 120

grupo profinito, g

grupos de Selmer de Bloch y Kato, 120

I
ideal caracteristico, 50
ideal de aumentacién, 32
ideal fraccional principal, 13
ideal inverso, 13
idempotente asociado a x, 35
idempotentes ortogonales, 35
invariantes py A, 47
isomorfismos de comparacién, 135

L
Lema de division, 26
Lema de Nakayama Topoldgico, 48
Lema de Representacion, 21
libre de torsién, 39
localmente profinito, 11

M

medidas, 31

147



Indice

modulo de Tate, 126

moédulo elemental, 46, 47
modulo noetheriano, 39

modulo profinito, g

modulo pseudo-nulo, 40

moédulo sobre A, 39

morfismo de Kummer, 126
morfismo pseudo-inyectivo, 40
morfismo pseudo-sobreyectivo, 40
motivo, 3

N
no ramificada, 118
no ramificada en casi todos lados, 118
no ramificado, 16
norma relativa de ideales, 16
numero de clases, 14
numeros de Bernoulli, 76
numeros de Bernoulli generalizados por Y,

7
@)

ordinaria, 130

P
periodo complejo, 135
plaza, 14
plazas arquimedeanas, 14
plazas complejas, 14
plazas no arquimedeanas, 14
plazas reales, 14
polinomio caracteristico, 47
polinomio ciclotémico, 28
polinomio de Bernoulli, 77
polinomio de Hecke, 130
polinomio de Weierstraf}, 26
polinomio distinguido, 27
primitivo, 76

148

pro-p, 9

producto de Euler, 73
pseudo-generador, 28
pseudo-isomorfismo, 40
pseudo-medida, 32

R
radical de un ideal, 41
ramificada, 15
ramificado, 15, 16
rango sobre I, 63
rango sobre Z,, 63
realizaciones, 133
representacion de Artin, 134
representacion de Galois, 118
representacion de un grupo, 12
reticulo estable, 118

S

serie de Dirichlet, 73

sistema compatible de representaciones de
Galois, 124

sistemas de Euler, 116

soporte de un maédulo, 41

T
Teorema de Estructura, 47
teorema de Stickelberger, 87
topologia de Krull, 10
torsién, 39
totalmente ramificado, 15, 16

U

unidades ciclotémicas, 98
unidades principales, 21

\'%

variedad, 132



	Preámbulo
	Estructuras algebraicas profinitas
	Compendio de la teoría de números algebraica
	Campos ciclotómicos
	Teoría de Kummer y un poco de teoría de campos de clases
	Números p-ádicos y caracteres

	El álgebra de Iwasawa
	El anillo de series de potencias
	Medidas
	Idempotentes y el álgebra de Iwasawa para grupos más grandes

	Módulos noetherianos sobre el álgebra de Iwasawa
	Pseudo-isomorfismos
	-módulos noetherianos de torsión
	Teorema de estructura
	Resultados adicionales sobre -módulos
	Ideales característicos
	Adjuntos de Iwasawa

	Grupos de clases y el teorema de Iwasawa
	Grupos de Clases en Extensiones Ciclotómicas
	Extensiones Zp
	Propiedades de los grupos de clases como -módulos
	Teorema de Iwasawa
	Sobre los invariantes  y 

	Funciones L p-ádicas
	Proemio sobre las funciones L
	Teoría elemental p-ádica de valores de la función zeta
	La construcción de funciones L p-ádicas mediante elementos de Stickelberger
	Suplementos y consecuencias de la existencia de las funciones L p-ádicas
	La teoría de Coleman y otras maneras de construir la función zeta p-ádica

	La Conjetura Principal de Iwasawa
	Las formulaciones de la Conjetura Principal
	La equivalencia de las formulaciones
	Consecuencias de la Conjetura Principal
	Unos comentarios sobre la demostración de la Conjetura Principal

	Generalizaciones
	Teoría de Iwasawa para aritmética logarítmica
	Generalizaciones de la Conjetura Principal: Curvas elípticas, Motivos y la Conjetura Equivariante de los Números de Tamagawa

	Bibliografía
	Índice

