
Universität Heidelberg Prof. Dr. Otmar Venjakob
Mathematisches Institut Dr. Michael Fütterer
Sommersemester 2019 Milan Malčić

Algebraische Geometrie
6. Übungsblatt

28.05.2019

Aufgabe 1 (2+4=6 Punkte). Sei f : X Y ein Schemamorphismus und F ein OX -Modul.
(a) Konstruiere für jedes p ≥ 0 einen kanonischen Homomorphismus

Hp (Y , f∗F ) Hp (X , F ).

(b) Sei X separiert und f affin.1 Sei außerdem F nun quasikohärent. Zeige, dass dann der Homomor-
phismus aus (a) ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 2 (6 Punkte). Sei X ein noethersches Schema. Zeige: X ist genau dann affin, wenn das assozi-
ierte reduzierte Schema Xred affin ist.
Hinweis: Wenn F eine quasikohärente Garbe auf X ist undN für das Nilradikal vonOX steht, betrachte

F ⊇ NF ⊇ · · · ⊇ NnF ⊇ · · ·

und benutze Serres Kriterium. Überlege dir außerdem, dass Aufgabe 1 (b) auf die Abbildung Xred X
angewendet werden kann.

Aufgabe 3 (2+2=4 Punkte). Ein Doppelkomplex C∗∗ ist eine Familie (Cpq)p,q∈Z von Objekten einer
abelschen Kategorie zusammen mit Morphismen

d
pq
h : Cpq Cp+1,q, d

pq
v : Cpq Cp,q+1,

sodass (Cp∗,d
p∗
v ) und (C∗q,d

∗q
h ) Kokettenkomplexe sind und außerdem die Relation

d
p+1,q
v ◦ d

pq
h + d

p,q+1
h ◦ d

pq
v = 0

gilt (jeweils für alle p und q).
Wir nehmen stets an, dass Cpq = 0, falls p < 0 oder q < 0 (man sagt dann, dass der Doppelkomplex im
erstenQuadranten lebt).

...
...

...

C02 C12 C22 . . .

C01 C11 C21 . . .

C00 C10 C20 . . .

1 Das bedeutet: Y hat eine offene affine Überdeckung Y =
⋃
i Ui , sodass die Urbilder f −1(Ui ) für alle i affin sind.



(a) Wir definieren den Totalkomplex Tot∗(C∗∗) = (Totn(C∗∗))n als

Totn(C∗∗) =
⊕
p+q=n

Cpq für n ≥ 0

mit Differential d = dv + dh. Zeige, dass dies ein Kokettenkomplex ist.
(b) Für alle n, r ≥ 0 setzen wir nun

F r Totn(C∗∗) =
⊕
p+q=n
p≥r

Cpq .

Zeige, dass dann F r Tot∗(C∗∗) = (F r Totn(C∗∗))n für jedes r ein Unterkomplex von Tot∗(C∗∗) ist und
dass (

F r Tot∗(C∗∗)
/
F r+1 Tot∗(C∗∗)

)
= Cr ,∗−r

gilt.
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