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Auf dem ganzen Blatt sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Aufgabe 1 (6 Punkte). Seien X, Y affine Varietéten.
(a) Zeige, dass X X Y in natiirlicher Weise wieder eine affine Varietét ist.
(b) Bestimme I'(X X Y).
(c) Zeige, dass X X Y im kategoriellen Sinne das Produkt der affinen Varietaten X und Y ist.

Aufgabe 2 (3 Punkte). Sei X = A%(k) und U = X \ {(0,0)}. Bestimme Ox(U) und folgere, dass U nicht
isomorph zu einer affinen Varietit ist.

Aufgabe 3 (6 Punkte). In dieser Aufgabe prizisieren wir einige Aussagen aus Bemerkung 34.

(a) Finde ein Beispiel fiir eine irreduzible affine algebraische Menge X und f € Ox(U) mit einer
offenen Teilmenge U C X, sodass f nicht von der Form f = % mit g, h € T'(X) und h(x) # 0 fir alle
x € U ist.

(b) Sei X eine irreduzible affine algebraische Menge. Ox wurde alternativ fiir offene Mengen der Form
D(f) mit f € I'(X) als Ox(D(f)) = I'(X)r definiert. Zeige, dass sich dies auf eindeutige Weise zu
einer Definition von Ox(U) fiir eine beliebige offene Menge U C X fortsetzen lasst und dass diese
Konstruktion die gleiche Definition von Ox wie in der Vorlesung liefert.

(c) Sei A eine integre endlich erzeugte k-Algebra. Wir setzen X = {m C A maximales Ideal}. Fiir jedes
Ideal a C A sei weiter V(a) = {m € X : a € m}. Diese Mengen bilden die abgeschlossenen Mengen
einer Topologie auf X. Fiir U C X offen sei Ox(U) = (e Am- Zeige, dass dann (X, Ox) ein Raum
mit Funktionen ist und dass diese Konstruktion dquivalent zu den vorangegangenen ist (was heif3t
das genau?).

Aufgabe 4 (2 Punkte). Zeige Hom(X, A"(k)) = I'(X)" fur jede Pravarietiat X und jedes n € IN.
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