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Aufgabe 1. Es sei K eine kompakte topologische Gruppe.

(a) SeiV ein endlichdimensionaler C-Vektorraum und p: K —— Autg(V) eine Darstellung. Zeige,
dass es ein Skalarprodukt auf V gibt, beziiglich dessen p unitér ist. (Die Aussage gilt auch fiir
unendlichdimensionale Hilbertrdume, ist dann aber etwas schwieriger zu zeigen.)

(b) Seien p;: K—— Aute(V;) fir i = 1, 2 Darstellungen auf Hilbertrdumen V;, und sei p, unitér. Zeige:
Wenn es Matrixkoeffizienten f; von p; und f; von p, gibt, die in L*(K) nicht orthogonal sind, dann
gibt es einen nichttrivialen Homomorphismus (V;, p1) —— (Vz, p2).

Aufgabe 2. Wir benutzen ohne Beweis die folgende Aussage aus der Funktionalanalysis:

Satz von Stone-Weierstraf3: Sei X C R eine kompakte Teilmenge. Dann ist die Menge
der Polynomfunktionen X —— C dicht in dem Vektorraum C(X, C) der stetigen Funktionen
X —— C beziiglich der Supremumsnorm, und C(X, C) ist wiederum dicht in LP (X, C) fiir alle
1<p<oo.

Mithilfe dieser Aussage wollen wir den Satz von Peter-Weyl zeigen. Dazu fixieren wir n € IN und eine
kompakte Untergruppe K C GL,(C).

(a) Fiir r € IN sei P, der C-Vektorraum der Polynome von Grad < r in n? Variablen. Wir betrachten
solche Polynome als Funktionen auf M, (C) und definieren eine Aktion von K auf P, durch

gf(x) = f(xg) firgeKk,f e P,xeM,O).

Benutze diese Darstellungen und Aufgabe 1 (a), um zu zeigen, dass jedes Polynom in n® Variablen
mit Koeffizienten in C als Matrixkoeffizient einer endlich-dimensionalen Darstellung vorkommt.
(b) Sei K € GL,(R) eine kompakte Untergruppe. Zeige mithilfe des Satzes von Stone-Weierstraf}, dass
die Matrixkoeffizienten aller endlichdimensionalen unitéren Darstellungen von K dicht in C(K, C)
und LP(K, C) fur alle 1 < p < oo liegen.
(c) Benutze Aufgabe 1 (b), um zu zeigen, dass jede nichttriviale unitire Darstellung von K eine nicht-
triviale endlichdimensionale Unterdarstellung hat.

(d) Folgere, dass jede irreduzible unitire Darstellung von K endlichdimensional ist.



Aufgabe 3. Diese Aufgabe zeigt die Iwasawa-Zerlegung.
(a) Sei G = GLz(R), A € G die Untergruppe der Diagonalmatrizen mit positiven Eintrdgen, N C G die

Untergruppe der Matrizen der Form (} ;) und K = O,. Zeige, dass dann

G = ANK

gilt und dies sogar ein direktes Produkt ist.

(b) Seinun G = GL3(Q)), A die Untergruppe aller Diagonalmatrizen, N wie vorher und K = GLy(Z,).
Zeige, dass dann ebenfalls
G = ANK

gilt (allerdings diesmal nicht als direktes Produkt).

Besprechung am 29.11.2017 in der Ubung.



