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Auf dem ganzen Blatt bezeichne K einen Zahlkorper, ¢ eine Primzahl, A | € eine Stelle von K und L = K
die zugehorige Komplettierung.

Aufgabe 1 (1+3+3+1=8 Punkte). Sei M ein K-Motiv iiber Q. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquiva-
lent sind:

(i) M ist kritisch.
(ii) Die Komposition
COMf — COMp ——>COMpr —>» CQty
Q Q Q Q

ist ein Isomorphismus. Hier ist die mittlere Abbildung der Vergleichsisomorphismus g, und die
beiden anderen die kanonischen Abbildungen.

(i) Fiiralle j, k,I € Z gilt: Wenn j < k und H5/(M) # 0, dann j < 0 und k > 0, und wenn H5!(M) # 0,
dann operiert die komplexe Konjugation ¢ auf H*!(M) als +1 fiir [ < 0 und —1 fiir [ > 0.
Uberlege dir, fiir welche n € Z das Motiv Q(n) kritisch ist.

Aufgabe 2 (1+3+2=6 Punkte). Seien V und W A-adische de Rham-Darstellungen. Zeige die folgenden
in der Vorlesung behaupteten Aussagen:

(a) V @ W ist de Rham und es gibt einen kanonischen Isomorphismus
Dgr(V & W) = Dgr(V) ® Dar(W).
(b) V ®q, W ist de Rham und es gibt einen kanonischen Isomorphismus

Dgr(V ® W) = Dgr(V) ® Dgr(W).
Qe Qe

(c) Quotienten und Unterdarstellungen von de Rham-Darstellungen sind de Rham.
Mache dir klar, dass die analogen Aussagen fiir kristalline Darstellungen ebenfalls gelten und genau
gleich bewiesen werden kénnen.
Hinweis: Benutze die in der Vorlesung erwihnte Aussage, nach der es fiir jede A-adische Darstellung V'
eine kanonische injektive Abbildung Bqr ®q, D4r(V) —— Bar ®q,V gibt!



Aufgabe 3 (1+2=3 Punkte). Sei Q}" die maximale unverzweigte Erweiterung von Q, und Q‘flr ihre
Komplettierung. Zeige:

(a) Die absoluten Galoisgruppen von Q" und Q’zr sind kanonisch isomorph.

(b) SeiV eine unverzweigte A-adische Darstellung von Gq,. Dann ist V kristallin und es gilt

Dearys(V) = (QF g V)Gal@7/Qe)
P

Benutze hierzu die folgenden Fakten:

(1) Seil, C Gq, die Tragheitsgruppe. Dann ist Bff;ys = Q‘gr.

(2) Fiir jede Erweiterung F von Qg sei Derys (V) = (Berys ®0,V)CF. Ist F entweder eine endliche
J g YS, Yy Qf

unverzweigte Erweiterung von Q, oder die Komplettierung einer unverzweigten Erweiterung, so
gﬂt Dcrys,F(V) =F ®Q[ Dcrys(V)~

Aufgabe 4 (1+1=2 Punkte). (a) Sei/: (Z/f)* —— K ein Dirichlet-Charakter von Fiihrer f € Z (mit
K = Q(py(r)), wobei ¢ die Eulersche ¢-Funktion ist). Warum gilt dann [/]qr = K - 7(/)?
(b) Welche Eigenschaft muss i erfillen, damit [1/] kritisch ist? Fiir welche n € Z ist [/](n) kritisch?

Abgabe in der Ubung am 3. Mai oder vorher in mein Postfach neben Zimmer 3/417.
Besprechung in der Ubung am 3. Mai.



