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8. Vortrag — Elemente der Gruppentheorie

1. Satz von Lagrange

Satz (Satz von Lagrange):
Sei G eine endliche Gruppe und HEG eine Untergruppe. Dann gilt: #H | #G

Beweis: Sei g~g':o3heH: g'=gh (g,g'€G) eine Relation in G. Dies ist sogar
eine Aquivalenzrelation, denn es gilt:

() VgeG gilt g=ge; , eg€H =g~¢g

(i) Sei g~g' und heH derart, dass g'=gh h:§Hg'h_1:g =>g'~g
(iii) Sei g~g', g'~g'" und h,h'eH derart, dass g'=gh, g''=g'h'
=g"=(gh)h'=g(hh') > g~g"
€H
Die Aquivalenzklasse eines Elements g€G ist also genau die Menge
gH={gh|heH}.
Betrachte nun die offensichtlich bijektive Abbildung H— gH, h— gh. Aus H
und gH endlich (G endl.) folgt #H =#gH V g€G.
Eine Gruppe ist die disjunkte Vereinigung all ihrer Aquivalenzklassen. Existieren
nun NE€IN viele Aquivalenzklassen in G, so folgt # G=N-#H.
=>#H|#G

Def.: Der Index einer Untergruppe H einer endlichen Gruppe G ist der Quotient % und

wird mit (G:H) bezeichnet. Wie im Beweis deutlich geworden, ist er stets eine
natiirliche Zahl.

Die oben definierten Aquivalenzklassen gH werden Linksnebenklassen genannt. Fiir die
Menge #G/H={gH|geG} derLinksnebenklassen gilt insbesondere #G/H=(G:H).



2. Operationen auf Mengen, Klassengleichung

Def.: Sei X eine Menge, G eine Gruppe. Die Abb. p:GXX — X, (g,x)— gx operiert
auf X, wenn gilt:
(i) 1x=x VXxEX, wobei 1 das neutrale Element e, ist
(ii) (gg)x=g(g'x) Vg,g'€G und x€X

AuBerdem: Gx:={gx|geG} c X Bahn (bzw. Orbit) von x€X
Stab,, (x):={g€G|gx=x} S G Stabilisator von x€X
F:={xeX|gx=x} X Fixpunkte

Anm.: Stab;(x) € G ist sogar eine Untergruppe von G, denn:
(i) VxeX gilt 1x=x = 1EStab(x)
(ii) Vgea gilt gx=x < x=g 'x = g71€StabG(x)
(iii) g, g'€Stabs(x) : g(g'x)=gx=x= (gg') x

——
€Stab, (x)

AuBerdemgilt: gx=g'x © g 'g'x=x © g 'g'€Stab,(x) = g'€ gStab, (x)

< g'Stab, (x)= gStab;(x)
Diese Aquivalenzumformungen liefern sowohl die Wohldefiniertheit als auch die
Injektivitit der Abbildung G/Stab,(x) — Gx, gStab,(x) — gx. Aus deren offen—

sichtlicher Surjektivitit erschlief8t sich, dass die Abbildung sogar bijektiv ist.
endl. Mengen G/Stabg (x E\Iebenklasse #G

= #ze#G/StabG(x) (GistabG(X)):m.
G

Ahnlich wie im Beweis zum Satz von Lagrange kann gezeigt werden, dass X die
disjunkte Vereinigung all ihrer Bahnen ist, indem man Aquivalenzrelationen auf X
mittels der Bahn ( beispielsweise der Form x~y :< dgeG: y=gx fir x,y€X)
definiert.

= X= L.')Gxi

> #X = Z #Gx, = Z Z;‘}tabm ( Klassengleichung )

i

3. Zentrum einer p— Gruppe

Def.: Sei G eine endliche Gruppe. Die Ordnung eines Elements g €G ist die kleinste
Zahl neN, n>1, sodass g"=1. Gibt es ein solches n nicht, gilt ord(g) = oo.

Def.: Sei peNN eine feste Primzahl, G eine Gruppe und n€IN bel. Eine p— Gruppe ist
eine Gruppe,in der VgeG ord(g)=p" gilt. In anderen Worten: VgeG: gpn=1.
Insbesondere ist #G=p"



Beh. :

Beweis :

Sei G eine Gruppe. Fiir #G:p2 gilt: G ist eine kommutative Gruppe.

Hierfiir miissen erst ein paar Definitionen betrachtet werden :
Z(G):={geG|gh=hg VheG} Zentrum von G
Ci(g):={heG|gh=hg} Zentralisator von ge€G
Anm.: C;(g)EG und Z(G)ESG sind Untergruppen
Beweis: (i) VheG gilt: 1-h=h=h-1 > 1€Z(G)
(ii) g€Z(G)= VheG:gh=hg & h=g 'hg ® hg''=g'h
=g '€Z(G)
(iii) x,yE€Z(G) = Y g€G: (xy)g=x (yg)=x(gy)=(xg)y=g(xy)
= xy€Z(G)
= (x(yz))g=xg(yz)=(xy)gz=((xy)z)g
Analog fiir C(g).

Es gilt zu zeigen: #Z(G)=p’, denn wenn das Zentrum einer Gruppe

komplette Gruppe ist, so kommutiert diese.
Satz v. Lagrange

#G=p’, Z(G)=G Untergruppe = = #Z(G) € {l,p,p’}
Zunichst zu zeigen: #Z(G)#1 (Also das Zentrum ist nicht trivial )
Betr. die Operation von G auf sich selbst mit (g,g') —» gg'g™' (Konjugation)
Dies ist eine Operation, denn: (i) 1-g'=1-g"-1=g' und
(i) (218)x=(g18,)x (g,8) ' =(g:&)x(g,' &)
=g,(2:x)g ' =g(g,X)
Die Bahn Gg'={gg'g"'| 2€G} von g'€G heift Konjugationsklasse von g'.
Stabs(g')={g€C|gg's '=g'}={g€Glgg'=g'g} =Cs(g").
F={g'eClgg'e '=g' VgeG}={g'eC|gg'=g'g VgeG}=Z(G).

Anm.: Fixpunkte einer Operation besitzen Bahnen der Linge 1 (d.h. #Gx=1
fiir x Fixpunkt)!

Klassengleichung fiir Konjugation
=

G endlich #G=) #Gx,=#{x| x Fixpunkt}+ D #Gx, (*)

[ ——
Bahnen d. Lange >2

X, €Z(G) Vj= Cs(x;)=G, d.h. p|W

0=H#G= #Z(G)+Z #Gx, —#Z(G)+ZW—#Z(G)+O

(*)modp

=>pl#Z(G) = #Z(G)#l = #7(G)e{p,p’}

Anm.: In diesem Teil des Beweises wurde zu keiner Zeit verwendet , dass
#G=p’ gilt, also wurde sogar fiir allgemeine p—Gruppen gezeigt,
dass ihr Zentrum nicht trivial ist!



x kommutiert mit sich selbst

Angenommen #Z(G)=p. = AxeG: x&€Z(G) ) Z2(G)cCy(x)
> p=H#Z(G) <#Co(x)<p’ BT HCy(x)=p’

= Cs;(x) =G Widerspruch, denn x¢Z(G)cC;(x)
= #Z(G)=p> = G kommutiert!

4. Normalteiler und Faktorgruppen

Def.: Eine Untergruppe H =G einer Gruppe G heif3t Normalteiler (ist normal), wenn
VgeG, heH gilt: g 'hgeH

Satz : Fiir HEG Untergruppe sind folgende Aussagen dquivalent :
(i) H ist normal
(ii) g 'Hg=H VgeG
(iii) Hg=gH V g€G

Beweis: (i) < (iii): «: g€G, heH bel. = ghegH "= gheHg
= Jh'€H mit gh=h'g = ghg '=h' = ghg'€H
= : C :ghg 'eH fiir geG, heH bel.
x€gH = JheH mit x=gh = xg '=ghg'€H
= xg ' €H. Wegen x=xg 'g folgt x€Hg = gHCHg
2 : analog.
(iii) e (ii) trivial durch Multiplikation mit dem Inversen.

Satz : Der Kern jedes Gruppenhomomorphismus ist ein Normalteiler
Beweis : Sei ¢:G — G' Gruppenhomomorphismus.V geG, heKer o:

¢(g 'hg)=p(g) o(h)e(g)=1 = g 'hgEKerg

Def.: G Gruppe, HEG Normalteiler. Durch *:G/HXG/H—-G/H, gH*g'H:=(gg" H
V g,g'eG ist eine Verkniipfung auf der Menge der Nebenklassen gH definiert.
(G/H,*) wird Faktorgruppe genannt.

* ist wohldefiniert, denn: Seien g, H=g" H, g,H=g"\H = g, €g H=g" H
g,€g,H=g" H
= 3h, h,€H: g,=g"h, g,=g',h, = (g,g,)H=(g' h,g",h,)H=(g" g, h,h,)H
€H
=g',g',(hh,H)=(g" g")H
= * ist reprasentantenunabhingig und damit wohldefiniert.

Satz : (G/H ,*) ist eine Gruppe
Beweis : (i) e;,;u;=HEG/H klar, denn VgHEG/H: gH-H=gH
(ii)VgHeG/H: (gH) '=g 'HegH klar, denn: gH*g 'H=(gg ' )H=H
(iii) g, H*(g, H*g, H)=g Hx(g,g,)H=(g,g,8,) H=(g,g,) H*g,H
=(g,H*g,H)*g;H gilt Vg, H, g,H, g, HEG/H



Beispiele : a) Sei G Gruppe. Die trivialen Untergruppen {1} und G sind Normalteiler.
Eine Gruppe, die nur diese Normalteiler enthélt, heillt einfach.
b) Untergruppen einer kommutativen Gruppe sind automatisch normal.
c) Sei Z(G) das Zentrum einer Gruppe G. Z(G) ist ein Normalteiler , denn
fir heZ(G), geG gilt: g 'hg=g 'gh=heZ(G).

Bem.: Fir HCSG Normalteiler ist die Abb. t: G — G/H ein surjektiver Gruppenhom
mit Ker t=H.

7 ist ein Gruppenhom., da Vg,g'eG gilt: n(gg)=(gg)'H=gH*g'H=n(g)*n(g').

Satz (Homomorphiesatz):

Seien G,G' Gruppen, H<=G Normalteiler, t obige Abb. Sei f: G — G' Gruppenhom.
mit HE Kerf.

Dann existiert ein eindeutiger Gruppenhom. ¢: G/H — G', sodass ¢ om=f"mit
Kerp=m(Kerf ), ¢ surj. & f surj. und ¢ inj. & Kerf=H

Beweis: (i)VgHEG/H: ¢ (gH)=¢(n(g))=f(g)
> g'H=gH = g"'geHc Kerf = f(g'g)=1""5"" f(g)=f(g")

= ¢(gH)=9(g'H) eprisenizgienunsbh ¢ wohldefiniert und eindeutig.
(ii)V gHeG/H gilt gHeKerp & f(g)=1

= Kerg={gH| geKerf} """ 7 (Kerf)

nach Def. v. &
(iii) Z.z.: @ surj. & f surj.
klar aus der Surjektivitdt von m und f=om (Surjektiv als Komposition
surjektiver Funktionen)
Z.z.: ¢ inj.  Kerf=H
=: @ inj. = ¢(gH)=1 V gH=H (neutr. Element v. G/H) = geH
= Kerf €H, HSKerf (Vorauss.) = Kerf=H
<: Kerf=H, geG: gHeKerp = ¢(gH)=f(g)=1 = geKerf
= g€H und gH=¢;,; = o ist injektiv

Satz (2. Isomorphiesatz ):

Sei G Grp., HSG Normalteiler, t: G — G/H, g — gH mit Kert=H (siche oben).
Dann gilt: Ist KEG/H Normalteiler, so ist G = G/H — (G/H)/K ein Gruppenhom.
mit Kern 7' (K). Dies induziert G/n~' (K )=~(G/H)/K

Beweis: 1 (K)S G Normalteiler, wenn 7' (K ) Kern eines Gruppenhom. ist.
Sei f: G — (G/H)/K eine surjektive Abb. als Komposition surj. Gruppenhom.
Es gilt geKerf < n(g)eK = Kerf=n"'(K).

Homomorphiesatz

= A¢: G/n '(K) — (G/H)/K, ¢ surj. (f surj.) und ¢ inj. (Kerf ="' (K))
= @ bijektiv
= G/n'(K) =~ (G/H)/K

Literatur : Chambert — Loir, Antoine: A field guide to Algebra, Springer, 2000



Anmerkung : In dieser Ausarbeitung wurde mangels passenderer Operatoren des
Formeleditors < als Bezeichung fiir eine echte Teilmenge und < als Bezeichung fiir eine
nicht unbedingt echte Teilmenge verwendet.

Aus demselben Grund wurde der normale Rechtspfeil — anstatt eines Zuordnungspfeils bei
definierten Abbildungen verwendet.



