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Kapitel 1

Einleitung

Ein wichtiges Problem in der Zahlentheorie ist die Frage, welche Gruppen als Galoisgrup-
pen von Erweiterungen globaler Korper realisiert werden kénnen. Mithilfe der Klassenkor-
pertheorie konnen zunéchst die abelschen Erweiterungen untersucht werden. Das wichtigste
Resultat in diesem Zusammenhang ist der Satz von Grunwald-Wang. Er besagt, dass es zu
jedem globalen Koérper K und jeder endlichen abelschen Gruppe A eine Erweiterung L|K
mit Galoisgruppe A gibt, die dariiber hinaus an endlich vielen Primstellen eine vorgegebene
Zerlegungsgruppe hat, es sei denn ein seltener Spezialfall tritt ein. Die néchste Stufe bilden
die auflosbaren Erweiterungen. Sie konnen mit folgender Strategie behandelt werden: Man
wihlt eine Auflosung
G=GyoG1oGyD...

der Gruppe G durch eine Kette von Normalteilern G; mit abelschen Subquotienten. Zuerst
wird eine Erweiterung K iiber dem Grundkorper K mit abelscher Galoisgruppe G/G1 ge-
sucht. Danach werden induktiv Erweiterungen K; mit Galoisgruppe G/G; konstruiert, so

dass K ¢ K; < Ky < ... gilt. Ist bereits die Erweiterung K;_1|K gefunden, so muss zur
Konstruktion der Erweiterung K;|K das folgende Einbettungsproblem gelost werden:
Ok
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Der Epimorphismus Gx — G/G;_; der absoluten Galoisgruppe Gx von K auf G/G;_1 be-
schreibt die Erweiterung K;_1|K. Gesucht ist nun ein Epimorphismus Gx — G/G;, der mo-
dulo G;_; bis auf Konjugation mit dem bereits konstruierten Epimorphismus iibereinstimmt.
Solche Einbettungsprobleme mit abelschem Kern kénnen ebenso wie der Satz von Grunwald-
Wang mit (abelscher) Gruppenkohomologie behandelt werden. Die beiden Hauptresultate auf
diesem Gebiet sind der Satz von Safarevic und der Satz von Neukirch. Der Satz von Safarevic
besagt, dass man fiir jeden globalen Kérper K und jede endliche auflésbare Gruppe G eine
Koérpererweiterung L|K finden kann mit Gal(L|K) =~ G. Allerdings kann man keine lokalen
Vorgaben machen. Der Satz von Neukirch sagt andererseits aus, dass jedes Einbettungspro-
blem
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mit proauflésbarem, endlichen Kern A, dessen Exponent teilerfremd zur Ordnung der Ein-
heitswurzelgruppe des Grundkorpers K ist, 16sbar ist, sofern das Problem lokal 16sbar ist.
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Auflerdem kann man an endlich vielen Primstellen lokale Vorgaben machen. Der Nachteil ge-
geniiber dem Satz von Safarevi¢ ist die Forderung, dass der Exponent von A teilerfremd zur
Ordnung der Einheitswurzelgruppe von K sei. Damit sind grundsétzlich schon alle Gruppen
gerader Ordnung ausgeschlossen (da die zweiten Einheitswurzeln in jedem Korper enthalten
sind).

Diese Arbeit beschéftigt sich mit einem Resultat von G. Henniart, das zwischen dem Satz von
Neukirch und dem Satz von Safarevié angesiedelt ist. In seinem Artikel ,Relévement global
d’extenxions locales: quelques problémes de plongement” (|?]) gibt Henniart einen globalen
total reellen Zahlkorper F', eine Primstelle v von F' iiber einer Primzahl p und fiir K = F,, eine
endliche lokale galoissche Erweiterung L|K mit Galoisgruppe G = Gal(L|K) vor. Er beweist
folgende Aussage: Fiir ungerades p gibt es eine globale total reelle galoissche Erweiterung E|F
mit Galoisgruppe G, so dass an der Stelle v die lokale Erweiterung L|K realisiert wird. Im
Fall p = 2 ist dies nicht immer mdoglich. Hier gilt jedoch die schwéchere Aussage, dass man
eine entsprechende Erweiterung finden kann, wenn man F durch F” ersetzt, wobei F’ aus F
durch sukzessive quadratische Erweiterungen hervorgeht, in denen v komplett zerlegt ist, so
dass F!, = F, = K fiir eine Primstelle v'|v von F”.

Diese Arbeit erweitert Henniarts Satz in zweierlei Hinsicht: Ist zusétzlich eine Primstellenmen-
ge S von F' der Dichte 1 vorgegeben, so kann obige Aussage mit der zusédtzlichen Forderung
bewiesen werden, dass F|F unverzweigt auferhalb S sei. Ist fiir jedes p; in einer endliche
Stellenmenge Ty < S eine unverzweigte Erweiterung L; {iber dem Kérper K; = Fj,, zusammen
mit einer Einbettung deren Galoisgruppe in G vorgegeben, so kann E|F so gewéhlt werden,
dass fiir p; € Ty die vorgegebene lokale Erweiterung realisiert wird. Die genaue Aussage mit
allen Voraussetzungen enthélt Satz 77.

In seinem Beweis ersetzt Henniart zuerst die lokale Erweiterung L|K durch eine grofere
Erweiterung L'|K, deren Galoisgruppe G’ das semidirekte Produkt ihrer Verzweigungsgrup-
pe G} mit der Galoisgruppe I'' = G’/G’ der maximal zahm verzweigten Teilerweiterung ist
so dass auferdem I" selbst wieder das semidirekte Produkt der Tragheitsgruppe I'{; € I und
der Galoisgruppe I"/TY, der maximal unverzweigten Teilerweiterung ist. Henniart konstruiert
dann vorerst nicht die gesuchte Erweiterung E|F’, sondern eine grofere Erweiterung E'|F, die
die Galoisgruppe G’ realisiert, und geht am Schluss zur entsprechenden Teilerweiterung E|F
iiber. Im folgenden kann man demnach ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dass G = G1 x G/Gy. Der Vorteil des semidirekten Produkts ist, dass nun Einbettungspro-
bleme

1 G G

immer eine LOsung besitzen, es muss nur noch sichergestellt werden, dass es auch eine es-
sentielle Losung gibt, die den lokalen Vorgaben in {v} U {p|oo} geniigt. Um zusétzlich lokale
Vorgaben in T machen zu kénnen, muss man auch die Erweiterungen L;| K; durch grofere Er-
weiterungen L}|K; ersetzen, deren Galoisgruppen man in G’ einbetten kann (kompatibel mit
der urspriinglichen Einbettung in G). In Abschnitt 7?7 wird gezeigt, dass dies immer moglich
ist, wenn L;|K; unverzweigt ist.

Die Konstruktion des Kérpers FE teilt Henniart in mehrere Schritte auf, die sich fiir ungerades p
und p = 2 unterscheiden.



Der Fall p ungerade: Ist p ungerade, so wird zunéchst mit Hilfe des Satzes von Grunwald-
Wang eine total reelle Erweiterung Ej|F konstruiert, die an der Stelle v trége ist und die
maximal unverzweigte Teilerweiterung von L|K realisiert. An dieser Stelle kénnen problem-
los auch die lokalen Vorgaben in Tj realisiert werden. Will man {iber Henniarts Satz hinaus
erreichen, dass die Erweiterung E|F unverzweigt auferhalb S ist, so muss auch E;|F diese
Eigenschaft haben. Dies muss im Satz von Grunwald-Wang bertiicksichtigt werden. Eine ent-
sprechende Variante wird in Kapitel ?? bewiesen. Die Ausfiihrung folgt dem Beweis in [?]
Theorem 9.2.8. Im Vergleich zu [?] Theorem 9.2.8 wird der Spezialfall dhnlich wie in [?]
Chapter 10, Theorem 5 weiter eingegrenzt, um ihn in dieser Situation anwenden zu kon-
nen.

Als néchstes konstruiert Henniart eine Erweiterung Fs|E1|F, die an der Stelle v die maximal
zahm verzweigte Teilerweiterung von L|K realisiert. Dazu ist folgendes Einbettungsproblem
zu l6sen:

gr (1.1)
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1 I'o r I'/Ty—>1.

Hierbei bezeichnet I' die Galoisgruppe der maximal zahm verzweigten Teilerweiterung von
L|K und I’y die Tragheitsgruppe von I'. Der Epimorphismus Gr — I'/T'g der absoluten Ga-
loisgruppe von F auf I'/Ty beschreibt die Erweiterung Ep|F, die im ersten Schritt schon
konstruiert wurde. Der Kern I'y des Einbettungsproblems ist zyklisch; er zerféllt in das direk-
te Produkt seines 2-priméren Anteils und seines ungeraden Teils. Diese kann man getrennt

behandeln.

Fiir den 2-priméren Teil priift Henniart ein hinreichendes Kriterium Neukirchs fiir die Los-
barkeit des entsprechenden Einbettungsproblems. Hier ist zu beweisen, dass fiir jedes w in
der Primstellenmenge, fiir die man lokale Vorgaben machen will (hier {v} U {p|oo}), eine be-
stimmte Gruppe I'(G),, T'()) verschwindet. Will man nun weitere lokale Vorgaben in Ty machen,
muss man dieses Kriterium auch fiir die Primstellen in Ty priifen. Dafiir wird unter anderem
verwendet, dass die vorgegebenen Erweiterungen L;|K; unverzweigt sind. Kapitel ?? verallge-
meinert Neukirchs Kriterium, so dass es seine Giiltigkeit behélt, wenn man fordert, dass die
Losung des Einbettungsproblems unverzweigt aufierhalb S ist.

Fiir den ungeraden Teil von I'g zieht Henniart den Satz von Neukirch heran. Hier geht ein,
dass der Kérper Ep total reell ist. Auch an dieser Stelle stellen zusétzliche lokale Vorgaben
in Ty kein Problem dar. Um eine Losung zu finden, die auferdem unverzweigt aufserhalb S
ist, benotigt man eine Version des Satzes von Neukirch mit beschrénkter Verzweigung. Diese
wird in Kapitel ?? bewiesen. Ahnlich wie beim Satz von Grunwald-Wang sind dafiir keine
grofen Anderungen der Beweisfithrung in [?] Theorem 9.2.8 notwendig.

Als letzter Schritt muss noch das Einbettungsproblem

gr (1.2)
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gelost werden, wobei G die Verzweigungsgruppe der Erweiterung L|K ist und G/G; =T
Da p ungerade ist, und G eine p-Gruppe, kann man das Problem wieder mit Hilfe des Satzes
von Neukirch 16sen.

Der Fall p = 2: Im Fall p = 2 verwendet Henniart fiir die maximal unverzweigte Teiler-
weiterung von L|K auch den Satz von Grunwald-Wang. Das nachfolgende Einbettungspro-
blem (77) gestaltet sich einfacher als fiir ungerades p, da #I'¢ teilerfremd zu p = 2 ist. Man
bendtigt nur den Satz von Neukirch. Die Schwierigkeit liegt in diesem Fall im darauf folgenden
Einbettungsproblem (?7?), da die Verzweigungsgruppe G eine 2-Gruppe ist. Es ist im Allge-
meinen nicht mit beliebigen lokalen Vorgaben 16sbar. Henniart teilt es in mehrere Schritte auf.
Zuerst konstruiert er eine Filtrierung von G; durch Normalteiler von G, deren Subquotienten
abelsch vom Exponenten 2 sind. Angefangen mit G/G konstruiert er nun schrittweise fiir
jedes Element I der Filtrierung eine Korpererweiterung mit Galoisgruppe G/I, die die lokalen
Vorgaben erfiillt. Zu diesem Zweck sind Einbettungsprobleme folgenden Typs zu 16sen:

gr
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1 A G/I G/H ——1.

Dabei sind I < H aufeinanderfolgende Elemente der Filtrierung und A = H/I ist abelsch
vom Exponenten 2. Um dieses Einbettungsproblem zu l6sen, ist es vorteilhaft, es in noch
kleinere Schritte zu zerlegen. Dies ist im allgemeinen nicht moéglich. Jedoch kann man zuerst
das Einbettungsproblem

Gp (1.3)
R
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betrachten, wobei P © G/H eine 2-Sylowgruppe, P das Urbild von P in G/I und F der
Fixkorper von P ist (so dass G & das Urbild von P in Gp ist). Dieses kann man in Einbet-
tungsschritte mit Kernen der Ordnung 2 zerlegen. Die resultierenden Einbettungsprobleme
sind unter Umsténden nicht alle 16sbar. Ersetzt man jedoch F' durch eine Kette quadratischer
Erweiterungen von F, eine fiir jedes nicht l6sbare Einbettungsproblem, so ist die Losbarkeit
iiber dieser Erweiterung gewéhrleistet. Die Verallgemeinerung auf zusétzliche lokale Vorgaben
in Tp stellt in diesem Schritt kein Hindernis dar. Um zu zeigen, dass die Losung unverzweigt
aukerhalb S gewihlt werden kann, muss nur der Ubergang von lokalen zu globalen Losungen
etwas anders gestaltet werden.

Setzt man die einzelnen Schritte zusammen, erhdlt man eine Losung des Einbettungspro-
blems (??) mit lokalen Vorgaben. Des weiteren gibt es eine Losung des Einbettungspro-
blems (?7), da die zugehorige exakte Sequenz zerfillt, allerdings ohne lokale Vorgaben. Aus
diesen beiden Losungen konstruiert Henniart schlieflich eine Losung des Einbettungspro-
blems (?7?), das auch die lokalen Vorgaben erfiillt.

Abschliefsend mochte ich zuerst Prof. Kay Wingberg danken, dessen Vorlesungen mein In-
teresse an der Zahlentheorie geweckt haben und der mir ein interessantes Thema angeboten



hat. Johannes Bartels und Jochen Gértner waren stets kompetente Ansprechpartner und ga-
ben mir in zahlreichen Gespréchen viele hilfreiche Anregungen zu auftauchenden Problemen.
Zuletzt mochte ich Prof. Alexander Schmidt, David Rohr und ebenfalls Prof. Wingberg und
Jochen Géartner fiir die kritische Durchsicht meiner Arbeit danken.



Kapitel 2

Der Satz von Grunwald-Wang

In diesem Kapitel verallgemeinern wir den Satz von Grunwald-Wang, so dass er auch gilt,
wenn wir fordern, dass die gesuchte Korpererweiterung unverzweigt aufierhalb einer Prim-
stellenmenge der Dichte 1 ist. Auferdem schrinken wir den Spezialfall (k,m,S\T) wie er
in [?] Definition 9.1.5 und 9.1.7 gegeben ist weiter ein, so dass der Giiltigkeitsbereich des
Satzes von Grunwald-Wang erweitert wird. Dazu wiederholen wir zunéchst die Definition des
Spezialfalls (k,m,S):

Definition 1. Sei k ein Korper und m = 2"m’ mit m' ungerade eine natiirliche Zahl, die tei-
lerfremd zur Charakteristik von k sei. Wir sagen, dass wir im Spezialfall (k,m) sind, wenn r >
2 ist und —1 im Bild des zyklotomischen Charakters X cyci : Gal(k(por)|k) — (Z/27Z)* liegt.

Definition 2. Sei k ein globaler Korper, m = 2"m’ wie in Definition 77 und S eine Prim-
stellenmenge von k. Wir sagen, dass wir im Spezialfall (k,m,S) sind, wenn wir im Spezial-
fall (k,m) sind und alle Primstellen p € S in k(per)|k zerlegt sind.

Sei Sy die Menge der Primstellen tiber 2. Wenn die Dichte §(.S) der Primstellenmenge S grofer
als 1/2 ist, so ist laut Bemerkung 3 nach Lemma 9.8.1 in |?] der Spezialfall (k,m, S) dquivalent
zu folgender Aussage:

k ist ein Zahlkorper, m = 2"m’, m’ ungerade, r > 3,
E(uar)|k ist nicht zyklisch und
alle Primstellen in S n Sy sind zerlegt in k(uar)|k.

Definition 3. Sei k ein Zahlkérper, T < S Primstellenmengen von k und m eine natirliche
Zahl. Wir sagen, dass wir im Spezialfall (k,m,S,T) sind, wenn wir im Spezialfall (k,m,S\T')
sind, aber nicht im Spezialfall (k,m,S U S2).

Fiir einen globalen Zahlkorper k bezeichnen wir mit kg die maximale auflerhalb S unverzweigte
Teilerweiterung eines fest gewéhlten algebraischen Abschlusses von k& und mit Gg = Gal(kgl|k)
ihre Galoisgruppe. Ist eine Primstelle p von k gegeben, so schreiben wir &, fiir die Komplettie-
rung von k an der Stelle p und G, fiir deren absolute Galoisgruppe. Eine abelsche aufierhalb S
unverzweigte Erweiterung von k mit Galoisgruppe A ist durch ein Element von Hom(Gg, A)cpi
gegeben, das heifst durch einen stetigen Epimorphismus

¢:Gs — A

Wir wollen nun untersuchen, wann man eine solche Erweiterung finden kann, wenn man
zusatzlich an endlich vielen Primstellen die lokalen Erweiterungen vorgibt.



Satz 4 (Grunwald-Wang). Sei T eine endliche Primstellenmenge eines globalen Korpers k,
S o T eine Primstellenmenge von k der Dichte 6(S) =1 und A = Z/miZ % ... x Z/n,Z eine
endliche abelsche Gruppe. Wenn wir fir jedes i = 1,...,r nicht im Spezialfall (k,n;,S,T)
sind, so ist folgende Abbildung surjektiv:

Hom(Gs, A) epi — | | Hom(Gy, A). (2.1)
peT

Bemerkung 5. Die Bedingung, dass wir fir i = 1,...r nicht im Spezialfall (k,n;, S,T)
sind, ist unabhdngig von der Wahl der Zerlegung von A in zyklische Gruppen, da der Spezi-
alfall (k,n;, S, T) nur von dem 2-primdren Anteil von Z/n;Z abhdngt. Die Zerleqgung des 2-
primdren Anteils in zyklische Gruppen ist aber eindeutig.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass die Menge Su 4
der Primstellen, die #A teilen und die Menge Sy, der unendlichen Primstellen in S enthalten
sind. Setzt man namlich S" = S U Sga U Sy und T7 = T U Sga U Sy, und ist die obige
Abbildung fiir S’ statt S und 7" statt T surjektiv, so ist sie es auch fiir S und T, und zwar
aus folgendem Grund: Sei (¢p)per € [ [per Hom(Gp, A) und ¢’ € Hom(Ggr, A)epi ein Urbild
von (¢p)per % (Op)pernt € | [per» Hom(Gp, A). Dann faktorisiert ¢’ {iber Gg, da die Einschrén-
kung auf G, fiir p € S'\S trivial, also unverzweigt ist. Wir erhalten demnach ein Urbild ¢ €
Hom(Gg, A)epi von (¢p)per. Auberdem sind die Spezialfélle (k, n;, S\T') und (k, n;, S'\T") dqui-
valent, da S"\T" = S\T und die Spezialfille (k,n;, S U S2) und (k,n;, S’ U S3) sind dquivalent,
denn 6(S” U S2) = (S U S3) = 1 und die beiden Stellenmengen unterscheiden sich lediglich
um Primstellen, die nicht {iber 2 liegen (vgl. Bemerkung 3 nach Lemma 9.1.8 in [?]).

Seien qi,...,q, € S\T, ¢; 1 2 und seien
Pq; - gqi — A

Homomorphismen, so dass die Bilder der ¢, die Gruppe A erzeugen. Diese existieren: A
ist als endliche abelsche Gruppe isomorph zu Z/nZ x ... x Z/n,Z. Wéhle fir jedes g; einen
Homomorphismus ¢q, : Gq, — Z/n;Z, der die unverzweigte Erweiterung vom Grad n; definiert.
Sei nun 77 = T U {q1,...,q,}. Weil 6(S\T) = §(S\T") = 1 und sich T und 7’ nur durch
Primstellen unterscheiden, die nicht iiber 2 liegen, impliziert Bemerkung 3 nach (9.1.8) in [?],
dass die Spezialfalle (k,2",S,T) und (k,2",S,T") dquivalent sind.

Wir wollen nun die Surjektivitét folgender Abbildung zeigen:
res' (kg,T', A) : H' (ks|k, A) — [ | H'(ky, A).
peT”’

Das heifit, wir miissen zeigen, dass der Kokern coker!(kg, T, A) trivial ist. Dafiir reicht es zu
zeigen, dass coker!(kg,T',Z/n;Z) = 0 fiir i = 1,...7, denn A = Z/mZ x ... x Z/n,Z und
somit coker!(kg, T", A) = coker!(kg,T',Z/n17) x ... x coker'(kg, T', Z/n, 7).

Nach [?] Lemma 9.2.2 ist folgende Sequenz exakt:
0 — I (kg, pin,) — I (ks, S\T", ;) — coker!(kg, T', Z/n;Z)¥ — 0,

wobei fiir i € N, einen Gg-Modul M und R < S die Gruppe HI*(kg, R, M) der Kern der
Abbildung H*(ks|k, M) — [1,cp H (kp, M) ist, und " (kg, M) = IT*(ks, S, M). Aus [?]
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Theorem 9.1.9 (ii) wissen wir auferdem, dass 1T (kg, S\T", j1,,,) = 0 falls wir nicht im Spezial-
fall (kg, n;, S\T") sind und I (kg, S\T", j1n,,) = Z/27 falls wir im Spezialfall sind, denn §(S) =
1 und S,, = S. Ebenso ist II!(kg, pin,) = 0 falls wir nicht im Spezialfall (kg,n;,S) sind
und T (kg, pin,) = Z/27 falls wir im Spezialfall sind. Der Kokern coker!(ks, T’,Z/n;Z) ist
folglich genau dann Null, wenn wir nicht im Spezialfall (kg, n;, S,T”) sind (beachte S = Su So
falls 2|n;, ansonsten sind wir ohnehin nicht im Spezialfall). da A ein trivialer Gg-Modul ist,
erhalten wir also die Surjektivitdt der Abbildung

res! (kg,T', A) : Hom(Gg, A) — H Hom(Gy, A). (2.2)
peT’

Daraus folgt sofort die Surjektivitét der Abbildung (?7), denn fiir (¢p)per € [ [, Hom(Gy, A)
ist jedes Urbild von (¢q,...,¢q.) X (@p)per unter der Abbildung (??) auch ein Urbild
von (¢p)per unter (??) (Da (¢q,, - .-, @q,) A erzeugen, ist das Urbild ein Epimorphismus). O

Korollar 6. Sei T eine endliche Primstellenmenge eines globalen Kérpers k, S © T eine
Primstellenmenge von k der Dichte 6(S) = 1 und A = Z/n1JZ x ... x Z/n,Z eine endli-
che abelsche Gruppe. Sei fir alle p € T eine endliche abelsche Erweiterung Kylky gegeben, so
dass Gal(Kplky) in A eingebettet werden kann. Wenn wir fiir jedes i = 1,...,r nicht im Spezi-
alfall (k,n;, S,T) sind , so existiert eine globale abelsche Erweiterung K|k mit Galoisgruppe A,
so dass K fiir p € T die gegebenen lokalen Erweiterungen K|k, realisiert und auflerhalb S
unverzweigt ist.

Bemerkung 7. Falls wir im Spezialfall (k,n;,S,T) aus Satz 7?7 sind, ist W' (kg, pin,) = 0
und T (kg, S\T, pin,) = Z/27 und daher ist coker' (ks, T, Z/n;Z)" # 0. Damit ist

Hom(Gs, A) — | | Hom(Gy, A)
pel

nicht surjektiv und erst recht nicht

Hom(Gs, A)epi — | | Hom(Gy, A).
peT
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Kapitel 3

Der Satz von Neukirch

Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, dass der Satz von Neukirch ([?] Theorem 9.5.5) auch
gilt, wenn man zusétzlich fordert, dass die gesuchte Korpererweiterung unverzweigt aufserhalb
einer Primstellenmenge der Dichte 1 ist. Es wird also folgende Aussage bewiesen:

Satz 8 (Neukirch). Sei k ein globaler Korper, S eine Primstellenmenge von k der Dich-
te 1 und Gg die Galoisgruppe der maximalen auflerhalb S unverzweigten Erweiterung von k.
Sei ¢ 1 Gg — ' ein surjektiver Homomorphismus auf die endliche Gruppe I', d.h. ' =
Gal(K k) fir eine endliche, galoissche, auferhalb S unverzweigte Erweiterung Kl|k. Sei G
eine Gruppe, f : G — I ein surjektiver Homomorphismus, dessen Kern separabel, proauflos-
bar und von endlichem Exponenten n mit (n,#u(K)) = 1 ist (u(K) bezeichnet die Gruppe
der Einheitswurzeln in K). Fir G = Gs oder G = G, sei 7, F(Q,G) der Quotient der IT'-
Homomorphismen Homp(G,G) modulo Konjugation mit einem Element von ker(f : G — T)
und %F(Q,G)em die Untergruppe der Aquivalenzklassen surjektiver T'-Homomorphismen.
Gilt

[ 700(6.G) # 2.

p

dann ist die Abbildung

peT

surjektiv fiir jede endliche Teilmenge T < S.

Der Beweis lehnt sich sehr stark an den Beweis des Satzes von Neukirch in [?] Theorem 9.5.5
an. Zundchst brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 9. Sei S, = S. Ist der Kern A des Homomorphismus f : G - T' = Gal(K|k) ein
einfacher T'-Modul mit pA =0, pe N(S) = {ne N| pe S Vpn} und p{ #u(K), so gilt:

Fon(G5,G) # B = || #orr(Gn, G) # 3.
p

Beweis. Man betrachte das folgende kommutative Diagramm:

H2(Gs, A P H*(Gp, A)— P H?(Gy, A).
p

\ /”ES
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Hierbei bezeichnet ¢ die Projektion Gg — I' (beachte @i = 0 fiir p ¢ S, da H,(Gp, A) = 0).
Nach [?] Corollary 9.1.16 (iii) ist die linke waagrechte Abbildung injektiv, wenn es endliche
galoissche Erweiterungen k' < Q € kg gibt, so dass p1[Q : k'] und

pp € K und k(A) < K/,

pp < Q und cs(2|k)<S.
Hierbei bezeichnet cs(2|k) die Menge der total zerlegten Primstellen und k(A) die minimale

Erweiterung von k, so dass A ein trivialer Gg(k(A))-Modul ist. Setzt man Q = K () und &' =
K, so sind diese Voraussetzungen erfiillt.

Sei x € H%(T, A) die Klasse, die der Gruppenerweiterung

1-A—-G—->TI—->1

entspricht. Mithilfe von [?] Proposition 3.5.9 erhilt man folgende Aquivalenzen:

Homp(Gs,G) # & < ¢*(x) =0
< pp(r) =0 Vp
< H %Mr(gp,G) #* @
p

Im folgenden betrachten wir das Einbettungsproblem

A
1 A G
mit einfachem abelschen Kern A, so dass pA = 0.

Hauptlemma. Sei E — G ein surjektiver Homomorphismus mit proauflosbarem Kern von
endlichem Exponenten e € N(S) und n ein Vielfaches von ep. Sei T < S eine endliche
Primstellenmenge. Sein € N(S) mit (n, #u(K)) = 1 und S, = S. Ist [ [, Hornp(Gp, G) # O,
so existiert ein Element [¢] € A0 (Gs, G)epi mit den folgenden Eigenschaften:

(i) [¢] induziert gegebene Elemente (1] € Hwp(Gp, G) fiir alle Primstellen p e T.

(ii) Wenn p ¢ T in K|k unverzweigt ist, dann ist Hon(Gyp, E) # .

(i1i) Fiir den Korper N, der durch ¢ : Gg — G definiert wird, gilt (n, #p(N)) = 1.

Beweis. Ist T < T’ < S fiir eine endliche Primstellenmenge 7", dann gilt das Hauptlemma
fir T, wenn es fiir 7" gilt. Um das einzusehen wéhle man fiir jedes p € 7'\T ein Element [¢]
aus der nichtleeren Menge #2,,.1(Gp,G). Ist p € T'\T unverzweigt, nehme man an [¢,] €
Hom 1 (Gp, G) # . Exfiillt nun [¢] € A2,.1(Gs, G)epi die Bedingungen (i)-(iii) fiir 77, so
auch fiir T'. Tatséchlich ist (i) und (iii) trivialerweise erfiillt und (ii) folgt aus der Tatsache,
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dass Apoz (Gy, E) # & fiir unverzweigte p € T'\T', da wir fiir diese Primstellen unverzweigte
Elemente [¢,] ausgewéhlt haben. Aus diesem Grund kénnen wir annehmen, dass

Ram(Klk) u S, u Sy, € T,

wobei S, die Menge aller Primstellen ist, die n teilen und Ram(K|k) die Menge der Primstel-
len, die in K |k verzweigen. Hierbei beachte man, dass Ram(K|k) u S, U Sy, © S.

Als néichstes zeigen wir, dass es reicht, ein Element [¢/] € ,,..(Gs,G) mit den Eigenschaf-
ten (i)-(iii) zu finden, d.h. die Forderung nach der Surjektivitdt von [¢] kann fallen gelas-
sen werden. Sei q € S\T eine Primstelle, die in K|k vollstdndig zerlegt ist (diese existiert,
da 6(S\T') = 1), und sei a € A\{0}. Sei weiterhin 14 : Gg — (a) ein unverzweigter surjektiver
Homomorphismus auf die zyklische Gruppe (a) € G. Da q in K|k vollstindig zerlegt ist, gilt
©q(Gq) = {1}, und damit [¢q] € A2 (Gq, G). Sei T = T U {q} und [¢] € A4, (Gs,G)
mit den Eigenschaften (i)-(iii) fiir 7. Dann erfiillt [¢/] die Eigenschaften (i)-(iii) auch fiir T'
wie oben gezeigt. Aukerdem ist [¢] surjektiv, denn 1(Gq) < G ist konjugiert zu 14(Gy) = (@)
unter einem Element von A und somit gilt a € ¥(G;) < ¥(Gs). Darum ist A n 9 (Gs) ein
nichttrivialer T-Untermodul von A. Weil aber A einfach ist, folgt daraus A < ¥ (Gg) und
somit ist [¢] surjektiv.

Vor dem eigentlichen Beweis nehmen wir noch einen letzten Reduktionsschritt vor: Es reicht
die Existenz eines Elements [¢] € Z#,.-(Gs,G) zu zeigen, das nur die beiden Eigenschaften
(1) und (ii) erfiillt. Sei dazu ¢, eine primitive n-te Einheitswurzel und seien o1, ... o, Erzeuger
von Gal(K((,)|K). Es ist K(¢,) € kg, da S,, € S. Seien qy,...,q, € S\T verschiedene
Primstellen, die in K|k vollstdndig zerfallen und in K((,)|K unverzweigt sind, so dass

Stobg, = 03 1=1,...,7,
wobei 9; eine Primstelle von K iiber g; ist und Frobg, € Gal(K ((,)|K) der Frobeniusautomor-
phismus zu ;. Solche Primstellen g; existieren aus dem folgenden Grund: Da Gal(K ({,)|K)
abelsch ist, sind die {0;} Konjugationsklassen in Gal(K ((,)|K). Sei

Pr ¢y x({oi}) = {Primstellen p von K, unverzweigt in K ((,)|K, so dass Frob, = o4}

Dann gilt nach dem Cebotarevschen Dichtigkeitssatz

1
Ok (Pricnio (o) = Za e ym)

Da 0x ((S\T) ncs(Kk)) = 1 ist, gibt es unendlich viele Primstellen von & mit den gewiinsch-
ten Eigenschaften und wir konnen fiir jedes ¢ eine solche Primstelle g; auswéhlen, so dass
die q; paarweise verschieden sind. Dann ist ¢q, : Gg, — T fiir jedes i = 1,...,r der trivia-
le Homomorphismus, und der triviale Homomorphismus g, : G;, — G liefert ein Element
von Hom(Gq;y G). Sei T =T U {qq,...,q,} und sei [¢] € Z2,,.1(Gs, G) ein Element, das die
Eigenschaften (i) und (ii) fiir 7" erfiillt. Die gleiche Uberlegung wie am Anfang des Beweises
zeigt, dass [¢] die Eigenschaften (i) und (ii) auch fur 7" erfiillt. Wir zeigen nun, dass es dann
auch die Eigenschaft (iii) fiir 7" erfiillt. Die Einschrénkung von 1 auf G, ist der triviale Ho-
momorphismus, d.h. qi, ..., q, sind vollstdndig zerlegt im Korper Nk, der durch ¢ : Gg - G
definiert wird. Deshalb sind die Bilder der Automorphismen o; = §robg, unter der Surjek-
tion Gal(K((,)|K) — Gal(N n K((,)|K) trivial. Daraus folgt, dass N n K(¢,) = K, da
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die o; die Galoisgruppe von K ((,)|K) erzeugen. Sei d = (n,#u(N)) und sei {4 eine primi-
tive d-te Einheitswurzel. Dann ist (4 € N n K((,) = K, d.h. d|(n, #p(K)) = 1, und somit
gilt (n, #u(N)) =d = 1.

Wir kommen nun zum wesentlichen Schritt des Beweises. Laut Annahme ist [ [, #2.1(Gp, G)
nicht leer. Wegen Lemma ?7 ist somit auch #,,.(Gg, G) nicht leer. Sei [yo] € .1 (Gs, G).
Wir werden dieses Element um eine Kohomologieklasse x € H!(Gg, A) zu einem Element [1/]
abéndern, das den Bedingungen (i) und (ii) des Hauptlemmas geniigt. Sei Ny|k der Korper,
der durch v : Gg — G definiert wird. Die Erweiterung Ny| K ist abelsch, da ihre Galoisgruppe
isomorph zu einer Untergruppe von A ist, und enthalten in kg. Seien [¢1,] € A2, (Gp, G)
die Elemente, die fiir p € T vorgegeben sind. Seien py,...,p, € S\T die Primstellen au-
ferhalb T, fiir die 1o verzweigt. Da Ram(K|k) < T, sind die Primstellen p; unverzweigt
in K|k, d.h. die Homomorphismen ¢y, sind unverzweigt und kénnen daher zu unverzweigten
I'-Homomorphismen 1, : Gy, — G hochgehoben werden. Sei T* = T' U {p1,...,p,} und fiir
jedes p € T* sei y, € H'(G,, A) die Kohomologieklasse, die [¢g,] auf [¢1,] schickt, d.h.

[TﬁO,p]yp = [T/lep]-

Sei 2 = Ny((n), wobei ¢, eine primitive n-te Einheitswurzel sei. Weil S,, in S enthalten ist,
ist Q < kg. Sei K’ < Q der Fixkorper des zu p teilerfremden Teils Gal(Q|K)(p') der abelschen
Gruppe Gal(Q|K). Dann ist K'|K eine p-Erweiterung, und daher ist p, € K’, da p, ¢ K.
Deshalb sind die Voraussetzungen fiir Theorem 9.3.3 aus |?] erfiillt:

A ist einfach, pA =0, S 25, U Sy, pt[Q: K'], K' € Q< kg, so dass

(i) 1y & K', K(A) S K € K’

(ii) pp < Q2 (denn pln), Ram(Qk) < S, cs(Q]k)<S (denn §(S5) = 1).
Wir finden folglich ein Element x € H'(Gg, A) mit den Eigenschaften:

(a) zp =yp fiir pe T™

(b) ist p ¢ T™, so ist xp zyklisch und ist z, zusétzlich verzweigt, dann ist p voll zerlegt in .

Wir werden nun beweisen, dass das Element

[¥] = [Wo]” € Hwp(Gs, G)

die Bedingungen (i) und (ii) des Hauptlemmas erfiillt. Ist p € T', so gilt:

[¥p] = [Y0p]™ = [Yop]* = [P1,]-

Bedingung (i) ist also erfiillt. Sei p ¢ T unverzweigt in K|k. Wenn p € T*\T oder p ¢ S5,
dann ist [¢p] = [41p] unverzweigt und somit kann 1), zu einem G-Homomorphismus G, — £
hochgehoben werden, d.h. 2,.c(Gy, E) ist nicht leer. Sei nun p € S\T*. Wenn [t,] unver-
zweigt ist, dann ist #.,,.c(Gp, E) aus dem gleichen Grund wie oben nicht leer. Man nehme
also an, dass [¢p] = [¢op]™ verzweigt ist. Da [1g,] fiir p ¢ T™ unverzweigt ist, muss die
Kohomologieklasse x, verzweigen. Daher ist nach Eigenschaft (b) die Primstelle p in Q|k
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voll zerlegt, insbesondere ist sie also voll zerlegt in Ny|k und in k({,)|k. Der Homomorphis-
mus oy : Gp — G ist demnach trivial, d.h. No, = kp, und ¢, € kp. Da K, = ky, ist der
Galoismodul A ein trivialer Gy,-Modul, d.h.

ist ein Homomorphismus, der die Klasse [¢,] = [¢0,]"" reprisentiert. Es bleibt noch zu
zeigen, dass zp zu einem G-Homomorphismus G, — E hochgehoben werden kann. Weil x,
zyklisch ist, wird dadurch eine zyklische, verzweigte Erweiterung Ny|k, vom Grad p definiert
(beachte: A ist einfach mit pA = 0). Da S,, € T und somit p t p, ist diese Erweiterung zahm
verzweigt. Es ist also Ny = ky({/m) mit einem Primelement 7 von ky. Sei ¢ ein Erzeuger der
Gruppe

Gal(Nylky) = 2(Gp) = G

und sei ¢ ein Urbild von & in F unter der Projektion g : F — G. Da ¢ von der Ordnung p
ist, kann man o in einer p-Sylowgruppe FE, von E wihlen. Die Ordnung m von o ist also
eine p-Potenz und diese teilt n, da der Exponent e von ker(E — G) ein Teiler von n/p ist.
Weil ¢, € ky, sind die m-ten Einheitswurzeln in £, enthalten. Deshalb ist die Erweiterung M, =
ky( %/m)|ky zyklisch vom Grad m. Bildet man einen Erzeuger 7 von Gal(M,|k,) mit Bild &
in Gal(Ny|ky) auf o ab, erhilt man das folgende kommutative Diagramm:

Gp

]

l

E G.

Daher kann v, zu einem G-Homomorphismus G, — E hochgehoben werden und der Beweis
des Hauptlemmas ist abgeschlossen. O

Wir kénnen nun das Hauptlemma benutzen um Satz 77 zu beweisen:

Beweis von Satz ?7?7. Zunéchst iiberzeuge man sich davon, dass man ohne Einschriankung an-
nehmen kann, dass S, U Sy, < S. Dazu definiere man S’ = S U S, U Sy, und 77 =T U (5'\S),
und gebe in T"\T die triviale Erweiterung vor. Hat man eine globale, auferhalb S’ unver-
zweigte Losung des Einbettungsproblems gefunden, die die lokalen Vorgaben in T” erfiillt, so
ist sie auch unverzweigt auferhalb S und erfiillt die lokalen Vorgaben in 7'

Betrachte nun das Einbettungsproblem

1 H G

wobei I' = Gal(K|k) und der Kern H eine separable, proauflésbare Gruppe von endlichem
Exponenten n € N(.S) ist mit (n, #u(K)) = 1. Wir finden demnach eine absteigende Kette

HZH()DHlDHQDHgD...
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offener, normaler Untergruppen von H, so dass die Quotienten A; = H;_1/H; abelsch sind
und (), H; = {1}. Da T endlich ist, kann man annehmen, dass die H; normal in G sind
(ersetze H; durch (), p H). Dann sind die A; T-Moduln und durch ¢ : Gg — T' werden sie
zu Gg-Moduln. Indem man obige Kette durch eine maximale Verfeinerung ersetzt, kann man
auflerdem erreichen, dass die A; einfache Gg-Moduln sind.

Fiir jedes p € T geben wir nun ein Element [¢y] € ,.1(Gy, G) vor und wéhlen daraus
einen I'-Homomorphismus ¢, : G, — G aus. Wir wollen ein Element [¢] € Z2,.1(Gs, G)epi
konstruieren, so dass [¢|g,] = [t] fiir p € T. Wir setzen G; = G//H; und betrachten folgende
kommutative Diagramme mit exakten Zeilen

Gs Gp

| >

HC a—l.r G r

| />

H/H G~ T Gi—=T
| |

H/Hi > Gy 22T Gig —T.

Der Kern von 7; : G; — G;_1 ist der einfache Gg-Modul A;. Sei p;A; = 0 und n; = exp(H;).
Bezeichne die Verkniipfung von 9, und G' — G; mit vy ;.
Zunéachst beweisen wir folgende

Behauptung. Es existiert eine Folge von surjektiven I'-Homomorphismen ; : Gg — G; mit
den folgenden Eigenschaften:

(1) iy =m0y, ieN.

(2) [Yilg,] = [¥pi] in #oprr(Gp, Gi) fiir pe T

(3) Fiir den Korper K, der durch v; definiert wird, gilt (n, #u(K;)) = 1.
(

4) np %Gi(gmG) # J.

Beweis der Behauptung. Fir ¢ = 0 kann man Gy mit I' identifizieren und g = ¢ wahlen.
Die erste Bedingung ist leer, die zweite ist erfiillt, da ¢|g, = ¢, und die dritte und vierte
sind Voraussetzungen des Satzes 77, den wir beweisen wollen. Nehmen wir nun an, dass der
Homomorphismus ;1 : Gg — G;—1 schon konstruiert ist. Sei 7;—1; = T'uv Ram(K;_1|k), dann
ist T;—1 < S. Fiir jede Primstelle p € T;_;\T" konnen wir einen G;_i-Homomorphismus )y, :
Gy — G auswihlen, da nach Bedingung (4) die Menge [ [, 4., ,(Gp, G) nicht leer ist. Man
betrachte fiir p € T;_1 die Diagramme

Us Gy

Vp,i
lwi—l / lwi—lgp

A G —% Gy G —Gji1.
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Weil [y i] € Hma, ,(Gp, Gi), ist das rechte Diagramm kommutativ. Der Kern von 7; ist der
einfache G;_1-Modul A;, dessen Exponent p; ein Teiler von n ist. Da der Exponent n; von H;
auch n teilt, ist np; ein Vielfaches von n;p; und (np;, #u(K;—1)) = (n, #u(K;—1)) = 1 nach
Bedingung (3). Auferdem gilt nach Bedingung (4):

H %”Gi—1 (gp7 G) #*
p

und somit konnen wir das Hauptlemma auf die Situation anwenden (mit T;_ statt T, G — G;
statt £ — G) und 1;_1 statt ¢). Dieses liefert uns ein Element [¢;] € ., ,(Gs, Gi)epi
mit den Eigenschaften

(i> [wi’gp] = [wp,i] in %mci—l (gva2> fiir pe Ti—17
(i) ist p ¢ T;—1 unverzweigt in K|k, so ist Ana,(Gp, G) # &,

(iii) fiir den Korper K|k, der durch 1; definiert wird, gilt (n, #u(K;)) = 1.

Sei ¥; : Gg — G ein Représentant von [¢;]. Dann ist ); ein surjektiver I'~-Homomorphismus,
und wir werden zeigen, dass er den Bedingungen (1)-(4) der obigen Behauptung geniigt.

Bedingung (1) ist erfiillt, weil [¢;] € A, ,(Gs,Gi). Wegen Eigenschaft (i) sind die I'-
Homomorphismen ;|g, und ¢, ; konjugiert zueinander unter einem Element von

A; = Hi—l/Hi - I’I/I’IZ = ker(Gi —» F)

Deshalb gilt [¢|g,] = [¢p:] auch in 2, (Gp, G;) und somit ist Bedingung (2) erfiillt. Be-
dingung (3) gilt wegen (iii) und Bedingung (4) folgt schlieflich aus (ii) und aus der Tatsache,
dass [Yy] € Hwc,(Gp, G) fiir p € Tj_1. Dies beweist die Behauptung. O

Es ist G =1lim Gy, da (), H; = {1}. Deshalb definieren die surjektiven I'-Homomorphismen

Vi Gg — G; einen surjektiven I-Homomorphismus ¢ : Gg — G, das heifit ein Element
Vo Hpep(Gs, G)epi- Fiir jedes p € T ist [¢i]g,] = [Yps] in A1 (Gp, Gi). Es existieren also
Elemente @y ; € ker(G; — I') = H/H; so dass

Yilg, :&;Z‘lwp,iap,i 1=1,2,...
Seil
Api = {api € H/Hi|ap_,¢1¢p7iap,z‘ = ilg, }-

Da ayp; € Ap;, ist Ap; nicht leer und fiir ap; € Ay ; gilt:

mi(ap,i) " pi1mi(aps) = milay, { Ppiap)
= m; 0 Yilg,
= Yi_1|g,-

Deshalb induzieren die Projektionen 7; : G; — G;—1 Homomorphismen endlicher Mengen m, ; :
Api — Api—1. Diese Homomorphismen definieren ein projektives System und da A,; # &
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fir alle 7 € N, ist der projektive Limes Ay := lim A, ; € H auch nicht leer. Wir kénnen also

ein ap € A, auswéhlen. Fiir dieses gilt dann
Yilg, = ayjbpiap;  VieN,
wobei die Elemente ay; die Bilder von a, in H/H; sind. Wir erhalten
¢|9p = ap_1¢pap,

d.h. [¢]g,] = [¥p] in 251 (Gp, G). Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen. O
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Kapitel 4

Ein Kriterium fiir die Losbarkeit von
Einbettungsproblemen

In diesem Kapitel wird ein Kriterium von Neukirch fiir die Losbarkeit bestimmter Einbet-
tungsprobleme verallgemeinert, so dass es auch auf Einbettungsprobleme mit beschrankter
Verzweigung in einer Primstellenmenge der Dichte 1 anwendbar ist. Der Beweis ist angelehnt
an den Beweis des Kriteriums in [?] Satz 6.3. Zunéchst miissen wir dazu die Notation erklaren.

Gegeben sei ein Einbettungsproblem

g (4.1)

/
/
/
/,

1 A E G 1,

wobei G die absolute Galoisgruppe eines globalen Korpers k ist und der Kern A als endlich
und abelsch angenommen wird. Eine (homogene) lokale Vorgabe L ist nun ein (homogener)
Unterraum des Produktes [ [, #,.c(Gy, E) der Losungsrdume der induzierten lokalen Ein-
bettungsprobleme. Definiert man fiir eine Primstelle p von k den Raum #,.¢; (Gy, E) als den
Unterraum von #,,.¢(Gp, ) der Homomorphismen, die {iber der Galoisgruppe der maximal
unverzweigten Erweiterung von k, faktorisieren, so hat die lokale Vorgabe in unserem Fall die

Form

L=][{wly x [ | #n&5(Go B) x || Honc(Gy. B), (4.2)

peT pesS peS\T

wobei S eine Primstellenmenge von K der Dichte 1, T' < S eine endliche Primstellenmenge
und ¢, eine vorgegebene lokale Losung des Einbettungsproblems ist. Eine Losung des Einbet-
tungsproblems mit einer solchen lokalen Vorgabe liefert dann eine aufterhalb S unverzweigte
Korpererweiterung K |k, die das globale Einbettungsproblem 16st und zusétzlich fiir p € T
vorgegebene Komplettierungen besitzt. Nach [?], Proposition 3.5.11 kann man der lokalen
Vorgabe L eine Untergruppe A von ]:[p H 1(g,,, A) zuordnen, so dass L ein homogener prinzi-
paler Raum iiber A ist. Fiir obige lokale Vorgabe erhalten wir:

A= {0} x [ [ Hu(Gpo ) x [T H'(Gy, 4).

peT p¢S peS\T

Betrachten wir nun die Abbildung
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p(A) - HY(G, A) — [ [ H'(Gy, A)/A
p

und bezeichnen deren Kokern mit A(G, A, A). Besitzt das Einbettungsproblem (?7) eine globa-
le Losung, so ist jeder lokalen Vorgabe ein Element von A(G, A, A) zugeordnet, welches genau
dann verschwindet, wenn das Einbettungsproblem auch mit dieser lokaler Vorgabe l6sbar ist
(siche [?] Satz 2.4). Definiert man aufserdem

V(G, A, A) = ker(p(A))/ ker(p(0)),

so erhélt man aus dem globalen Dualitétssatz eine nichtausgeartete Paarung endlicher Grup-
pen (siehe |?] Theorem 4.4)

Ak, A, A) x V(k, A", AY) - Q/Z.

Dabei ist A = Hom(A, ;1) der zu A duale G-Modul und A+ das orthogonale Komplement
von A in [, H'(ky, A"). Das heift also, V(k, A’, At) ist das Pontryagin-Dual A(k, A, A)Y
von A(k,A,A). Schlieflich definieren wir fiir eine Primstelle p von k die Gruppe G;) =
Gal(ky(A’)|kp) und setzen

T(Gy, A') = ker(H'(Gy, A) — | | H' (o), A")),
oeG,

wobei (o) die von o € G; erzeugte Untergruppe bedeutet. Das folgende Lemma ist nun eine
Verallgemeinerung von Satz 6.2 in |?].

Lemma 10. Mit der lokalen Vorgabe (??) gilt:

V(k, A, AY) = ker(pl),/ ker(3),
wobet
cHY (G, A — HHl (G, A)

cHY (G A ]:[ H'(Gy, A') x [ [HY (G, A))/H ) (G, A)
peS\T pe¢S

und es gibt eine kanonische injektive Abbildung
V(k, A AT - [[T(G;, A).
peT
Beweis. Ist

A=TTH0p} x [ H' (ki A) x [ | Ha (i, A

peT peS\T pe¢S

t= HHl(kmA/ H {Op} x H o (Fp, A).

peT pesS\T pés

so wird
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Betrachten wir also die Abbildungen

o H'(kA) — J]H (kA
p

p/T : Hl(kaA/) - ]:[ Hl(kP’A,) x ]:[Hl(kPaA/)/H&r(k%A,)a
peS\T pe¢S
so ist V(k, A’, A1) = ker(p},)/ ker(p’). Wir erhalten nun ein exaktes kommutatives Diagramm
1
ker(ply) — H'(G', A") — [[HY(G}, &) x [ [H' (G, A)/HL (G, A
T s\r p¢S

1 1 / 1 / /
ker(plT)HH (k7A/ TT>S[\1[H kva !éjSH kP7A / (kP7A)

1 1 / 1 /

wobei K = k(A’) und S, T die Mengen der iiber S, T liegenden Primstellen von K sind. Nun
ist ker(p’T) = 0. Ist namlich G’ < G die absolute Galoisgruppe von K, so ist A’ ein trivialer G'-
Modul, und ein Element y € H!(K, A’) = Hom(G’, A") legt eine galoissche Erweiterung N|K
fest. Ist p/z(x) = 0, so sind alle Primstellen P € S\T von K voll zerlegt in N, d.h. esist N = K

und somit y = 0 nach dem Cebotarevschen Dichtigkeitssatz, denn §(S\T) = 1. Wir erhalten
also eine Bijektion ker(p’.) — ker(p/.), und ganz entsprechend eine Bijektion ker(p") — ker(p'),
so dass

V(k, A, At) = ker(7y)/ ker(7).

Wendet man das Schlangenlemma auf das Diagramm

1 1 HY(G") HY(G") 1
Lﬁ’ ip’T
1— HTHl(G/) HHHl(G;)H HS\THl(G;J) 1

x [pes Hur(G) x [Togs H'(G)/Hy (Gy)

an, so erhilt man die exakte Sequenz

1 — ker(p') — ker(pf) — H HHl (G, A).
T peES
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Es bleibt nur noch zu zeigen, dass das Bild von ker(p7,) schon in [ T'(G}, A’) liegt. Fiirp e T
ist also zu zeigen, dass

ker(p) — [ H' (o), A)

!
oeG,

die Nullabbildung ist, und fiir p ¢ .S, dass die Restriktion

ker(p) — Hy,(Gy, A)

trivial ist. Es gilt aber ganz allgemein: ker(p}) — H!((o), A’) ist fiir jedes o0 € G’ die
Nullabbildung. Nach dem Cebotarevschen Dichtigkeitssatz ist namlich jede zyklische Unter-
gruppe (o) von G’ eine Zerlegungsgruppe Gj fiir unendlich viele g € S\T', und die Abbil-
dung ker(pl) — H'((o), A’) ist wegen der Definition von ker(p’) die Nullabbildung. Damit
ist die Behauptung fiir p € T gezeigt, und fiir p ¢ S wissen wir nun, dass das Bild der Re-
striktion ker(py) — H'(G}, A') in T(G}, A') n Hy (G}, A') liegt. Um zu zeigen, dass diese
Gruppe trivial ist, wihle man einen Reprisentanten o € G;J des Frobeniusautomorphismus
und betrachte folgendes kommutative Diagramm

Hy, (G, AY)

T

HY(Gy/T, A') = HY(G), A')
H' ({0, A') — H' (o), A),

wobei (o) = ({o)1y)/1 ist. Die linke Restriktionsabbildung ist ein Isomorphismus, da oI, nach
Wahl von ¢ der Frobeniusautomorphismus der Primstelle p ist. Da auferdem die untere Infla-
tion injektiv ist, ist die Restriktion H'(G}, A") — H'({o), A') eingeschriéinkt auf Hy (G}, A)
injektiv. Fiir die Abbildung A : H'(G}, A) — HaeG;, H'({o), A") gilt demnach

ker(A) n HL (G, A') = {0)
und daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 11. Ist mit obigen Bezeichnungen F(G{,, A") = 0 fiir alle p € T, so hat jedes Ein-
bettungsproblem (??) mit lokaler Vorgabe der Form

L= H{[¢p]} X H Ao (Gp: B) % H Ao (G, E)
peT p¢S peS\T
eine Liosung, sofern es ohne lokale Vorgabe losbar ist.
Beweis. Ist T'(Gy,, A') = 0 fiir alle p € T', so ist nach Lemma ?? auch V(k, A", A+) = 0 und

somit

Ak, A N) = V(k, A AN = 0.
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Das Hindernis in A(k, A, A), das dem Einbettungsproblem mit obiger lokaler Vorgabe zuge-
ordnet ist, verschwindet also und das Einbettungsproblem ist mit lokaler Vorgabe losbar. [
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Kapitel 5

Der Satz von Henniart

In diesem Kapitel verwenden wir die Resultate der vorangegangenen Kapitel um eine Ver-
allgemeinerung des Satzes zu zeigen, den Henniart in seinem Artikel "Relévement global
d’extensions locales: quelques problémes de plongement” beweist (siehe [?]). Wir werden fol-
gende Aussage zeigen:

Satz 12. Sei F' ein total reeller algebraischer Zahlkdrper, v eine Primstelle von F dber der
Primzahl p und K = F,. Weiterhin sei eine endliche galoissche Erweiterung L|K gegeben
mit Galoisgruppe G = Gal(L|K) vom Ezponenten n. Sei S eine Primstellenmenge von F
der Dichte §(S) = 1, die die unendlichen Stellen und v enthalte. Auflerdem enthalte sie So
(die Primstellen tiber der Primzahl 2), falls 2|n. Sei Ty = {p1,...,pn} < S eine endliche
Primstellenmenge von F', die keine Primstellen diber 2 enthalte, auflerdem nicht v und keine
unendliche Primstelle. Fiir jedes p; € Ty sei eine endliche unverzweigte Erweiterung L;| K; tiber
dem lokalen Kérper K; = F,, gegeben und eine Einbettung ¢; : G; — G der Galoisgruppe G; =
Gal(L;|K;). Dann gilt:

(i) Ist p ungerade, so gibt es eine globale, auferhalb S unverzweigte, total reelle Erweite-
rung E|F, so dass folgendes gilt:

Gal(E|F) =G,
Ey, = L, wobei w die (einzige) Primstelle von E dber der Primstelle v von F' ist,
die lokalen Galoisgruppen Gal(E|F)y, fir p; € Ty sind konjugiert zu 1;(G;)

und definieren die lokalen Erweiterungen L;|K;.

(ii) Ist p = 2, so gibt es eine Kette quadratischer, aufSerhalb S unverzweigter Erweiterun-
gen ' = Fyc Fy < ... C F,, und Primstellen v", p; von F,. vom Grad 1 iber v bzw. p;,
so dass eine globale, auferhalb S unverzweigte, total reelle Erweiterung E|F, existiert
mit den Eigenschaften:

Gal(E|F,) = G,
E, = L, wobei w die (einzige) Primstelle von E iber der Primstelle v" von F) ist,
die lokalen Galoisgruppen Gal(E|Fy.)pr fiir p; € To sind konjugiert zu ;(G;)

und definieren die lokalen Erweiterungen L;| K.



24 5.1. VORBEREITENDE VEREINFACHUNGEN

5.1 Vorbereitende Vereinfachungen

Behauptung 5.1.1. Die Erweiterung L|K kann durch eine endliche galoissche Erweite-
rung L'|K mit L < L' ersetzt werden.

Beweis. Die unverzweigten Erweiterungen L;|K; fir K; = Fy,, p; € Ty sind gegeben durch
Homomorphismen Gy, /J,, — G = Gal(L|K), wobei J,, die Trégheitsgruppe beziiglich p;
bezeichnet. Um L|K zu vergrofern auf L'|K mit G’ = Gal(L/|K) muss man folgende Einbet-
tungsprobleme 16sen:

gpi/jpi
s

s
s
y

1 H G’ G 1.

Es ist aber Gy, /7, = 7. eine freie proendliche Gruppe, also ist jedes solche Einbettungsproblem
16sbar. Alle weiteren Voraussetzungen des Satzes bleiben unverindert. Hat man nun eine
Losung E|F (bzw. E|F, im Fall p = 2) fiir das erweiterte Problem gefunden, so ist EX|F
(bzw. Ef|F,) eine Losung des urspriinglichen Problems. O

Seien G; die Verzweigungsgruppen von G, I' := G/G1 und v := #I.

Behauptung 5.1.2. Der Kérper L kann so vergrifiert werden, dass T' = T'g x T'/Ty, wobei
Ty die Tragheitsgruppe von I' bezeichne.

Beweis. T'/T ist die Galoisgruppe der maximal unverzweigten Teilerweiterung 7’| K von L|K
und wird erzeugt vom Frobeniusautomorphismus ¢. I" ist genau dann ein semidirektes Produkt
von I'g mit I'/T'y, wenn die Sequenz

1->Tg—>T->T/Ty—1

zerfallt, d.h. wenn ein Urbild @ € I von ¢ existiert, das die gleiche Ordnung hat wie ¢. Dies ist
im Allgemeinen nicht der Fall, kann jedoch durch Vergrofern von L erreicht werden. Sei da-

L zu M|K die unverzweigte Erweiterung vom Grad n = ord(@) und L' = M L.
Dann ist G := Gal(L'|K) = G x 5 Gal(M|K), wobei G := Gal((M n L)|K).

G

1 G’ ist also die Untergruppe von G x Gal(M|K) der Paare von Automorphis-
v men, die auf M n L iibereinstimmen. Dann ist I'V := G'/G'| = T' x 5 Gal(M|K)
l'Jo G (denn MK ist unverzweigt). Der Frobeniusautomorphismus von I"/T{ =
el T [/To x g Gal(M|K) ist (¢, ¢nm) wobei ¢y der Frobeniusautomorphismus
F/‘F von M|K ist. Ein Lift von (¢, ¢n) nach IV ist (@, ¢ar). Die Automorphis-
W men (¢, par) und (@, par) haben beide die Ordnung n, denn sowohl @, als

K auch ¢ haben die Ordnung n und ¢ hat eine Ordnung, die n teilt.

O
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Behauptung 5.1.3. Es kann angenommen werden, dass G = G1 x T' (wobei I' = G/G1 ).

Beweis. Wir zeigen zunéchst per Induktion, dass man L so vergréfern kann, dass

G/GZ = G’l/G'Z x T

Daraus folgt dann die Behauptung, denn weil (), G; = {1} und G endlich ist, gibt es ein
ip € Nmit G;, = {1}. Fiir ¢ = 1 ist die Aussage trivial. Es sei nun G/G; = G1/G; xT', d.h. die
Sequenz

1-G1/G;i —> G/G; > T -1

besitze einen Schnitt s; : I' — Ci/GZ Sei I'; := s;(I"), also I' = T';, und sei fl das Urbild von
I'; in G. Dann ist G;11 € G; € I';. Wir miissen zeigen, dass die Sequenz

1— GI/GH—I i G/GZ'+1 —-I'—-1

zerfallt. Dazu reicht es zu zeigen, dass die Sequenz

1 - Gi/Giy1 — [;/Gis1 —» 1i/Gi =T — 1

zerfallt. G;/G;41 ist eine elementar abelsche p-Gruppe, denn der Homomorphismus

Gi/GiJrl — U(Z)/U(H_l) ~ )\
0Gipy >
TL

ist injektiv. Hierbei ist U die i-te Einseinheitengruppe, 77, € @y, eine Primelement und A der
Restklassenkorper von L. Da G;/Gj4+1 insbesondere abelsch ist, definiert die obige Sequenz
eine Klasse a; in H%(I', G;/G;41), und die Sequenz zerfillt genau dann, wenn oy trivial ist.
Sei P < T eine p-Sylowgruppe, dann ist die Restriktion

res : HX(T',G;/Giy1) — H*(P,G;/Giy1)

injektiv nach [?] Proposition 1.6.10, weil G;/G,11 eine p-Gruppe ist. Sei P, das Urbild von
P (aufgefasst als Untergruppe von I';) in G, dann ist die Klasse res «; gegeben durch die
Gruppenerweiterung N

1 - Gi/Giy1 — Pi/Giy1 — P — 1.

Aufgrund der Injektivitdt der obigen Restriktionsabbildung reicht es zu zeigen, dass diese
Sequenz zerféllt. Wir wissen, dass I' = TgxT'/T'g und p t #@y, denn Ty ist die Galoisgruppe von
V|T, wobei V' die maximal zahm verzweigte und 7' die maximal unverzweigte Teilerweiterung
von L|K bezeichnet. Deshalb wird P < I' unter der Projektion I' — I'/T'y isomorph auf eine
p-Sylowgruppe von I'/T'y abgebildet, und ist damit zyklisch (denn I'/T'y ist die Galoisgruppe
der maximal unverzweigten Teilerweiterung T'|K). Sei ¢ ein Erzeuger von P, @ € P, /Git1 ein
Urbild von ¢ und n = ord(y). Wir wollen nun wie in ?? zeigen, dass man L so vergrofern
kann, dass ¢’ und @’ (die entsprechenden Grofen im Oberkorper L) die gleiche Ordnung
haben. Sei dazu M|K eine unverzweigte Erweiterung vom Grad n und L' = M L. Dann ist
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G':= Gal(L'|K) = G x5 Gal(M|K)

mit G = Gal(M n L|K). Da M|K unverzweigt ist, sind die Tragheitsgruppe, und somit alle
Verzweigungsgruppen trivial und die Verzweigungsgruppen von L’ sind

GQZGZ Xé{l}%Gi.

Sei ¢p ein Erzeuger der p-Sylowgruppe von Gal(M|K), dann erzeugt (o, ¢p) eine p-Sylow-
gruppe P’ von I'" =T" x 5 Gal(M|K). Sei P/ analog zu P; definiert. Man erhilt eine Sequenz

1 — Gi/Giy — Pl/G - P —1

1

und (3, ¢p) € P;/Gi x& Gal(M|K) = P!/G;41 ist ein Lift von (¢, pp). Sowohl (¢, pp) als
auch (@, ¢p) haben die gleiche Ordnung n, d.h. die Sequenz

1—- G;/G;+1 —’JSZ'//G;H - P -1

zerfallt. Nach Konstruktion zerfallt die entsprechende Sequenz auch, wenn man erneut L’
durch das Kompositum mit einer unverzweigten Erweiterung ersetzt. O

5.2 Beweis der Behauptung fiir p ungerade

Behauptung 5.2.1. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass LI K
zahm verzweigt ist.

Beweis. Sei Gg = Gal(Fgs|F'). Wir suchen eine stetige Surjektion
V:Gs— G,

die trivial ist an den unendlichen Primstellen, und deren Einschriankung

Jp Gy > G
auf G, fir p € Ty U {v} die vorgegebenen lokalen Erweiterungen L|K beziehungsweise L;|K;
realisiert. Angenommen das Problem sei gelost, falls L| K zahm verzweigt ist, es gebe also eine
Surjektion

v:Gs — T =G/Gy,

die trivial sei an den unendlichen Primstellen, deren Einschrinkung auf G, die maximal zahm
verzweigte Teilerweiterung L |K von L|K definiere und an den Stellen p; € Ty die Erweite-
rungen LZ.G1 |K;. Sei M|F die Erweiterung, die durch 1 definiert ist, also I' = Gal(M|F). Wir
haben nun fiir das Einbettungsproblem
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eine eigentliche Losung zu finden mit lokaler Vorgabe in 7' = {v} u Ty U {p|oo}. Dazu wollen
wir den erweiterten Satz von Neukirch aus Kapitel 7?7 verwenden.

Sind die Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt, dann gibt es eine eigentliche Losung fiir obiges
Einbettungsproblem. Und zwar ist diese gegeben durch ein Urbild in 27, (Gs, G)epi von

([¢1]7 RN} [¢n]a [wv]a 1) R 1) € H yfmr(gpmG) X %ﬂr‘(gv70> X 1_[ %fér(g}J?G)a
=1

ploo

wobei 1; und v, die jeweiligen lokalen Erweiterungen beschreiben. In unserem Fall ist ker(f) =
(G1 eine endliche p-Gruppe, also auflésbar und von endlichem Exponenten. Dieser ist teiler-
fremd zu #u(M), da M nach Voraussetzung total reell ist und somit (M) = {+1} (beachte:
p ist ungerade). Des Weiteren zerféllt die Sequenz

1-G-G->T-—>1

und damit sind die lokalen Einbettungsprobleme

losbar (wéhle @Zw = $01y). Das wiederum ist dquivalent zu
[ #0r(G.G) # &.
p

Somit sind alle Voraussetzungen erfiillt und das Problem ist reduziert auf den Fall dass L|K
zahm verzweigt ist. O

Behauptung 5.2.2. Ohne Finschrinkung ist ' eine 2-Gruppe (und ein semidirektes Produkt
I'=TyxA mit A=T/I'g)

Beweis. Es ist I' = Ty x I'/Ty. Hierbei ist I'/Ty die Galoisgruppe der maximal unverzweigten
Teilerweiterung von L|K und somit zyklisch. Auch T’y ist zyklisch, denn

Ly — UOL) /UM (L) = \*,

wobei A den Restklassenkorper von L bezeichnet. Wir zerlegen nun die Tragheitsgruppe I'g
in ihren 2-priméren Anteil I'j und den Rest I'{;:

To=T} x Tl

und analog fiir I'/Ty = A:
A=A xA"

Die Gruppe A operiert auf I'j) via Konjugation und wir erhalten einen Homomorphismus
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A" — Aut(Ty) = Aut(Z/2"7) = 7.)2" 7 x 7./27.

Dieser ist jedoch trivial, weil #A’ ungerade ist. Also kommutieren A’ und I'j. Es folgt,
dass A'T{, normal in T ist, denn A'T{; kommutiert mit I' und fir 6” € A” gilt:

5//A/11/05//71 _ A/(sllré)(s//fl _ A/F6

Die letzte Gleichheit gilt, da 6"T')6"~t < §"Tx0"~! < Iy, und §"T'y6" ! ungerade Ordnung
hat. Da I’ = (I{; x I'j) x (A’ x A”), hat jedes g € I eine eindeutige Darstellung

g — 717115/5// ’Y/ = 1—\6’7” e Fg’(sl = A/75” e A”
und weil I'j und A’ kommutieren, gilt g = 7/6’+”6”. Wir haben also eine split-exakte Sequenz
1> ATy ->T - AT — 1
und daraus folgt I' = A'T( x A"T'}. Wir nehmen nun an, das Problem besitze eine Losung fiir

2-Gruppen. Fiir eine Losung des allgemeinen Problems miissen wir folgendes Einbettungspro-
blem 16sen:

Us
b 7 i
s P
%,/
1 A'TY, r AT —1.

Dafiir wenden wir wieder den obigen Satz von Neukirch an. Wir miissen zeigen, dass die
Voraussetzungen erfiillt sind: Die Gruppe A'TY ist auflosbar, denn I' ist ein Normalteiler von
AT} (fiir 8’ € A’ ist §'Tpd'~1 = T und hat ungerade Ordnung) und damit haben wir folgende
exakte Sequenz:

1->TH— ATy - A" — 1.

Der Exponent von AT ist trivialerweise endlich, da die Gruppe endlich ist und er ist aukerdem
ungerade und damit teilerfremd zu #u(M) = 2. Da die Sequenz

1—>A/F6—>F—>A”Fg—>1

zerféllt, haben die assoziierten lokalen Einbettungsprobleme eine Losung und das Produkt
[, oo Ay (Gw, G) ist nicht leer. Nach dem Satz von Neukirch hat das Einbettungsproblem
somit eine Losung und wir haben uns zuriickgezogen auf den Fall, dass G eine 2-Gruppe ist.
Auflerdem gilt nach Konstruktion weiterhin

AT} =T} x A,
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Behauptung 5.2.3. Sei T' = Ty u {v} U {p|o}. Ist L|K zahm verzweigt und G =T" eine 2-
Gruppe, so ist das Problem fir ungerade p lésbar.

Beweis. Nach dem erweiterten Satz von Grunwald-Wang (siehe Kapitel ?77) ist das Pro-
blem l6sbar fiir L'°|K, denn Gal(L'°|K) = T/Tg. Dazu muss gezeigt werden, dass wir
nicht im Spezialfall (k,#(I'/Ty), S, T) sind. Dieser tritt genau dann ein, wenn wir im Spe-
zialfall (k,#(I'/To), S\T), aber nicht im Spezialfall (k,#(I'/T), S u S2) sind. Dies ist nicht
der Fall, da alle Primstellen iiber 2 in S\T enthalten sind (falls 2|#(I"/T), ansonsten sind
wir sowieso nicht im Spezialfall). Die Primstellenmengen S\T und S u Sy unterscheiden sich
somit nur um Primstellen, die nicht tiber 2 liegen und die Spezialfille (k,#(T'/Ty), S\T)
und (k, #(I'/Ty), S U S2) sind dquivalent.

Wir miissen somit nur noch das Einbettungsproblem

Gs
~ 7/
v . pr
Ve

l—>Ty—>T o >T/Tyg——>1

s

mit vorgeschriebener Verzweigung in T’ 16sen. Ohne lokale Vorgabe hat das Problem eine
(nicht unbedingt eigentliche) Losung, da die obige Sequenz zerfillt (nehme Y =so ). Nach
Korollar 7?7 gibt es auch eine Losung mit lokalen Vorgaben in T = Ty u {v} U Sy, wenn
fiir alle Primstellen w € T die Gruppe I'(G,,,Ty) verschwindet. Diese ist wie folgt definiert:
Sei #I'y = 2" und I') = Hom(T'g, ptor). Die Gruppe G’ sei der Quotient von Gg modulo der
Untergruppe der Elemente, die trivial auf I'{; operieren. Dann ist

I'(G,,,Tp) := ker(res : H'(G,,,T) > [ [ H'((o),Tp)).

’
oeGl,

Ist w eine unendliche Primstelle, so ist G}, entweder trivial oder isomorph zu Z/2Z. Die
Restriktion
ves: H'(Gy,, Tg) — [ [ H'((0).Tp)

oel),

ist in diesem Fall injektiv, da G, zyklisch ist und es somit o € G, gibt mit (o) = G,

Betrachten wir nun die Primstelle v. Sei ¢ die Kardinalitdt des Restklassenkorpers A von L.
Die Abbildung

Iy = FO/Gl — U/U(l) = Hg—1
T
Y=
T
ist ein injektiver Homomorphismus von G,-Moduln. Folglich ist I'g = por und der duale G,-
Modul T, ist isomorph zu Z/2"Z. Da G, trivial auf I'{j operiert, ist G, = {1} und somit
G, Iy =o.

Betrachte nun p; € Tp. Es ist Iy = Hom(T'¢, por). Die Operation von G,, auf I'y faktorisiert
iiber Gal(L;|K;) und die Operation auf uor faktorisiert iiber Gal(K;(uor)|K;). Die Opera-
tion auf I', faktorisiert also iiber Gal(L;(uor)|K;). Da p; t 2, ist L;(por)|K; unverzweigt
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und somit ist Gal(L;(u2r)|K;) zyklisch und das gleiche gilt fiir Gy, da G}, ein Quotient
von Gal(L;(per)|K;) ist. Daraus folgt, dass auch in diesem Fall I'(G;,,I')) = 0 ist. Die Voraus-
setzungen fiir das Kriterium von Neukirch sind also erfiillt und die Behauptung bewiesen. [

Behauptung 5.2.4. Das Problem ist mit der folgenden zusdtzlichen Bedingung losbar: Sei
R|Q ein quadratischer Zahlkérper, der linear disjunkt ist zu F. Dann kann man die Losung
so wihlen, dass E linear disjunkt ist zu R.

Beweis. Sei v' € S\T eine endliche Primstelle, die nicht {iber 2 und nicht iiber p liegt, und
die trige ist in der quadratischen Erweiterung RF|F. Definiert man T} = Ty u {v'} und gibt
fir o' die triviale Erweiterung vor, so sind die Voraussetzungen des Satzes ?? auch fiir T}
statt Ty erfiillt. Wir erhalten eine total reelle Korpererweiterung E|F mit Galoisgruppe G,
die die lokalen Vorgaben in T erfiillt und zusétzlich in v’ total zerlegt ist. Da v’ in RF|F trége
ist, folgt daraus £ n RF' = F und folglich £ n R = Q, d.h. E und R sind linear disjunkt. [

5.3 Der Fall p =2

Behauptung 5.3.1. Sei G zyklisch. Wenn wir nicht im Spezialfall (F,#G,S,T) sind , so hat
das Problem (Satz 7?) eine Lésung. Andernfalls gibt es eine quadratische total reelle aufSer-
halb S unverzweigte Erweiterung F'|F, die in v und in Ty zerlegt ist, so dass das entsprechende
Problem 1iber F' losbar ist.

Beweis. Wenn wir nicht im Spezialfall (F, #G,S,T) sind, so existiert die Losung nach dem
Satz von Grunwald-Wang (siehe Kapitel ?7). Ansonsten wihle man eine aufserhalb S unver-
zweigte quadratische Erweiterung F'|F, die zerlegt ist in 7. Diese existiert wiederum nach
dem Satz von Grunwald-Wang. Es gibt nun zwei Primstellen von F’ iiber v; nenne diese v’
und v”. Dann ist F, = F, =~ K. Ebenso wihlen wir fiir jedes p; € Ty eine Primstelle p; von F”
tiber p;. Bezeichne T” die Menge S (F') U {v'} U {p}} und sei S’ = S(F”). Dann sind wir nicht
im Spezialfall (F', #G,S’,T"): Da wir im Spezialfall (F, #G,S,T) sind, gibt es eine Primstel-
le g€ (S uS)\(S\T) =T iiber 2, die in F(uer)|F unzerlegt ist, wobei 2" die Kardinalitét
des 2-priméren Anteils von G ist. Diese Primstelle kann nur v sein, denn alle andere Primstel-
len in T liegen nicht iiber 2. Angenommen wir sind im Spezialfall (F', #G, S'\T"), dann sind
alle Primstellen in S’\T” {iber 2 zerlegt in F’(uzr)|F’. Dann sind aber auch alle Primstellen
in §"U Sy =5 iiber 2 zerlegt in F'(uzr)|F, denn die einzige Primstelle iiber 2, die in T” liegt,
ist v" und diese kann nicht unzerlegt sein, da sonst auch v” € S’\T" unzerlegt wére. Folglich
sind wir im Spezialfall (F', #G, S’ U S3) und somit nicht im Spezialfall (F', #G,S',T7"). O

Behauptung 5.3.2. Das Problem hat eine Losung, wenn LIK zahm verzweigt ist.

Beweis. Da I'/T'y zyklisch ist, und der zyklische Fall bereits in ?? behandelt wurde, lasst sich
das Problem zuriickfithren auf das Einbettungsproblem

Gs
~
-

y
1 Ty r I'/Ty—>=1
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mit lokaler Vorgabe in T'. Beachte hierbei, dass G = I' ist, da L|K zahm verzweigt ist. Es gilt
nach Konstruktion I' = I'g x I'/T'y. Daher sind die lokalen Probleme lésbar, d.h.

[ | #00(Gu: G) = | | #(GusT) # B

Da Gg eine endliche zyklische Gruppe von ungerader Ordnung ist, ist expI'g endlich und
teilerfremd zu #u(F™ %) = 2 und T ist auflosbar. Nach dem Satz von Neukirch hat das
Einbettungsproblem eine eigentliche Losung. O

Nach diesen Vorbereitungen, kommen wir nun zum eigentlichen Teil des Beweises.

Lemma 13. Gegeben seien Untergruppen I < H < Gy, die normal in G sind, so dass
A = H/I ein nichttrivialer G/H-Modul vom Ezxponenten 2 ist und die Operation von G/H
auf A iber T' = G/Gy faktorisiert. Des weiteren sei ein Einbettungsproblem

Us

Ve
e Lzﬁ
Yy
1 A G/I G/H 1

gegeben mit den entsprechenden lokalen Vorgaben in T = Ty u {v} U Sy. Dann findet man eine
endliche Folge total reeller quadratischer Erweiterungen F' = Fo € F1 < ... © Fy., unverzweigt
auferhalb S, mit Primstellen v7, p] von F; diber v beziehungsweise p;, so dass 0 =, p) =p;
und v/ 1 beziehungsweise pg“ vom Grad eins iiber v/ beziehungsweise pg ist (d.h. (F}),; = K)
derart, dass das Finbettungsproblem

Gs(F,) = Gal(Fs|F,) (5.1)
et
1 A G/I= G/H 1

eine Losung mit vorgegebener Verzweigung in T, besitzt. Hierbei enthdlt T, die unendlichen
Primstellen, die Primstelle v" diber v und p; tiber p; € Tp.

Bevor wir Lemma ?? beweisen, zeigen wir dass das Hauptresultat (Satz ??7) im Fall p = 2 aus
Lemma 7?7 folgt.

Behauptung 5.3.3. Satz 77 ldsst sich auf Lemma 7?7 zuriickfihren.

Beweis. Um das allgemeine Problem in Satz 77 zu losen, geniigt es folgende Aussage zu
beweisen:

Sei I ein Normalteiler von G, der in G enthalten ist. Es existiert eine endliche Folge von

total reellen quadratischen Erweiterungen F' = Fy € Fy © ... € F, (1) mit Primstellen vl p?

; . . 141
Y=, p? = p; und v/ beziehungsweise pf

von [} iiber v beziehungsweise p;, so dass v
vom Grad eins iiber v/ beziehungsweise p] ist derart, dass eine galoissche total reelle und
aukerhalb S unverzweigte Erweiterung F(I)|F,.;) mit Galoisgruppe G/I existiert und ei-

ne Primstelle wy von E(I) iiber v"(), so dass E(I),, = L' und Primstellen B! von E(I)
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tiber pz(l), so dass E(])gr = LE.
Setzt man namlich I = {1}, so erhélt man gerade eine Losung des urspriinglichen Problems.

Dies wollen wir nun per Induktion iiber die Kardinalitit von G;/I zeigen. Fiir I = G wurde
die Aussage gerade in 77 gezeigt. Sei also I # (7 und sei H das Urbild in G der letzten
nichttrivialen Verzweigungsgruppe (G/I)™ von G/I. Dann ist I € H < Gy und H/I # {1}.
Auflerdem gilt

H/I = (G/I)™[(G/I)™ " — ),

wobei A der Restklassenkorper von L ist. Er hat also Charakteristik 2 und damit ist exp(H/I) =
2. G1/I operiert trivial auf H/I, denn

H/I — U™ jgm+) ~ )

und G /I operiert trivial auf dem Restklassenkorper A von L. Also faktorisiert die Operation
von G/H auf A = H/I iiber G/G;. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Aussage wahr, wenn
man I = H setzt. Wir miissen nun das Einbettungsproblem

gS(Fr(H))
T
~
1— A GJI G/H 1

mit lokalen Vorgaben in T).(z) = Soo(Fr(m)) U {v" ()} {pz(H)} losen. Somit haben wir uns
auf die Aussage von Lemma 77 zuriickgezogen. O

Im folgenden miissen wir nun daher nur noch Lemma 77 beweisen.

Sei P eine 2-Sylowgruppe von G/H und P ihr Urbild in G/I; wir haben also folgende Grup-
penerweiterung: N
1-A—>P—>P—1.

Weiter sei G = ¢~ 1(P) und F' der Fixkorper von G, das heift F' = Fg und G = Gal(Fs|F).
Wir wollen zuerst folgendes Einbettungsproblem mit vorgegebener Verzweigung in S 16sen:

G (5.2)

1 A p P 1.

Dies ist im Allgemeinen nicht moéglich, man muss gegebenenfalls F' durch eine Kette quadra-
tischer Erweiterungen ersetzen. Danach werden wir ausnutzen, dass der Index von P in @ /1
ungerade ist, um daraus eine Lésung fiir das Problem 77 und damit fiir das gesamte Problem
zu konstruieren. Wir werden das Einbettungsproblem (?7?) schrittweise 16sen. Dazu wéhlen
wir eine Filtrierung

A=A4A24,2...2A;,={0}

von A mit P-Moduln Aj;, so dass #A4;/Aj41 = 2 fiir alle j = 0,...,k — 1. (dies ist moglich,
da Z/27 der einzige einfache P-Modul vom Exponenten 2 ist) und beweisen per Induktion
folgende Behauptung:
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Behauptung 5.3.4. Fir alle j < k g¢ibt es eine Folge trivialer oder quadratischer, total
reeller, auflerhalb S unverzweigter Erweiterungen

F=FcFkc...ckF

und Primstellen v7, pg von I mit W =, p? = p; und v beziehungsweise pg“ zerlegt tiiber

vl beziehungsweise p], so dass das Einbettungsproblem

Gal(Fs|FF;) =: G,

-~
// ’L’[J
~

A

1 AJA; P/A; P 1

mit vorgegebener Verzweigung in Tj eine Losung besitzt. Hierbei ist T} = Tj(ﬁ’Fj)

Beweis. Fiir j = 0 gibt es nichts zu zeigen. Sei nun 1 < j < k. Betrachte das Einbettungs-
problem

Gj—1 (5.3)

11— Aj 1/A; P/A,; P/Aj , —=1

mit vorgegebener Verzweigung in Tj,l. Der vertikale Pfeil existiert nach Induktionsvoraus-
setzung. Das Problem ohne vorgegebene Verzweigung hat genau dann eine Losung, wenn die
Klasse y € H?(P/Aj_1,A;_1/A;), die der Gruppenerweiterung

1—- A 1/A; — ]B/Aj — ]B/Aj_l —1

entspricht, unter der Inflation

inf : H*(P/Aj 1, Aj1/A;) = H*(Gj-1,Aj-1/A;)

auf Null abgebildet wird. In diesem Fall setzen wir F; = F;_1. Ist dies nicht der Fall, sei v =

infg/ A= 7. Wir wollen eine quadratische Erweiterung F;|F;_; finden, so dass infg/ A= 5 =0.
-1 i

Wir werden dieses Problem zuerst lokal 16sen. Fiir eine Primstelle p von F F;_q erhalt man
aus der langen exakten Kohomologiesequenz zur kurzen exakten Sequenz

1227~ ((FE; 1)) —((FE 1)) -1

xT = T

~ — X
unter Beachtung von H'((Gj_1)p, (FFj_l)p ) = 0 nach Hilberts Satz 90 eine Injektion

X

H*((Gj—1)p, Z,/2Z) — H*((Gj—1)p, (FFj_1)y ) = Br((FFj_1)p).
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. . Gi1
Fiir w e Tj_q ist vy = resy’
j—1,w

Loésung. Wir bezeichnen fiir einen Zahlkorper £ mit &?(k) die Menge aller Primstellen von k
und setzen

v = 0, denn das lokale Problem hat nach Konstruktion eine

R={¥e Z(FFj_1)l # 0}
R={we P(F;_1)30e R mit @w)}.

Dann ist R < S, denn fiir unverzweigte Erweiterungen ist das lokale Einbettungsproblem
auf jeden Fall 16sbar. Auferdem ist R endlich (da nur endlich viele Primstellen verzweigen)
und R enthalt nicht 7;_;. Wir werden in 7?7 beweisen, dass fiir alle w € R eine quadratische
Erweiterung Fj,, von (Fj_1), existiert, so dass fiir alle Primstellen @ von F F;_q iiber w
die Erweiterung (ﬁF},l)ij,wKﬁFj,l)@ auch quadratisch ist. Dann findet man nach dem
Satz von Grunwald-Wang eine quadratische total reelle, aufterhalb S unverzweigte Erweite-
rung Fj|F;_1, die zerlegt ist in Tj_1, so dass (Fj)w = Fj fiir alle w € R. Weil fiir w € R
die Erweiterung (ﬁ’Fj_l)@Fj,w quadratisch iiber (ﬁFj_l)@ ist, hat (g})m Index 2 in (g~j_1)g,.
Hierbei ist éj = Gal(FS]}NWFj). Nach [?]| Corollary 7.1.4 kommutiert folgendes Diagramm:

Br((FFj—1)gFjw) — Q/Z

mu

Tres '[(ﬁFj—l)&Fj,w:(ﬁFj—l)ﬁ]ZQ

Br((FFj1)s) —— Q/Z.

nuv

Da ord(v) = 2, gilt somit fiir alle w € R:

res(lfFj Vi
F

- 5 =0.
( l[’j—l)aFj,w7

Fiir w ¢ R ist diese Restriktion trivial, da schon ~5 = 0. Die Restriktion ist also trivial an

jeder Primstelle und somit auch global, denn die folgende Abbildung ist injektiv nach |[?]
Korollar 9.1.10:

H*(G;,2/22) —» @D H*((G));.2/22).

peS(FFy)
Daher hat das Einbettungsproblem
_Gj
L
1——A;_1/A; P/A; P/A; 1 ——1

eine Losung. Diese realisiert aber noch nicht zwingend die vorgegebenen lokalen Erweiterungen
in T; = T;(F'Fj). Ob es auch eine Losung mit vorgegebener Verzweigung gibt, héngt ab von
der Surjektivitdt der Restriktion (siehe |?] Proposition 3.5.11)

res : H'(Gj, Aj1/A5) = [ | H'(Gjaws Ajm1/4y).

’LUGT]'
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Da A;j_1/A; = 7Z/27, miissen wir also folgende Abbildung untersuchen:

res : H'(G;,2/22) — | | H' (G}, Z/22).

'lL)ETj

Diese ist surjektiv nach [?] Theorem 9.2.3 (i). Setzt man nun die einzelnen Einbettungs-
schritte (??) zusammen, so erhélt man eine Losung mit vorgegebener Verzweigung fiir das
Einbettungsproblem

gj
s/

v ’ P

s
1—— A/A; P/A; P 1.
O
Setzt man nun j = k, erhédlt man eine Losung

% . QNk — f)

mit vorgeschriebener Verzweigung in T, fiir das Einbettungsproblem

G

1 A P P 1.

Diese wollen wir nun erweitern zu einer Losung des urspriinglichen Problems. Im folgenden
lassen wir die trivialen Erweiterungen in der Kette Fy € F} < ... € F} weg und betrachten
die Kette quadratischer Erweiterungen Fy € Fy < ... € F, mit r < k.

Behauptung 5.3.5. Das FEinbettungsproblem

1 A G/I= G/H 1
hat eine Lésung ohne vorgegebene Verzweigung.

Beweis. P ist eine 2-Sylowgruppe von G/H. Deshalb hat das Urbild G, = Gal(Fs|FF,)
ungeraden Index in Gg(F;). Die Restriktion

res : H(Gs(F,), A) — H*(G,, A)

ist somit injektiv, da exp A = 2 teilerfremd zu (Gg(F,) : G,) ist und cor ores = (Gg(F) : Gr).
Die Klasse v € H?(G,, A), die dem Einbettungsproblem
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1 A p P 1

zugeordnet ist, ist nach Konstruktion gleich res¥, wobei 7 € H?(Gs(F}.), A) dem Einbettungs-
problem

gS(Fr)

7
7
7
~

1 A G/I G/H—>1

entspricht. Wir haben gezeigt, dass v = resy = 0 und somit ¥ = 0. Das obige Einbettungs-
problem hat also eine Losung

o:Gs(F.) — G/I.
O
Behauptung 5.3.6. Es gibt eine Lisung mit vorgeschriebener Verzweigung in T, fir das

Einbettungsproblem

Gs(Fy) = Gal(Fs|F;)

//// lw

1 A G/IZ G/H

Beweis. Wir wissen schon, dass das Einbettungsproblem mit lokaler Vorgabe

eine Losung

F:G, > PcG/I
besitzt. Des weiteren haben wir eine Losung
o:Gs(F,) — G/I (5.4)

fiir das Einbettungsproblem ohne lokale Vorgaben.

gS(Fr)
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gefunden. Die Homomorphismen ¥ und ¢ definieren Aquivalenzklassen in 4, p(Gr, JSN) be-
ziehungsweise in #,,c/u(Gs(Fr),G/I). Nach Proposition 3.5.11 in [?] ist ,.p(Gr, P)
ein prinzipaler homogener Raum iiber H'(G,, A) (und analog fiir Gg(F,) usw.). Es gibt al-

s0 0 € HY(G,, A) mit

[7] = [o1g,1°-

Sei € = corg; (F )g, [0'] = [0]° und ¢’ € [0'] ein Reprisentant. Dann ist ¢’ eine weitere Losung
des Einbettungsproblems

€S<Fr)

Ve
Ve
e
4

1 A G/I G/H——1.

Wir wollen zeigen, dass ¢’ die lokalen Vorgaben erfiillt. Sei dazu w € T, und @ € ﬁ mit w|w.
Laut Annahme gibt es [7y] € A0/ (Grw, G/I) (gegeben durch die lokale Vorgabe in w),
so dass

[Tw|§r,ﬁ;] - [%|§r,7fj].
Wir definieren 6,, € H'(G,4», A) durch

[u] = [olg, .17

Auf QNT und somit insbesondere auch auf QNMT, gilt weiterhin

3l

W

Wir haben also

resgf’“’ bw = (8) 3.

Somit gilt

gr@ g’rw ~
€w = corg" ores ;" dw = (Grw : Gr.@)0w = Ouw,

w ~
T, W

denn (Gs(Fy) : g,,) ist ungerade und das gleiche gilt fiir (G, ,, : g,,’@), da letzterer ein Teiler
von ersterem Index ist. Auflerdem ist 26,, = 0, da A vom Index 2 ist. Daraus folgt dann fiir ¢’

[0'lg....] = [olg,.. 19 = [0]g,., )" = [0]g,., ] = [ru].
Der Homomorphismus o’ : Gg(F,) — G/I erfiillt also die lokalen Vorgaben. O

Fiir den Beweis von Behauptung 77 miissen wir noch folgende Aussage beweisen:

Behauptung 5.3.7. Sei w € S(F;_1)\Tj_1 eine endliche Primstelle von F;_1 =: M. Dann
gibt es eine quadratische Erweiterung N|M,y,, so dass fir alle Primstellen W|w von M := M F
iiber w auch die Erweiterung N Mg|Mg quadratisch ist.
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Beweis. Da P eine 2-Sylowgruppe von G/H ist, und G eine in G normale 2-Gruppe, gilt
G1 < P. Deshalb ist die Galoisgruppe der normalen Hiille von M |M ein Quotient von I' =
G/G1. Weiter sei M’ der Fixkorper von G1/H, also I' = Gal(M'|M). Sei I'y die 2-Sylowgruppe
von I', so dass I'y = Gal(M’|]\7). Wir haben also folgende Situation:

M M,
Gi/H (G1/H)g
M M,
I's (T2) N My
a/H (G/H)g quidraﬁséh/ 1
rN M Pur| (M) .
l
N
quidrati/sc;
Fiy=M (Fi 1) = My,

Da M'|M galoissch ist, sind die Vervollstandigungen M/, von M’ mit w’|w alle isomorph.
Sei 4" die Normgruppe N /‘Mw(M{U,X). Dann gilt fiir alle Primstellen @ von M iiber w

AuRerdem wissen wir, dass I' = T'g x I'/T'g mit 'y zyklisch von ungerader Ordnung und I'/T'y
zyklisch ist. Wenn nun D < T eine Untergruppe ist, und x : D — Q/Z ein Charakter der
Ordnung 2, so faktorisiert dieser iiber D/(D nT), weil #I'g ungerade ist. Aber D/D n Ty =
DTy/Ty € T'/T ist zyklisch, hat also hochstens einen Charakter der Ordnung 2. Wenden wir
diese Uberlegung nun auf die Zerlegungsgruppe I',y von T' an. Weil M}/ A =~ I'% wissen
wir, dass

Hom(M,, /A, Q/Z) = Hom(T'",y, Q/Z).

Also hat M /4" hochstens einen Charakter der Ordnung 2. M, hat aber mindestens 3
Charaktere der Ordnung 2, denn ist ¢ = 1* die Kardinalitéit des Restklassenkorpers von M, T
ein Primelement von M,,, d = [M,, : Q;] und py=(My) = pa, so gilt

M) = (1) X g1 x UV = Z x Z)(q — 1)Z x LJIZ x Z¢.
Ist [ ungerade, so besitzt Z x Z/(q — 1)Z mindestens drei Charaktere der Ordnung 2. Ist | = 2,
so ist a mindestens 1 und Z x Z/2°Z hat mindestens drei Charaktere der Ordnung 2. Diese
konnen nicht alle trivial auf .4 sein, da sie sonst Charaktere auf M, /.4 induzierten. Es gibt
also einen Charakter n von M, der auf .4 nicht trivial ist. Da

NMMMw(M@) o>,
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ist dann auch no N V| M nichttrivial fiir alle Primstellen @ von M iiber w. Sei N | M, die
quadratische Erweiterung, die dem Charakter n entspricht. Die induzierten Erweiterungen

N Mm]ﬁa entsprechen den Charakteren 1o N V| Mo Diese sind alle nicht trivial, also sind

die Erweiterungen N ]\7@|]\7@ quadratisch fiir alle w tiber w. O
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