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KAPITEL |

Rechnen mit Restklassen

§1 Teilbarkeit

In diesem Skript werden wir die folgenden Notationen verwenden:

s IN:={1,2,3,... } bezeichne die Menge der natiirlichen Zahlen,
n Ny := INU {0} bezeichne die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen.

Definition 1.1. Es seien a,b € Z. Die Zahl a heif$t ein Teiler von b (Notation: a|b), wenn ein q € Z
mit b = qa existiert. In diesem Fall nennt man die Zahl b auch ein Vielfaches von a.

Die folgende Bemerkung beinhaltet einige sehr einfache Eigenschaften der Teilbarkeit, die sich
unmittelbar aus der vorangegangenen Definition ergeben.

Proposition 1.2. Es seien a,b,c,d € Z. Dann gilt:

(@) Ausa |bunda|cfolgtal| (b+ c).
(b) Ausa | bfolgta | be.

(c) Ausa |bundb | cfolgta|c

(d) Ausa |cundb |d folgtab | cd.

Beweis. Zum Nachweis von (a) gelte a | b und a | c. Dann existieren q1,4» € Z mit b = qia,
¢ = qoa, somit ist b+ ¢ = (g1 + g2)a, d.h. a | (b + ¢). Fiir den Beweis von (b) setzen wir a | b
voraus, d.h. es existiert ein g € Z mit b = ga. Dann ist bc = gca, und somit gilt a | be. Zu (c)
bemerken wir, dass aus a | b und b | ¢ die Existenz von q1,q2 € Z mit b = q1a, c = g2b folgt,
und damit ¢ = gp414, was a | ¢ impliziert. Es verbleibt der Beweis von (d). Dazu gelte a | ¢ und
b | d. Dann existieren q1,q> € Z mit ¢ = qqa, d = qb, weswegen cd = g142ab und daraufhin
ab | cd folgt. O
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Der nichste Satz beschreibt ein Verfahren, das letztlich schon aus aus der Grundschule bekannt
sein diirfte - die Division mit Rest auf den ganzen Zahlen. Nichtsdestotrotz ist das Verfahren
unglaublich niitzlich, wir werden den Satz spéter in sehr vielen Beweisen anwenden.

Satz 1.3 (Division mit Rest). Es seien a,b € Z, b # 0. Dann gilt:
Es gibt eindeutig bestimmte Zahlen q,r € 7. mit

a=gb+rund 0<r<|b].
Die Zahl r heift der Rest, die Zahl q heif$t der ganzzahlige Quotient bei Division von a durch b.

Beweis. Wir zeigen zundchst die Existenz von ¢, r € Z mit obigen Eigenschaften. Dazu setzen
wir
R:={a—gb|§eZ} NNy CN,.

Offenbar ist R eine nichtleere Teilmenge von Ny, insbesondere besitzt R ein eindeutig bestimm-
tes kleinstes Element, welches wir im Folgenden mit r bezeichnen wollen. Es sei g diejenige
ganze Zahl mit a — qb = r, also mit a = gb + r. Wir behaupten, dass 0 < r < |b| ist. Angenom-
men, es gilt ¥ > |b|. Es ergibt sich

0<r—|b|=a—qb—sgn(b)b =a—(q+sgn(b))b <r,

€R

im Widerspruch zur Minimalitit von r.
Es verbleibt der Beweis der Eindeutigkeit. Seien dazu r, 7,4, § € Z mit
a=qb+r=4b+7 0<r7<]|b|
Wir erhalten (g — §)b = 7 —r, also b | (7 — r). Nach Voraussetzung ist |7 — r| < |b|, weswegen
sich# —r =0,d.h.r =7, und q = § ergibt. O
Definition 1.4. Es seien ay, . ..,a, € 7. Wir setzen
T(ay,...,an):={t€Z |t|ay,... t|ay}
=T(a1) N ... N T(ay).

T(ay,...,an) bezeichnet also die Menge der gemeinsamen Teiler von ay, . .., ay,.
Eine Zahl d € Z heifit ein grofiter gemeinsamer Teiler von ay, . . ., a,, wenn folgendes gilt:

(@) d >0,
(b) deT(m,..., an),
(c) Istt € T(ay,...,a,),dann gilt t | d.

Aus dieser Definition geht nicht direkt hervor, ob ein grofiter gemeinsamer Teiler tiberhaupt
existiert und inwieweit er eindeutig bestimmt ist. Nattirlich konnten wir fiir ay,...,a, € Z,
(a1,...,a,) # (0,...,0) den groiten gemeinsamer Teiler auch als das bzgl. ,,<” grofte Element
von T(ay,...,a,) festsetzen. Unsere Definition ist jedoch fiir die meisten Verwendungszwecke
tauglicher. Dafiir miissen wir fiir Existenz und Eindeutigkeit allerdings etwas Arbeit investie-
ren.
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Proposition 1.5. Es seien ay,...,a, € Z. Dann gilt: ay,...,a, besitzen hichstens einen grofSten
gemeinsamen Teiler.

Beweis. Seien dy,d, grofite gemeinsame Teiler von 4y, . . ., a,. Da d; ein gemeinsamer Teiler von
ai,...,a, ist, und d, ein groBter gemeinsamer Teiler von ay, . . ., a, ist, folgt nach 1.4(c): dy | d>.
Analog erhalten wir d, | d;. Somit existieren q1,q2 € Z mit dy = q1d1,d1 = qods. Es ergibt
sich d; = g291d;. Wir machen nun eine Fallunterscheidung. Ist d; # 0, so ist 4,41 = 1, also
q1 € {£1} und deshalb d; = +d;. Aufgrund von dy,d> > 0 (vgl. 1.4(a)) folgt do = dj. Ist
d1:0,folgtd2:q1-0:0. ]

Der Beweis zeigt insbesondere: Lasst man in Definition 1.4 die Bedingung (a) weg, so gibt es
hochstens zwei grofite gemeinsame Teiler von a4y, ..., a,; mit d wire dann stets auch —d ein
grofiter gemeinsamer Teiler von ay, ..., a,.

Die folgende einfache Bemerkung spielt eine Schliisselrolle in der Konstruktion eines grofiten
gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zahlen.

Proposition 1.6. Es seien a,b € Z. Dann gilt: Sind q,v € Z mit a = qb + r, dann ist
T(a,b) = T(b,r).

Beweis. Istt € T(a,b), dann folgt t | (a — qb) = r, also t € T(b,r). Umgekehrt ergibt sich aus
t e T(b,r),dasst | (qgb+r) = agilt und somitt € T(a,b). O

Sind a,b € IN, 0.E. a > b, so folgt aus der obigen Bemerkung, dass man durch Division mit
Rest, etwa in der Form a = gb+r mit0 < r < |b|, die Berechnung der Menge der gemeinsamen
Teiler T(a, b) auf die Berechnung der Menge der gemeinsamen Teiler T (b, r) zuriickfithren kann
- hierbei ist jetzt r kleiner als b und damit auch kleiner als a. Durch Iteration dieses Verfahrens
kann man die Berechnung von T(a, b) auf die Berechnung gemeinsamer Teilermengen immer
kleiner werdender Zahlen zuriickfiihren. Das ist die Grundidee des Euklidischen Algorithmus.

Satz 1.7 (Euklidischer Algorithmus). Es seien a > b € Z. Dann gilt:

(a) a,b besitzen einen eindeutig bestimmten grofiten gemeinsamen Teiler. Dieser wird mit ggT(a, b)
bezeichnet und der grofste gemeinsame Teiler von a und b genannt.

(b) ggT(a,b) kann mit dem Euklidischen Algorithmus bestimmt werden:
Ist b # 0, setze z1 == a, zp := |b| und erhalte z3,z4, . .. € o durch die Gleichungen

(G1) z1=quza+z3 mit 0<z3<z,
(GZ) 2y = (223 + 24 mit 0 <z <z3,
usw. Dieser Prozess bricht nach endlich vielen Schritten (etwa nach r Schritten) ab:

(Gr-1)  zZpe1 = Graazr+ 2 mit 0< 2,9 < 2z,
(GT’) Zy = qrZr+1 +0

und es gilt: ggT(a,b) = z,41.
Im Fall b = 0 ist ggT(a,b) = ggT(a,0) = |a|.
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(c) Esgibtu,v € Z mit
geT(a,b) = ua+ vb.

(, erweiterter Euklidischer Algorithmus®)

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall b = 0: Offenbar gilt |a| | a sowie |a| | 0. Ist t €
T(a,0) = T(a), so folgt t | |a|. Demnach ist |a]| ist ein groBter gemeinsamer Teiler von a und 0,
die Eindeutigkeit folgt aus 1.5. Aulerdem ist |a| = ggT(a,0) = sgn(a) -a+0-0, was in diesem
Spezialfall die Giiltigkeit der Aussage (c) impliziert.

Im Folgenden sei b # 0. Fiir die Folge der Reste gilt z, > z3 > z4 > ..., d.h. nach endlich
vielen Schritten, etwa nach r Schritten, stoppt das Verfahren. Die letzten beiden Gleichungen
sind dann von der Form

(Gr-1) Zr-1 = r-12Zr+2Zp41 mit 0 <z, g < 2
(Gr) Zy = rZr41 T+ 0

Wegen 1.6 ist

T(a, b]) = T(z1,22) © T(22,25)

Tz, 2001) B T(2741,0)

T(zr41) -

Esistz,.1 € T(zp41) = T(a,b). Istt € T(a,b) = T(zy+1), so folgt t | z,41. Nach Konstruktion
ist z,41 > 0. Wir haben damit nachgewiesen, dass z,.1 ist ein grofiter gemeinsamer Teiler von

a,b ist, die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich aus 1.5. Hiermit sind die Aussagen (a) und (b)
gezeigt, es verbleibt uns, Aussage (c) zu zeigen. Wegen

T(a,b)

lng
o

(Gr—Z) Zy—2 = Gr—2Zr-1+2Zr
(Gr—l) Zr—1 = qr—lzr+ggT(a/b)

ergibt sich

ggT(a,b) = z1—4—12r = Zr—1 — Gr—1(Zr—2 — Gr—22r-1)
= Ur_1Zy—1 +U,_12,—p mit geeigneten u,_1,v,_1 € Z.

Wir benutzen nun (G,_3), um z,_; iiber z,_3, z,_» auszudriicken usw. Aus (G;) erhalten wir
schlieSlich u, v, € Z mit

geT(a,b) = vpzp + upz1 = vVa|b| + usa.
Wir setzen u := uy, v := vy sgn(b), dann ist ggT(a,b) = ua + vb. O
Beispiel 1.8. Wir bestimmen mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus den ggT von 6930 und 1098:
6930 = 6-1098 + 342

1098 = 3-342+72
342 = 4-72+54
72 = 1-54418
54 3-18+0
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Wir erhalten ggT (6930, 1098) = 18. Das im obigen Beweis dafiir gegebene Arqument lautet hier
konkret (unter Verwendung von 1.6):
T(6930,1098) = T(1098,342) = T(342,72) = T(72,54) = T(54,18) = T(18,0)
T(18).
Dariiber hinaus ergibt sich
ggT(6930,1098) = 18=72—-1-54=72—(342—-4-72) =5-72—342
= 5-(1098 —3-342) —342 =5-1098 — 16 - 342

= 5.1098 — 16 - (6930 — 6 - 1098)
= (—16)-6930 + 101 - 1098.

Die lineare Kombinierbarkeit von ggT(a,b) aus a,b durch den erweiterten Euklidischen Al-
gorithmus ist eine sehr wichtige Eigenschaft des grofiten gemeinsamen Teilers, die man sehr
haufig in Beweisen benoétigt. Als Beispiel dafiir dient der Beweis der folgenden Proposition.

Proposition 1.9. Es seien a,b,c,d € Z mit ggT(a,b) = 1. Dann gilt:

(@) Ausa | bcfolgta|c
(b) Ausa | dundb | dfolgtab |d.

Beweis. Wir bemerken zunédchst, dass es wegen ggT(a,b) = 1 nach dem erweiterten Euklidi-
schen Algorithmus u, v € Z mit ua + vb = 1 gibt. Setzen wir a | bc voraus, so existiert ein g € Z
mit bc = ga. Es ist dann

c=c-1=c(ua+vb) = cua+ vbc = cua + vqa = a(cu + vq),

was a | ¢ und somit Aussage (a) impliziert. Gilta | d und b | d, dann gibt es g1,42 € Z mit
d = q1a,d = g2b. Wir erhalten

d=d-1=d(ua+ vb) = dua+ dvb = grbua + g1avb = ab(qou + q1v)
und deshalb ab | d, was den Beweis von Aussage (b) beendet. O
Nachdem wir den Spezialfall des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen abgehandelt ha-

ben, wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu. Dafiir ist es sehr niitzlich, sich mit Idealen
in Z zu beschiftigen.

Definition 1.10. Es sei a C Z. Dann heifit a ein Ideal in 7, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(@ 0€a
(b) Sind ay,a; € a, dannista; +ap € a

(c) Sinda € a,r € Z,dann ist ra € a.
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Die ndchste Proposition zeigt, dass Ideale in Z von einer einfachen Form sind.

Proposition 1.11. Es sei a ein Ideal in Z.. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes m € Ny, so dass
a=mZ:={mr|r €7}

ist.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Existenz eines m € INg mit a = mZ. Falls a = {0} ist, so ist

a = 0-Z, und wir sind fertig. Im folgenden sei a # {0}. Aufgrund von 1.10(c) folgt aus n € a

stets —n € a, insbesondere ist a N IN nichtleer und besitzt deshalb ein eindeutig bestimmtes

kleinstes Element m. Wir behaupten, dass a = mZ ist. Jedes Element aus mZ ist von der Form

rmmitr € Z. Wegen m € a folgt mit 1.10(c), dass rm € aist, es gilt also mZ C a.Seinun a € a.
Durch Division mit Rest erhalten wir q,7 € Z mita = qm +7r,0 < r < m. Wegen

r=a—qm=a+(—q)mea
€0 N —
ca

ergibt sich aus der Minimalitdt von m in a N IN, dass r = 0 ist. Deswegen ist a = gm € mZ, wir
haben damit die Inklusion a C mZ gezeigt.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit seien m,n € Ny mit mZ = nZ. Dann gilt n € mZ und
m € nZ, d.h. es existieren r,7 € Z mit n = mr, m = n¥. Dies liefert n = mr = n¥r. Fallsn = 0
ist, folgt m = 0-7 = 0. Falls n # O ist, so folgtr =7 = 1 oderr =7 = —1. Wegen m,n € INy
ergibt sich r = 1, denn andernfalls wire m = —n < 0. Wir erhalten m = n. O

Aus zwei Idealen in Z lasst sich auf einfache Weise ein weiteres Ideal erzeugen:

Definition 1.12. Es seien a, b Ideale in 7. Wir setzen
a+b:={a+blaca beb}.
und nennen a -+ b die Summe der Ideale a und b.

Proposition 1.13. Es seien a, b Ideale in Z. Dann gilt: a + b ist ein Ideal in Z..

Beweis. Aufgrund von0 =040,0 € a, 0 € bist 0in a + b enthalten.
Sind ¢1,¢2 € a+ b, dann existieren 41,4, € a,b1,b, € b, mitc; = a; + by, ¢ = a» + by, also ist

C1—|—C22(ll1—|—b1)—|—<ﬂ2—|—b2)I(ﬂ1+€l2)—|—(b1+b2) Ea+b.

ca cb

Istc € a4+ bundr € Z, dann gibt es Elemente a € a, b € b, sodass ¢ = a + b ist. Das liefert

rc=r(a+b)=ra+rbea+b.
ca cb
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Das folgende Beispiel legt nahe, dass ein sehr enger Zusammenhang zwischen Summen von
Idealen in Z und grofiten gemeinsamen Teilern besteht.

Beispiel 1.14. Es ist 27, + 37 = Z, denn:

1=ggT(2,3)=(-1)-2+1-3€2Z+3Z,
und fiiraller € Zistr =r-1 € 27 + 37Z.
Die obige Definition 1.12 und nachfolgende Bemerkung 1.13 verallgemeinern sich in nahe-
liegender Weise auf Summen von Idealen ay, ..., a, aus Z. Offenbar ist Summenbildung von
Idealen assoziativ. Wir erhalten mit dem folgenden Satz eine explizite Beschreibung von Sum-

men von Idealen aus Z und damit gleichzeitig die Existenz des grofiten gemeinsamen Teilers
ganzer Zahlen ay, ..., a,.

Satz 1.15. Es seien ay,...,a, € Z. Dann besitzen die Zahlen ay, . ..,a, einen eindeutig bestimmten
grofsten gemeinsamen Teiler. Dieser wird mit ggT(ay, ..., a,) bezeichnet. Es ist

mZ—+---+a,Z =ggl(ay,..., a,)Z.
Insbesondere gibt es uy, ..., u, € Zmit ggT(ay,...,a,) = u1ay + - - - + tnay.
Beweis. Nach 1.13 und 1.11 existiert eind € INg mitayZ + - - - + a,Z = dZ. Wir behaupten, dass
d ein grofiter gemeinsamer Teiler von ay, ..., a, ist. Seii € {1,...,n}. Aufgrund von
a=0-m+---+0-a, 1+1-a;+0-a;1+---+0-a, €EZ+---+a,7Z = dZ

folgt, dass es ein v; € Z mit a; = dr; gibt, d.h. d ist ein Teiler von a;. Das impliziert
d € T(ay,...,an). Seinunt € T(ay,...,a,). Wegend € dZ = a1Z + - -- + a,7Z existieren
U, ..., Uy € Zmitd = uja; + - - - + upa,. Aufgrund von t | ay,...,t | a, folgt dann f | d.

Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich aus 1.5. O

Der vorangegangene Beweis ldsst sich fiir ein direktes Rechenverfahren zur Bestimmung von
ggT(ay,...,a,) nicht verwenden. Allerdings zeigt eine genauere Betrachtung, dass der Eukli-
dische Algorithmus auch hier zum Ziel fiihrt:

Korollar 1.16. Es seien ay, ..., a, € Z. Dann gilt:

geT(ay,...,a,) = ggT(a,ggT(az, ..., a,)).

Insbesondere kann ggT(ay, ..., a,) durch sukzessives Anwenden des Euklidischen Algorithmus berech-
net werden.

Beweis. Anwendung von 1.15 liefert
geT(ar,...,an)2 = mZ+mZ+---+a,Z
= mZ+ggl(ay,...,an)Z
= ggT(m,ggT(ay, ..., a,))Z.
Die Behauptung ergibt sich aus der Eindeutigkeitsaussage in 1.11. O



9 Kapitel I. Rechnen mit Restklassen

§2 Primzahlen

Im folgenden Abschnitt werden uns mit einigen einfachen, aber fiir das Weitere sehr wichtigen
Eigenschaften von Primzahlen beschiftigen.

Definition 2.1. Ein natiirliche Zahl p > 1 heifit Primzahl, wenn T(p) = {=£1,+£p}, also
T(p) N IN = {1, p} ist. Die Menge der Primzahlen bezeichnen wir mit IP.

Proposition 2.2. Essei a € IN, a > 1. Dann ist der kleinste positive von 1 verschiedene Teiler von a
eine Primzahl.

Beweis. Wir setzen Ty := (T(a) NIN)\{1} ={t e N |t |a, t #1}. Wegena € T, ist T # &,
insbesondere hat T ein kleinstes Element p. Wir behaupten, dass p eine Primzahl ist. Sei dazu
t €N, t #1mitt | p. Aufgrund von p | a ergibt sich mit 1.2(c), dass t | a gilt, also t € T. Da
t | p insbesondere t < p nach sich zieht, folgt aus der Minimalitit von p in T, dass t = p ist
und damit die Primalitédt von p. O

Die nédchste Aussage war bereits in der Antike bekannt und findet sich etwa in Euklids ,Ele-
menten”.

Satz 2.3 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Wir nehmen an, dass es nur endlich viele Primzahlen py, ..., p, gibt. Wir setzen N :=

p1--...- pn+ 1. Insbesondere ist N > 1, nach 2.2 gibt es also eine Primzahl p mit p | N. Wegen
p € {pi,...,pn}folgtp | p1-...- pu. Somit erhalten wir p | (N —py-...-py) = 1, was ein
Widerspruch ist. O

Die nachfolgende Charakterisierung von Primzahlen ist sehr wichtig und in vielen Beweisen
tauglicher als die direkte Verwendung der Definition von Primzahlen.

Proposition 2.4. Es sei p € N\{1}. Dann sind dquivalent:

(i) p ist eine Primzahl.

(i) Aus p | abfiira,b € Z folgt stets p | a oder p | b.

Beweis. Wir zeigen zundchst die Implikation (i)==>(ii). Sei p eine Primzahl und a,b € Z mit
p | abund p 1 a. Dann ist ggT(p,a) = 1, und aus 1.9(a) erhalten wir p | b. Zum Nachweis der
Implikation (ii))==-(i) seia € N mita | p, d.h. es existiert ein b € Z mit p = ab. Aufgrund von
(ii) ergibt sich p | a oder p | b. AuBerdem gilta | p und b | p. Zusammengenommen erhalten
wir, dass eine der beiden Aussagen p | aund a | p bzw. p | b und b | p zutrifft. Dies impliziert
a = p oder b = p, und demzufolge a = 1 oder a = p. Also ist p eine Primzahl. ]

Als nédchstes werden wir zeigen, dass die Primzahlen in gewissem Sinne die ,Bausteine” der
nattirlichen Zahlen darstellen. Wichtig fiir den Beweis ist die gerade eben gezeigte Charakteri-
sierung von Primzahlen.
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Satz 2.5 (Primfaktorzerlegung). Es sei n € IN. Dann lisst sich die Zahl n bis auf die Reihenfolge der
Faktoren eindeutig als Produkt von Primzahlen schreiben.

Beweis. Wir zeigen die Aussage per Induktion nach n. Die Zahl n = 1 ist konventionsgemafs
das leere Produkt, n = 2 ist selbst Primzahl. Sei n > 2. Ist n eine Primzahl, dann haben wir
bereits eine Primfaktorzerlegung erreicht. Falls n keine Primzahl ist, so ist n = ab fiir geeignete
a,b € Nmit1 < a,b < n. Nach Induktionsvoraussetzung besitzen a, b eine Primfaktorzerle-
gung, das gilt dann aber auch fiir deren Produkt n = ab. Damit ist die Existenz einer Primfak-
torzerlegung gezeigt. Zum Nachweis der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung bis auf die
Reihenfolge der Faktoren sei

n:pl'...'pr:ql'...'qs
mit Primzahlen p1, ... p;, 41, . ., qs. Insbesondere gilt dann p; | g1 - .. . - gs. Weil p; eine Primzahl
ist, erhalten wir aus 2.4, dasseseini € {1,...,s} mit p; | g; gibt. Nach Umnummerieren kénnen
wir 0.E. annehmen, dass p; | g1 gilt. Da q; und p; Primzahlen sind, folgt p1 = g1. Durch Kiirzen
von p; erhalten wir aus der Ausgangsgleichung

P2 Pr=q2-...-qs <n

Aus der Induktionsvoraussetzung kdnnen wir nun folgern, dass r = s ist, und nach Vertau-
schen kénnen wir p, = g, ..., pr = g, erreichen. O

§3 Restklassenringe

Die nachfolgende Definition sollte aus der Vorlesung zur Linearen Algebra bekannt sein.

Definition 3.1. Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen + : R x R — R, - :
R x R — R, so dass gilt:

(@) (R, +) ist eine abelsche Gruppe
(b) (R, ") ist eine Halbgruppe (d. h. es gilt das Assoziativgesetz) mit neutralem Element.
(c) Es gelten die Distributivgesetze

(a+b)c=ac+bc, a(b+c) =ab+ac

fiirallea,b,c € R.

Das neutrale Element beziiglich ,+" bezeichnen wir mit 0, das neutrale Element beziiglich ,,-” be-
zeichnen wir mit 1. Der Ring heifst kommutativ, wenn die Multiplikation kommutativ ist, d.h. wenn
ab = ba fiir alle a,b € R gilt.

Die Verkniipfungen lassen wir im Folgenden aus der Notation heraus und schreiben kurz: , R
ist ein Ring” anstelle von ,, (R, +, -) ist ein Ring”. Ab jetzt betrachten wir nur noch kommutative
Ringe, d.h. der Ausdruck ,Ring” soll bis zum Ende des Skriptes stets fiir ,kommutativer Ring”
stehen.
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Beispiel 3.2. (a) Z bildet zusammen mit der iiblichen Addition und Multiplikation einen Ring.

(b) Zli] :=={a+0bi|a,be Z} C Cist mit der eingeschrinkten Addition und Multiplikation von C
ein Ring, der Ring der ganzen GaufSschen Zahlen.

(c) Ist R ein Ring, dann ist
RIX]:={a,X"+...+mX +ap | n € Ny,ag,...,a, € R}

zusammen mit der iiblichen Addition und Multiplikation von Polynomen ein Ring, der Poly-
nomring in einer Variablen iiber R.

Definition 3.3. Es sei R ein Ring und ,=" eine Aquivalenzrelation auf R. Dann heisst ,=" eine
Kongruenzrelation, wenn fiir a1,az,bq, by € R gilt:
Aus ay = ap und by = by folgt stets a1 + by = a + by und a1by = azb,.

Wir fiihren an dieser Stelle den Begriff des Ideals ein, den wir schon vom Ring der ganzen
Zahlen kennen.
Definition 3.4. Es sei R ein Ring und a C R. Dann heif$t a ein Ideal in R, wenn gilt:

(@ 0€a

(b) Sinda,b € a,dann ist aucha+b € a
(c) Sinda € a, r € R, dann ist auch ra € a.

Beispiel 3.5. Ideale im Ring Z. haben wir bereits kennengelernt. Diese sind von der Form nZ mit einem
eindeutig bestimmten n € Wy, vgl.1.11.

In der ndchsten Bemerkung sehen wir, dass Ideale in einem Ring R und Kongruenzrelationen
auf R in einem sehr engen Zusammenhang stehen.

Proposition 3.6. Es sei R ein Ring. Dann gilt:

(a) Ist , =" eine Kongruenzrelation auf R, dann ist
a:={ae€R|a=0}

ein Ideal in R, und es gilt
a=bsa—bea.
(b) Ist a C R ein Ideal und setzt man

Def
azbéa—bea,

/

dann ist ,=" eine Kongruenzrelation auf R und es gilt

a={aeR|a=0}.
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Die Aquivalenzklasse von b € R beziiglich ,=" ist in diesen Fiillen durch
b:=b+a:={b+alaca}
gegeben und heifSt auch die Restklasse von b modulo ,,=" bzw. modulo a.

p——

Beweis. Wir zeigen zunédchst Aussage (a). Sei dazu ,=" eine Kongruenzrelation auf R. Wir rech-
nen nach, dass a := {a € R | a = 0} die Eigenschaften eines Ideals aus 3.4 hat. Weil ,=" als
Aquivalenzrelation reflexiv ist, folgt 0 = 0 und deshalb 0 € a.Sind 4,b € a, dann gilta = 0 und
b = 0. Da ,=" eine Kongruenzrelation ist, erhalten wir 2 + b = 0 + 0 = 0 und aufgrunddessen
a+becalstacaundr € R,sogilta =0, und weil ,=" eine Kongruenzrelation ist, ergibt sich

ra=r-0=0,alsora € a. DamitistaeinIdealin Rundesista=b<a—-b=0&a—b € a.

Zum Beweis von (b) sei a ein Ideal in R, und wir setzen a = b I<):e)f a —b € a. Zundchst zeigen
wir, dass ,,=" eine Aquivalenzrelation ist. Zum Nachweis der Reflexivitit sei ¢ € R. Dann
ista—a = 0 € a, denn a ist ein Ideal. Wir erhalten 2 = a. Fiir den Beweis der Symmetrie
seien a,b € R mita = b. Wir finden a — b € a, was aufgrund der Idealeigenschaft von a auch
b—a = (—1)(a —b) € aliefert, also b = a. Die Transitivitit erkennen wir wie folgt: Sind
a,b,c € Rmita =bund b = c,so ergibtsicha —b € a, b — ¢ € a. Weil a ein Ideal ist, erhalten
wira —c = (a —b) + (b —c) € aund deshalb a = c. Somit ist ,=" eine Aquivalenzrelation.
Wir weisen nun noch die restlichen Eigenschaften einer Kongruenzrelation nach. Dazu seien
ai,az,by,bp € Rmita; = ap, by = by. Das impliziert a1 —a, € aund by — b, € a. Da a ein
Ideal ist, ergibt sich (a1 + b1) — (a2 + b2) = (a1 —az) + (b1 — b2) € a und aufgrunddessen
a1 + by = ap + by. Aulerdem erhalten wir by (a; — a;) € a sowie ap(by — by) € a. Das liefert
a1by — agby = by(a1 — az) + az(by — ba) € a, also a1by = apby. Wir haben somit gesehen, dass

—

,=" eine Kongruenzrelation auf R ist.

In diesen Fillen ist die Aquivalenzklasse eines Elementes b € R beztiglich ,=" durch

{xeR|x=b} = {xeR|x—beca}={xeR|Esgibteina € amitx —b =a}
= {b+alaca}
b+a
gegeben. O

Korollar 3.7. Ist , =" eine Kongruenzrelation auf 7., dann gibt es ein eindeutig bestimmtes n € Ny, so
dass gilt:
a=bsa-benZsn|(a—b).

Umgekehrt ist fiir jedes n € INo durch
azb?ze;a—benZ(:)n| (a—Db)

eine Kongruenzrelation auf 7. gegeben. Fiir a = b schreiben wir in diesem Fall a = b (mod n). Die
Aquivalenzklasse von a € 7. beziiglich ,= (mod n)” ist durch

a:=a+nZ={a+nr|reZ}

gegeben.
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Beweis. Die Behauptungen folgen direkt aus 3.6, da die Ideale in Z nach 1.11 von der Form nZ
mit n € INj sind. O

Beispiel 3.8. Fiira,b € Z ist
a=b (mod3)<a—-be3Z<3|(a-D).

Als Restklassen erhalten wir 0 = 37, 1 = 1+ 3Z, 2 = 2 + 37. Weitere, davon verschiedene Restklas-
sen erhalten wir nicht, denn es ist 3 :76, da3 =0 (mod3), 4 =1, —1 = 2 usw. Die Menge der
Restklassen modulo 3 ist also durch {0,1,2} gegeben.

Beispiel 3.9 (Dreierregel). Sei n € INg. Wir entwickeln n im Dezimalsystem:
n=a10"+---+a;-10+ag
mit0 < a; <9fiiri =0,...,ra, # 0. Esist 10 = 1 (mod 3). Da (mod 3) eine Kongru-

enzrelation ist, folgt 10> = 10-10 = 1-1 (mod 3), induktiv: 10 = 1 (mod 3) fiir i € No. Wir
erhalten

n=a10"+---+a-10+ay=a,-1+---+a-14+ap=a,+---+a;+a9 (mod 3).
Es folgt:
3|lnen=0 (mod3)<a +---4+ay=0 (mod3)< 3| (a+---+ap),
d.h. eine natiirliche Zahl ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

7

Proposition 3.10. Es sei R ein Ring, ,=" eine Kongruenzrelation auf R und a das nach 3.6 zu ,="
gehorige Ideal in R. R/ = bzw. R/ a bezeichne die Menge aller Restklassen beziiglich ,,=". Dann ist
R/a ein Ring beziiglich der wie folgt erklirten Verkniipfungen:

a+b:=a+b a-b:=a-b.

und heifst Restklassenring (,,R modulo a”).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Verkniipfungen wohldefiniert sind. Seien dazu a;,a, €
@, by, by € b.Dann ist a; = ap und by = by, und weil ,=" eine Kongruenzrelation ist, ergibt sich
a1+ by = ax + by und somit a; + by = ap + by. Analog folgt a1b1 = ayb, und deshalb a1 = asbs.
Addition und Multiplikation von Restklassen sind damit wohldefiniert. Die Ringeigenschaften
tibertragen sich von R auf R/a, da Addition und Multiplikation vertreterweise definiert sind.

O

Beispiel 3.11. Die Restklassenringe von Z sind nach 3.7 (bzw. 1.11) durch 7./ nZ mit n € N gegeben.
Explizit sehen diese wie folgt aus:

wmn=0:Esist Z/0Z = Z, denn fiira € Zista+0-Z = {a} (hierbei identifizieren wir Z mit

{{a} | a € Z}).
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m n = 1: Esist Z/7Z = 0 der Nullring (hier sind Eins- und Nullelement gleich), denn fiir a € Z
ista+72=7=0+7.

wn > 1:Esist Z/nZ = {0,1,...,n — 1}, denn fiir jedes a € Z existieren q,r € Z, 0 < r <
n—lmita:qn—kr,alsoﬁi: gn+r=qn+7="7.Fira,beZmit0<ab<n-1,a#b
ista £ b(mod n),d. h.a # b.

Beispiel 3.12. Fiir die Ringe Z./3Z und Z./4Z erhalten wir die folgenden Verkniipfungstafeln:

3 012

3 5000

Z/3L: 0 710 1 2
1 5102 1

L5133 01323
30T 23 3100 00
7/47: 111230 110123
512301 51030 32
3130712 310331

Im Ring 7./37Z. besitzt jede von 0 verschiedene Restklasse ein Inverses beziiglich der Multiplikation,
withrend das im Ring 7./47. nicht gilt. Dariiber hinaus treten im Falle des Ringes 7./47Z. sogenannte
Nullteiler auf: Es ist 2 -2 = 0, obwohl 2 # 0 ist. Damit werden wir uns im nichsten Abschnitt
griindlicher beschiiftigen.

§4 Prime Restklassen und der Satz von Euler-Fermat

Wir wiederholen zu Beginn des Abschnittes zunéchst einige Begriffe, die bereits aus der Linea-
ren Algebra bekannt sein sollten.

Definition 4.1. Es sei R ein Ring. Ein Element x € R heifit ein Nullteiler, wenneseiny € R, y # 0
mit xy = 0 gibt. Der Ring R heifst nullteilerfrei, wenn R # 0 ist und 0 der einzige Nullteiler in R ist.

Beispiel 4.2. (vgl. 3.12)

» Nullteiler in Z./37. : 0, also ist Z./3Z. nullteilerfrei.
» Nullteiler in 7Z./47.: 0,2 (denn: 2 - 2 = 0), also ist Z./AZ nicht nullteilerfrei.

Definition 4.3. Es sei R ein Ring. Ein Element x € R heifit eine Einheit, wenn es ein y € R mit
xy =1 gibt.

Beispiel 4.4. (vgl. 3.12)

e Einheitenin 2./37 : 1,2



15 Kapitel I. Rechnen mit Restklassen

e Einheiten in 7./47. : 1,3

Proposition 4.5. Es sei R ein Ring. Dann gilt:

(@) R* := {x € R | x ist eine Einheit} ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Multiplikation, die
sogenannte Einheitengruppe von R. Insbesondere gibt es fiir jedes x € R* genau ein y € R*
mit xy = 1. Dieses Element bezeichnen wir mit x~' und nennen es das (multiplikativ) Inverse
ZU X.

(b) Ist x € R*, dann ist x kein Nullteiler.

(c) Falls R endlich ist, dann gilt auch die Umkehrung von (b): Ist x € R kein Nullteiler, dann ist x
eine Einheit.

Insbesondere gilt im Fall R = Z/nZ, n € N, fiir X € R, dass X genau dann eine Einheit ist, wenn X
kein Nullteiler ist. Die Einheiten im Ring 7./ nZ. nennt man prime Restklassen modulo n, die Gruppe
(Z/nZ)* dementsprechend die Gruppe der primen Restklassen modulo n.

Beweis. (a) Sind a,b € R*, dann ist auch ab € R*, denn in diesem Fall existieren ¢,d € R
mit ac = 1, bd = 1, weswegen (ab)(cd) = (ac)(bd) = 1 folgt. Das Assoziativgesetz und
die Kommutativitdt folgen aus den entsprechenden Eigenschaften der Multiplikation in R, das
neutrale Element ist durch 1 gegeben, was wegen 1-1 = 1in R* liegt. Ista € R*, dann existiert
nach Definition ein b € R mit ab = 1. Das impliziert ba = 1 und deshalb ist b € R*. Wir haben
damit gezeigt, dass R* eine abelsche Gruppe beztiglich der Multiplikation ist. Daraus folgt
insbesondere die Eindeutigkeit des Inversen.

(b) Wir betrachten zundchst den Fall R # 0. Sei x € R* und y € R mit xy = 0. Wir erhalten
y= x_lxy = 0, also ist x kein Nullteiler. Im Fall R = 0 ist das Element 0 eine Einheit, aber kein
Nullteiler.

(c) Wir setzen nun R als endlich voraus. Sei x € R kein Nullteiler. Wir betrachten die Abbildung
T: R — R, a — xa. Die Abbildung 7 ist injektiv, denn aus 7(a) = T(b) folgt xa = xb, also x(a —
b) = 0. Weil x kein Nullteiler ist, folgt a — b = 0 und somit a = b. Als injektive Selbstabbildung
der endlichen Menge R ist T auch surjektiv, insbesondere existiert ein y € R mit 7(y) = 1, was
xy = 1 und deshalb x € R* impliziert. O

Definition 4.6. Ein Ring R heifit ein Kérper, wenn R* = R~ {0} ist.
An dieser Stelle sei angemerkt, dass der Nullring R = 0 nach Definition offenbar kein Korper
ist.
Beispiel 4.7. (vgl. 4.4) 7./ 37Z. ist ein Korper, Z./4Z. ist kein Korper.
Satz 4.8. Es sei n € IN. Dann sind dquivalent:
(i) n ist eine Primzahl.

(ii) Z/nZ ist ein Korper.
(iii) Z/nZ ist nullteilerfrei.
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Fiir Primzahlen p schreiben wir auch F, = Z/pZ.

Beweis. (i)=>(ii): Sei n eine Primzahl, @ € Z/nZ, a # 0. Zu zeigen ista € (Z/nZ)*, d.h. es
existiert ein b € Z/nZ mit ab = 1. Wegen @ # 0 folgt n { a. Da n eine Primzahl ist, erhalten
wir ggT(n,a) = 1. Aufgrund des erweiterten Euklidischen Algorithmus 1.7(c) gibt es u,v € Z
mit un + va = 1. Das impliziert un + 2 = 1, also @ - @ = 1. Wir setzen b := 7 und erhalten die
Behauptung.

(ii)==(iii): Sei Z/nZ ein Korper. Damit ist Z/nZ # 0 und (Z/nZ)* = 7Z./nZ ~ {0}. Wegen
4.5(b) ist dann 0 der einzige Nullteiler in Z/nZ, d.h. Z/nZ ist nullteilerfrei.

(iif)==(i): Diese Implikation zeigen wir indirekt. Sei n keine Primzahl. Falls n = 1, dann ist
Z/nZ = 0, also nicht nullteilerfrei. Falls n > 1 ist, dann gibtes a,b € Nmit1 < a,b < n,
so dass n = ab gilt. Es ergibt sich 0 =7 =ab = abmitab # 0, also sind 7, b Nullteiler,
insbesondere ist Z /nZ nicht nullteilerfrei. O

Der Beweis der Implikation (i)==>(ii) hat gezeigt, dass man fiir eine Primzahl p Inverse in
(Z/pZ)* durch den erweiterten Euklidischen Algorithmus bestimmen kann. Es sei ferner an-
gemerkt, dass es fiir Primzahlen p auch fiir r > 1 Koérper mit p” Elementen gibt. Diese sind aber
von Z/ p"Z verschieden, denn das sind nach 4.8 keine Korper.

Wir greifen die Idee aus dem obigen Beweis der Implikation (i)==>(ii) nochmal auf und ver-
wenden diese, um die Einheiten im Ring Z/n’Z zu charakterisieren.

Proposition 4.9. Essei n € IN, a € Z/nZ. Dann sind dquivalent:

() @ € (Z/nZ)*
(ii) ggT(a,n) =1

Beweis. (i)==>(ii): Sei @ € (Z/nZ)*. Dann existiert ein b € (Z/nZ)* mit ab = 1. Aufgrund-
dessen gibt es ein k € Z mitab = 1+ kn. Sei d € Z mit d|a, d|n. Es folgt d|(ab — kn) = 1 und
deshalb ggT(a,n) = 1.

(ii)==(i): Sei ggT(a,n) = 1. Dann gibt es nach 1.7(c) Zahlen u,v € Z mit au +vn = 1. Wir
erhaltena-u =1,d.h.a € (Z/nZ)*. O

Der Beweis hat gezeigt, dass Inverse in (Z/nZ)* durch den erweiterten Euklidischen Algo-
rithmus bestimmt werden kénnen.

Korollar 4.10. Essei a € Z, n € IN. Dann sind dquivalent:

(i) Die Kongruenz ax =1 (mod n) besitzt eine Losung in 7.

(i) ggT(a,n) =1

Beweis. Die Kongruenz ax = 1 (mod n) entspricht der Gleichung @ - ¥ = 1 in Z/nZ, welche
genau dann losbar ist, wenn X eine Einheit in Z /nZ ist. ]
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Beispiel 4.11. Gesucht ist eine Losung der Kongruenz
3x=1 (mod 37)

Esist ggT(3,37) =1 = (—12)-3+37,also1 = —12-3 = 253, d.h. x = 25 ist eine Lisung der
Kongruenz. Die Menge L aller Losungen ist gegeben durch L = 25 + 37Z.

Proposition 4.12. Es seien a,b € Z, n € IN. Dann sind dquivalent:

(i) Die Kongruenz ax = b (mod n) besitzt eine Losung in Z.

(i) ggT(a,n)lb.

Beweis. (i)=-(ii): Sei x € Z mitax = b (mod n). Dann existiert ein k € Z mit ax = b + kn, also
mit b = ax — kn. Wegen ggT(a, n)|a und ggT(a, n)|n folgt ggT(a, n)|b.
(i))==-(i): Es gelte ggT(a, n)|b. Aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus 1.7(c) folgt die
Existenz von u,v € Z mit

ua+on = ggT(a,n).

Durch Multiplikation mit der nach Voraussetzung ganzen Zahl m erhalten wir

b b

ua +on =,
ggT(a,n) — ggT(an)
was die Kongruenz
bu
a-————=b (modn
ggT(a,m) ( )
und damit die Behauptung nach sich zieht. O

Beispiel 4.13. (a) Die Kongruenz 15x = 7 (mod 21) hat wegen ggT(15,21) = 3 1 7 keine Lo-
sung.

(b) Gesucht ist eine Losung der Kongruenz 15x = 6 (mod 21). Es ist ggT(15,21) = 3|6, d.h. die
Kongruenz ist osbar. Der erweiterte Euklidische Algorithmus liefert

geT(15,21) =3 =3-15+ (—2) - 21.
Wie im obigen Beweis ergibt sich daraus
6=6-15+(—4)-21=15-6 (mod 21),
d.h. x = 6 ist eine Losung der Kongruenz.

Definition 4.14. Es sei G eine endliche Gruppe. Die Ordnung von G (Notation: |G|) ist definiert als
die Anzahl der Elemente von G.

Fiir die Anzahl der Elemente einer beliebigen Menge M werden wir im Unterschied dazu die
Notation #M € INg U {oco} verwenden.
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Definition 4.15. Die Abbildung
p:IN — NN,
no— \(Z/nZ)Xh:g#{a €Ny |0<a<nund ggl(an)=1}
heifst die Eulersche ¢-Funktion.
Beispiel 4.16. (a) Esist (Z/6Z)* = {1,5}, also ist ¢(6) = 2.
(b) Sei p eine Primzahl. Dann ist 7./ pZ nach 4.8 ein Korper, d.h.

o(p) =(2/p2)"| =#(Z/pZ) —1=p—1.

Proposition 4.17. Es sei p eine Primzahl und n € IN. Dann gilt:
o(p") =p"(p—1).

Beweis. Es gibt genau p"~! Zahlen a mit 0 < a < p", die nicht teilerfremd zu p" sind, namlich:
0-p,1-p,2-p,...,(p" 1 —1) - p. Wir erhalten ¢(p") = p" — p" 1 = p" 1(p—1). O

Im Folgenden werden wir ofters abstrakte Gruppen betrachten. Hierbei werden wir die Ver-
kniipfung stets multiplikativ schreiben und das neutrale Element mit 1 bezeichnen (sofern
nicht anders angegeben).

Proposition 4.18. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und g € G. Dann gilt:

g|G|:1.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung 7, : G — G, x +— gx. Diese ist injektiv, denn aus Ty(x) =
T, (y) fiir x,y € G folgt gx = gy und somit g~ 'gx = g~ 'gy, d.h. x = y. Die Abbildung T ist
auch surjektiv, denn fiir y € G gilt 7,(¢"'y) = g¢~ 'y = y. Also ist T, bijektiv, und weil die
Gruppe G endlich und abelsch ist, ergibt sich

Hx:HTg(x):ng:g‘G‘Hx,

xeG xeG xeG xeG

woraus /¢! = 1 folgt. O

Die obige Aussage gilt im tibrigen fiir jede endliche Gruppe (iiblicherweise lernt man das in
der Algebra-Vorlesung).

Satz 4.19 (Satz von Euler-Fermat). Essein € Nunda € (Z/nZ)*. Dann gilt:
790 — 1.

Beweis. Nach Definition ist ¢(n) = |(Z/nZ)*|. Die Behauptung folgt direkt aus 4.18, ange-
wendet auf G = (Z/nZ)*. O
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Beispiel 4.20. Esist 3 = 10 (mod 17), denn:
31 =3207) =1 (mod 17),

also folgt
39 =3%.3=27.1=10 (mod 17).

Korollar 4.21 (Kleiner Satz von Fermat). Es sei p eine Primzahl. Dann gilt:

(a) Fiir jedesa € F; ist a1 =1.
(b) Fiir jedesa € F, ist a? = a.

Beweis. (a) Es ist ¢(p) = p — 1 nach 4.16, die Behauptung ergibt sich direkt aus dem Satz von
Euler-Fermat 4.19.

(b) Ista € FX, dannist @' = Tund deshalb @’ = a-a’~! =a-1 = a. Fiir @ = 0 ist ebenfalls
=0 =0=u O

§5 Die Struktur der primen Restklassengruppen

Beispiel 5.1. Es ist (Z/5Z)* = {1,2,3,4}. Es gilt: 1 = T), 2 = il, 3 = §3, 4 = 22, d.h. jedes
Element von (Z./5Z.)* lisst sich als 2" mit einem n € 7 schreiben. Man sagt dann auch, dass die
Gruppe (Z./5Z.)* zyklisch ist und vom Element 2 erzeugt wird.

In diesem Abschnitt werden wir beweisen, dass die Gruppen (Z/p"Z)* fiir jede ungerade
Primzahl p zyklisch sind. Dafiir miissen wir zunédchst etwas mehr iiber zyklische Gruppen
lernen.

Zyklische Gruppen

Definition 5.2. Eine Gruppe G heifst zyklisch, wenn ein g € G existiert, so dass

G={s8"[nez}t=(g
ist. In diesem Fall schreiben wir G = ( g) und g heifSt ein Erzeuger von G.

a+b b+a

= ghte = ghet.
Beispiel 5.3. (a) Esist (Z/5Z)* = (2) (vgl. Bsp. 5.1), insbesondere ist (Z./5Z.)* zyklisch.

(b) Esist (Z/8Z)* = {1,3,5,7}. Wir bestimmen (g) fiir alle ¢ € (7Z/8Z)*. Offensichtlich ist
(1) = {1}. Wegen 3 =Tist (3) = {1,3} (denn: 3 =3-3 =3,...,3 ' =3,da3-3=1,
etc.). Analog ergibt sich (5) = {1,5}, (7) = {1,7}, da 5° =7 = 1. Somit ist (Z./8Z)* nicht
zyklisch.

Jede zyklische Gruppe ist offenbar abelsch, denn fiir a,b € Z ist g"¢" = ¢
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(c) Wir betrachten die additive Gruppe Z. Es ist ZZ = {n-1| n € Z} = (1). Man beachte,
dass die Verkniipfung durch ,+"gegeben ist, so dass g" im Sinne der obigen Definition hier als
g+ -+g fallsn € Ny ist, bzw. als (—g) + - - - + (—g), falls —n € Ny ist, zu verstehen ist.
—_——

n—mal (—n)—mal
Also ist Z zyklisch.

(d) Wir betrachten die additive Gruppe Z./mZ = {0,1,...,m —1}. Fiir jedes Element a €
{0,...,m—1}ista=1+---+1 € (1), woraus folgt, dass 7./ mZ. zyklisch ist.
N——
a—mal
Definition 5.4. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und ¢ € G. Die Ordnung von g ist definiert

als
ord(g) :=min{n € N | ¢" =1}.

Aufgrund von 4.18 ist g/6l = 1, deswegen ist ord(g) wohldefiniert, und es gilt stets ord(g) <
|G-
Beispiel 5.5. Es sei G = (7Z/5Z)*. Fiir die Ordnungen der Elemente 2 bzw. 4 erhalten wir

=1

w ord(2) =4, denn:2° = g
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w ord(4) =2, denn: 4 = ?
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Proposition 5.6. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann sind dquivalent:

(i) G ist zyklisch.
(ii) Es gibtein g € G mit ord(g) = |G].

In diesem Fall ist jedes Element § € G mit ord(g) = |G| ein Erzeuger von G, und fiir jeden Erzeuger
g von G gilt ord(g) = |G]|.

Beweis. (i)==(ii): Sei G zyklisch. Dann existiert ein ¢ € G mit G = (g) = {¢* | k € Z}. Wir
behaupten, dass ord(g) = |G| gilt. Wir setzen n := ord(g). Ist k € Z, dann gibtes q,7 € Z,
0 < r < nmitk = gn +r, insbesondere ist ¢¢ = ¢1"*" = (¢")1¢" = ¢". Fiir r1, 7, € Z mit
0<r <rn < nistg" # g7, sonst wire ¢">"" = 1 im Widerspruch zur Minimalitit von
ord(g). Es ergibt sich G = (g) = {¢% ¢',...,¢" !} und deshalb |G| = n = ord(g).

(ii))==(i): Sei ¢ € G mit ord(g) = |G| =: n. Wie im Beweis der Implikation (i)==-(ii) erhalten
wir (¢) = {g°% ¢%,...,¢" 1}, also |{g)| = n = |G| und somit (g) = G, d.h. G ist zyklisch. O

Der Beweis hat insbesondere gezeigt: (¢) = {1,g,...g°d&) 1},

Proposition 5.7. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und m € 7. Dann sind dquivalent:

(i) ord(g)|m.
(i) ¢" = 1.
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Beweis. (i)==-(ii): Es gelte ord(g)|m. Dann ist m = gord(g) fiir ein ¢ € Z, und wir erhalten
g = (g5 = 1.

(i))==(i): Es sei g™ = 1. Wir schreiben m = qord(g) +r mitgq,r € Z,0 < r < ord(g). Es
ergibt sich 1 = ¢" = (g°d(8))7¢" = ¢". Aus der Minimalit4t von ord(g) erhalten wir r = 0, was
ord(g)|m impliziert. O

Korollar 5.8. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und g € G. Dann gilt: ord(g)| |G|.

Beweis. Das ergibt sich direkt aus 5.7 unter Beachtung von gl¢! = 1 (vgl. 4.18). O

Definition 5.9. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Der Exponent von G ist definiert als
exp(G) :=min{n € N | ¢" =1 fiiralle g € G}.

Beispiel 5.10. (a) Es ist exp((Z/5Z)*) = 4, denn es ist a* = 1 fiir allea € (7Z/5Z)*, und
ord(2) = 4.

(b) Esist exp((Z/8Z)*) = 2, denn ord(3) = ord(5) = ord(7) = 2.

Proposition 5.11. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gilt:

(@) exp(G)] |G|
(b) exp(G) = kgV{ord(g) | g € G}.

Beweis. (a) Wir schreiben |G| = gexp(G) +rmit0 < r < exp(G), g € Z. Dann erhalten wir fiir
alle g € G:

1 =gl6l = (g2P(©))1gm = ¢".

Aufgrund der Minimalitit von exp(G) ist r = 0, was exp(G)| |G| impliziert.

(b) Wir rechnen nach, dass exp(G) die definierenden Eigenschaften von kgV{ord(g) | g € G}
erfiillt (vgl. Ubungen). Zunichst einmal ist exp(G) ein gemeinsames Vielfaches aller Ordnun-
gen von Elementen von G, denn fiir ¢ € G gilt g®P(®) = 1, was nach 5.7 ord(g)| exp(G) im-
pliziert. Sei nun m € Z mit ord(g)|m fiir alle ¢ € G. Wir behaupten, dass dann exp(G)|m gilt.
Dazu schreiben wir m = gexp(G) +r mitgq,r € Z,0 < r < exp(G). Wegen ord(g)|m gilt fiir
alleg € G:

1=g" = (gP9)ig" = ¢,

was wegen der Minimalitdt von exp(G) zur Folge hat, dass r = 0 ist, was unsere Behauptung
impliziert. O

Fiir das Weitere benotigen wir noch einige Begriffe aus der Gruppentheorie, die bereits aus der
Linearen Algebra bekannt sein sollten. Wir stellen diese der Vollstandigkeit halber im Folgen-
den zusammen.

Definition 5.12. Es seien G, H Gruppen und ¢ : G — H eine Abbildung. Die Abbildung 1 heifst ein
(Gruppen-)Homomorphismus, wenn fiir alle Elemente a,b € G gilt, dass {(ab) = ¢(a)p(b) ist. ¢
heifst ein (Gruppen-)Isomorphismus, wenn 1 ein bijektiver Homomorphismus ist.
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Beispiel 5.13. Sei K ein Korper. Dann ist det : GL,(K) — K* ein Homomorphismus, denn
det(AB) = det(A) det(B) fiir alle A, B € GL,(K).

Proposition 5.14. Es seinen G, H Gruppen und 1 : G — H ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) o ist genau dann injektiv, wenn Kern(y) :={g € G | ¢(g) =1} = {1} ist.
(b) Ist ¢ ein Isomorphismus, dann ist =1 : H — G ebenfalls ein Isomorphismus.

Existiert ein Isomorphismus zwischen G und H, nennen wir G und H isomorph (Notation: G = H).

Beweis. (a) Wir bemerken zunidchst, dass (1) = ¢(1-1) = ¢(1)y(1) ist, woraus (1) = 1
folgt. Sei nun ¢ injektiv und ¢ € Kern(y). Es ergibt sich ¢(g) = 1 = (1), was we-
gen der Injektivitdt von ¢ impliziert, dass ¢ = 1 ist, d.h. Kern(y) = {1}. Zum Beweis
der Umkehrung sei Kern(y) = {1}, und es seien g1,¢» € G mit ¢(g1) = P(g2). Wegen

1= 9(1) = 9(g28 ") = P(g2)p(g;") folgt Y(g,') = P(g2)~". Wir erhalten ¢(g18;,') =

$(81)9(85 ") = 9(81)1(82) "' = 1 und deswegen g1g," € Kern(yp) = {1}. Das ergibt g1 = g
und damit die Injektivitat von ¢.

(b) Aufgrund der Bijektivitdt von i existiert 1y~ und ist bijektiv. Wir miissen zeigen, dass ¢!
ein Homomorphismus ist. Dazu seien hy, hy € H. Wir setzen g1 := ¢~ (h1), g2 := ¢! (hy). Es
ergibt sich ¢(g182) = ¥(81)¥(g2) = Mhz, also ' (hh2) = g182 = ¢~ ' (h1)yp ™" (h2). O
Der néchste Satz liefert eine Klassifikation zyklischer Gruppen bis auf Isomorphie.

Satz 5.15. Es sei G eine zyklische Gruppe. Dann gilt:

~ ) Z falls G unendlich,
-\ %/|G|Z falls G endlich.

Beweis. Wir setzen n := |G|, falls G endlich ist, und n := 0, falls G unendlich ist. Sei ¢ € G ein
Erzeuger von G. Wir definieren

Y:Z/nZ — G,a—g"

Wir werden zeigen, dass i ein Isomorphismus ist, woraus sich dann die Behauptung ergibt.
Zunichst zeigen wir, dass 1 wohldefiniert ist. Seien ay,a, € a. Es folgt a; —ax € nZ, also
existiert ein k € Z mit a; — a» = nk, und wir erhalten

m—ay _ gk _ (¢!Shk  falls G endlich _
g 8 0 1,
g

sonst
also g¢" = ¢™. 1 ist ein Homomorphismus, denn fiir a,b € Z/nZ ist
p@+b) =pla+b) =g =" = p(@y(®).

Als néchstes zeigen wir, dass ¥ injektiv, d.h. Kern(y) = {0} ist. Sei @ € Z/nZ mit y(a) =
¢" = 1. Falls G endlich ist, dann folgt n = |G| 20 ord(g)|a nach 5.7. Damit ist 2 = 0. Ist G
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unendlich, so nehmen wir an, dass a # 0 ist. Wir konnen dann o0.E. 2 > 0 annehmen, denn
g% = 1ist dquivalent zu g~ = 1. Aus ¢” = 1 folgt dann wie im Beweis zu 5.6, dass () =
{1,g,...,8" 1} ist. Wegen G = (g) ist das ein Widerspruch zur Unendlichkeit von G. Also
ist 2 = 0, und damit ist ¢ injektiv. Die Abbildung 1 ist surjektiv, denn falls G endlich ist, ist
G=1{1g...,8"'} = $(Z/nZ), und falls G unendlich ist, so ist G = {¢* | k € Z} = ¢(Z).
Somit ist ¢ ein Isomorphismus. ]

Beispiel 5.16. In Beispiel 5.1 haben wir Qesehen, dass (Z/5Z)* zyklisch ist. Wegen 5.15 ist
(Z/5Z.)* = 7./47Z. Explizit ist ein Isomorphismus durch

a

V:7/47 — (Z/52)", a2
gegeben, also 1(0) = =1 p(1) = 2' =32, P¥(2) = Py ¥(3) = 2 =3.

Satz 5.17. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann sind dquivalent:

(i) G ist zyklisch.
(ii) exp(G) = [GI.

Beweis. (i)==-(ii): Sei G zyklisch. Aufgrund von 5.11 gilt exp(G) | |G|. Sei g € G ein Erzeuger
von G. Dann folgt

|G| 2 ord(g)| kgV{ord(3) | § € G} = exp(G)

und deshalb exp(G) = |G].

(ii)=(i): Wir setzen n := exp(G) = |G| und schreiben n = pi' - ... p;" mit paarweise verschie-
denen Primzahlen py, ..., p;, sowie ey, ..., e, € IN. Im ersten Beweisschritt zeigen wir, dass es
fiir jedes i € {1,...,r} ein Element g; € G mit ord(g;) = p{’ gibt. Sei dazui € {1,...,r} fixiert.
Falls p!" { ord(g) fiir alle g € G gilt, dann folgt

pi' tkgV{iord(g) | g € G} = exp(G) =1,
was ein Widerspruch ist. Also gibt es ein §; € G mit p;’| ord(§;). Wir setzen

ord(g;)
o

- !

gi=8; "

Es ergibt sich ¢/ = §"9@) — 1 und deshalb ord | p wegen 5.7. Wire ord(g;) < p, etwa
g 8i 8 8i)IP; g 8 P;

1

ord(g;) = p{ mit f < e;, dann wére

ord(3;)
f ei—f
Pi = P
1 = gll = gl ! ,

was aufgrund von 0:72.7(%) < ord(g;) ein Widerspruch ist. Deshalb ist ord(g;) = p;’. Im zweiten

Beweisschritt zeigen wir, dass g:=g1-...- g ein Erzeuger von G ist, d.h. dass ord(g) = |G| =
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n ist. Wir nehmen an, dass ord(g) =: d < n ist. Aufgrund von 5.7 ergibt sich d|n. Wegend < n
gibteseinj e {1,...,r} mit d]plj, insbesondere folgt ¢"/ = 1. Es ist dann

n

e o . . ei|n . E _ . Pj _
Fiir i # j gilt p;’| 7 und somit g;* = 1. Wir erhalten ¢;’ =1, also

|=

e]'—l

. n
ord(g)) = pf-’\;j =pi . p

e
e py,

was ein Widerspruch ist. Aufgrunddessen ist ord(g) = n = |G|, also ist G zyklisch. O

Die Zyklizitat von IF

Wir wollen als néchstes zeigen, dass fiir eine Primzahl p die Gruppe F} zyklisch ist. Dazu
werden wir das Kriterium aus 5.17 verwenden. Dafiir brauchen wir aber noch einige Vorberei-
tungen.

Definition 5.18. Es sei R ein Ring, f = a,X" + ...+ a1 X + ap € R[X] mit a, # 0. Der Grad von
f ist definiert als deg(f) := n, der Leitkoeffizient von f als {(f) := a,. Wir setzen deg(0) := —oo,
£(0) :=0.

Proposition 5.19. Es sei R ein Ring und f,g € R[X], wobei {(f) oder £(g) kein Nullteiler sei. Dann
gilt: deg(fg) = deg(f) + deg(g)-

Beweis. Falls f = 0 oder ¢ = 0 ist, dann ist deg(fg) = deg(0) = —oo = deg(f) + deg(g). Im
Folgendensei f #0und ¢ # 0, etwa f = a, X" + ...+ a9, § = by X" + ...+ bp mit a,, b, # 0.
Wir erhalten fg = a,b, X"""+Terme kleineren Grades. Da ¢(f) = a, oder ¢(g) = b, kein
Nullteiler ist, folgt a,b,, # 0 und somit deg(fg) = n+ m = deg(f) + deg(g). O

Proposition 5.20 (Polynomdivision mit Rest). Es sei R # 0 ein Ring, f,g € R[X] mit £(g) € R*.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome q,+ € R[X]| mit f = qg + r und deg(r) < deg(g).

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenzaussage per Induktion nach deg(f). Falls deg(f) <
deg(g) ist, setzen wir g := 0,  := f. Sei nun deg(f) > deg(g),

f= aX"tk 4+ Terme kleineren Grades, g = bX" + Terme kleineren Grades,

wobeia € R,a #0,b € R*,n,j € Ny. Esist
a
deg(f — 1X*g) < deg(f),
nach Induktionsvoraussetzung existieren also g1,71 € R[X] mit

a
f= Engz 18+
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und deg(r1) < deg(g). Daraus erhalten wir
_ a4k
f= <q1+ X )g+rl-

Wir setzen q := q1 + %Xk, r := r1, und der Existenzbeweis ist beendet. Zum Nachweis der
Eindeutigkeit sei f = q1¢ + 1 = q2g + 1> mit deg(r1), deg(r2) < deg(g). Es ergibt sich

(1 —q2)g =12 —11.

Wire g1 # g2, dann folgt aus 5.19:

deg((q1 — q2)g) = deg(q1 — q2) + deg(g) > deg(g),

da ¢(g) € R* und damit wegen 4.5 kein Nullteiler ist. Andererseits ist

deg((q1 — q2)g) = deg(r2 — 1) < deg(g),
was zum Widerspruch fiihrt. Deshalb ist ; = g2 und somit auch r; = 7. O

Proposition 5.21. Es sei R ein Ring, f € R[X] und a € R eine Nullstelle von f,d.h. f(a) = 0. Dann
gibt es ein g € R[X]| mit f = (X —a)q.

Beweis. Nach 5.20 existieren q,r € R[X] mit f = g(X —a) +r und deg(r) < deg(X —a) = 1.
Also ist r ein konstantes Polynom, und es gilt

0= f(a) =4q(a)(a —a) +r(a) =r(a),
weswegen 1 = ( ist. ]

Korollar 5.22. Es sei R ein nullteilerfreier Ring und f € R[X], f # 0 mit deg(f) = n. Dann besitzt
f in R hochstens n Nullstellen.

Beweis. Wir zeigen die Aussage per Induktion nach n. Fiir n = 0 ist die Behauptung wahr, denn
ein konstantes, von Null verschiedenes Polynom besitzt keine Nullstelle. Sei nun n > 0. Falls
f keine Nullstelle besitzt, sind wir fertig. Wir nehmen im folgenden an, dass f eine Nullstelle
a € R besitzt. Nach 5.21 existiert ein ¢ € R[X]| mit f = (X — a)g. Aufgrund von

n = deg(f) = deg((X —a)q) =1+ deg(q)

ist deg(q) = n — 1. Ist b € R eine weitere Nullstelle von f, so gilt 0 = f(b) = (b —a)q(b). Da
R nullteilerfrei ist, folgt: b = a oder b ist eine Nullstelle von g. Nach Induktionsvoraussetzung
hat g aber hochstens n — 1 Nullstellen, weswegen f hochstens n Nullstellen haben kann. O

Beispiel 5.23. Lisst man in 5.22 die Voraussetzung, dass R ein nullteilerfreier Ring ist, weg, so kann
man leicht Gegenbeispiele finden: Im Ring R = 7./8Z. hat das Polynom f = X> — 1 die Nullstellen
1,3,5,7.
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Proposition 5.24. Es sei p eine Primzahl. Dann gilt in IF,[X] die Identitit

[[ x-a)=xr"1-1

= X
aG]Fp

Beweis. Wir setzen

Division mit Rest im Polynomring IF, [X] liefert
XP T =qf+r

mit q,7 € Fy[X], deg(r) < deg(f) = p—1.Ista € [F;, dann ergibt sich aus dem Kleinen

Satz von Fermat 4.21 die Gleichung @ ~! = 1, d.h. @ ist eine Nullstelle von X?~! — 1. Weil auch
f(@) = 0 ist, erhalten wir r(a) = 0. Das Polynom r hat somit p — 1 Nullstellen. Aufgrund von
deg(r) < p — 1 ergibt sich aus 5.22, dass r = 0 ist. Wegen deg(X?~! —1) = p — 1 = deg(f)
ist g ein konstantes Polynom. Aus ¢/(X?~1 — 1) = 1 = ¢(f) erhalten wir g4 = 1 und damit die
Behauptung. O

Korollar 5.25 (Satz von Wilson). Es sei n € IN mit n > 1. Dann sind dquivalent:

(i) n ist eine Primzahl.
(i) (n—1)!'=—-1 (mod n).

Beweis. (i)==>(ii): Sei n = p eine Primzahl. Aus 5.24 ergibt sich

X-1)(X-2)-...-X—p—1)=xP"1-1

in IF, [X]. Setzen wir X = 0 = 7, so erhalten wir

p—1-p—2-...-1=-1.

und somit (p —1)! = —1 (mod p).

(ii)==(i): Diese Implikation zeigen wir indirekt. Sein € IN, n > 1 keine Primzahl. Dann gibt es
eine Primzahl p < n mit p|n. Insbesondere folgt p|(n —1)!, also ggT((n —1)!,n) # 1. Deswegen
ist (n — 1)! keine prime Restklasse modulo 7. Weil —1 aber eine prime Restklasse modulo 7 ist,
erhalten wir (n — 1)! # —1 (mod n). O

Satz 5.26. Es sei R ein nullteilerfreier Ring und G C R* eine endliche Gruppe (mit der eingeschrinkten
Multiplikation als Verkniipfung). Dann ist G zyklisch.

Beweis. Wir setzen n := exp(G). Dann gilt fiir alle ¢ € G, dass g" = 1 ist. Anders ausgedriickt:
Alle g € G sind Nullstellen des Polynoms X" — 1 € R[X]. Dieses Polynom hat nach 5.22 hichs-
tens n Nullstellen. Wir erhalten |G| < n = exp(G). Andererseits gilt nach 5.11: exp(G) | |G]|.
Wir erhalten exp(G) = |G|, was nach 5.17 impliziert, dass G zyklisch ist. O
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Korollar 5.27. Es sei p eine Primzahl. Dann ist F} eine zyklische Gruppe, insbesondere ist

EX~7/(p—1)Z

Beweis. Das ergibt sich direkt, wenn man in 5.26 R = IFp und G = F; setzt. ]

Definition 5.28. Es sei p eine Primzahl. Eine Zahl w € Z heifit eine primitive Wurzel modulo p,
wenn w ein Erzeuger von IF ist: F ) = (w).

Beispiel 5.29. (a) 2 ist eine primitive Wurzel modulo 5, denn S = (2), siehe 5.1.

(b) Wir betrachten den Fall p = 7. Es ist B = {1,2,3,4,5,6}. Ordnungen von Elementen aus F}
miissen Teiler von |IF;| = 6 sein, als Elementordnungen kommen also nur 1,2,3, 6 in Frage. 2 ist
keine primitive Wurzel modulo 7, denn 2 = 4 7é 12 = T insbesondere ist ord(2) = 3. 3 ist
eine primitive Wurzel modulo 7, denn wegen 3F=3 #1, 3 =5 75 1ist ord(3) = 6. Explizit

erhalten wir als Potenzen von 3: 3° = =3, 3 =2, 3 =6,3 =4, 3 = =5, -1

‘%L

Es ist keine allgemeingtiltige Formel bekannt, die fiir jede Primzahl p eine primitive Wurzel
modulo p liefert.

Die Gruppen (Z/p"Z.)*

Proposition 5.30. Es sei G eine endliche abelsche Gruppe und es seien m, n € IN mit ggT(m,n) =1
und |G| = mn. Wir setzen weiterhin voraus, dass Elemente g,h € G existieren mit ord(g) = m,
ord(h) = n. Dann gilt: G ist zyklisch und gh ist ein Erzeuger von G.

Beweis. Wir zeigen ord(gh) = mn, was die Behauptung dann impliziert. Sei d € IN mit (gh)? =
1. Wir erhalten
1=1" = ((gh)d)m — (gm>dhdm — pim

und deswegen ord(h) = n|dm, was aufgrund von ggT(m,n) = 1 schlieflich n|d zur Folge hat.
Analog ergibt sich m|d und unter erneuter Verwendung von ggT(m,n) = 1 somit mn|d, also
ord(gh) > mn. Wegen ord(gh) < |G| = mn folgt ord(gh) = mn. O

Dass die Gruppe G unter den obigen Voraussetzungen zyklisch ist, folgt direkt aus 5.17,
denn aus den Voraussetzungen folgt m| exp(G), n|exp(G), wegen ggT(m,n) = 1 also |G| =
mn| exp(G), und somit ist G nach 5.17 zyklisch. Der Sinn der obigen Proposition ist vor allem
darin zu sehen, dass explizit ein Erzeuger angegeben wird.

Wir werden die eben bewiesene Proposition benutzen, um die Zyklizitit von (Z/p"Z)* fir
ungerade Primzahlen p und n € IN nachzuweisen. Aufgrund von

(Z/p"2)*| = p(p") = p" (p—1)

geniigt es nach 5.30, Elemente der Ordnung p"~! bzw. p — 1 zu konstruieren.
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Definition 5.31. Es sei n € Z mit n # 0 und p eine Primzahl. Wir schreiben n in der Form n = p*m
mit a € No, m € Z, p { m. Wir setzen v,(n) := a und nennen v,(n) die p-Bewertung von n.

Beispiel 5.32. Es ist v3(45) = 2, denn 45 = 32 - 5.

Proposition 5.33. Es sei p eine Primzahl, n € N und m € N mit 1 < m < p". Dann gilt:
Py
vp(<m)) =n—vy(m).

(P”) - (Pt =1 (pt = (m 1))

Beweis. Esist

m p"—m)m! 1:2-...-(m—1)-m
und deshalb
o((B)) = ") 0" =1 ey = (= )
—vp(1) —... —vp(m —1) —v,(m)
= n+(vp(p" =1) —op(1) + ... + (vp(p" — (m = 1)) —vp(m — 1))
—0p(m)

Seia € {1,...,m—1} mitv,(a) = k, d.h.a = p*b mit p { b. Es ergibt sich

pt—a=p"—pb=p(p"*-0)

mit p { (p" ¥ —b), also v, (p" — a) = vp(a). Das impliziert

(1)) == op(m).

Proposition 5.34. Es sei p eine Primzahl und n € IN mit n > 1. Dann gilt:

(@) (1+p)
(b) (1+p)

#

(mod p"),

pn—l 1
P"? 21 (mod p"), falls p # 2.

Beweis. (a) Es ist
n—1 n—1 n—1
pn—l _ p p 2 p (pn—l)
(1+p) 1—|—< 1 >P—|—< ’ >p —l—...—|—<pn1>p .
Seime Nmitl <m < p”_l. Wir erhalten

n—1
v,,((pm )pm) Py —1—v,(m) +m=n+ (m— (v,(m)+1)).
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Durch einen einfachen Induktionsbeweis sieht man, dass fiir k € INj stets pk > k+1 gilt.
Daraus ergibt sich
m > pvp(m) > vp(m) +1

und deshalb .
pn_ m >
o((P, )=
woraus
(1+ p)pn =1 (mod p")
folgt.
(b) Es ist

n—2 n—2 n—2
pn—Z _ P P 2 p (pn—Z)
(1+p) 1+< 1 >p+< ’ >p +...+<pn_2>p
n—1 e A G
= 1+p +( 5 >p +...+<pn_2>p .
Seim € Nmit2 < m < p" 2. Es ergibt sich

vp(<p;2>pm) D2 —0,(m) +m=n+ (m— (v,(m) +2)).

Istv,(m) = 0, dannist m > 2 = v, (m) + 2. Wir betrachten nun den Fall v,(m) # 0. Durch eine
einfache Induktion sieht man, dass fiir k € IN stets p* > k + 2 gilt. An dieser Stelle geht p # 2
ein, denn fiir p = 2, k = 1 ist die Aussage falsch. Wir erhalten

m > porm > vp(m) +2,

vp(<pn_2> p") >mn

m

also

und somit B
(1+ p)”" =1+ p”’l #1 (mod p").

Satz 5.35. Es sei p eine Primzahl mit p # 2. Dann gilt:

(@) (z/p"Z)* ist eine zyklische Gruppe.
(b) Ist w € Z eine primitive Wurzel modulo p, dann ist wP"™' (1 + p) ein Erzeuger von (Z./ p"Z)*.

Beweis. Es gentigt offenbar, Aussage (b) zu beweisen, denn diese impliziert (a). Sei w € Z eine
primitive Wurzel modulo p. Wir setzen u := wP"". Im ersten Beweisschritt zeigen wir, dass

ord(if) = p — 1ist. Aufgrund von 421 ist w” = w (mod p). Induktiv erhalten wir u = w?" ' =
w (mod p), d.h. u ist eine primitive Wurzel modulo p. Damit sind 1,4, .. ., uP2 paarweise
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inkongruent modulo p, also auch paarweise inkongruent modulo p", weshalb ord (%) > p —1
ist. Andererseits ist
ubl =" =D = ") =1 (mod p"),

was ord(#)|(p — 1) impliziert. Zusammengenommen erhalten wir ord (%) = p — 1.
Im zweiten Beweisschritt zeigen wir ord(1 + p) = p"~!. Aufgrund von 5.34(a) ist

(1+p)?" " =1 (mod p"),
woraus ord (1 + p)|p"~! folgt. Deshalb ist ord(1+ p) = p* fireink € Nmit1 < k < n— 1.
Nach 5.34(b) ist jedoch

(L+p)"" #1 (mod p")
und deswegen ord(1 + p) = p" .

Aus 5.30 erhalten wir wegen |(Z/p"Z)*| = ¢(p") = (p —1)p" ! und ord(u) = p —1,
ord(1+ p) = p"!,dass u - 1 + p ein Erzeuger von (Z/p"Z)* ist. O

Der Beweis hat gezeigt: Ist w € Z eine primitive Wurzel modulo p mit ord(@w) = p — 1 in
(z/p"Z)*, dann ist w(1 4 p) ein Erzeuger von (Z/p"Z)*.

Definition 5.36. Es sei p eine ungerade Primzahl. Eine Zahl w € 7 heif$t eine primitive Wurzel
modulo p", wenn w ein Erzeuger von (Z/p"Z)* ist.

Beispiel 5.37. Wir haben in 5.29 gesehen, dass 3 eine primitive Wurzel modulo 7 ist. Gesucht ist nun

eine primitive Wurzel modulo 49. Nach 5.35 ist 37(1 +7) = 31 - 8 = 3 ein Erzeuger von (Z/497)%,
d.h. 3 ist eine primitive Wurzel modulo 49.

Die Gruppen (Z/2"7)*

Die Gruppen (Z/27Z)* und (Z/4Z)* sind beide offenbar zyklisch. In Beispiel 5.3 haben wir
jedoch gesehen, dass dies fiir die Gruppe (Z/8Z)* nicht mehr gilt. In diesem Abschnitt werden
wir Gruppen der Form (Z/2"Z)* niher untersuchen.

Proposition 5.38. Es sei n € IN mit n > 1. Dann gilt:

(a) 52" =1 (mod 2"),
(b) 52 #1 (mod 2").

Beweis. (a) Es ist

. e 21172 2n72 21172 .
57 = (142%)? 2:1+< . >22+< 5 >24+...+(2n2>22'2 °

Seim € Nmitl < m < 2" 2, Wir erhalten

vz((zjnz)sz) By o va(m) +2m =n+ (m— (va(m) +1)) + m— 1.
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Wie im Beweis von 5.34 ist m — (vp(m) + 1) > 0 und deshalb

vz(<2n_2> 2%y >,

m
woraus
527 =1 (mod 2")
i‘g;gEt:s ist
7 = (1429 =1+ <2n1_3> 22+ <2n2_3> 2+ (i:t) 222"
= 142+ <2n2_3) 24+ @:z) 222",

Seim € Nmit2 < m < 2"3. Es ergibt sich

vz(<2;3>22m) 23— vy(m)+2m=n+ (m— (va(m)+1)) +m—2,

was mit analoger Arguemtation wie im Beweis von 5.34 zu

vy ( <2n3> 22’”) >n

m

fithrt, was ,
57 =142""1#1 (mod 2").

impliziert. O
Proposition 5.39. Essei n € IN mit n > 2. Dann gilt:

(@) In (Z/2"Z)* ist ord(5) = 2" 2.

(b) Fiir jedes @ € (Z./2"Z)* gibt es eindeutig bestimmte Zahlen i € {0,1},j € {0,...,2""2 -1}

mit ,
i

a=-15.
(c) exp((Z/2"Z)*) = 2"2 < |(Z/2"Z)*| = 2", insbesondere ist (Z./2"Z.)* nicht zyklisch.

2

Beweis. (a) Aufgrund von 5.38 ist 5" =T. Daraus folgt

ord(5)[2" 2,

— _non-3 —
und deshalb ist ord(5) = 2 fiir ein k mit 1 < k < n — 2. Wegen 5.38 ist 5 # 1. Das hat

ord(5) = 2"2
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zur Folge.

(b) Wir bemerken zunichst, dass es offenbar 2 - 2"2 = 21 = ¢(2") = |(Z/2"Z)* | Paare (i, )

miti € {0,1},j € {0,...,2""2 — 1} gibt. Seien nun i,i’ € {0,1} und j,j' € {0,...,2" 2 — 1} mit
15 = 1'%

Dann erhalten wir =1 =5 /. Wire i £ i, so wiirde —1 = 5/ folgen und somit —1 = 5/'~J
(mod 2"). Wegen n > 2 wire dann —1 = 1 (mod 4), was ein Widerspruch ist. Also isti = 7'
und deshalb 5 7 = T. Das liefert 22 = ord(5)|(j' —j).Da —(2" 2 —-1) < j —j <22 -1
ist, erhalten wir j/ — j = 0, also j = j'. Damit gibt es genau |(Z/2"Z)* | verschiedene Produkte
der Form —1'5 mit i € {0,1},j € {0,...,2""2 — 1}. Dies impliziert die Behauptung.

(c) Wegen ord(5) = 2"~2 und 5.11 ergibt sich 22| exp((Z/2"Z)*). Ista € (Z/2"Z)*, dann
gibt es nach (b) Zahleni € {0,1},j € {0,...,2" 2 — 1} mita = —1'5. Insbesondere ist

n— ___n—2;_~n-2: I n—3: — n—-2 . —
#="17 5 = (C1)?E ) =1,

alsoistexp((Z/2"7)*) < 2"~2. Insgesamt erhalten wir exp((Z/2"Z)*) = 2"~2. Aufgrund von
(Z/27Z)"| = (27) = 2"1 £ 272 = exp((2,/2Z) )

und 5.17 ist die Gruppe (Z/2"Z)* nicht zyklisch. O

Nachdem wir festgestellt haben, dass die Gruppen (Z/2"7Z)* fir n > 2 nicht zyklisch sind,

wiirden wir natiirlich trotzdem gerne ihre Struktur beschreiben. Dazu fiithren wir das direkte
Produkt von Gruppen ein.

Proposition 5.40. Es seien Gy, ..., G, Gruppen. Dann ist
Gt X...xGy:=1(g1,---,81) | 1 €G1,...,8n € Gn}
zusammen mit der komponentenweisen Verkniipfung
(81---,8n) - (81, &n) = (8181, - -/ §n&n)
eine Gruppe, das sogenannte direkte Produkt der Gruppen Gy, ..., G,. Sind alle Gruppen Gy, ..., Gy,

abelsch, dann ist auch G1 X ... x G, abelsch.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Definition: Das Assoziativgesetz folgt
aus dem Assoziativgesetz auf jeder Komponente, das neutrale Element ist durch (1¢,, ..., 1g,)
gegeben, wobei 1, das neutrale Element in G; bezeichne, und das zu (g1,-..,8n) inverse Ele-
ment ist durch (g77,...,¢,") gegeben. O

Satz 5.41. Es sein € IN mit n > 1. Dann ist die Abbildung
W :7/27 x 7./]2" 7 — (Z./2"Z)*
(i +22,j+2"2Z) — —15
ein Isomorphismus. Es gilt also:

(Z/2"7)* = 7./27 x 7./2"*Z
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Beweis. Die Abbildung v ist wohldefiniert,

denn: Seien iy,iy € i+ 27 und jy, jo € j+ 2" ?Z. Dann ist iy — iy € 2Z und j; — jp € 2"*Z.

Wegen ord(—1) = 2 und ord(5) = 2" erhalten wir 1" =Tund 5" " = 1. Das liefert
—1" = =1” und 5" = 5” und deshalb (i1 + 27Z, j, + 2" 27Z) = ¢(ir + 27, j, + 2"2Z). #

Die Abbildung ¥ ist ein Homomorphismus,

denn: Seien iy + 27,1y + 27 € Z./27Z und jy +2"?Z, j, + 2""2Z € 7./2">Z. Wir erhalten

Y ((i1 +2Z, j1 + 2" 2Z) + (i2 + 27, jo + 2" 7)) = (i1 + iz + 27, j1 + j2 + 2" 2 Z)
= TR = ST TSR = iy + 22, 1+ 27722) - Plia + 22, o + 2722,

Die Bijektivitdt von 1 ergibt sich unmittelbar aus 5.39. O

§6 Der Chinesische Restsatz

Beispiel 6.1. Heute ist Montag. Angenommen, heute ist Neumond. In wievielen Tagen fillt der Voll-
mond auf einen Mittwoch? Wir gehen davon aus, dass die Mondphasen eine Periode von 29 Tagen haben
und nummerieren die Wochentage mit O, ..., 6, beginnend bei Montag. Zu ldsen ist also das folgende
System von Kongruenzen:

x=2 (mod7), x=15 (mod 29)

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit der Frage der Losbarkeit von Systemen von Kongru-
enzen beschiftigen.

Proposition 6.2. Es seien Ry, ..., R, Ringe. Dann ist
Rix... xR, = {(r1,...,rn) | rnE€Rq,...,1q € Rn}
zusammen mit den komponentenweisen Verkniipfungen

) = (r+7r,. 1),

) (11, .., 1at))-

ein Ring, das sogenannte direkte Produkt von Ry, ..., R,.

(ri, .. )+ (], ... r
/
LT

0
(r,...,tn) - (1 i

7

Beweis. Offenbar ist Ry X - - - X R, eine additive Gruppe mit neutralem Element (Og,,...,0r,)
nach 5.40. Das Assoziativgesetz der Multiplikation und die Distributivgesetze werden von den
Komponenten vererbt. Das neutrales Element der Multiplikation ist durch (1g,, ..., 1r,) gege-
ben. O
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Definition 6.3. Es seien R,S Ringe und ¢ : R — S eine Abbildung. Die Abbildung ¢ heifit ein
(Ring-)Homomorphismus, wenn gilt: Fiir alle a,b € R ist
platb) = yla)+¢(b)
plab) = p(a)y(b),
P(1g) = 1g.

Y heifSt ein (Ring-)Isomorphismus, wenn  ein bijektiver Ringhomomorphismus ist.

Die folgende Aussage ergibt sich analog zu 5.14.
Proposition 6.4. Es seien R, S Ringe und  : R — S ein Ringhomomorphismus. Dann gilt:
(a) y ist genau dann injektiv, wenn Kern ¢ := {a € R | (a) = 0s} = {Og} ist.
(b) Ist ¢ ein Ringisomorphismus, dann ist auch ="' : S — R ein Ringisomorphismus.
Existiert ein Isomorphismus zwischen R und S, nennen wir R und S isomorph (Notation: R = S).

Satz 6.5 (Chinesischer Restsatz). Es seien my, ..., m, € IN paarweise teilerfremd, m :=my - ... - m,.
Dann gilt: Die Abbildung

Y=, i Z/ml — Z/mZx...xL/mZ
a+m? — (a+mZ,...,a+m,7)

ist ein Ringisomorphismus mit Umkehrabbildung

Y =Dy 2/ T X ... X L/ m, T — L) mZ
(m+mZ,...,ap +myZ) — aye1+...+ae,+m7.

@(m;)
e = (m) firi=1,...,r.

m;i

Hierbei ist

Beweis. Die Abbildung ¥ ist wohldefiniert,

denn: Seien a,b € Z mita + mZ = b+ mZ. Dannista —b € mZ C m;Z firallei € {1,...,r},
denn m; | m. Wir erhalten a + m;Z = b+ m;Z furallei € {1,...,r}. #

Die Abbildung ¥ ist ein Ringhomomorphismus,
denn: Es seien a,b € Z. Dann ist
Y((a+mZ)+ (b+mZ)) = ¥Y(a+b+mZ)
= (a+b+mZ,...,a+b+m7Z)

= (a+mZ%,...,a+m7Z)+ (b+mZ,...,b+m7)
= Y(a+mZ)+Y¥(b+mZz)
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Die Rechnung fiir die fiir die Multiplikation verlduft analog. Dariiber hinaus ist

Y(1+mz)=1+m2Z,...,1+m7Z).

Die Abbildung Y ist injektiv, denn:

denn: Seia € Z mit ¥Y(a+mZ) = (a+mZ,...,a+mZ) = (0+mZ,...,0+ m2Z). Wir
erhalten m; | a,...,m, | a. Da die m; paarweise teilerfremd sind, erhalten wir aus 1.9, dass auch
my - ... -m, | agilt. Somitista +mZ =0+ mZ. #

Die Abbildung Y is surjektiv, denn es ist
|Z/mZ| =m=my-...-m, = |Z/mZX...xZ/mZ|,

die Surjektivitdt von ¥ folgt deshalb aus der Injektivitdt von ¥. Damit ist die Abbildung ¥ ein
Ringisomorphismus, und wir miissen nur noch nachrechnen, dass die Umkehrabbildung von
Y tatsdchlich so aussieht, wie oben behauptet wird. Wir setzen
S:Z/mZx...x2%/m72 — Z]/mZ
(m+mZ,...,a, +m2) — are1+...+ae,+m7.

@(m;)
e = <m> firi=1,...,r.

m;
Die Abbildung & ist wohldefiniert,

denn:Seienay ...,a,,b1,...,b, € Zmita;, +m;Z = b; + m;Z furi=1,...,r. Das lieferta; — b; €
m;7Z., also ist

m p(m;)
(ai_bi)ei:(ai_bi) () emz furi=1,...,r

~—— \M;
GmiZ
ETZ—’I,Z
Es ergibt sich
(a1 —by)ey + ...+ (ar, — by)e, € mZ,
und deshalb ist

ael+...+ae, +mZ = bieg + ...+ bre, + mZ.

EsistY o ® = idy/m,zx..x7/m 7/
denn: Fur aq,...,a, € Z ist

Y(®(an +mZ,...,ap +m7Z))) =Y (are; + ...+ are, + m7Z).
Wegen e; = (%)4’(’”") und m; | ;b fiir j # i folgt e; € m;Z fur j # i. Daraus ergibt sich

Y(aie1+...a.e, + mZ) = (mer + ... +are, + mZ, ..., a1e1 + ... + are, + m,7)
= (mey + mZ,..., are, +m,7).
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Es ist mﬂ, =my----- Mi_1Mjq -~~~ m,. Da die m; nach Voraussetzung paarweise teilerfremd
sind, ist ggT (-, m;) = 1. Der Satz von Euler-Fermat 4.19 liefert

m\ #mi)
-
m;

Y(®((ar +mZ,...,ar+mZ))) = (me1 +mZ,... aer +m7)
= (al +m1Z,...,ur+mVZ)l

1 (mod my;).

Wir erhalten

was die Behauptung zeigt. #
Da die Abbildung ¥ bijektiv ist, ist die Abbildung ® die Umkehrabbildung von ¥. O

Korollar 6.6. Es seien my,...,m, € IN paarweise teilerfremd, und es seien ay, . ..,a, € Z. Dann gilt:
Das System von Kongruenzen

= a (mod my)

= ap (mod my)

x = a (mod m,)

besitzt eine Losung x € 7. Diese ist eindeutig bestimmt modulo my - ... - m,.

Beweis. Aufgrund der Surjektivitdat der Abbildung ¥ = ¥, ., existiert ein x € Z mit

.....

Y(x+my-...-.mZ) = (x+m%Z,..., x+m7)= (1, +mZ,...,a +m7Z),

d.h.mit
x=a; (modm), ... ,x=a, (modm,).

Isty € Zmity =a; (mod my),...,y =a, (mod m,), dann folgt
Y(x+my-....mZ)=Y¥(y+my-... - m7Z)
und wegen der Injektivitdt von ¥ somit
x+my-...ombi=y+my-...-m7,
alsoy = x (mod my ... -m,). O
Beispiel 6.7 (vgl. Bsp. 6.1). Gesucht sind die Losungen des Systems von Kongruenzen
x=2 (mod7), x=15 (mod 29).
Aufgrund von 6.5 haben wir einen Ringisomorphismus

D709 : 7/77 % 7./297, — 7./ (7 - 29)Z = 7./203Z,
(a1 +7Z, a3 + 297.) — are1 + aze; + 203Z
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mit -
7-29\¢
e = (79) =29°=29 (mod 203),
) ?(29)
e = 72 =7% =175 (mod 203).
29
Es ist also

Dy 09(a1 + 77, az + 297)) = 294, + 175a; + 2037Z.

Insbesondere ist

®729(2 + 77,15+ 29Z) = 29 -2 + 175 - 15 + 203Z = 44 + 2037,

d.h.

{xeZ|x=2 (mod7), x=15 (mod 29)} = {44+ 203k | k € Z}.
Proposition 6.8. Es seien my, ..., m, € IN paarweise teilerfremd, und es sei m := my - ... - m,. Ferner
sei

m\ ¢0mi)
= — iri=1,...,r.
ej (ml) fiir i r
Dann gilt:
@ Yuy, . m(ei+mZ)=0+mZ,...1+mZ,...,0+m7Z).

(b) InZ/mZ gilt
wme-e=0fiiri#j
me-e=e¢ifiri=1,...,r

mei+...+e =1
Man sagt auch: Die e; bilden eine Zerlegung der Eins in paarweise orthogonale Idempotente.

Beweis. (a) Im Beweis von 6.5 haben wir gesehen: ¢; € m;Z fiir j # i, sowie ¢; = 1 (mod mi).
Das impliziert die Behauptung.
(b) Aus (a) folgt fiir i # j:

15[Iml,...,m, <?z : a) = ‘"Ijml,.,.,m, (E)Tml,...,m, (a) = <O +m,... /O + er) = ‘"Ijml ,,,,, my, (6>/

was wegen der Injektivitit von ¥y, ... m, zu € - € = 0 fithrt. Die anderen Aussagen folgen analog
unter Verwendung von

m, (E)Tml,...,mr (?1) = (O +mZ%2,...,1+mZ,...,0+ er) = Tnﬁ ,,,,, m, (?z)/

/////

und
‘Pml,...,mr (E) +...+ ‘Ijml,...,m, (67) = (1 + le/ ceey 1+ er) = ‘th...,my (T)
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Proposition 6.9. Es seien my, ..., m, € IN paarweise teilerfremd, und es sei m := my - ...- m,. Ferner
sei )
pm;
m .
e :=|— tri=1,...,r
Z <m1> f
Es seien uq,...,u, € Z mit
1 r
Dann gilt in 7./ mZ.:
_ m
e = Uji—
m;
firi=1,...,r
Beweis. Da m; ..., m, paarweise teilerfremd sind, ist ggT( Ry mﬂ) = 1, damit existieren
uy, ..., u, wie oben Offenbar ist u;;- = 0 (mod m;) fiir j # i, und es ist
m m m m m
ui—zl—ul——...—ui,l——uiﬂ — e Up— = (modmz-).
m; my mi—1 Mitq my
Somit ist
m _
‘le,m,mr(”i*) =Ym,..m (e)-
m;
Aufgrund der Injektivitat von ¥, .., folgte; = ui%. O

Beispiel 6.10 (vgl. Bsp. 6.7). Wir wollen ey, e; fiir my = 7, mpy = 29 mittels 6.9 berechnen. Es ist
geT(7,29) =1=(—4)-7+1-29

und deshalbe; =1-29 =29,2; = (—4) -7 = —28 = 175.

Wir wollen den Chinesischen Restsatz benutzen, um einen Struktursatz tiber die primen Rest-
klassengruppen zu erhalten. Dazu brauchen wir noch eine kleine algebraische Voriiberlegung.

Proposition 6.11. Es seien R, S Ringe und i : R — S ein Ringisomorphismus. Dann induziert
einen Gruppenisomorphismus
P :=1|gx : R* — S*~.

Beweis. Die Abbildung ¢~ ist wohldefiniert, denn ist 2 € R*, dann existiert ein b € R* mit
ab = 1. Das liefert

P (a)y™(b) = ¢ (ab) = 97 (1) = 1,
weswegen P~ (a) in S* liegt. Da ¢ ein Ringhomomorphismus ist, ist die Abbildung 1 ein
Gruppenhomomorphismus. Die Injektivitit von i vererbt sich auf ¥*. Zum Nachweis der
Surjektivitit sei & € S*. Dann gibt es ein b € S* mit 4b = 1. Aufgrund der Surjektivitit
von Y existieren a,b € R mit ¢(a) = @ und ¥ (b) = b. Damit erhalten wir

p(ab) = p(a)yp(b) = ab =1 = y(1),

was ab = 1 und damit 2 € R* zur Folge hat. O



39 Kapitel I. Rechnen mit Restklassen

Die nédchste Aussage ergibt sich direkt aus der komponentenweisen Erklarung der Multiplika-
tion in direkten Produkten von Ringen.

Proposition 6.12. Es seien Ry, ..., R, Ringe. Dann gilt:

(R1 X ... xRy)* =Ry x...xR;.

Aus diesen Voriiberlegungen und dem Chinesischen Restsatz ergibt sich unmittelbar:

Korollar 6.13. Es seien my, ..., m, € IN paarweise teilerfremd, und es sei m := my - ... m,. Dann ist
die Abbildung

WX (B/mME)S > (BT x ... x (L) m,T)",

a+mZv— (a+m%Z,...,a+m7)
ein Gruppenisomorphismus.

Korollar 6.14. Es seien my, ..., m, € IN paarweise teilerfremd. Dann gilt:

p(my-...-mp) = @(my)-...-p(m).

Man sagt auch, die Eulersche @-Funktion ist schwach multiplikativ.

Beweis. Es ist

Q(my-...-my) = [(Z/my - er)X‘
LNz mZ) X x (T mZ)|
= \(Z/mlz) \ -](Z/er)Xy

= @(m1) - fp(mr)

Beispiel 6.15. (a) Es ist
9(140) = ¢(4-5-7) = ¢(4) - 9(5) - @(7) =2-(5—1)- (7—1) =2-4-6 = 48.

(b) Ohne die Voraussetzung der Teilerfremdheit von my, . .., m, wird Aussage 6.14 falsch: Zum Beispiel
ist (2-2) = @(4) =2, aber p(2)p(2) =1-1=1.

Korollar 6.16. Es sei m € IN. Dann gilt:
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Beweis. Sei m = pil L pﬁ’ mit paarweise verschiedenen Primzahlen pj,...,p, sowie
e1,...,e, € IN. Wir erhalten

p(m) = o(py') ... - o(py)
= N pr=1) P (e — 1)

1 1
e (1= =) 1—)
P1 Pr( Pl) < pr

O

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, fiir welche Werte von m die primen Restklassen-
gruppen (Z/mZ)* zyklisch sind.

Proposition 6.17. Es seien Gy, ..., G, endliche zyklische Gruppen, und es sei G := Gy X ... X G;.
Dann gilt:
exp(G) = kgV(|Gi1],...,|Gs])-

Insbesondere ist die Gruppe G genau dann zyklisch, wenn die Ordnungen |G|, ..., |G| paarweise
teilerfremd sind.

Beweis. Wir rechnen nach, dass exp(G) die definierenden Eigenschaften des kleinsten gemein-
samen Vielfachen kgV(|G1], ..., |G,|) erfiillt. Offenbar gilt |G;| | exp(G) furi =1,...,r, denn

exp(G) = kgV(ord(g) | g € G),

und fiir das Element §; := (1,...,1,;,1,...,1) € G mit einem Erzeuger g; von G; ist ord(§;) =
|Gi|. Seinun m € Z mit |G| | m,...|G,| | m. Dann folgt exp(G)|m,

denn: Furallei € {1,...,r} existiert ein g; € Z mit m = q;|G;|. Fir x = (x1,...,x,) € Gistdann
X = () = (LS =, ).
Wir schreiben m in der Form m = qexp(G) + s mit 0 < s < exp(G). Wir erhalten
1=x" = x1PG)ys — 4

fiir alle x € G. Aufgrund der Minimalitit von exp(G) ergibt sich s = 0. Das impliziert exp(G) |

m. #
Die Gruppe G ist nach 5.17 genau dann zyklisch, wenn exp(G) = |G| = |G1] - ... - |G, ist. Das
istnach dem eben Gezeigten genau dann der Fall, wenn kgV(|G4/, ..., |G;|) = |G1]| ... |G/ ist.
Dies ist wiederum &dquivalent dazu, dass die Ordnungen |G|, ..., |G/| paarweise teilerfremd
sind (vgl. Ubungen). O

Satz 6.18. Es sei m € IN mit m > 1. Dann sind dquivalent:
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(i) Die Gruppe (Z/mZ)* ist zyklisch.
(ii) Einer der folgenden Fiille liegt vor:

2
o 4
| p°, wobei p eine ungerade Primzahl und e € N ist
2p®, wobei p eine ungerade Primzahl und e € IN ist
Beweis. (i)==>(ii): Sei (Z/mZ)* zyklisch. Wir schreiben m in der Form m = 2p{" - ... p;" mit

paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen py,...,pr und ey, ...,e, € IN sowie a,7 € INy.
Aufgrund von 6.13 erhalten wir

(Z/mZ)* = (Z)2°Z)" x (Z/pOL)* % ... x (Z]p* L))"
Die Gruppen (Z/p;'Z)* sind hierbei alle zyklisch der Ordnung

(Z/piZ)| = @(pf) = (pi— 1P
Wire a > 2, so wiirde aufgrund von 5.41 folgen, dass
(Z/mZ)* 2 7/27 x 7./2° 27 x (Z/pSZ)* % ... x (Z/p*Z)*

ist. Da die Gruppen Z /27 und 7 /227 beide gerade Ordnung haben, stiinde dies wegen 6.17
im Widerspruch zur Zyklizitit von (Z/mZ)*. Somit ist a < 2, insbesondere ist die Gruppe
(Z./2°Z)* zyKlisch. Da die Primzahlen p; alle ungerade sind, sind die Ordnungen der Gruppen
(z/piz)" firi =1,...,r alle gerade. Wiederum mittels 6.17 folgt, dass r € {0,1} ist. Istr = 0,
so erhalten wir die Félle m = 2 und m = 4. Ist r = 1, so ergeben sich die Félle m = pil,
m = 2p7" und m = 4p7'. Der Fall m = 4p{' scheidet wegen 6.17 aus, da die Gruppen (Z/4Z)*
und (Z / pil Z)* beide gerade Ordnung haben. Somit verbleiben genau die angegebenen Fille.
(ii)==-(i): Die Gruppen (Z/27Z)* sowie (Z/4Z)* sind offenbar zyklisch. Gruppen der Form
(Z/p°Z)* sind zyklisch nach 5.35. Dartiber hinaus ist

(Z/2p°2)" =(Z/22)" x (Z/p*2)" = {1} x (Z/p*2)" = (Z/p°L)"
und somit ebenfalls zyklisch. O
Beispiel 6.19. (a) Die Gruppe (Z/357Z)* ist wegen 35 =5 - 7 nach 6.18 nicht zyklisch. In der Tat

st
(Z/?)SZ)X = (Z/SZ)X X (Z/7Z)X ~7/47 x 7./]67Z

und somit exp((Z/35Z)*) = kgV(4,6) =12 < ¢(35) =4-6 = 24.
(b) Die Gruppe (Z./18Z)* ist wegen 18 = 2 - 32 nach 6.18 zyklisch. In der Tat ist
(Z/18Z)* =2 (Z/2Z)* x (Z/3*Z)* = {1} x Z./6Z = 7./ 6Z.
Definition 6.20. Sei m € IN, m > 1 von der Form wie in 6.18(ii). Ist w € Z ein Erzeuger von
(Z/mZ)*, dann heifit w eine primitive Wurzel modulo m.

Beispiel 6.21. Nach 6.18 ist die Gruppe (Z/10Z)* zyklisch. Offenbar ist 3 eine primitive Wurzel
modulo 10, denn B
(3) ={1,3,9,7} = (z/10Z)*.
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§7 Das RSA-Verfahren

Wir werden in diesem Abschnitt eine Anwendung des bisher behandelten Stoffes, das soge-
nannte RSA-Verschliisselungsverfahren, kennenlernen. Wir werden uns dabei auf die wesent-
lichen mathematischen Grundlagen beschranken, fiir alles weitere sei auf die entsprechende
Literatur zur Kryptographie verwiesen.

Problemstellung: Man mochte eine Nachricht verschliisselt iibertragen, ohne dass Absender
und Empfanger vorher gemeinsam auf sichere Weise einen Schliissel austauschen.

Im Folgenden mochte Person A (Absender) eine Nachricht an Person E (Empfanger) tibermit-
teln.

Idee: Person E erzeugt einen offentlichen Schliissel (zur Verschliisselung) und einen privaten
Schliissel (zur Entschliisselung). Der offentliche Schliissel wir 6ffentlich bekanntgegeben, den
privaten Schliissel behdlt Person E fiir sich. Person A verwendet den 6ffentlichen Schliissel,
um die Nachricht zu verschliisseln und sendet die Nachricht an Person E. Person E benutzt
den privaten Schliissel, um die Nachricht zu entschliisseln.

Problem: Das Erzeugen des offentlichen und privaten Schliissels mufs schnell gehen, ebenso
das Verschliisseln mit dem offentlichen Schliissel und das Entschliisseln, wenn der private
Schliissel bekannt ist. Das Bestimmen des privaten Schliissels aus dem offentlichen Schliissel
darf in angemessener Zeit nicht machbar sein.

Das RSA-Verfahren (nach Rivest, Shamir und Adleman, 1977) basiert auf dem aktuellen Wis-
sensstand, dass das Faktorisieren einer Zahl in ihre Primfaktoren sehr aufwéndig ist, wo hin-
gegen das Erzeugen einer Zahl durch Multiplikation von Primzahlen sehr einfach ist.

Algorithmus 7.1 (Schliisselerzeugung beim RSA-Verfahren). Person E mdchte ein Paar von
Schliisseln erzeugen, so dass sie kiinftig als Empfinger von verschliisselten Nachrichten in Frage kommt.

(1) Person E bestimmt zufillig zwei grofSe voneinander verschiedene Primzahlen p, q (grof$ heif$t hier
mehrere Hundert Stellen). Das kann etwa dadurch geschehen, dass er solange zufillig natiirliche
Zahlen auswihlt und auf ihre Primzahleigenschaft hin testet, bis zwei Primzahlen gefunden sind.
Effiziente Primzahltests werden wir im weiteren Verlauf der Vorlesung kennenlernen.

(2) Person E berechnet den RSA-Modul n = pq.

(3) Person E berechnet ¢(n) = (p—1)(q —1).

(4) Person E wiihlt zufillig eine Zahl e € N mit1 < e < ¢(n)und ggT(e, ¢(n)) = 1.

(5) Person E bestimmt die eindeutig bestimmte Losung d € N mit 1 < d < ¢(n) der Kongruenz
ed=1 (mod ¢(n)).

Das kann z.B. mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus geschehen.
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(6) Person E setzt
offentlicher Schliissel := (n,e), privater Schliissel :== (n,d).

Den offentlichen Schliissel gibt Person E bekannt, den privaten Schliissel behiilt sie fiir sich.

Beispiel 7.2. Um die Schliisselerzeugung zu veranschaulichen, schauen wir uns ein Beispiel mit (na-
tiirlich fiir die Praxis viel zu kleinen) p = 17, ¢ = 19 an. Wir erhalten

n=17-19=323, ¢(n)=(17-1)-(19—1) =16-18 = 288.

Wir wihlen e = 95. Es ist ggT(95,288) = 1 = 32288 — 97 - 95. Insbesondere ist (—97) - 95 = 1
(mod 288) und deshalb 191 -95 = 1 (mod 288). Somit ist d = 191. Der dffentliche Schliissel ist
durch (323,95), der private Schliissel durch (323,191) gegeben.

Ist der offentliche Schliissel durch (1, e) gegeben, so geht das weitere Verfahren davon aus, dass
die zu tibermittelnde Nachricht als eine Folge von Elementen aus Z/nZ vorliegt. Wie man eine
Umwandlung von iiblichen Nachrichten (etwa Text) in eine Folge von Elementen von Z/nZ
und zuriick vornimmt, werden wir an dieser Stelle nicht behandeln (vgl. Ubungen). Es sollte
jedoch Kklar sein, dass man auch hier geschickt vorgehen muss, sonst ist das ganze Verfahren
angreifbar.

Algorithmus 7.3 (Verschliisselung mit dem RSA-Verfahren). Person A mochte eine Nachricht ver-
schliisselt an Person E senden.

(1) Person A besorgt sich den offentlichen Schliissel (n,e) von Person E.
(2) Person A schreibt ihre Nachricht als Folge von Elementen X1, ...,%, € Z/nZ.
(3) Mit Hilfe der Verschliisselungsfunktion
V:Z%Z/n7 — 7/nZ,x — X°
verschliisselt Person A die Nachricht zu V (x7), ...,V (X;).
(4) Person A iibermittelt V(x1), ..., V(X;).

Algorithmus 7.4 (Entschliisselung mit dem RSA-Verfahren). Person E mdchte eine empfangene
Nachricht entschliisseln.

(1) Person E empfingt eine Folge von Elementen v, ..., Y, aus Z./nZ als verschliisselte Nachricht.

(2) Mit Hilfe des privaten Schliissels (n,d) und der Entschliisselungsfunktion
E:Z/nZ — 7./nZ,7 — §°

entschliisselt Person E die Nachricht als E(v7),. .., E(Vr).
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Wir miissen uns an dieser Stelle iiberlegen, dass die Entschliisselung tatsdchlich funktioniert,
d.h. wir miisen zeigen, dass fiir alle X € Z/nZ tatsachlich E(V (X)) = ¥ ist. Dies folgt jedoch
recht schnell aus der folgenen Uberlegung:

Proposition 7.5. Es sei n € IN quadratfrei, es sei k € IN und a € Z. Dann gilt:

ko(n)+1

a =a (mod n).

Beweis. Sein = pj - ... - p, mit paarweise verschiedenen Primzahlen py, ..., p,. Dann ist

p(n)=(p1—1)-...-(pr—1).

Seii € {1,...,r}. Falls p; { a gilt, so ist a?"! = 1 (mod p;) und deshalb a*?(") = 1 (mod p;).
Das liefert #¥?()*1 = g (mod p;). Gilt p; | a, so ist offenbar a*?()*1 = 0 = a4 (mod p;). Somit
ergibt sich a*?(W+1 =g (mod p; - ... p,) und damit die Behauptung. O

Es ist nun E(V (%)) = E(%°) = ¥*. Nach Konstruktion von ¢,d isted = 1 (mod ¢(1)). Wegen
ed > 1 existiert also ein k € IN, so dass ed = k¢(n) + 1 ist. Es ergibt sich

E(V(%)) =7 =g+l — 5

nach der obigen Bemerkung. Damit ist gezeigt, dass das RSA-Verfahren korrekt arbeitet.

Wieso sieht man das RSA-Verfahren als sicher an? Das ,naive” Argument dazu konnte wohl
wie folgt lauten: Um zu entschliisseln, mufl man den privaten Schliissel (n,d) aus dem offent-
lichen Schliissel (7, e) bestimmen. Dazu mufl man die Kongruenz ed = 1 (mod ¢(n)) losen.
Dafiir benotigt man ¢(n) = (p —1) - (g — 1), und dafiir bendtigt man wiederum p, g, also die
Primfaktoren von n. Fiir grofSe Zahlen n ist die Faktorisierung jedoch mit den heute gangi-
gen Verfahren praktisch nicht durchfiihrbar. Leider ist dieses naive Argument nicht wirklich
tragfdhig, denn es konnte ja andere Moglichkeiten geben, den privaten Schliissel aus dem 6f-
fentlichen Schliissel zu bestimmen, oder vielleicht kommt man auch ohne Kenntnis des pri-
vaten Schliissels zum Ziel der Entschliisselung. Aus diesem Grund wollen wir das an dieser
Stelle doch nochmal ein klein wenig differenzierter anschauen. Fiir eine wirklich ernsthafte
Betrachtung sei jedoch auf die entsprechende Literatur aus der Kryptographie verwiesen. Wir
betrachten im weiteren Verlauf die folgenden Probleme:

m RSA: Gegeben ist der offentliche Schliissel (1, e) sowie eine verschliisselte Nachricht i €
Z/nZ. Gesucht wird die Ausgangsnachricht, d.h.einX € Z/nZ mit V() =x° = 7.

m RSA-Schliissel: Gegeben ist der 6ffentliche Schliissel (n,e). Gesucht wird der private
Schiissel (n,d), d.h. dasjeniged € Nmit1l <d < ¢(n) unded =1 (mod ¢(n)).

» Faktorisierung: Gegeben ist eine Zahl n € IN, welche genau zwei Primfaktoren p, q hat.
Gesucht sind p und 4.
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Wir wollen diese Probleme von ihrer Schwierigkeit her vergleichen. Im Folgenden bedeute

Problem A < Problem B, dass nach Losung von Problem B das Problem A durch einen Algo-
P
rithmus von polynomialer Laufzeit gelost werden kann. Anschaulich heifit dass in etwa, dass

Problem A leichter als oder gleichschwer wie Problem B ist. Problem A = Problem B stehe fiir

P
Problem A < Problem B und Problem B < Problem A. Offenbar gilt
p P

RSA < RSA-Schliissel < Faktorisierung,
p p

denn: Ist die Faktorisierung von n bekannt, also Primzahlen p, g mit n = pg, kann man ¢(n) =
(p — 1) - (g — 1) berechnen. Uber den erweiterten Euklidischen Algorithmus bestimmt man
dann (n,d) aus (n,e), d.h. man kann RSA-Schliissel losen. Das liefert ¥ = E(y) = 7, d.h. die
Losung von RSA. Man kann sogar zeigen:

RSA-Schliissel = Faktorisierung
p

Momentan ist kein effizienter Algorithmus bekannt, der das Faktorisierungsproblem 16st. Das-
selbe gilt somit auch fiir RSA-Schliissel. Es ist allerdings unbekannt, ob RSA=RSA-Schliisselist.

Es konnte also effiziente Moglichkeiten geben, Nachrichten zu entschlijssefn, ohne den priva-
ten Schliissel zu finden. Da das Verfahren in der realen Welt auf real existierenden Computern
durchgefiihrt wird, gibt es auch dartiber hinaus eine nicht unbetréachtliche Zahl von Angriffs-
moglichkeiten auf das RSA-Verfahren.



KAPITEL Il

Das Quadratische Reziprozitatsgesetz und seine Anwendungen

§8 Das Quadratische Reziprozitatsgesetz

Definition 8.1. Es sei p eine ungerade Primzahl, und es sei a € Z. Die Zahl a (bzw. die Restklasse

a € 7./pZ) heift ein quadratischer Rest modulo p, falls p { a gilt und es ein x € Z mit x> = a

(mod p) gibt. Die Zahl a (bzw. die Restklasse a € Z./ pZ.) heifdt ein quadratischer Nichtrest modulo
p, falls p 1 a gilt und es kein x € Z mit x> = a (mod p) gibt. Wir setzen

1 falls a quadratischer Rest modulo p

<a> =<0  falls pla

P —1  falls a quadratischer Nichtrest modulo p

<?) heif$t das Legendre-Symbol modulo p.

Offenbar hiangt das Legendre-Symbol (%) nur von der Restklasse von 2 modulo p ab.
Beispiel 8.2. In (Z/57)* ist T=12=43=4und? =1. Dementsprechend erhalten wir als

w quadratische Reste modulo 5: 1,4

w quadratische Nichtreste modulo 5: 2, 3.

Fiir a € Z ist also

1 fallsa=1 (mod5)odera=4 (mod}5)
(g) =40 fallsa=0 (mod5)
—1 fallsa=2 (mod5)odera=3 (mod}5).

46
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Proposition 8.3. Es sei p eine ungerade Primzahl, es sei w eine primitive Wurzel modulo p, und es sei

r € INy. Dann gilt:
wr
— | =(-1)".
()=t

Beweis. Die Behauptung ist offenbar dquivalent zur Aussage, dass w" genau dann quadrati-
scher Rest modulo p ist, wenn 2|r gilt. Dies zeigen wir im Folgenden.

,==":Sei w" quadratischer Rest modulo p. Dann gibt es ein x € Z mit@" = ¥* in Z/pZ. Da w
eine primitive Wurzel modulo p ist, existiert ein n € INg mit x = w". Wir erhalten w" = w>" und
somit @' 2" = 1. Aus 5.7 ergibt sich p — 1 = ord(@)|(r — 2n). Wegen 2|(p — 1) folgt 2|(r — 2n)
und somit 2|r.

,<=": Es gelte 2|r. Dann gibt es ein ¢ € INy mit r = 2g. Das liefert " = (w7)?, weswegen "
ein quadratischer Rest modulo p ist. ]

Esist (Z/pZ)* = {1,@,...,wP*}.In dieser Darstellung sind die quadratischen Reste modulo
p also genau diejenigen Restklassen mit geradem Exponenten, die quadratischen Nichtreste
diejenigen mit ungeradem Exponenten.

Satz 8.4. Es sei p eine ungerade Primzahl, und es seien a,b € Z. Dann gilt:
5)=6)6)
p p)\r/)
Insbesondere induziert das Legendre-Symbol einen Gruppenhomomorphismus
(p) (T pZ) — {£1}, T (;) .

Beweis. Da p eine Primzahl ist, gilt die Aquivalenz p|ab <= p|a oder p|b. Damit ist die linke
Seite genau dann Null, wenn die rechte Seite Null ist. Im Folgenden seien 4, b und somit auch
ab nicht durch p teilbar. Sei w eine primitive Wurzel modulo p. Dann existieren 7,5 € INg mit
7@ =" und b = @°. Es ergibt sich

() =(5) =cre=crer=(3)(5) = () )

Satz 8.5 (Satz von Euler). Es sei p eine ungerade Primzahl, und es sei a € Z.. Dann gilt:

(;) =47 (mod p).

Beweis. Falls p|a gilt, so ist
a —1

(p) =0=a'T (mod p).
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Im Folgenden gelte p { a. Aufgrund des Kleinen Satzes von Fermat erhalten wir in [F,, die
Gleichung

(ﬁ’%l)2 =g 1=1

Das Polynom X? —1 € F,[X] hat wegen 5.22 hochstens zwei Nullstellen. Daher sind 1, —1

die einzigen Nullstellen dieses Polynoms. Somit ist a'T € {1, —1}. Zu zeigen ist damit die
folgende Aussage:
a T
<> =1 < a7 =1
p
=" Sei (%) = 1. Dann gibt es ein ¥ € (Z/pZ)* mita = ¥*, woraus wiederum

p—1 —
aT =31 =1

folgt.

,<=":Sei w € Z eine primitive Wurzel modulo p, und sei r € INg mita = w". Wir erhalten
@)'7 =a'r =1.

Mittels 5.7 ergibt sich (p — 1) ]rpT_l, weswegen r gerade ist. Somit ist

O

Wegen p > 2 sind die Restklassen von —1,0,1 modulo p paarweise verschieden. Daher ist das
Legendre-Symbol durch seine Restklasse modulo p eindeutig bestimmt.

Proposition 8.6 (Lemma von Gauf). Es sei p eine ungerade Primzahl, und es sei a € Z mit p { a.
Wir setzen

H:= {T,i,...,pT_l} C Z/pZ.

Esseienhy,...,hy € Hund ey, ..., ep0 € {&1} mit
2 2

a-1l=e-hy,...,a-

(+)
- :Sl’...'Sp—l.
p 2

Beweis. Die Restklassen hy, ...,h,-1 sind paarweise verschieden,
T

Dann gilt:

denn: Seieni,j € {1,..., pT} mith; = h;. Dann ist EZ = sz und deshalb 7" = 52]2. Das liefert
22 = f und deshalb (i -j
i = £j. Wegen i,j € H folgt

2 = 1. Da wir in Z/ pZ rechnen, folgt i - ]_1 € {1,—1} und somit
i=7. #
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Aufgrund der eben getitigten Uberlegung taucht jedes Element aus H genau einmal als ein
Element der Form h; auf. Wir erhalten

p-1 p-1 p-1 p-1 p-1
p1 o2 2 - ] o 7 z
ETHIZH(LI Z)ZH(ET-hZ):El €L4H i =& EEHZ
i=1 i=1 i=1 : i=1 : i=1
und deshalb B
EVT == 81 Ep—l

Aufgrund von 8.5 ergibt sich

a p-1

<> =a7 =¢-...-€p1  (mod p).
p 2

Da das Produkt auf der rechten Seite in der Menge {£1} liegt, folgt sogar
a
(p) 281'...'8%71.

Beispiel 8.7. Es sei p = 5 und a = 2. Dann ist H = {1,2}. Wir erhalten

ma-1=2-1=1-2,alsoiste; =1, h; =2.
wd-2=2.2=4=—-1=—1-T,alsoistes = —1,hy = 1.
Es ergibt sich

(;) =g -e=1-(-1)=-1

Satz 8.8 (Quadratisches Reziprozititsgesetz). Es seien p,q ungerade Primzahlen. Dann gilt:

(5) === ()

Ist also eine der beiden Primzahlen p, q kongruent 1 modulo 4, dann ist
<P> _ <Q> .
q p
0)--()
q p

Satz 8.9 (Erster Ergdnzungssatz zum QRG). Es sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

()

Die Zahl —1 ist also genau dann quadratischer Rest modulo p, wenn p =1 (mod 4) ist.

Andernfalls ist
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Satz 8.10 (Zweiter Erganzungssatz zum QRG). Es sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

5o

Die Zahl 2 ist also genau dann quadratischer Rest modulo p, wenn p = £1 (mod 8) ist.

Beweis. (von 8.8, 8.9, 8.10) Wir bemerken zunéchst, dass der Satz von Euler 8.5 fiira = —1 den
Ersten Ergédnzungssatz zum QRG liefert. Im Folgenden sei a € Z mit p 1 a. Wir schreiben fiir
1<i< Pl

a-i=¢-hi+e-p

mith; € {1,..., 57}, e € {+1},e; € Z.Seii € {1,...,2;'}. Dann ist
2ai
& = (—1){ F J,
denn:

Fall 1: ¢; = 1. Dann ist ai = h; + e;p und deshalb

2ai 2k
ﬂ === + 2e;.
p p
Esist0 < %h" < 1 und somit {%J = 2¢;, insbesondere ist {%J gerade.
Fall 2: ¢; = —1. Dann ist ai = —h; + e;p und somit
2ai — 2h;
ﬂ = P ! + 261' — 1.
4 P
Wegen 0 < %ﬂl" < list L%J = 2¢; — 1, insbesondere ist L%J ungerade. #
Aufgrund von 8.6 erhalten wir
p—1

<Z> =€ ... Ep1 = (—1)23{%J

Als zusétzliche Voraussetzung an a fordern wir ab jetzt, dass a2 ungerade ist. Dann ist a + p
gerade, und wir erhalten

()-(5")=(5)-0) (3)-(7)

Hierbei haben wir verwendet, dass 4 offensichtlich ein Quadrat modulo p ist. Es ergibt sich

—

p-1 p-1

zf[%‘*fJ _ ()T A 5]

~—

<2a> T el o B

— (—1)E )Zii{{ﬂ

—_
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-1 .
Fira = 1ist Zfz {%J = 0 und deshalb

3o

womit wir 8.10 gezeigt haben. Es verbleibt der Beweis von 8.8. Wir bemerken dafiir zunédchst,
dass nach der obigen Rechnung gilt:

()~ G)- ool (s

woraus sich

ergibt. Diese Beschreibung des Legendre-Symbols werden wir im weiteren Verlauf benutzen,
um die gewiinschte Identitdt zu zeigen. Sei q eine ungerade Primzahl. Im Fall p = g ist die
Aussage aus 8.8 offensichtlich, denn dann steht auf beiden Seiten 0. Im Folgenden sei ¢ # p.
Wir setzen

o -1 —1 . .
0= #{(i,]) € {1,...,%} x {1,...,517} | 9i > pi}

o -1 -1 . .
b =#{(i,]) € {1,...,%} X {1;---,%} | qi < pj}

Wegen gi # pj fiir (i,]) € {1,...,7%1} X {1,...,%} folgt fiir festes i € {1, ... Py,

72
. , . qi . ViJ
gp>p < j<—- <= < ||
p p
Das liefert
pot
| gi
Bl
i—1 P
Analog ist

Auflerdem ist

Wir erhalten
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2
Wegen <%> = 1 ergibt sich

O]

Beispiel 8.11. Das Reziprozititsgesetz kann benutzt werden, um Legendre-Symbole auszurechnen: Es

soll das Legendre-Symbol (353) bestimmt werden. Unter Verwendung von 8.4 erhalten wir

273\ _(3:718Y _(3\(7\ (18

307) \ 307 ) \307/\307)\307)"
Wegen 3 = 3 (mod 4),7 = 3 (mod 4), 13 = 1 (mod 4), 307 = 3 (mod 4) ergibt sich durch
Anwendung des QRG:

273\ _ (L) (307 (y (307 (307 _ (307 (307 (307
307) 3 7 13) \3 7 13 )"
Aufgrund von 307 =1 (mod 3),307 = —1 (mod 7), 307 = 8 (mod 13) erhalten wir
273\ _ (1) (1) (8
307) \3)\7)\13
Der erste Faktor ist offenbar 1, der zweite Faktor ist wegen 7 = 3 (mod 4) nach 8.9 durch —1 gegeben.

Somit ist
273\ _ _(8\_ _(2\V__(2
307 ) 13) 13) 13 )’

wobei wir fiir die letzte Gleichung verwendet haben, dass das Legendresymbol den Wert 1 oder —1 hat.
Aus dem zweiten Erginzungssatz zum QRG erhalten wir wegen 13 =5 (mod 8), dass

(357) = (V- (=1
ist.

Eine Verallgemeinerung des Legendre-Symbols ist durch das Jacobi-Symbol gegeben, welches
wir im Folgenden studieren werden.

Definition 8.12. Es sei a € Z und n € IN ungerade mit Primfaktorzerlequng n = p7' - ... - py’. Wir
setzen
a /a4
()= I] <p> ~
() heifit das Jacobi-Symbol modulo n.

Ist nn eine Primzahl, so stimmen das Jacobi- und das Legendre-Symbol modulo # offenbar iiber-
ein, unsere Notation ist also konsistent. Ist 2 ein quadratischer Rest modulo n = p' - ... - p,
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so ist a auch quadratischer Rest modulo py, ..., pr, d.h. (%) =...= (%) = 1. Somit ist dann
(2) = 1. Die Umkehrung ist jedoch falsch: Es ist etwa

(5)-()-6) -

aber 5 ist kein quadratischer Rest modulo 9 (sonst wére 2 quadratischer Rest modulo 3).
Wir merken an, dass das Jacobi-Symbol offenbar multiplikativ in beiden Argumenten ist. Dar-
tiber hinaus ist genau dann (%) = 0, wenn a und 7 nicht teilerfremd sind.

Wir wollen im Folgenden ein Reziprozitdtsgesetz fiir das Jacobi-Symbol zeigen. Wir starten
dazu mit einer Vorbemerkung.

Proposition 8.13. Es seien ny,ny € IN ungerade. Dann gilt:

@ n—1 ny—1 niny —1
3 5 = 5 (mod 2),
® nm—1 ni—1_ (mny)?—1
18 + 28 =1 28 (mod 2).

Beweis. (a) Esistny —1=0=mn,; —1 (mod 2), und deshalb ist (17 —1)(n, — 1) =0 (mod 4).
Das liefert niny —n; —np+1 =0 (mod 4) und somitniny —1=n; —1+n;—1 (mod 4). Wir

erhalten

1’11—1 1’12—1 1’111’12—1
= 2).
5 5 5 (mod 2)

(b)Esistny —1=m+1=ny—1=mny+1 (mod 2). Somit ist

(M —1)(n3—1)=(n —1)(m +1)(ny —1)(n2 +1) =0 (mod 16).

Es ergibt sich

mns—1=n—1+n3—1 (mod 16)

und schliefllich
n%—1+n%—1 (mny)? —1
8 8 8

(mod 2).
O

Satz 8.14 (Reziprozititsgesetz fiir das Jacobi-Symbol). Es seien m, n ungerade natiirliche Zahlen
mit m,n > 3. Dann gilt:

()
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(b) )
n2-1
@)
(C) m 1 1 n
() =0 (3)
B}eweis. Dji(e Primfaktorzerlegungen von n bzw. m seien gegeben durch n = p{' ... py, m =
q s
(a) Es ist
i J— 1 — er — r—
N Gt A R — (-n)ra (1)
n p1 pr
8.13 pi 1 1813 Pl 1
= (=1)2 (=1 = = (=1)
n—1
= (_1)T_
(b) Es ist
e er 2_ —
()G Y - o
1 r
2014 Qe 21 . %ﬁ’r‘_l
8.13 (_1)V18 (_1)pr8 1813 (— )Pl 7
= ()%

(c) Ist ggT(m,n) # 1, dann ist (%) = 0 = (£). Im Folgenden sei ggT(m,n) = 1, d.h.
{p1,---, pry N {q1,...,9s} = @. Wir erhalten

my _ (m)" (m) (E”>fief 88 e <Pf> .

R R o= — ar =< —1) T B )Y e

)= (2) I I ()
8:13 (_1)’7{7'271 p/.j271 <p]>€]fl

RV
8é3 (—1)”’2_1% (ﬁ)

m

O]

Beispiel 8.15. (vgl. Bsp. 8.11) Wir wollen erneut das Legendre-Symbol (%) berechnen, diesmal unter

Verwendung des Reziprozitiitsgesetzes fiir das Jacobi-Symbol. Wegen 273 =1 (mod 4) erhalten wir

()™ ()~ ()~ () ()

Da 273 =1 (mod 8) ist, liefert der zweite Ergiinzungssatz zum QRG

() = (25),



55 Kapitel Il. Das Quadratische Reziprozitatsgesetz und seine Anwendungen

Durch erneute Anwendung des Reziprozitiitsgesetzes fiir das Jacobi-Symbol und Beachtung von 17 = 1

(mod 4) erhalten wir
273\ _(273) _ (1) _,
307) \17 ) \17)

Im Gegensatz zur Rechnung in Beispiel 8.15 brauchten wir hier nicht die Primfaktorzerlequng von 273
zu bestimmen.

§9 Primzahlen mit vorgegebener Restklasse

Proposition 9.1.  (a) Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit p = —1 (mod 3).
(b) Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit p = —1 (mod 4).

Beweis. (a) Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen p mit p = —1 (mod 3), etwa
Pi,--.,Pn- WIr setzen

m:=3py-...-pp— 1L
Dann gilt 3 t m, p1 { m, ..., py { m. Somit gilt fiir jeden Primteiler 4 von m, dass g = 1 (mod 3)
ist. Das liefert m = 1 (mod 3), was ein Widerspruch ist.
(b) Angenommen, es gibt nur endlich viele Primzahlen p mit p = —1 (mod 4), etwa p1, ..., px.
Wir setzen

m:=4py-...-pp— 1.

Dann gilt 2 { m, p1 t m, ..., py ¥ m. Aus diesem Grund gilt fiir jeden Primteiler g von m, dass
g =1 (mod 4) ist. Daraus ergibt sich m =1 (mod 4), was ein Widerspruch ist. O

Proposition 9.2. Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit p =1 (mod 4).

Beweis. Wir nehmen an, dass es nur endlich viele Primzahlen p mit p = 1 (mod 4) gibt, etwa
P1i, ..., Pn. Wir setzen
m .= (2P1Pn)2+1

Ist g ein Primteiler von m, so ist g ungerade, und es gilt (2p; - ... py)*> = —1 (mod q). Somit

ist
()
q

was nach dem Ersten Ergdnzungssatz zum QRG g = 1 (mod 4) zur Folge hat. Insbesondere
istqg € {p1,..., pn}. Wegen g|m erhalten wir q|1, was ein Widerspruch ist. O

Satz 9.3. Esseia € 7, a # 0. Dann gibt es unendlich viele ungerade Primzahlen p, so dass (%) =1
ist.

Beweis. Wir nehmen an, dass es nur endlich viele Primzahlen p gibt, so dass ( %) = 1ist, etwa
p1, .-, Pn. Wir wihlen A € Z so, dass gilt:
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m ggT(a,A) =1,
m A gerade <= a ungerade,

s N:i=(p1-...-pnA)2 —a>1.

Sei g ein Primteiler von N. Da N ungerade ist, ist 4 ungerade, und wegen p; tafiri=1,...,n
istqg # p1,..., pn

Fall 1: q|a. Es ergibt sich g|(N + a)

= (p1-...  pnA)? und deshalb g|A2. Da g eine Primzahl ist,
folgt q| A, im Widerspruch zu ggT(a, A) =

1.
Fall 2: ¢ { a. Aufgrund von (p; ... p,A)?> = a (mod q) folgt (%) = 1. Somit ist g €
{p1,--.,pn}, was ein Widerspruch ist. O

Proposition 9.4. Es gibt unendlich viele Primzahlen p mit p =1 (mod 3).

Beweis. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann ist

Yo (2D (3 2 cnF =R (P = (o (B) = (P
<p)_<p><p>_< 1)2(1>22<3)_< 1 <3>_(3)'
Insbesondere gilt fiir ungerade Primzahlen p die Aquivalenz

p=1 (mod3) <= (g):l = <_If>:1.

Aufgrund von 9.3 gibt es unendlich viele Primzahlen p mit (773) = 1. Das liefert die Behaup-
tung. O

Satz 9.5. Es sei a € Z kein Quadrat. Dann gibt es unendlich viele Primzahlen p, so dass (%) = -1
ist.

Beweis. Fall 1: a = —1. Nach dem Ersten Erganzungssatz zum QRG ist
-1
<P) =-1 <= p=-1 (mod4).

Aufgrund von 9.1 gibt es unendlich viele Primzahlen p mit p = —1 (mod 4), und damit ergibt
sich die Behauptung.

Fall 2: 2 = 2. Nach dem Zweiten Ergdnzungssatz zum QRG ist

2
(p) =—-1 <= p=43 (mod3$).
Wir nehmen an, dass es nur endlich viele Primzahlen p mit p = £3 (mod 8) gibt, etwa p; =
3,p2,..., pn. Wir setzen
N:=8py-... - pp+3.
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Die Zahl N ist grofer als 1, ungerade und durch keine der Primzahlen py, .. ., p, teilbar. Somit
hat N nur Primteiler, welche = £1 (mod 8) sind. Das impliziertjedoch N = £1 (mod 8), was
ein Widerspruch zu N = 3 (mod 8) ist. Somit gibt es unendlich viele Primzahlen p mit p = 3
(mod 8), was die Behauptung liefert.

Fall 3: 2 = —2. Mit den Ergdnzungssidtzen zum QRG gilt
-2 -1 2
(p) = <P> (P) =-1 = (p=1 (mod4)undp=43 (mod 8))
oder (p =3 (mod4)undp=+1 (mod 8))
= p=5 (mod8)oderp=7 (mod 8).

Wir nehmen an, dass es nur endlich viele Primzahlen p mitp =5 (mod 8) oder p =7 (mod 8)
gibt, etwa p1 =5, p2, ..., pn. Wir setzen

N:=8py...pn +5.

Die Zahl N ist grofser als 1, ungerade und durch keine der Primzahlen py, ..., p, teilbar. Auf-
grunddessen hat N nur Primteiler, welche = 1 (mod 8) oder = 3 (mod 8) sind. Damit gilt
N =1 (mod 8) oder N = 3 (mod 8), im Widerspruch zu N = 5 (mod 8). Damit gibt es
unendlich viele Primzahlen p mit p = 3 (mod 8) oder p = 7 (mod 8), was die Behauptung
liefert.

Fall 4:a # —1,42. Da sich (%) sich bei Abdnderung von 4 um Quadrate hdchstens bei endlich

vielen Primzahlen p dndert (ndmlich bei den Primteilern von a), konnen wir ohne Einschrén-
kung annehmen:

a=(—-1)2-...-qu
mit paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen g1,...,q,, n > 1, sowie ¢, ¢ € {0,1}. Wir
nehmen an, dass es nur endlich viele Primzahlen p mit (%) = —1 gibt, etwa py,..., pm. Ins-

besondere ist dann {g1,...,qx} N {p1,...,pm} = . Sei &« € Z ein quadratischer Nichtrest
modulo g,,. Nach dem Chinesischen Resatz existiert ein N € IN mit

N=1 (mod8), N=1 (modpi),..., N=1 (mod pm)
N=1 (modq),..., N=1 (modg,_1), N=a (mod g,).
Wir schreiben N in der Form N = [; - ... -, mit ungeraden, nicht notwendig paarweise ver-

schiedenen Primzahlen Iy, ..., I,. Offenbar ist {I1,..., L.} N {2, p1,-- -, Pm, 91, ---,gn} = &. Un-
ter Verwendung von N =1 (mod 8) erhalten wir aus 8.14:

L1(7) - ()= () (3) () = oo™ (25)
() ) =6 ) )= =

Aus diesem Grund existiert eini € {1,...,7} mit (%) = —1. Wegen I; & {p1,...,pm} ist das
ein Widerspruch. O
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Die in diesem Abschnitt bewiesenen Sétze iiber Primzahlen mit vorgegebener Restklasse sind
Spezialfdlle des Satzes von Dirichlet tiber Primzahlen in arithmetischen Progressionen: Sind
n €N, a € ZmitggT(a,n) =1, so gibt es unendlich viele Primzahlen p mit p = a (mod n).

§10 Summen von Quadraten

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschiftigen, welche natiirlichen Zahlen sich
als Summe von zwei bzw. vier Quadratzahlen schreiben lassen.

Beispiel 10.1. Esist2 = 12+ 12,4 = 22 4+ 0%, 5 = 12 + 22, wiihrend sich die Zahl 3 nicht als Summe
von zwei Quadraten ganzer Zahlen schreiben lisst.

Proposition 10.2 (Lemma von Thue). Es sei p eine Primzahl, und es seien e, f € IN mit ef > p.

Dann gilt: Fiir jedes r € Z gibtes x,y € Zmit0 < x <e,1 <y < f, pfy und

X
r=+= (mod »).
y ( p)

Beweis. Seir € Z.

Fall 1: ¢ > p. Wir setzen y := 1, und x sei der Rest, den 7 bei Division durch p ldsst. Dann ist
— X

r=x=1% (mod p).

Fall 2: f > p. Gilt p|r, so setzen wir x := 0,y := 1. Dannistr = 0 = § (mod p). Gilt p { r,
so setzen wir x := 1, und y sei ein Vertreter aus {1,...,p — 1} der Restklasse 7 !. Dann ist
rz%z% (mod p).

Fall 3: ¢, f < p. Wir betrachten die Menge
M:={1,...,e} x{1,...,f}.
Esist#M = ef > p, deswegen gibtes (x1,y1) # (x2,y2) € M mit
yir —x1 = yor —x2  (mod p).

Wire i1 = y» (mod p), so folgte x1 —x2 = r(y1 —y2) =0 (mod p). Wegene, f < p ergébe sich
dann x; = x und y; = y», was ein Widerspruch ist. Alsoist y; —y» # 0 (mod p) und deshalb

—hTh_ :I:M (mod p).
=y -yl
Setzen wir x := |x; — x2| und y := |y1 — y2|, so folgt die Behauptung. O

Satz 10.3 (Euler). Es sei p eine ungerade Primzahl. Dann sind dquivalent:

(i) Die Zahl p lisst sich als Summe von zwei Quadraten schreiben, d.h. es existieren x,y € Z mit
24 .2
p=x"+y-.
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(i) p=1 (mod 4).

Beweis. ,,(i)==(ii)": Ist p = x> + y?, dann ist p = x> + y? (mod 4). Wegen x> = 0,1 (mod 4)
und y?> = 0,1 (mod 4) folgt p = 0,1,2 (mod 4). Da p eine ungerade Primzahl ist, ergibt sich
p=1 (mod 4).

,(i)==(1)": Wegen p =1 (mod 4) ist —1 quadratischer Rest modulo p. Somit gibt es einr € Z
mit 72 = —1 (mod p). Wir setzen

e:=f:=|p]+1

Offenbar ist ef > p. Aufgrund von 10.2 existieren x,y € Zmit0 < x <e, 1 <y < f, ptyund

Das liefert

und deshalb x* +y? =0 (mod p). Aufgrund von x < e = | /p| + 1 folgt x < \/p, also x* < p.
Analog ist y? < p. Wegen 0 < x% + y2 < 2p folgt x> + y* = p. O

Satz 10.4. Es sei n € IN. Dann sind dquivalent:

(i) Die Zahl n lisst sich als Summe von zwei Quadraten schreiben.

(i) In der Primfaktorzerlegung von n kommen die Primzahlen p mit p = 3 (mod 4) nur mit gera-
dem Exponenten vor.

Beweis. ,,(i)==-(ii)”: Diese Implikation zeigen wir indirekt. Wir gehen davon aus, dass (ii) ver-
letzt ist, und dass n = x? + y? fiir geeignete x,y € Z ist. Insbesondere gibt es eine Primzahl
p mit p = 3 (mod 4), so dass n = mp**! mit p { m ist. Aus x*> + y?> = mp?*! ergibt sich
x> = —y? (mod p). Gilt ply, so folgt p|x* = mp?*1 — 2, und weil p eine Primzahl ist, folgt
p|x. Es ergibt sich p?|x% + y? = n und

2 2
x Yy _ " _  2k-1)+1
Z) +(Z2) =5=m :
(P) <P) p? P

Wir ersetzen dann x durch %, y durch %, n durch % und k durch k — 1. Indem wir dieses

Argument gegebenfalls mehrfach anwenden, kénnen wir schlieflich erreichen, dass zuétzlich
p 1y gilt (das Verfahren bricht ab, weil spitestens bei k = 0 der Fall p|y zum Widerspruch p?|n
fiihrt). Aus x> = —y? (mod p) folgt dann

<;>2 =-1 (mod p),

was einen Widerspruch zu p = 3 (mod 4) darstellt.
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,(il))=-(1)": Wir bemerken zunichst, dass sich mit zwei Zahlen m; = a% + b2, my = 2 + d® mit
a,b,c,d € Z auch deren Produkt mqm, als Summe von zwei Quadraten darstellen lasst:

mymy = (a* + b*) (2 + d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)>.

Nach Voraussetzung ist

n= ZEP?1 e p%f’qfl e gs,
wobei py, ..., p, paarweise verschiedene Primzahlen mit p; = 3 (mod 4) sind, und ¢, ..., s
sind paarweise verschiedene Primzahlen mit ¢; = 1 (mod 4). Wir setzen n; := 2% - ... -
ge. Wegen 2 = 12 + 12 und 10.3, zusammen mit unserer Voriiberlegung, ist n; = a® + b? fiir
geeignete a,b € Z.Wir setzen n, := p{l e p{’. Es ergibt sich

n=mn3 = (a® +b*)n3 = (n2a)? + (n2b)>.

Satz 10.5 (Lagrange). Jede natiirliche Zahl lisst sich als Summe von vier Quadraten schreiben.

Beweis. Wir bemerken zundchst, dass fiir x1, x2, X3, X4, Y1, Y2, Y3, Ya € Z die Gleichung

(61 + 23 + 25 +x) (i + 3 + Y5 +v3) =(x1y1 — Xay2 + X35 — X4ys)?
+ (X192 + X2y1 + X3Y4 — X4y3)°
+ (X193 + X3y1 — X2Y4 + Xa4y2)?
+ (X194 + xay1 + x2y3 — X3y2)°
gilt. Aufgrunddessen und wegen 2 = 12 + 12 4 0? + 0? geniigt es zu zeigen, dass sich jede

ungerade Primzahl als Summe von vier Quadraten schreiben lasst.
Die Gleichung x? + y> = —1 (mod p) besitzt eine Lésung,

denn: Es ist

P+ =-1 (modp) <<= y*=-1-2* (modp).

Wegen 8.3 gibt es (zusammen mit 0) genau pTH Quadrate modulo p und genausoviel Restklas-

sen der Form —1 — x modulo p. Da es nur pT_l Nichtquadrate modulo p gibt, ist unter den pTH
Restklassen der Form —1 — x> modulo p mindestens ein Quadrat modulo p. Somit existieren
x,y € Zmity?> =1 — x> (mod p). #

Aufgrunddessen besitzt die Gleichung
X2+ X5+ X3+ X3=0 (mod p)

eine Losung des Typs (x,y,1,0) mit x,y € Z. Hierbei kénnen x,y so gewdhlt werden, dass
x|, ly| < & sind. Dann ist
P2

2
x2+y2+12+02§%+z+1<p2.
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Zusammenfassend stellen wir fest, dass es x1, x2, x3, x4 € Z und k € IN mit k < p gibt, so dass
B3+ =kp

ist. Ist k = 1, so sind wir fertig. Ist k > 1, so werden wir zeigen, dass man x, ..., x4 so veran-
dern kann, dass die Gleichung auch mit kleinerem k gilt. Durch endliche Wiederholung dieses
Schrittes kann man schliefslich k = 1 erreichen, was die Behauptung liefert.

Esseienalsok € Nmitl < k < pund x1,...,xs4 € Z mit
X3+ x3 + x5 + x5 = kp.

Fall 1: k ist gerade. Dann ist auch kp = x2 + x5 + x3 + x7 gerade. Somit ist eine gerade Anzahl
der x; gerade. Wir nummerieren die x; so um, dass x; und x, bzw. x3 und x4 entweder beide
ungerade oder beide gerade sind. Dann ist

X1+ X2 2+ X1 — X2 2+ X3+ x4 2+ X3 — X4 2_5
2 2 2 2 P

Fall 2: k ist ungerade. Wir wihlen vy, ..., ys € Z mit

y1=-x1 (modk), y2=x (modk), y3=x3 (modk), ys =2x4 (mod k)

und |y;| < & firi =1,...,4. Esist

2

k
ity ity <dp =K

Dartiber hinaus ist
VB +BH =g+ 5+ 2542 =0 (mod k),
weswegen ein k € INg mit 0 < k < k und
Vit+yi+ys+yi=Fkk
existiert. Es ist k # 0,

denn: Wir nehmen an, dass k = 0 ist. Dann ist Y1 =Y2 =y3 =ys = 0,alsoistx; =0 (mod k)
firi =1,...,4. Das liefert x? =0 (mod k?) fiiri = 1,...,4, was

0=xi+x3+x3+xi=kp (mod Kk?)

zur Folge hat. Das liefert k|p, im Widerspruch zu 1 < k < p. #

Aufgrund unserer Voriiberlegung ist

Kkp = kpkk = (x§ + x5+ x5+ x3) (v + 5 + V3 + v3) = af + a3 + a3 + a3
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a; = X1Y1 — X2Y2 + X3Y3 — X4Y4,

ay = X1Y2 + Xoy1 + X3ya — Xay3 = x1X2 + X2(—x1) + x3x4 —x4x3 =0 (mod k),
a3 = x1y3 + X3y1 — XolYa + Xay2 = x1xX3 + x3(—x1) — X2x4 + x4x2 =0 (mod k),
Ay = X1Ya + Xay1 + Xoy3 — x3y2 = x1X4 + x4 (—x1) + X203 —x3x2 =0 (mod k).

Daraus ergibt sich k? | (k?kp — a3 — a3 — a3) = a%. Wir erhalten

(87 (37 (37 (3 -

mit1 < k < k. 0O

§11 Primzahltests

In diesem Abschnitt werden wir uns mit effizienten Algorithmen beschéftigen, die testen, ob ei-
ne vorgegebene Zahl eine Primzahl ist. Die naive Methode — die Methode der Probedivisionen
— geht von der Definition einer Primzahl aus und testet bei Vorgabe einer Zahl # fiir alle (Prim-)
Zahlen x < /n, ob x | n gilt. Es ist offensichtlich, dass diese Methode fiir grofe Zahlen 7 in der
Praxis nicht durchfiihrbar ist. Um effizientere Verfahren zu erhalten, benttigen wir geeignete
Primzahlkriterien. Um wiederum solche zu erhalten, kann man sich die bisher bewiesenen Sét-
ze fiir Primzahlen anschauen und fragen, ob sich diese in geeigneter Weise umkehren und zur
Charakterisierung von Primzahlen verwenden lassen.

Der erste Satz, mit dessen Umkehrung wir uns beschéftigen werden, ist der Kleine Satz von
Fermat: Ist p eine Primzahl, so gilt fiir alle @ € (Z/pZ)*, dass a7~' = 1 ist. Kann man diese
Eigenschaft zur Charakterisierung von Primzahlen verwenden? Es stellt sich leider heraus,
dass dies nicht der Fall ist. Trotzdem ist es von Interesse und fiir uns auch im weiteren Verlauf
von Bedeutung, fiir welche welche Zahlen die Umkehrung schiefgeht.

Definition 11.1. Es sei n eine natiirliche Zahl mit n > 1. Die Zahl n heifit eine Carmichael-Zahl,
wenn n keine Primzahl ist und fiir allea € (Z/nZ)* die Gleichung a" ' =1 gilt.

Proposition 11.2. Essei n € IN mit n > 1. Dann sind dquivalent:

(i) Die Zahl n ist eine Carmichael-Zahl.

(ii) Die Zahl n ist von der Formn = pq - ... p, mit paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen
p p p 8
P, Pt >3, mit (pi—1)|(n—=1) firi=1,...,r.

Beweis. ,,(i)==(ii)": Sei n eine Carmichael-Zahl, d.h. es gelte 2"~ ! = 1 fiir alle @ € (Z/nZ)*.
Insbesondere gilt dann ord(a)|(n — 1) fir allea € (Z/nZ)*. Das liefert

exp((Z/nZ)*) =kgV(ord(a)a € (Z/nZ)*)|(n —1).
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Wir schreiben 7 in der Form n = 27p{' - ... - p}’ mit paarweise verschiedenen ungeraden Prim-

zahlen py,...,pr, v € No,und ey,...,e, € N, a € INp. Dann ist

(Z/nZ)* = Z/pil_l(pl ~1)Zx...xZ/p" Hp, —1)Z, fallsa =0,1
\z/2z x 7./2°%7 x Z/p‘i’lfl(pl —1)Z x...x Z/pﬁ’fl(pr —1)Z, fallsa> 2.

Die Zahl n ist ungerade,

denn: Wir nehmen an, dass n gerade ist. Ista = 1, soist 7 > 1, denn n = 2 ist keine Carmichael-
Zahl. Aufgrund von 6.17 gilt pilfl(pl —1)|exp((Z/nZ)*) und deshalb p?*l(pl —-1)| (n—1).
Weil p; ungerade ist, folgt, dass n ungerade ist, was ein Widerspruch ist. Ist 2 > 2, so ergibt
sich mittels 6.17, dass 2 | exp((Z/nZ)*) und deshalb 2 | (n — 1) gilt, im Widerspruch dazu,
dass n gerade ist. #

Esgilte; =1und (p;—1) | (n—1) furi=1,...,r,

denn: Seii € {1,...,r}. Aufgrund von 6.17 gilt pf”fl(pi —1) | (n—1). Wére ¢; > 1, so folgte
pi | (n—1), was wegen p; | n zu p; | 1 fithren wiirde. #

Esistr > 3,

denn: Da n als Carmichael-Zahl keine Primzahl ist, ist » > 2. Nehmen wir an, dass r = 2 ist,
also n von der Form n = p;p, mit ungeraden Primzahlen p1, p2, wobei wir ohne Einschrankung
p1 < p2 annehmen. Wie wir uns bereits tiberlegt haben, giltn —1 = 0 (mod p — 1). Dariiber
hinaus ist

n—1l=pipp—1=pi(po—1)+p1—1=p1—1 (mod p, —1).

Das liefert p; —1 = 0 (mod p, — 1), also (p2 — 1)|(p1 — 1), im Widerspruchzu1l < p; —1 <
P2 — 1. #

Damit ist die Behauptung gezeigt.

,(il)==()":Sein = p; - ... - p, mit paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen py, ..., p;,
r>3,und (p;—1)(n—1) firi =1,...,r. Es ergibt sich

(Z/n2)” = (Z/p1Z)* x ... x (Z/p,2)" =7/ (pr —1)Z % ... xZ/(pr —1)Z.
Mittels 6.17 erhalten wir
exp((Z/n2)*) =kgV(pi—1|i=1,...,r)| (n—1).
Das liefert 2" ! = 1 fiir alle @ € (Z/nZ)*, weswegen n eine Carmichael-Zahl ist. O
Beispiel 11.3. Die kleinsten Carmichael-Zahlen sind 561 = 3 -11-17,1105 = 5-13-17, 1729 =
7-13-19.

Man kann zeigen, dass es unendlich viele Carmichael-Zahlen gibt (Satz von Alford-Granville-
Pomerance, 1994). Genauer gilt: Fiir x > 0 ist

#{n € N | n < x, n ist Carmichael-Zahl} > X7,

Der ndchste Satz, mit dessen Umkehrung wir uns beschaftigen, ist der Satz von Euler (Satz 8.5).
Wie sich herausstellt, kann dieser zur Charakterisierung von Primzahlen verwendet werden.
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Satz 11.4. Es sei n € IN ungerade mit n > 1. Dann sind dquivalent:

(i) n ist eine Primzahl.
(ii) Fiirallea € (Z/nZ)* ist

Beweis. ,,(i)==>(ii)": Das ist die Aussage von Satz 8.5.

,,(il)==(1)”: Wir setzen voraus, dass

(%) =a'T (mod n)

fur allea € (Z/nZ)* gilt. Durch Quadrieren ergibt sich, dass fiir alle 7 € (Z/nZ)* die Glei-

chung
=1

gilt. Somit ist n eine Primzahl oder eine Carmichael-Zahl. Die Zahl n ist jedoch keine

Carmichael-Zahl,

denn: Nehmen wir an, dass n eine Carmichael-Zahl ist. Aufgrund von 11.2 ist n dann von der

Form
n=py-... pr

mit paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen py, ..., pr, ¥ > 3. Sei @ € Z ein Nichtqua-

drat modulo p;. Nach dem Chinesischen Restsatz existiert ein b € Z mit

b=a (modpi),b=1 (mod p2),...,b=1

Es ist

()= ()E) (D)=

Nach Konstruktion ist b € (Z/nZ)*, und nach Voraussetzung ist
> =p'7 (mod n).

Das liefert
und somit insbesondere

was im Widerspruch zu

steht.

Damit haben wir gezeigt, dass n eine Primzahl ist.
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Definition 11.5. Es sei n € IN ungerade mit n > 1, und es sei a € (Z/nZ)*. Die Zahl a heifst ein
Eulerscher Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n, wenn

a n—
(7> £a'T (mod n)
n
ist. Wir setzen

E,:={a € (Z/nZ)* | aist ein Eulerscher Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n}.

Aufgrund von 11.4 ist eine ungerade Zahl n € IN mit n > 1 genau dann eine Primzahl, wenn
E, = O ist.

Proposition 11.6. Essei n € IN, n > 1 ungerade und keine Primzahl. Dann gilt:

1 1
Bl = 51(Z/1Z)"| = 50(n),

d.h. mindestens die Hilfte aller Restklassen aus (Z/nZ)* liefert Eulersche Zeugen fiir die Zerlegbarkeit
von n.

Beweis. Da n keine Primzahl ist, existiert nach 11.4 eina € (Z/nZ)* mita € E,. Wir setzen
E,:= (Z/nZ)" ~ Ey.

und o
M:={ab|b e E,}.

Es ist #M = #E;, denn fiir by, b, € E; gilt ab, = ab, genau dann, wenn by = by ist. Dartiber
hinausist M N E,, = &,

denn: Seic € M N E; Dann ist ¢ von der Form ¢ = ab fiirein b € E; Das liefert

und deshalb wegen ¢, be E;

n)—1 ¢(n)—1
(E) — (CW( : > - (E) (b) = c”Tfl(banl)(”(”)_1 = (cb‘”(”)_l)%l =a'7 (mod n),

n n n n
wasa € E; zur Folge hitte, was ein Widerspruch ist. #
Wir erhalten

#E, = S#(E UM) < S|(Z/n2)"| = 39(n)

N —

und somit

#E, > 2|(Z/nZ)"| = Sg(n).

N =
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Algorithmus 11.7 (Primzahltest von Solovay-Strassen, 1977). Es soll getestet werden, ob die unge-
rade natiirliche Zahl n > 1 eine Primzahl ist.

(1) Wiihle zufillig Zahlen ay, . .., a, mit ggT(a;,n) = 1firi=1,...,r.

(2) Bestimme fiiri =1,...,r, 0b a; ein Eulerscher Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n ist.

(3) Falls eines der a; ein Eulerscher Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n ist, so gib aus: ,n ist keine

Primzahl”. Andernfalls gib aus: ,,n ist vermutlich eine Primzahl”.

Ist n keine Primzahl, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit W, dass die Ausgabe ,n ist vermutlich eine
Primzahl” lautet, die Abschiitzung W < .

Die Korrektheit des Algorithmus, falls die Ausgabe ,n ist keine Primzahl” lautet, ergibt sich
aus 11.4; die Abschdtzung fiir die Wahrscheinlickeit W folgt unmittelbar aus 11.6.

Bei dem Primzahltest von Solovay-Strassen handelt es sich um einen probabilistischen Prim-
zahltest. Fiir die Praxis ist das durchaus akzeptabel; denn selbst ein deterministischer Prim-
zahltest wird, wenn er auf einem Computer implementiert ist, aufgrund der Moglichkeit von
Hardware- und Softwarefehlern eine gewisse Fehlerwahrscheinlichkeit aufweisen. In der Pra-
xis wihlt man den Parameter r ,hinreichend grof3”.

Beispiel 11.8. Es sei n = 73. Wir wihlen v = 2, a1 = 3, a; = 5. Es ist
n-1 7 1
a,? = 3% =1 (mod 73), (%) = (%) — <;> — <3> =1,
nl a 5 73 3 5 -1
wess e man (1)=(5)=(5)-()-()-(5) -

Somit sind ay = 3, a = 5 keine Eulerschen Zeugen fiir die Zerlegbarkeit von n. Die Ausgabe des
Solovay-Strassen-Tests lautet: n = 73 ist vermutlich eine Primzahl.

Wir werden als weiteren Algorithmus in diesem Kontext noch den Primzahltest von Miller-
Rabin behandeln. Er verwendet ein dhnliches Konzept wie der Algorithmus von Solovay-
Strassen.

Definition 11.9. Es sei n € N ungerade mit n > 1. Wir schreiben n — 1 = 2tumit t > 1,2 { u.
Weiterhin seia € (Z/nZ)*. Die Zahl a heifSt ein Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n, wenn gilt:

" #1 und @ # —firalles=0,...,t—1.

Wir setzen
Ry, :={a € (Z/nZ)* | aist ein Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n}.

Proposition 11.10. Es sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt:

R, = 2.
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Beweis. Wir schreiben p in der Form p — 1 = 2'u mit ¢t > 1, 2 { u. Wir nehmen an, dass Ry, # 92
ist. Dann gibt es einen Zeugen a fiir die Zerlegbarkeit von p. Wegena € (Z/pZ)* ist

- —y_ _nt
T=ar"1=2a""

Nach Voraussetzung ist a" # 1, es existiert also ein maximales Element s € INg mit0 < s < f,

so dass B B
b:=a""#£1

ist. Dann ist b = 22" = 1. Das Polynom X? — 1 € F,[X] hat nur die beiden Nullstellen +1,

weswegen b = —1 ist. Das liefert
EZSu — jl,

im Widerspruch zua € Ry. O
Satz 11.11. Es sei n € IN ungerade mit n > 1. Dann gilt:

E, CRy.
Beweis. Wir setzen E; = (Z/nZ)* \ E,, 1/2; = (Z/nZ)* ~ R, und zeigen I/{\n C E; Wir

schreiben 7 in der Form n = p{' - ... - p/’ mit paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen
p1,---,prundey,..., e, € N, und wir schreiben n — 1 = 2'u mitt,u € Nund 2{ u.Seia € R,.

ORGHO

Da u ungerade ist, folgt (2) = 1. Ebenso ist

Fall 1: 7* = 1. Dann ist

weswegen a € Ej, ist.

Fall 2: Es gibt eins € Ny mit0 < s < tund 2" = —1.Seii € {1,...,r}. Wir setzen
di = Ord(Z/piZ)X (El + piZ).

Es ist 22 = —1 (mod p;), also 2> ' = 1 (mod pi). Das liefert d; { 25u, d;|2571u. Somit ist
d; von der Form d; = 25*1y; fiir ein v; € Z mit 2 { v;. Wegen 5.8 gilt d;|(p; — 1) und deshalb
2571 (p; — 1). Somit existiert ein k; € IN mit p; — 1 = 2571k;, also mit p; = 1 + 25*1k;. Es ergibt
sich

n=pipr =142 ) (12 )
=(1+e12 k) ... (1 +¢,2k,)  (mod 2°F2)
=1+2"(etky +...+ek,) (mod 2°F2)

Das liefert
n—1

2

21y = =2%(etk1 + ... +ek;)  (mod 2571).
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und somit
25y = ek + ...+ ek, (mod 2).

Wir erhalten

n—1

aT _ aztflu _ (azsu)zt—lfs = (_1)2t—1—s 2£1

(—1)2H*SM = (—1)61k1+"‘+e’k’ (mod n)

Andererseits erhalten wir aus (a%) = a% =1 (mod p;), dass a? = —1 (mod p;) ist. Das

impliziert

i— 4 pi—1 pi—1 Pl . i—1
(£) B = = () = ()P L ()F = () (mod p)
1

Daraus ergibt sich

=()

wasa € EZ zur Folge hat. O

er

| <p> = (~DR L (FD)R = ()t =0T (mod ),
r

Korollar 11.12. Es sei n € IN ungerade mit n > 1. Dann sind dquivalent:

(i) n ist eine Primzahl.
(i) R, = 2.

Beweis. ,,(i)==>(ii)" ist die Aussage von 11.10.

,(il)==(i)": Ist R, = &, so ist wegen 11.11 auch E, = @. Aufgrund von 11.4 ist die Zahl n eine
Primzahl. O

Korollar 11.13. Essei n € IN, n > 1, ungerade und keine Primzahl. Dann gilt:
1 o1
[Rul = S(Z/nZ)"| = S9(n),
2 2
d.h. mindestens die Hilfte aller Restklassen aus (7./nZ.)* liefert Zeugen fiir die Zerlegbarkeit von n.
Beweis. Die Aussage ergibt sich unmittelbar aus 11.6 und 11.11. O

Tatsdchlich gilt sogar eine stirkere Aussage:

Satz 11.14 (Satz von Rabin). Es sein € IN, n > 15 ungerade und keine Primzahl. Dann gilt:
3
Rl = Jo(n).

Fiir den Beweis siehe etwa das Buch von Miiller-Stach /Piontkowski.
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Algorithmus 11.15 (Primzahltest von Miller-Rabin, 1980). Es soll getestet werden, ob die ungerade
natiirliche Zahl n > 15 eine Primzahl ist.

(1) Wihle zufillig Zahlen ay, ..., a, mit ggT(a;,n) =1firi=1,...,r.
(2) Bestimme fiiri =1,...,r, 0b a; ein Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n ist.

(3) Falls eines der a; ein Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n ist, so gib aus: ,n ist keine Primzahl”.
Andernfalls gib aus: ,n ist vermutlich eine Primzahl”.

Ist n keine Primzahl, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit W, dass die Ausgabe ,n ist vermutlich eine
Primzahl” lautet, die Abschiitzung W < %.

Die Korrektheit des Algorithmus, falls die Ausgabe 7 ist keine Primzahl” lautet, ergibt sich
aus 11.12; die Abschétzung fiir die Wahrscheinlickeit W folgt unmittelbar aus 11.14.

Beispiel 11.16. Es sei n = 437. Wir withlen ay = 2. Esist n — 1 = 436 = 22.109, also ist t = 2 und
u = 109. Wir erhalten a¥ = 2!%° = 173 # +1 (mod 437), a3* = 2219 = 213 £ —1 (mod 437),
d.h. ay = 2 ist ein Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n = 437. Der Miller-Rabin-Test liefert: n = 437 ist
keine Primzahl.

Fiir alle natiirlichen Zahlen n < 2.152.302.898.747, die ungerade und keine Primzahlen sind, ist
eine der Zahlen 2, 3, 5,7, 11 ein Zeuge fiir die Zerlegbarkeit von n. Unter Anahme der (unbewie-
senen) erweiterten Riemannschen Vermutung kann man zeigen: Istn € IN, n > 1 ungerade und
keine Primzahl, dann gibt es einen Zeugen 4 fiir die Zerlegbarkeit von n mit 0 < a < 2(logn)?
und a Primzahl (Satz von Ankeny-Montgomery-Bach, 1980-1994). Das liefert einen determinis-
tischen Primzahltest, der in polynomialer Zeit lduft. Im Jahr 2002 haben Agrawal, Kayal und
Saxena einen deterministischen Algorithmus gefunden, der ohne Annahme von zusitzlichen
Hypothesen in polynomialer Zeit testet, ob eine Zahl eine Primzahl ist. In der Praxis ist dieser
jedoch langsamer als der Miller-Rabin-Test.



KAPITEL Il

Kettenbriiche und quadratische Zahlkorper

§12 Die Kettenbruchentwicklung reeller Zahlen

Die Darstellung reeller Zahlen im Dezimalsystem ist aus mathematischer Sicht insofern un-
kanonisch, als das dass die Wahl der Basis 10 hier eingeht. In diesem Abschnitt werden wir
die Kettenbruchentwicklung reeller Zahlen behandeln. Diese kommt ohne Basiswahl aus und
weist dariiber hinaus zahlreiche weitere bemerkenswerte Eigenschaften auf.

Definition 12.1. Es seien ag, ..., a4, € Rmitay ..., a, > 0. Wir setzen

1

[ao,al,...,am] = ap+
El1—|-

boop— T
a
2 1

a1+ —
Am

und nennen das Tupel ((ag, .. .,am), [ao, ..., am)) einen endlichen Kettenbruch mit Wert [ag, . .., an].
Ist (ay)nen, eine Folge reeller Zahlen mit a, > 0 fir n > 1 und existiert der Grenzwert
limy, o lag, - - ., an|, dann setzen wir

[ag,a1,...] := lim [ag, ..., a,]
n—oo

und nennen das Tupel ((an)nen,, [0, 21, .. .]) einen unendlichen Kettenbruch mit Wert [ag, a1, . . .].
Unter einer Kettenbruchdarstellung einer reellen Zahl x verstehen wir einen Kettenbruch, dessen
Wert durch x gegeben ist, also einen Kettenbruch der Form ((ao, ..., am),x) oder ((ay)nen,, X). Eine
solche Kettenbruchdarstellung von x heifst eine Kettenbruchentwicklung von x, wenn ag € Z ist und
a, € N fiirn > 1, sowie a,, # 1, falls die Kettenbruchdarstellung endlich ist.

70
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Die obige Definition des Wertes endlicher Kettenbriiche ldsst sich auch induktiv aufschreiben.
Es ist dann [ag] := ag sowie

1
lag, ..., ai,0i11) := [ao, ..., ai-1,a; + ]
ai+1
Beispiel 12.2. (a) Esist
65 11 1 1 1 1
— =24+ —=24+—=24——=2+4 =24+ ———=12,2,2,5|,
27 27 27 94 5 2t 1 24 1 | ]
11 11 11 .
5 T35
d.h. ((2,2,2,5), %) ist eine endliche Kettenbruchentwicklung von $3.
(b) Falls der Grenzwert ¢ = limy,s0|1,1,...,1] existiert, dann ist
n—mal
1 1
1+ ! ?
1+4...

d.h. ¢* — ¢ — 1 = 0. Die einzige positive Losung dieser Gleichung ist ¢ = ”T\@, der Goldene
Schnitt. Somit ist vorbehaltlich der Existenz des obigen Grenzwertes ([1,1,...], ¢) eine unendli-
che Kettenbruchentwicklung des Goldenen Schnittes.

Ziel dieses Abschnittes wird es sein, zu zeigen, dass jede reelle Zahl eine eindeutig bestimmte
Kettenbruchentwicklung hat. Im Folgenden geben wir den Kettenbruchalgorithmus an. Dieser
dient dazu, zu einer gegebenen reellen Zahl x die Kettenbruchentwicklung zu bestimmen.

Algorithmus 12.3 (Kettenbruchalgorithmus). Es soll die Kettenbruchentwicklung von x € R be-
stimmt werden.

(1) ap:=|x| €Z,tp:=x—ap€[0,1),m:=0.
(2) Solange t,, # 0 ist, wiederhole (3)-(6)
(3)  Cmi= 4
4 apg1:=[Cm] €N
(5)  tpe1:=Cm—ami1 €0,1)
(6) m:=m+1

Falls die Schleife (2)-(6) terminiert, d.h. falls nach endlich vielen Schritten t,, = 0 erreicht wird, dann

ist ((ag,...,am),x) die Kettenbruchentwicklung von x. Falls die Schleife nicht terminiert, dann ist
((an)new,, x) die Kettenbruchentwicklung von x.
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Wir werden im Laufe dieses Abschnittes sehen, dass der Kettenbruchalgorithmus ein korrek-
tes Ergebnis liefert. Er terminiert nur fiir rationales x und gibt in diesem Fall eine endliche
Kettenbruchentwicklung als Ergebnis aus, fiir irrationales x erhalten wir eine unendliche Ket-
tenbruchentwicklung.

Satz 12.4. Sei x € R. Dann gilt:

(a) Die Zahl x besitzt eine eindeutig bestimmte Kettenbruchentwicklung. Diese wird durch den Ket-
tenbruchalgorithmus geliefert.

(b) Ist x rational, dann ist die Kettenbruchentwicklung von x endlich. Ist x irrational, dann ist die
Kettenbruchentwicklung von x unendlich.

Ist die Kettenbruchentwicklung von x durch ((ap, ..., am), x) bzw. ((an)new,, X) gegeben, dann heiflen
rationalen Zahlen |ay, . .., a,] mit n € Wy (und n < m, falls x € Q ist) die Niherungsbriiche von x.

Den Beweis schieben wir an dieser Stelle auf, er benétigt einige Hilfsresultate, die wir im Laufe
dieses Abschnitts bereitstellen werden. Wir studieren zunéichst einige Beispiele zur Anwen-
dung des Kettenbruchalgorithmus auf rationale Zahlen.

Beispiel 12.5. Wie in Beispiel 12.2(a) gesehen, ist

65 11 1 1 1 1
R S ST —9 =24+ =102,2,2,5].
27 +27 +27 +2 5 +2 1 +2 1 [ ]
i LT BT +2 1
5 T35

Mit den Bezeichnungen aus dem Kettenbruchalgorithmus 12.3 stellt sich diese Rechnung wie folgt dar:
a=2th=2 =% n=2t=30=0=2t=1L18=>50a=>51t=0

Beispiel 12.6. Kettenbruchentwicklungen treten auch in einigen Anwendungen auf:

(a) Die Umlaufzeit der Erde um die Sonne betrigt in guter Nitherung

365d 5h 48min 45,8s = (365 + 104'629) d.

432.000

Der Kettenbruchalgorithmus liefert

104.629
13000 ~ [047,1,8,6,2,1,170].

Niherungsbriiche dafiir lassen sich in klassischen Kalendersystemen finden:

w Der nullte Niherungsbruch fiir 193635 ist [0] = 0. Diese Nitherung wurde beispielsweise im

alten Agypten vorgenommen: Es gibt keine Schaltjahre, dafiir wird gelegentlich ein Jahr um
ein paar Tage verlingert.

n Der erste Nitherungsbruch fiir }g‘;gég lautet [0,4] = 1. Dies entspricht dem Vorgehen im

julianischen Kalender: Alle 4 Jahre wird ein Schaltjahr eingefiigt.
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(b)

(©)

w Der fiinfte Nitherungsbruch fiir 13382 ist durch [0,4,7,1,3,6] = 1 gegeben. Das kommt
der Gestaltung des gregorianischen Kalenders sehr nahe: In Modifikation des julianischen
Kalenders fallen hier in 800 Jahren 6 Schaltjahre weg, nimlich diejenigen Jahre, deren Jah-

reszahl durch 100, aber nicht durch 400 teilbar ist.

HUYGENS wollte 1682 ein Zahnradmodell des Planetensystems bauen. Das Verhiiltnis der Um-
laufzeiten von Saturn und Erde ist in guter Niherung

_ 77.708.431
~ 2.640.858 °

Dieses Verhiiltnis soll durch Zahnrider mit moglichst wenig Zihnen moglichst exakt realisiert
werden.
Eine naive Idee, das zu tun, wire folgende Rundung vorzunehmen:

__77.700.000 _ 777
~ 2.600.000 26

Allerdings betrigt der Fehler hier bereits etwa 1,6%, und man bendtigt ein Zahnrad mit 777
Zihnen.
Der Kettenbruchalgorithmus liefert

x=129,2,2,1,51,4,1,1,2,1,6,1,10,2,2,3].

Der vierte Niherungsbruch ist durch [29,2,2,1] = 2%6 gegeben. Der Fehler liegt hier nur bei ca.

0,01%), man benotigt ein Zahnrad mit 206 Zihnen und eines mit 7 Zihnen. Genau ein solches
baute HUYGENS.

Bei der Einteilung des Jahres in Monate muss man das Verhiltnis einer Mondperiode zur Jahres-
linge berechnen. Dieses ist ziemlich genau

v 2.953.059
36.524.220°

Uber den Kettenbruchalgorithmus erhiilt man
x=1[0,12,2,1,2,1,1,17,3,6,2,1,2,1,1,7].
Auch hier lassen sich Nitherungsbriiche in klassischen Kalendersystemen finden:

w Der erste Niherungsbruch fiir x lautet [0,12] = 3. Das entspricht der Kalendereinteilung
im alten Agypten: Ein Jahr besteht aus 12 Monaten mit je 30 Tagen, dazu kommen 5 Feier-
tage.

» Der sechste Nitherungsbruch fiir x ist durch [0,12,2,1,2,1,1] = % gegeben. Dieses Ver-
hiltnis wird im jiidischen Kalender verwendet (,Meton-Zyklus”): 19 Jahre werden zu einer
Zeitperiode von 235 Monaten zusammengefasst.

Proposition 12.7. Sei x € R. Mit den Notationen aus dem Kettenbruchalgorithmus 12.3 gilt:

(a)

Ist m € o mit t,, # 0, dann ist x = [ag, ..., A, Cm).
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(b) Ist m € Wo mit t,, = 0, dann ist x = [ao, ..., an). Im Falle m > 1 ist dabei a,, > 1.

Insbesondere gibt der Kettenbruchalgorithmus, falls er nach endlich vielen Schritten terminiert, eine
endliche Kettenbruchentwicklung ((ao, ..., am), x) von x aus.

Beweis. (a) Wir zeigen die Aussage per Induktion nach m. Sei m = 0, ty # 0. Es ist

1 1
0 X —dp
und deshalb
1
X=4ap+ — = [ao,go].
o
Es sei nun t,, 1 # 0. Wir erhalten
1
X = [a()/ v my ém] = [a()/ e Omy Am41 + tm+1] = [Cl(), v Omy A1 + 7]
‘:m+1

- [a0/~ e Amy am+1/ gm-i-l]-

(b) Ist tp = 0, dann ist offenbar x = [ag]. Ist m > 1 mit t,, = 0, so ist t,,_1 # 0, weshalb sich
aus (a) unmittelbar x = [ay,...,a,_1,{m—1] ergibt. Aufgrund von 0 = t,, = &,,—1 — a,, folgt
1

x =lag,...,ay]. In diesem Fall ist a,, = &1 = 7 > 1wegent, 1 € (0,1). O

Proposition 12.8. Sei x € R. Dann sind dquivalent:

(i) Der Kettenbruchalgorithmus terminiert bei Eingabe von x nach endlich vielen Schritten.

(i) x € Q.

Insbesondere gibt der Kettenbruchalgorithmus bei Eingabe einer rationalen Zahl eine endliche Ketten-
bruchentwicklung derselben aus.

Beweis. (i)=>(ii): Wir verwenden die Notation aus 12.3. Ist f; = 0, dann ist x = [g9] € Z. Ist
m € INg maximal mit t,, # 0, so ergibt sich aus 12.7

X = [Cl(), ceerAmy é’m] = [QO/ cee s iy aerl]
mitag € Z, a1, ...,an+1 € IN und damit sofort x € Q.
(i))=(i): Sei x € Q, etwa x = g mit p € Z,q € IN. Fiir x = 0 ist die Behauptung klar, so dass

wir im Folgenden x # 0 voraussetzen. Wir setzen ry := p, r1 := g und fithren den Euklidischen
Algorithmus aus:

ro = ayr+r mit a € Z, 0<m<rn,
rnoo= ajra+r3 mitaj € N, 0<r3 <1y,
/ : /
T = a1+ i mit a; € IN, 0 <7ripo <Trip1,
/ : !/
Tme1 = Oy Tm+Tmpr mita, €N, 0<ryq <rpy,
m = ATmi1 mit a/, € IN.
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Wir erhalten
4] Tiy2 ., Tit2 .
L= 24+ mit 2 € (0,1) fir i=0,...,m—1,
Tig1 Tit1 Tig1
Ym
= a,.
Ym+1
Wir setzen .
12 e
tho=" firi=-1,....m—1, t, =0,

Tit1
und erhalten

— =a,+t; firi=0,...,m,
i—1

wobei t; € (0,1) firi =0,...,m — 1ist. Wir vergleichen dies mit den Formeln aus dem Ketten-
bruchalgorithmus 12.3. Es bezeichne ((4;);ej, x) das Resultat des Kettenbruchalgorithmus bei
Eingabe von x, wobei I = {0,...,n} sei, falls der Algorithmus nach endlich vielen Schritten
abbricht, und I = INj sonst. Die Folge (t;);e; sei wie im Kettenbruchalgorithmus definiert. Wir
zeigen induktiv, dass a; = a; und t; = t/ firi = 0,...,m ist. Insbesondere ist dann t,, = ¢, =0,
d.h. der Kettenbruchalgorithmus bricht nach endlich vielen Schritten ab. Sei zunéchst i = 0. Es

1st 1
o /
an = | X | = —_ fry _— = a
== 2] =] =
und
to = _1 I 4/
O—X—ao—f—ao—to.

-1
Seinun 0 < i < m. Aus der Induktionsvoraussetzung ergibt sich t;_; = t_; # 0 und deshalb

1 1 ;
S Y Bl A
i—1 i-1

sowie

O]

Der Beweis hat gezeigt, dass man den Kettenbruchalgorithmus fiir rationale Zahlen als Varian-
te des Euklidischen Algorithmus ansehen kann.

Beispiel 12.9. Der Vergleich zwischen Euklidischen Algorithmus und Kettenbruchalgorithmus sieht
in Beispiel 12.2(a) wie folgt aus:

65 = 2.-27+411 0 _ 2 1
- — 7~ Tty
27 = 2-1145 27 = 2 >
11 = 2-5+1 = 1 = 2+1

N 55 N 5
5 = 5-1+0 == 7 = 5+0
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Als Kettenbruchentwicklung von $2 ergibt sich wie gehabt ((2,2,2,5), $).

Die nédchste Bemerkung zeigt insbesondere, dass es fiir jede rationale Zahl x genau eine endli-
che Kettenbruchentwicklung gibt.

Proposition 12.10. Es seien ag, by € Z, a1, . ..,a,,b1, ..., by € Nmit a,, by, # 1und [ay,. .., a,] =
[bo, ..., bw]. Dann gilt: n = mund a; = b; fiiri = 0,...,n.

Beweis. Es sei 0.E. n < m. Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach n. Sei zunichst
n = 0. Falls m > 1 wiére, dann ist

a0 = bo+ ———

O by, b

wobei aufgrund von by, # 1 die Ungleichung
1
0< 77— <1
(b1, ..., bn]
gilt, weshalb die linke Seite der vorigen Gleichung eine ganze Zahl ist, die rechte Seite dagege-
gen nicht. Somit ist m = 0 = n und demzufolge ay = [a9] = [bo] = bo. Im Folgenden sei n > 1.
Es sei ,
x=lag,...,ay) =0+ ——— =bgp+ m—— = |by,..., b
19 ] = o [, s " [b1,-.., byl 1bo )

Hierbei ist zu beachten, dass mit demselben Argument wie oben aus n > 1 auch m > 1 folgt.
Aufgrund von a, # 1 und b,, # 1 erhalten wir

1 1
0< — = <lsowie0 < —— <1,
[ﬂl,...,ﬂn] [b],...,bm]
und deshalb ay = |[x]| = by und schlieilich [ay,...,a,] = [by1,...,by]. Aus der Induktionsan-
nahme folgern wirn = mund a; = b; firi =1,...,n. O

Lasst man in 12.10 die Voraussetzung a,, b, # 1 weg, gilt die Eindeutigkeitsaussage nicht
mehr:

[ﬂo a 10]_{[5!0,...,51”—1,1] fira, >1odern =0,
s, A1,y =

[ag,...,ap-1+1] fira,=1undn >1
Im Folgenden werden wir uns mit der Kettenbruchentwicklung irrationaler Zahlen beschéf-

tigen. Dazu starten wir mit einer Folge ganzer Zahlen (a,)necw, mit a, > 1 fir n > 1 und
werden folgendes beweisen:

» Die Folge ([ao, ..., an])nen, konvergiert.

s Stammt die Folge (a,),cn, aus der Ausgabe des Kettenbruchalgorithmus fiir eine irratio-
nale Zahl x, dann konvergiert die Folge ([a, . . ., an])nen, gegen x, d.h. der Kettenbruchal-
gorithmus liefert als Ausgabe eine unendliche Kettenbruchentwicklung von x.
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Die nédchste Bemerkung hat einen sehr technischen Charakter, wird sich aber im weiteren Ver-
lauf des Kapitels als niitzlich herausstellen und an vielerlei Stellen Anwendung finden.

Proposition 12.11. Es sei (a,)qcn, eine Folge ganzer Zahlen mit a, > 1 fiir n > 1. Wir setzen

p—2:=0, p_1:=1, pp:=anpy_1+pn—2 fiirn>0 (insb. po = ag),
g-2:=1, q-1:=0, qn:=angu-1+qu—2 fiirn>0 (insb. qo = 1),

(bzw. in Matrixschreibweise:

p-1 P2 _ 1 0) (pn pn1>:<Pnl pn—2> <an 1) . >0
<q1 q—2> <O 1)’ n  qn-1 dn—-1 Yqn-2 1 0 ﬁ/H’Tl_ )

Dann gilt:
(a)
(2 D ) e
(b) )
ag, ..., ay) = —
o, 0] = 2

fiir alle n € Ny,

(@) —_—
n Tt Pn-1
[ao, ..., a0, ] = gzn_’_sn_]
fiirallen € Ny, ¢ € Ry,
(d) gut1 > qu fiir alle n € IN, insbesondere q, > n,
(e) g1 > qo, wobei Gleichheit genau dann besteht, wenn ay = 1 ist,
(£)
Pulfn—1 — Pu-1gn = (—1)""!
fiir alle n € Ny,

(8)

Pngn—2 — Pn—29n = (—1) a,
fiir alle n € Ny,
(h) geT(pn,qn) = 1 fiir alle n € INy,.

Beweis. (a) Die Behauptung folgt aus der Rekursionsformel in Matrixschreibweise.
(c) Wir zeigen die Aussage per Induktion nach n. Im Fall n = 0 ist

_ 1_Ga+1 _Spotpa
a0, 6] = a0+ 7 ¢ Eqo+q-1
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Sein > 1. Nach Induktionsvoraussetzung erhalten wir

1 (an + %)Pnfl + Pu-2
a01~~~/an/€ = ag, ..., ap—1,0n + | =
[ ] [ " g] (an + %)qnfl + qn-2

(ang + 1)Pn—1 + CPn72 . g(anpn—l + Pnfz) + pPu-1
(ang + 1)Qn—1 + qu”l72 N g(anﬁhz—l + anZ) +gn-
CpPn+ Pn

San +qn- .

(b) Nach (c) ist

[ao, .. ay) = 2Pn1 F P2 Pn
Anfdn-1+ qn-2 dn

(d), (e) Esistqo = 1,41 = a190 = a1 > 1, Gu1 = @n1qn + Gu-1 = gn + qu—1. Induktiv ergibt

sich gy41 > g, > nfirn € IN.
(f) Es ist
a, 1
(7 o)

B B Pn Pn-1\ _ ap 1 ap 1 . .
Pnﬂn—l p?’l—lqn = det (qn qn_1> — det( < 1 O) ( 1 0> cee

o aO 1 . . lln 1 _ n+1
= det(1 0> det<1 0)—( 1),

(g) Wir berechnen
Pndn—2— Pn—20n = (@nPu-1+Pu-2)qn—2— Pn-2(anGn-1+ qu-2)
f
= an(Pn—l‘]an - PanQn—l) (:) (_1)nan-

(h) Ist d € Z mit d|p, und d|gq,, dann folgt d|(pngn—1 — pn-1q9.) = (—1)", also d = +1. Das
impliziert ggT(pn, gn) = 1. O
Da wir im weiteren Verlauf des Kapitels gelegentlich die Indexmenge {-2,-1,0,1,2,...} be-
notigen werden, fithren wir an dieser Stelle dafiir die Bezeichnung IN_; ein.

Satz 12.12. Es sei (a,)new, eine Folge ganzer Zahlen mit a,, > 1 fiir n > 1. Dann gilt:
(a) Die Briiche [ay, ..., a,] = 5—: (vgl. 12.11) bilden eine konvergente Folge.

(b) Die Teilfolge ( 222 ist streng monoton wachsend, die Teilfolge ( £2:+L ist streng mono-
8¢\ g 8 8 . 8

nelN Ton+1 ) pelN
ton fallend. Insbesondere gilt: Ist x = lim,_co % = lag, m, .. .|, dann ist
gp=P0 P2 P o PP
qo qz q4 q3 q1

(c) Die Zahl [ag, a1, .. .] ist irrational.

Ist x = [ag,...,an) € Q, und sind %, ey % die zugehorigen Niherungsbriiche, dann gilt Aussage
(b) entsprechend mit ... < x < ...
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Beweis. (a) Wegen 12.11 gilt fiir i € IN:

pi _ Pic1 _ Pifi-1— Picidi _ (—1)1'“‘
qi qi—1 qiqdi—1 qidi—1

Es folgt

" n . . mo(=1)i+1
P:’“O+2(”Z_’“>:ao+z( i

n qo S \4i  qi-1 i dibi-1

Die Folge ( 7 ql_ 1 ) N ist aufgrund von 12.11(d),(e) eine streng monoton fallende Nullfolge, wes-
=1/ e .
wegen aus dem Leibniz-Kriterium die Konvergenz von >}, %

(£) e konvergent.

In
(b) Aufgrund von 12.11(g) gilt fiir alle n € INp:

folgt. Somit ist die Folge

& B Pn—2 _ Pndn—2 — Pn—24n _ (_1);1
qn qn—2 ndn—2 qndn—2

Demzufolge gilt fiir alle n > 2 wegen a,,, qn, qn—2 > 1:

& > Pn—2
qn qn—2

, falls n gerade,

& < Pn—2
In qn—2

(c) Wir nehmen an, dass x = [ag, 41, .. .| rational ist. Der Kettenbruchalgorithmus liefert in die-
sem Fall eine endliche Kettenbruchentwicklung ((by,...,bn),x) von x. Wir zeigen zunichst
induktiv, dass ay = Uy fir k = 0,...,m ist. Es ist ap = |x] = bg. Sei nun [ag,a1,...] =
[a0,a1,...,0r-1, bk, ..., by]. Wir setzen &1 := [ag, a5, 1,...]. Das ist aufgrund von (a) wohl-
definiert, und es gilt

, falls n ungerade.

[a0/ ai, ..., k-1, ék*l] = [u()l ay, .. ] = [Cl(), ay, ... ,ﬂk,l,bk, e Ibm]

Durch Termumformung ergibt sich {1 = [bk, ..., bm], was ax = [Cx_1] = by zur Folge hat
und die Induktion beendet. Mit &, = [dy+1, Am+2, - - .| ergibt sich die Gleichung [ay, ..., ay] =
[0, - - ., Am, Cm], was zum Widerspruch fiihrt. O

Beispiel 12.13. (vgl. Bsp. 12.2(b)) Es sei a, = 1 fiir alle n € WNy. Es ergibt sich fiir n > 0:

Pn=Pn-1+t+Pn-2  Gn=104qu-1+qGu-2,

insbesondere po = 1, p1 = 2, qo = 1, q1=1. Bezeichnet (F,),cn, die Folge der Fibonaccizahlen, dann

ist py = Fut1, qu = F, fiir alle n € INg. Die Folge % = F}—Zl ist aufgrund von 12.12 konvergent, aus

der Uberlegqung in 12.2 erhalten wir

F, 1 5
mtl 1,1, = 5

. &_ .
r}groloqn_nlgrolo F, 2
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Aus Satz 12.12 folgt insbesondere, dass die Folge der Néaherungsbriiche, die man {iber den
Kettenbruchalgorithmus zu einer irrationalen Zahl x bestimmt, konvergiert. Im nichsten Satz
werden wir zeigen, dass der Grenzwert durch x selbst gegeben ist.

Satz 12.14. Sei x € R~ Q und ((an)nen,, x) die Ausgabe des Kettenbruchalgorithmus bei Eingabe

von X, (%)HG]NO bezeichne die Folge der Niherungsbriiche (vgl. 12.11). Dann gilt:

(a) Die Folge der Niiherungsbriiche [ag, . .., a,] = £* konvergiert gegen x, es ist also x = [ag, a1, . ...

In
(b) Fiiralle n € INy ist
X — Pn < ! P
Un Anqn+1
fiir n > 1 ist insbesondere
Pn 1
— < :
: In n(n+1)
(c) Fiiralle n € N ist
Pn 1
X— = > -,
dn Gn(qn + qn+1)

Somit liefert der Kettenbruchalgorithmus eine unendliche Kettenbruchentwicklung von x als Ergebnis.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis von Aussage (b), denn diese impliziert Aussage (a). Die
Folge (Cu)nen, sei definiert wie im Kettenbruchalgorithmus. Aufgrund von 12.7 und 12.11(c)
erhalten wir fiir jedes n € INy:

x=lag,...,an,¢n] = m
und deshalb
_Pn _ CuPnt Pu1)qn — Pn(Cnfn + Gn—1) _ Pn—19n — Pnfn—1 12110 (="
qn n(Gnfn + Gn—1) Gn(Gnfin + qn-1) Gn(Gnlln + Gn-1)

Wegen a,.1 = |{u] < §u (andernfalls wiirde der Kettenbruchalgorithmus an dieser Stelle
terminieren) erhalten wir

Pn 1 1 1

X——| = < = :

qn qn(én‘?n + anl) In (ﬂn+1’h + qnfl) Gnqn+1

Fiir n > 1istnach 12.11(d) g, > n, was
Pn 1 1
* In < dnqn+1 = n(n+1)
zur Folge hat.
(c) Wegen ¢, < [Cn] +1=a,41+ 1ist
‘e Pn 1 S 1 _ 1
qn Gn(Cnn + qn-1) = gn((@ni1 +)qn +gu-1)  Gu(@ni19n + Gn-1+ qn)

1
Gn(Gny1+qn)
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Proposition 12.15. Sei x = [ay,...,am| € Q, ay, # 1. Dann gilt:

1
Gn(qn + qns1)

Pn

X — —

qn

Pn

X——| >

qn

<
dnqn-+1

und

fiir alle n € {0,...,m — 1}, wobei bei der ersten Ungleichung Gleichheit nur im Falln = m — 1
auftritt.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von 12.14. O

Es verbleibt zum Beweis von Satz 12.4 noch zu zeigen, dass jede reelle Zahl eine eindeutig
bestimmte Kettenbruchentwicklung besitzt. In Verbindung mit 12.10 und 12.12(c) gentigt dafiir
die folgende Bemerkung.

Proposition 12.16. Es seien (a,)nen,, (bn)nen, Folgen ganzer Zahlen mit a, by, > 1 fiirn > 1 und

[a0,a1,...] = [bo, b1, ...]. Dann gilt: Fiir alle n € N ist a,, = by,.

Beweis. Wir zeigen die Aussage per Induktion nach n. Wir setzen x = [ag, a1,...] = [bo, by, .. .].
Esistay = |x| = bo. Es sei nun ag = by,...,a, = by. Setzen wir ¢ = [a,41,an42,...], & =
[bp+1, buso, .. .], so ergibtsich [ag, ..., a,,&] = [bo, ..., bn, &' = [a0,...,a,,¢'] und daraus ¢ = ¢’
Aufgrunddessen ist a1 = [&] = || = but1. O

Beispiel 12.17.  (a) Der Kettenbruchalgorithmus liefert fiir x = /2

V2=1+(V2-1) = 1+1:1+ \/;H :1+\/;+1
V2-1 (V2-1)(V2+1)
1 1
= 1+— =1+
2+(vV2-1) 1
2+ﬁ+1
1
= 1+ -
+2+(ﬁ—1)

Aus Satz 12.14 folgt, dass ((1,2,2,2,...), \@) die Kettenbruchentwicklung von /2 ist.
(b) Man kann zeigen: e = [2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,.. .].
(c) Der Kettenbruchalgorithmus liefert

n=1[37151,292,1,1,1,2,1,3,1,...],

es ist kein Muster bekannt. Der dritte Niherungsbruch fiir 7t ist durch [3,7,15,1] = % ~
3, 1415929 gegeben. Dieser Niherungsbruch fiir 7t war dem Chinesen TSU-CHUNG-CHI bereits
im dritten Jahrhundert v.Chr. bekannt. PTOLEMAUS verwendete den Niherungsbruch 33 =

106
[3,7,15] ~ 3,1415094.
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§13 Periodische Kettenbriiche

Definition 13.1. Es sei (a,)nc, eine Folge ganzer Zahlen mit a, > 1 fiir n > 1. Der Kettenbruch
((an)new,, (a0, a1, . . .]) heifdt periodisch, wenn eseinh € N und ein n € Z>_1 mit a, ., = ay, fiir alle
m > n+ 1 gibt. In diesem Fall nennen wir das minimale h mit dieser Eigenschaft die Periodenlinge,
fiir den Kettenbruch verwenden wir die Notation

((ag, a1, .-, 80, @it - Gurn), 30,01, - -, On, A1, - - - Bprn))-
Der Kettenbruch heifSt reinperiodisch, wenn n = —1 gewihlt werden kann, d.h. wenn es keine Vorpe-
riode gibt.

Beispiel 13.2.  (a) Der Goldene Schnitt ¢ = ”2 123 1] hat eine reinperiodische Kettenbruchent-

wicklung mit Periodenlinge 1.
(b) 2 = [1,2] (vgl. 12.17) hat eine periodische Kettenbruchentwicklung mit Periodenlinge 1.

S

Satz 13.3 (Euler-Lagrange). Sei x € R. Dann sind dquivalent:

(i) Die Kettenbruchentwicklung von x ist periodisch.

(ii) Die Zahl x ist eine quadratische Irrationalzahl, d.h. x ist irrational und x erfiillt eine quadra-
tische Gleichung der Form ax?+bx+c=0mita,b,c € Z.

Beweis. (i)==(ii) (Euler): Die Kettenbruchentwicklung von x sei periodisch. Damit ist sie ins-
besondere unendlich, weswegen x nach 12.4 irrational ist. Sei die Kettenbruchentwicklung von
x explizit durch ((ag, a1, ...,an, 0551, -- -, nrn), X) gegeben. Wir setzen ¢ = [a,41,---,an14)- Es
ergibt sich { = [a,41,...,4,45, C]. Die Folge der Naherungszédhler bzw. -nenner zu ¢ gemaf
12.11 bezeichnen wir im Folgenden mit (p})ien , bzw. (4)ien ,- Aus 12.11(c) erhalten wir

_ SPha t Pha

g =
A

und daraus
G + (Gh—2 = Ph-1) — Ph2 = 0.
Wir bezeichen die Folge der Ndherungszihler bzw. -nenner zu x gemafl mit (p;)ien_, bzw.
(9i)ien_,- Dann gilt
P+ Pn
x =lag,..., a4y, = T—
[ 0 n g] gqn +qn71

und aufgrunddessen
o n—-1X — Pn—-1

QX —pn
Das Einsetzen von ¢ in die obige quadratische Gleichung fiir ¢ und anschlieflendes Multipli-
zieren mit (g,x — p,)? liefert eine quadratische Gleichung fiir x mit Koeffizienten in Z.
(ii)==>(i) (Lagrange): Sei x eine quadratische Irrationalzahl mit ax? + bx + ¢ = 0, a,b,c € Z.
Nach 12.4 ist die Kettenbruchentwicklung von x unendlich, etwa ((ag, a1, ...), x). Sei (&n)nen,

¢ =
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wie im Kettenbruchalgorithmus definiert, (pn)nen_, bzw. (41)nen_, bezeichne die Folge der
Néaherungszahler bzw. -nenner. Dann ist insbesondere

n + n—
x=lag,...,a0,¢n) = W

fir alle n € INg. Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in die quadratische Gleichung fiir x erhalten
wir

2
a(gnpn+pn—l> +b§npn+]9n—l+c:0

Cnn + Gn—1 Cnn + Gn-1
und deshalb
0 = a(Gupn+ Pn-1)®+b(Enpn+ Pu-1)(@nln + Gu1) + c(Endn + Gu-1)*
= Chlapy 4 bpugn + cq5) + En(2apupu—1 + b(Pudn—1 + Pn-1qn) + 2¢qnGu-1)
+aps_y + bpu_1qGu-1 + cqi_1

Wir setzen fiir n € INg

An = ap? +bpugn +cq’,
B, = Zﬂpnpn_l + b(ann—l + Pn—lqn) + 2Cq”q”_1’
C, = api,l +bpu—1gn-1+ Cﬂ%flf

so dass also Ané‘,zl + b,Cy + C, = 0 gilt. Wir bemerken zudem, dass offenbar C,,.; = A, ist. Eine
langere Rechnung ergibt

B2 —4A,C, = (b* — 4ac)(pugn-1— Gnpn_1)* 2 g,
Aufgrund von 12.14(b) und 12.11 ist

1 1
X — & < < X
qn ndn+1 G
d.h. es existiert ein 6, € R mit [5,| < 1 und
1
X — & == —5717
qn T

Das impliziert
Pn = Xqn 0

und deswegen

| Al |ap% + bpngn + C‘%Zq|
571 2 57! 2
= l|a| xqn+ CT +bgn | xqn + ET + gy,

n
2
(Sn’

= ‘731 (ax? + bx + c) + 2axd, + bd, + a—%
n

(52
= |2axé, +bé, + a—g
Tn

< 2lax|+1|b| + |al.
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Die rechte Seite ist unabhidngig von n, also treten in der Folge (A;),en, nur endlich viele ver-
schiedene Werte auf. Wegen C,11 = A, gilt dies auch fiir die Folge (Cy)nen,, und aufgrund
von B2 —4A,,C, = b* — 4ac ebenso fiir die Folge (B, )nen,- Da Ay&2 + By&y + Cy = 0ist, konnen
auch in der Folge (&, )nemw, nur endlich viele verschiedene Werte auftreten. Demzufolge gibt es
ein i € IN und ein m € INg mit §,,,,, = ¢;. Das hat zur Folge, dass die Kettenbruchentwicklung
von x periodisch ist. O

Proposition 13.4. Es sei d € Z, d kein Quadrat. Wir setzen

Q(\/H) = {U—FU\/H |u,ve Q} CC.
Dann gilt:

(a) (1,V/d) ist eine Basis von Q(\/d) als Q-Vektorraum, d.h. fiir jedes x € Q(\/d) gibt es eindeutig
bestimmte u,v € Q mit x = u + v\/d.

(b) Q(V/d) ist (mit der eingeschriinkten Addition und Multiplikation von C) ein Korper.

(c) Die Abbildung

TQ(Vd) —» QW) u+ovVd i u—oVd

ist ein Korperautomorphismus von Q(v/d), d.h. — ist bijektiv und fiir alle x1, x, € Q(v/d) gilt:
X1+ X2 = X1+ X2, X1 - X2 = X1 - X2.

(d) Ein Element x € Q(v/d) liegt genau dann in Q, wenn X = x ist.

(e) Erfiillt x € Q(v/d) die quadratische Gleichung ax® 4+ bx +c = 0 mit a,b,c € @, so ist ax¥* +
bx + c = 0. Ist insbesondere x ¢ Q, dann ist X die zweite Losung dieser Gleichung.

Beweis. (a) Nach Definition ist (1,1/d) ein Erzeugendensystem von Q(1/d) als Q-Vektorraum.
(1,v/d) ist linear unabhéngig iiber Q, denn wire u - 1+ vv/d = 0 mit (1,v) € Q, (u,v) # (0,0),
dann wiére v # 0 und Vid = —2 € Q, was ein Widerspruch ist, denn d ist kein Quadrat.

(b) Die Abgeschlossenheit unter Addition und Multiplikation rechnet man leicht nach, ebenso
wie die Ringaxiome. Interessantester Punkt diirfte wohl die Existenz von Inversen bzgl. der
Multiplikation sein, welche wir kurz demonstrieren. Dazu seien u,v € Q mit u + ovd #0.In
C berechnen wir

1 B u—v\/ﬁ _u—vx/a_ u v
u+ovd  (u+ovVd)(u—ovVd) uP-vid uz—vzd_uz—vzd\/aeQ(\/E)'

(c) Es seien uq, up, v1, vp € Q. Wir berechnen
(up + 01\/E) + (up + Uz\/g) = (ug+up) + (v + 02\/@ =u +up— (v1+ Uz)\/a
= (ul—Ul\/;Z)—F(Mz—Uz)\/a:Lﬂ—i—Ul\/a—Fuz—FUz\/E

sowie

(u1 +01Vd) (i +02Vd) = ujus + v102d + (U102 + up01)Vd
= Uy + v10pd — (102 + uzvl)\/;Z
= (ug —01Vd)(uy — v12Vd)
= u1+v1\/g-u2+02\/3.
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Die Bijektivitat der Abbildung ergibt sich daraus, dass es sich sich offenbar um eine Involution
handelt, d.h. zweimaliges Anwenden liefert die Identitit auf Q(\/;l ).

(d) ist klar.

(e) Wegen (c) folgt aus ax? 4 bx + ¢ = 0 durch Anwenden von , dass

0=0=ax>+bx+c=ax>+bx+c
ist. Il

Proposition 13.5. Es sei x eine quadratische Irrationalzahl. Dann gilt:

(a) Es gibt ein eindeutig bestimmtes quadratfreies d € N~ {1} mit x € Q(v/d). Damit existieren
nach 13.4 eindeutig bestimmte u,v € Q mit x = u + v\/d. Anwendung von — in Q(/d) liefert
X = u — vVd. X heif$t die zu x konjugierte Zahl.

(b) x ist eine quadratische Irrationalzahl.

Beweis. (a) Wir zeigen zunachst die Existenzaussage. Seien 4, b, ¢ € Z mit ax?> + bx + ¢ = 0. Da
x irrational ist, ist a # 0. In R erhalten wir

x = —Ej:l\/bz—élac.
2a  2a

Wir schreiben b? — 4ac = r?d mitd € IN \ {1} quadratfrei und r € IN. Das impliziert

b r
=——*—Vd
* 2a  2a Vi
Setzen wir u := —%, v:i=+5,80istx = u+ vv/d. Zum Nachweis der Eindeutigkeitsaussage
seix € Q(vd1) N Q(+v/d2), x & Q, wobei dy, dy € N\ {1} quadratfrei sind. Somit existieren
U1, Uz, 01,02 € Q mit x = uy + v1/dq = ur + v2y/d>. Nach Multiplikation mit den auftretenden

Nennern kéonnen wir o0.E. 11, up,v1, v, € Z annehmen. Es ist dann

(u1 — u2)2 = (Uz dr —vq \/dil)z = U‘%dl + U%dz — 201024/ d1d>,

also
(Ltl — uz)z — U%dl — U%dz + 2017)2\/ dldz =0

Aufgrund von x ¢ Q sind vy, v2 # 0. Wegen 13.4(a) ist d1d> ein Quadrat und deshalb d; = do.
(b) folgt direkt aus 13.4(e). O

Schwécht man die Forderung der Quadratfreiheit von 4 ab, indem man nur noch fordert, dass d
kein Quadrat ist, so gilt die Existenzaussage in (a) natiirlich immer noch, die Eindeutigkeit geht
allerdings verloren. Die ndchste Bemerkung zeigt jedoch, dass das Berechnen des Konjugierten
davon unbeschadet bleibt.

Proposition 13.6. Sei x eine quadratische Irrationalzahl der Form x = u + vv/d mit u,v € Q, wobei
d € NN kein Quadrat ist. Dann gilt: X = u — v\/d.
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Beweis. Wir schreiben d in der Form d = r2d’, wobei d’ € IN \ {1} quadratfrei ist und r € IN ist.
Es ergibt sich

T=ut+ovVd=u+oVr2d =u+orvVd = u—orvVd = u—oVd.

O]

Beispiel 13.7. Sei x € R die positive reelle Nullstelle von 2X* — 6X — 1. Dann ist x = % + }I\/4 =
3+ 1V1l,alsox =3 — 111

Proposition 13.8. Es sei x € R eine quadratische Irrationalzahl mit reinperiodischer Kettenbruchent-
wicklung ((ao, a1, -- -, ap_1),x). Dann gilt:

1 e
—= = [ah,l,. . .,611,510].
X

Beweis. Wir setzen y := [aj_1,...,41,40]. Es seien (pn)ueN_,» (Gn)nen_, bzw. (pr)neN_,,
(9,)neN_, die Folgen der Naherungsbruchzghler und -nenner zu x bzw. y. Es ist

x = lao,m,...,ap-1,%], y=lap_1,...,41,00,Y],
woraus sich mittels 12.11

po PP VPt Pig
Xqn-1+qn—2’ A1+ Ga

ergibt. Das liefert

5]h—1x2 + (Gn-2—Pr1)X — P2 =
T+ (G2 = Ph1)¥ — Phn =

Durch Multiplikation der letzten Gleichung mit — yl—z finden wir

/ N , A
Ph—2 ~y + (Gh—2 = Ph-1) ) qp—1 = 0.
P pr—2) _ (a0 1\ (far 1\ (a1 1
dh—-1 Y9nh—2 1 0 1 0 1 0/’

t / /
<Ph1 th) _ (ahl 1) (ﬂl 1> (ﬂo 1> 1211 (Ph_l Ph—z)
gh-1 Gn—2 10 1 0/\1 O D1 Tho

zur Folge hat. Das impliziert

Nach 12.11 ist

was

4/ ] ! _
Ph-1 = Pp—1, Ph—2 = 9p—1, 9h-1 = Pp—2, 4h—2 = qGp—2,

und somit erfiillt —% dieselbe quadratische Gleichung wie x. Aus 13.4(e) erhalten wir x = —%
oder x = —%. Aus ap = a, > 1 folgt x,y > 0 und deshalb —% < 0, so dass der Fall x = —%
nicht auftritt. Demzufolge ist x = —%, alsoy = —1. O
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Beispiel 13.9. Fiir x = % berechnen wir x = [3,6]. Aus 13.8 ergibt sich —1 = [6,3], also

1
- _ 2 _2VIEY) g
3—v11 V11-3 2
2

[6,3] =

Definition 13.10. Es sei x eine quadratische Irrationalzahl. Die Zahl x heifit reduziert, wenn x > 1
ist und —1 < x < 0 gilt.

Beispiel 13.11. H%m ist reduziert, denn %ﬁ >1und -1 < 3‘%@ < 0.

Satz 13.12. Es sei x eine quadratische Irrationalzahl. Dann sind dquivalent:

(1) x ist reduziert.

(ii) Die Kettenbruchentwicklung von x ist reinperiodisch.

Beweis. (ii)==-(i): Die Kettenbruchentwicklung von x sei durch ((ag,a1,-..,a,_1), x) gegeben.
Dann ist x > a9 = a;, > 1, und aufgrund von 13.8 ist

1 _
5= (a1, a0] > 1.

Damit ist % < —1und deshalb —1 < ¥ < 0, d.h. x ist reduziert.
(i)==-(ii): Sei x reduziert, und sei (¢;)icn, die zugehorige Hilfsfolge aus dem Kettenbruchalgo-
rithmus 12.3. Wir bemerken zunéchst, dass ¢ eine quadratische Irrationalzahl ist. Dies ergibt
sich daraus, dass mit der Kettenbruchentwicklung der quadratischen Irrationalzahl x auch die
Kettenbruchentwicklung von &g periodisch ist. Wir zeigen nun, dass ¢y reduziert ist. Nach De-
finition ist 1

Go = m >1,

denn x — [x]| € (0,1).Seid € N mit x € Q(+/d). Wegen 13.4(b) ist auch & = x_lm € Q(Vd),

und es ist
&= 1 13.4 1
R | x] x—[x]

Aufgrund von —1 < ¥ < O und |x] > 1 folgt ¥ — |x] < —1 und somit —1 < & < 0,
d.h. §p ist reduziert. Induktiv folgt mit dergleichen Argumentation, dass ¢; fiir jedes i € INg
eine reduzierte quadratische Irrationalzahl ist (im Beweis spielt ¢;_; die Rolle von x). Da x
quadratische Irrationalzahl ist, besitzt x nach 13.3 eine periodische Kettenbruchentwicklung
((ao, ..., 4n,n31,-- -, Gyn), X). Wir werden im Folgenden zeigen, dass a, = a,,, ist. Die wie-
derholte Anwendung dieses Resultats liefert schliefilich, dass die Kettenbruchentwicklung von
x reinperiodisch ist, und der Beweis ist beendet. Nach den obigen Uberlegungen ist &, 1 redu-
ziert, also 0 < —¢&,_1 < 1 (im Fall n = 0 setzen wir hierbei ¢_; := x). Aufgrund von

1=a,+ —
énl n gn
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ist ,
_a = - gn—lr

woraus 1
_5: =a,+ (_gn—l)

n

mit —&,_1 € (0,1) folgt. Insbesondere ist

L_*J = apn-

Cn
Auflerdem folgt mit 13.8:
1
- = [an+h/ . an+1]
n
und deshalb ,
Anth = _ﬁj = ln

O]

Zum Ende dieses Abschnittes werden wir uns mit der Kettenbruchentwicklung von Quadrat-
wurzeln beschéftigen.

Beispiel 13.13.
V2 = [1,2]
V3 [1,1,2]
V5 = [2,4]
V7 2,1,1,1,4]
V19 = [4,2,1,3,1,2,8

Proposition 13.14. Es sei d € IN kein Quadrat. Dann gilt: Die Kettenbruchentwicklung von /d ist
vom Typ ((ao, a1, ...,a,_1,2a0), \/H) mita, ;=a;firi=1,...,h—1.

Beweis. Die Kettenbruchentwicklung von v/d sei durch ((a,)ncw,, Vd) gegeben. Es ist ap =
L\/HJ Wir setzen x := ag + V/d. Die Kettenbruchentwicklungen von v/d und x unterscheiden

sich nur an der nullten Stelle: dort steht ag bei v/d sowie 2ag bei x. Die quadratische Irrational-
zahl x ist reduziert, denn x > 1 und

f:ao—\/az L\/aJ—\/EE(—l,O).

Aufgrund von 13.12 hat x eine reinperiodische Kettenbruchentwicklung der Form

((ZaOI A1y vy ah*l)l X),
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weswegen wir ((ap, ay, ..., a,_1,2ap), Vd ) als Kettenbruchentwicklung von V/d erhalten. Es ver-
bleibt der Nachweis der Symmetrieeigenschaft. Mit

1

= = [, ..., 41,2
C0= o a1, .., an—1,2a,]

ergibt sich

== [2610,(1;171,...,611 ’
0

andererseits ist

1 1
——=——3—=—(X—2ay) = —(ap — Vd — 2a9) = ap + Vd = x.
CO Y—Zﬂo
Das impliziert
[2a9,a1,...,a,_1] = [2a0,a,_1,...,a1].
In Verbindung mit 13.8 folgt daraus: a;,_; = a; furi =1,...,h — 1. O

§14 Die Pellsche Gleichung und diophantische Approximation

In diesem Abschnitt studieren wir die Pellsche Gleichung
¥ — dy2 =1, d € NN kein Quadrat
und ihre ganzzahligen Losungen bzw. allgemeiner Gleichungen der Form
¥ — dyz =¢, d € N kein Quadrat, c € Z.
Wir fithren die folgende Bezeichnung ein:
Ly:={(xy) € Z* | x> —dy* =1},

d.h. L; ist die Losungsmenge der Pellschen Gleichung zum Parameter d. In jedem Fall ent-
halt L; die beiden Losungen (+1,0), die sogenannten trivialen Losungen. Die Frage ist, ob L,
dariiber hinaus weitere Elemente enthélt. Wir werden als erstes zeigen, dass L; unter der An-
nahme der Existenz einer nichttrivialen Losung aus unendlich vielen Elementen besteht, und
wir werden eine Beschreibung von L; angeben. Wichtig dafiir ist die folgende Beobachtung:
Die Pellsche Gleichung x% — dy2 = 1 kann man auch in der Form (x + y\/a) (x — y\/a) =1
schreiben. Jedes Element aus L, korrespondiert also zu einem Element x + yv/d € Q(+/d) mit

x,y € Zund (x +yVd)(x +yvd) = 1.
Satz 14.1. Es sei d € N kein Quadrat. Dann gilt: Falls die Pellsche Gleichung x* — dy* = 1 eine
nichttriviale ganzzahlige Losung besitzt, so gibt es unter den Losungen (x,y) in Ly N IN? eine ein-

deutig bestimmte Losung mit minimalem x. Diese heifit die Fundamentallosung in L. Ist (a,b) die
Fundamentallosung, so ist

Ly = {x(x0,yn) € Z* | xy + yuVd = (a 4+ bVd)", n € Z}.
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Beweis. Aufgrund der vorausgesetzten Existenz einer nichttrivialen Losung in L; ist auch
Ly N N? # @. Da fiir eine Losung (x,y) € L; N IN? der Wert von y durch den Wert von x
eindeutig festgelegt ist, gibt es unter den Losungen (x,y) in L; N IN? eine eindeutig bestimm-
te Losung mit minimalem x. Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit der Fundamentall-
sung bereits gezeigt. Sei (a,b) im Folgenden die Fundamentallosung. Wir bemerken, dass fiir
(x1,¥1), (x2,¥2) € Ly N IN? mit x1 < xp auch y1 < y» gilt, denn es ist

2 2
¥ —-1 x-1_
Yo = d > d = Y1

Damit gilt offenbar fiir von (a, b) verschiedenes (x,y) € L; N IN? die Ungleichung

1<a+bVd<x+yVd.

Sei nun (x,y) € L;. Wir bemerken, dass x = 0 zu dy?* = 1 und damit zum Widerspruch fiihrt,
wihrend y = 0 zu x = %1 fiihrt. Es ergeben sich daher die folgenden Fille.

Fall 1: x = +1,y = 0. Dann ist x + yv/d = +1 = +(a + bv/d)°.
Fall 2: x > 0, y > 0. Dann existiert ein n € IN mit x + yv/d = (a + bV/d)",

denn: Nehmen wir an, dies wére nicht der Fall. Dann existiert ein n € IN mit

(a+bVd)" < x+yVd < (a+bVd)" .
Esist (a + bV/d)(a — bv/d) = a* — db* = 1 und somit
1= (a+bVd)"(a—bVd)" < (x +yVd)(a—bVd)" < (a+bVd)" " (a —bVd)" = a + bVd.
Es gibt 4,b € Z mit (x + yv/d)(a — b/d)" = @+ b\/d. Wir erhalten

(x —yVd)(a+bVd)" =x+yVd-(a—bVd)" = (x +yVd)(a—bVd)" =a+bVd = a—bVd.

Das liefert

=(x* —dy?)(a® — db*)" =1,

und somit ist (4,5) € Ly. Wegen @+ bv/d < a + bv/d kann (,D) nicht in Ly N IN? liegen. Wire
4 <0und b > 0, dann wire

1 - -
0>—-——" = —(Ga—bVd) = —-a+bVd >0.
i+ bvd ( )
Wire d > 0und b < 0, dann wire
1>+ —G—bVd>a+bVd > 1.
i+ bvVd

Folglich ist sowohl & < 0 als auch b < 0, im Widerspruch zu 4 + bv/d > 1. #
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Fall 3: x < 0,y < 0. Dann ist

x+yvd=—(—x—yVd) = —(a +bVd)"
fiir ein n € IN nach Fall 2.
Fall 4: x > 0,y < 0. Dann ist

1 n
sz—y\/ﬁz(cwrb\/g)

fiir ein n € IN nach Fall 2 und deshalb x + yv/d = (a + bv/d)™".
Fall 5: x < 0,y > 0. Dann ist

1 n
—W:—ery\/El:(aerx/EZ)

fiir ein n € IN nach Fall 2 und deshalb x + yv/d = —(a + b\/d) "
Seien nun umgekehrt n € Z und x,,y, € Z mit x, + y,/d = (a + b\/d)". Dann ist

Xy — yuVd = x, + yVd = (a4 bVd)" = (a — bVd)".

und somit
X — dys = (X0 + yuVd) (X0 — yaVd) = (a+bVd)"(a —bVd)" = (a® —db?)" =1,
d.h. (x4, yn) € Ly. Damit ist auch (—x,, —y,) € Lg. O

Der vorangegangene Satz sagt leider nichts tiber die Existenz einer nichttrivialen Losung der
Pellschen Gleichung aus. Unser Ziel im weiteren Verlauf des Abschnittes wird es sein, nichttri-
viale Losungen der Pellschen Gleichung zu konstruieren. Die Theorie der Kettenbriiche kommt
dabei wie folgt ins Spiel: Ist (x,y) € IN? eine Lésung von x? — dy? = 1, dann ist

eine sehr gute rationale Naherung von v/d. Wir werden zeigen, dass es sich um eine sogenannte
diophantische Approximation von /d handelt. Wie sich herausstellt, sind diophantische Ap-
proximationen einer reellen Zahl durch Naherungsbriiche dieser reellen Zahl gegeben. Somit
werden uns Ndherungsbruche Z—: von Vd nichttriviale Losungen (py, g») der Pellschen Glei-
chung liefern.

Definition 14.2. Es sei « € R, und es sei z = g € Qmitp € Z,q € N und ggT(p,q) = 1. Die
rationale Zahl z heift eine diophantische Approximation von w, wenn fiir alle p € Z,§ € IN mit
G < qund § # L die Ungleichung

g — pl| < |ag — |
gilt.
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Istz = % mit p € Z,q € N und ggT(p,q) = 1 eine diophantische Approximation von &, dann
gibt es keine rationale Zahl g mitp € Z,§ €N, § < gund

a—EBl<la—E],
q q
denn andernfalls wére
g ﬁ‘ P'_
af—pl=qdla—Z|<gla—=|=|ag—p|.
@q=pl=qla—zlsqa— | =laq—pl
Die Umkehrung hiervon ist falsch: Es gibt etwa keine rationale Zahl g # % mitp € Z,4§ € N,
4§ <3 und
Lop[_[1o1f_2
5 4|~ |5 3] 15

aber % ist keine diophantische Approximation von £, denn es ist 9+ %, 1 <3 und

1 1 1
Z.1-0l==<|=2-3-1
s1-0=5<fs3

2
5 5 o

g-

Satz 14.3. Esseix € R, und (’;—"> Imit I =MWy, fallsa € R\ Qistund I ={0,...,k}, fallsa € Q
n nE

ist, bezeichne die Folge der Niherungsbriiche von «. Sei z € Q eine diophantische Approximation von
«. Dann gibt es einn € I mit z = Z—Z, d.h. z ist ein Niherungsbruch von «.

Beweis. Wir schreiben z = g mit p € Z,q € Nund ggT(p,q) = 1. Ista = ay € Z, so folgt
la-1—ag| = 0,dh. ? = a ist die einzige diophantische Approximation von «, also ist z =

“TO = %. Im Folgenden sei a ¢ Z. Insbesondere ist k > 1, falls « € Q ist. Nach 12.12 gilt

gp=P0 P2 P o PP

qo 92 44 43 M

Ist z nicht von der Form p—: fiir ein n € Ny, dann liegt z in einem der Intervalle (—oo, %), (Z—]], o)
oder in einem Intervall zwischen zwei Ndherungsbriichen.

Fall1: z < %. Wegen % = ap < a folgt |a — ag| < |a — z|, d.h. die rationale Zahl % liegt niher
an « als z, weswegen z keine diophantische Approximation von « sein kann.

. n n
Fall 2: z > -&. Wegen /- > « folgt

2| = a_P’> Pl_P‘:Im—ngl
gl 1n 9 q19 ~ q1q
und deshalb
12.14,12.15
|"“1_P|Zl:L > —@:|a-1—a0|
a1 4190 qo
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Weil z = g eine diophantische Approximation von « ist, folgt 3 = g und deshalb

Po_d_p_, . P

0 1 ¢ it
im Widerspruch zu 12.12.

Fall 3: p . < < p * fiir ein ungerades n € Nmit n +1 < k, falls « € Q. Wir erhalten

1 < [Pgn—1 — Pn-14| _ ’P _ Pna Pntl Pn—1 < '(X _ Paa 12.1212.15 1
qq9n—1 qd9n—1 q9 qna In+1 Gn—-1 Gn—1 Gn-1qn
und somit g, < g. Auflerdem ist
a_P’ > Pnﬂ_r"z 1
q n+1 4 q9n+1
woraus sich
1 1 12141215 D
ong — > = > X — = ag, —
g —p| = il CrwrmedlE [ s = &gy — pal

— Pn

ergibt. Da z = o

P eine diophantische Approximation von a ist, folgt wegen g, < g, dass

&\"3

q
ist, was ein Widerspruch zu ggT(p,q) = 1 ist.

Fall 4: [0 < B < I fiir ein gerades n € Nmitn +1 < k, falls a € Q. Dieser Fall wird
analog zu Fall 3 behandelt

Fall 5: « = ﬂ < £ < p"—:l fiir « € Q und k gerade. Dieser Fall wird analog zu Fall 3 behandelt.

Fall 6: sk T < g < % = a fiir « € Q und k ungerade. Dieser Fall wird analog zu Fall 3
behandelt.

Da alle Félle zum Widerspruch fiihren, ist z von der Form % fir ein n € IN. O

Satz 14.4. Es sei « € R, und (%) ; mit I = Wy, falls « € R\ Q ist und I = {0,...,k}, falls
"/ne

a € Q ist, bezeichne die Folge der Niherungsbriiche aus der Kettenbruchentwicklung von a. Dann ist

Z“ eine diophantische Approximation von w fiir allen € I mit n > 1.

Beweis. Im Folgenden sei n € I mitn > 1. Wir setzen
B,:={(p,q) € ZxN|q<gq,und |ag— p| minimal}.

B,, ist wohldefiniert und nichtleer, denn die zweite Komponente kann nur endlich viele Werte
annehmen, und fiir festes g gilt |xg — p| — oo fiir p — co und p — —oo. Dartiber hinaus setzen
wir

q* := min{qg € IN | Es existiert ein p € Z mit (p,q) € B, }.
Es gibt genau ein p* € Z mit (p*,q*) € By,
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denn: Wir nehmen an, dass es p*, p mit (p*,q*), (7,9%) € B, und p* # p gibt. Wir erhalten

lag® — p*| = |ag” — P

und deshalb i} ~
-2l-b-2)

q q

Wegen p* # pist Z—: # qﬂ* und deshalb
_ptp

N = 20

Das liefert
T A P N el

Fall 1: « € R\ Q oder « € Q mit k > 2, jeweils mit a; > 1. Dannist go > g1 > g0 = 1, also

g2 > 3 und somit
1

gl

IN

lagi — p1| = ¢

1
o — ‘ <f—=—
q192 512
was ein Widerspruch zur Minimalitit von |ag* — p*| > 1 ist.
Fall 2: « € R\ Q oder « € Q mit k > 2, jeweils mit a; = 1. Es ergibtsichq; = g0 = 1, % = ay,
% = ag+ 1. Wegen a # [ag,2] ist |« — ag| < } oder |« — (ap + 1)| < 3. Esist jedoch |a — ag| =
lago — po| und |a — (ag +1)| = |agy — p1|. Das liefert |ago — po| < 1 oder |ag; — p1| < 3, im
Widerspruch zur Minimalitit von |ag* — p*| > 3

Fall 3: « € Q mitk = 1. Dann ist &« = m , also |ag1 — p1]| = 0, was wiederum zum Widerspruch
fihrt. #

EsistggT(p*,q*) = 1, andernfalls wéren p*, g* von der Form p* = dp, g* = dj miteinemd > 1.
Das hitte

|2f —p| < d|ag—p| = |aq” —p|
zur Folge, was ein Widerspruch ist. Nach Konstruktion ist Z—: eine diophantische Approxima-

tion von a. Aufgrund von 14.3 gibt es ein m € Ny mit Z—i = Pn

. Wegen g* < g, folgt m < n
(hier geht n > 1 ein; fiir n = 0 wére auch m = 1 moglich). Weil ggT(p q*) = 1ist, erhalten wir

p* = Pm, 9" = qm.Esistm =n,

denn: Wir nehmen an, dass m < n ist. Aufgrund von 12.14 ist

1 1

Pm > .
Gm + Gm+1 dn-1+4qn

qm

N —

|&qm — Pm| = qm

Nach Konstruktion von p* = py,, 4* = g ist

1 1

Pn

N — —

qn

|&qm — pm| < |aqn — pul = qn

qnqn+1 qn+1.
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Damit erhalten wir

1 1
< ,
Gn-1+4qn  qui1
also q,4+1 < gn + gn—1, was ein Widerspruch ist, denn g1 = 444191 + Gn—1 > qn + Gn-1. #
Somit ist % = Z—: eine diophantische Approximation von «. O

Eine genaue Analyse des Beweises zeigt, dass die Aussage von Satz 14.4 auch im Fall n = 0
giltig ist, allerdings mit folgenden Ausnahmen:

[ [(10,2],
m o =ap,1,...,a;] mitk > 2,

mx=[ag,1,ay,...],

bei denen % keine diophantische Approximation von a ist.

Satz 14.5. Es sei « € R, und es seien p € Z, q € N mit ggT(p,q) = 1 und

q

p 1
o-2|<

Dann ist g eine diophantische Approximation von «, insbesondere ist % ein Nitherungsbruch von «.

Beweis. Esseienf € Z,§ € Nmit§ < g, g # 5 und |af — p| < |aq — p|. Es ergibt sich

pl_1 . 1 q p’ 1
a——|=cjaf—p|<cjag—pl=2|0a—=| < 5=
; qlq Pl qlq 4 ; 7| < 27
Das liefert . ) . ) i
P_P’<a_r"+,x_r" 1 _q+g
’«7 ql~ q ql 294 29> 2¢%G
Andererseits ist ~ 3
’P_P _pa—pil 1
q9 4 qq "~ 4qq
Wir erhalten
1 949
qq ~ 29°G
und deshalb
2q <q+4q,
also
q<4,

was ein Widerspruch ist. Somit ist % eine diophantische Approximation von a. Aufgrund von

14.3 ist g ein Ndherungsbruch von «. O
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Satz 14.6. Es sei d € IN kein Quadrat, und es sei c € Z mit |c| < 3(\/f + V/d), wobei

f=

d fallsc >0
max{c+d,0} fallsc <O.

Es bezeichne (%) N die Folge der Niiherungsbriiche von v/d.
nelNg

n

Dann gibt es fiir jede Losung (p,q) € IN? der Gleichung x> — dy? = c ein n € Ny, so dass s = % ist.
Ist insbesondere ggT(p,q) =1, soist p = p, und q = qy,.
Beweis. Es seien p,q € N mit p> — dq”> = ¢, und es seien f,§ € N mit ggT(f,4) = 1und £ = S
Dann ist
Y- S
p—q b+ qvd
und es ist
p=4/c+dg>
Das liefert
Va2 |va-t|- L rcr e
d 11 q(p+avd)  q(Vet+dp +qvd) (/5 +d+Vd)
|c| 1 1
<

: P(/f+Vd) < 242 = 2%

weswegen 5 = g nach 14.5 eine diophantische Approximation von v/d und somit ein Nihe-
rungsbruch von Vd ist. O

Korollar 14.7. Es sei d € IN kein Quadrat. Es bezeichne (Z—:’)

N die Folge der Niherungsbriiche von
"/ nelNg
Vd. Dann gilt:

LasN ]N2 C {(pnIQn) | ne INO}/

d.h. fiir jede Losung (p,q) € IN? der Pellschen Gleichung x> — dy? = 1 ist g ein Nitherungsbruch von
V.

Beweis. Wir bemerken zum Beweis, dass fiir ¢ = 1 die Abschdtzung aus 14.6 trivialerweise
erfiillt ist, und dass fiir jede Losung (p,q) € IN? der Pellschen Gleichung x*> — dy? = 1 stets
ggT(p,q) = 1 gilt, denn jeder gemeinsame Teiler von p, q teilt auch p? — dg* = 1. O

Die Aussage des Korollars impliziert jedoch noch nicht, dass unter den Naherungsbriichen wie
oben auch tatsdchlich Losungen der Pellschen Gleichung auftreten. Davon miissen wir uns im
weiteren Verlauf noch iiberzeugen.
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Beispiel 14.8. Es sei d = 3. Es ist \/3 = [1,1,2] und demzufolge

@_1 pr_ 2 p2_ 5 ps3 7 P4 19

q0 1, q1 1, E]2_3, 0]3_4’ 6]4_11.

Das liefert
Po-8a5=-2 pi-3p=1 p-3p=-2 pi-3¢3=1 pi-3qi=-2
.o . .o . p p . .
Unter den ersten fiinf Niherungsbriichen liefern also q—; und q—: Losungen der Pellschen Gleichung

x? — 3y* = 1. Die Fundamentallosung ist offenbar durch (p1,q1) = (2,1) gegeben.

Satz 14.9. Essei d € N kein Quadrat. Die Kettenbruchentwicklung von \/d sei durch
((ﬂ(), Al .-, ﬂh), \/E)

mit Periodenlinge h gegeben. Es bezeichne (%) N die Folge der Niherungsbriiche von \/d, die Folge
n/)ne 0

(&n)nen, sei wie im Kettenbruchalgorithmus 12.3 definiert. Wir setzen by := L\/HJ, c_1:=1,¢9:=
i- 1
byi1 1= ancy — by,
Cpat = Cp_1 + 2a,b, — a%cn

fiir n > 0. Dann gilt fiir alle n € Ny:

(a) & = tVd

(b) p —day = (=1)" ey,
(©) 0 < c, <2V4d,
(d) chn =1 <= n=-1 (mod h).

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Gleichung
d— bflﬂ = CyCpa1

fir n > —1 per Induktion. Fiirn = —1istd — b(% =g = coc_1. Firn > —1ist

d— bfiH =d— (ayc, — bn)2 = (d-— b,%) + (2a,cnby, — u%cﬁ) =d— bﬁ +cn(Cnir —cu1)
= Cn—1Cn + CnCyt1 — CnCn—1 = CpCpt1.

Da d kein Quadrat ist, impliziert dies insbesondere, dass ¢, # 0 fiir alle n € INy ist.
(a) Wir zeigen die Behauptung per Induktion. Fiir n = 0 ist ag = {\/HJ ,

1 1 by+vVd by+Vd

go:\f_[\/gJ T Vi-b  d-BF <
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Fiir n > 1 erhalten wir

fro = 1 Cn o cn(bur + VA cplbyr +VA)
e Cn — an a by + \/a — AnCn B \/3 — by a d— b%l—l—l B CnCn+1
. b1 + Vd
B Cny1l

(b) Sei n € INp. Aufgrund von 12.11 ist

\/E _ énpn + pnfl _ (bn + \/E)pn + Cnpnfl

énﬂn + qn-1 (bn + \/H)qn + cngn—1 -

und somit

((by + \/E)qn + cnqnfl)\/ﬁ = (b, + \/H)pn + CnpPu—1-

Das liefert
(bnpn + Cupn-1 — dQn) + (Pn - bn‘]n - Cn”]nfl)\/g =0,

was wegen 13.5
bupn + cnpn—1 —dq, = 0und p, — bugny — cngun—1 =0

zur Folge hat. Wir erhalten
Qn(bnpn + CnpPn—-1— dQn) + pn(pn - bnﬂn - qu;qfl) =0

und damit
P+ Cu(purdn = pudur) — dg; = 0.
Unter Verwendung von 12.11 ergibt sich

pi —dqs = (—1)" e,

(c) Wir zeigen die Aussage per Induktion nach n. Fiir n = 0 ist
2
co=d—|Vd| = (Va-|Va|)va+|Va)),

woraus sich 0 < ¢y < 21/d ergibt. Seinunn > 1. Aufgrund von 13.14 besitzt ¢, eine reinperiodi-
sche Kettenbruchentwicklung. Wegen 13.12 ist ¢, reduziert, esistalso ¢, > 1und —1 < ¢, < 0.

Wir erhalten
b VA b Vd _ 2V
c

n CTZ Cl’l

O<§n_a:

was ¢,; > 0 zur Folge hat. Das liefert

by = \/d — cy_1ca < Vd.

Aufgrund von ¢, > 1 ergibt sich ¢;, < ¢, = b, + Vd < |bn| + Vid < 2+/d.
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(d) Sei zundchst n € INg mit n = —1 (mod &), d.h. es gibt ein k € INmit n = kh — 1. Es ist

. _ 1314 .
Cn = [ﬂn+1,ﬁn+2,---] = [ﬂkh, akh+1/---] = [ah/alz-n/ah—l] = [ﬂh, ay, .. -,ﬂh] = [Zﬂolﬂl,---,ﬂh]

=ap+ [aop, a1, - -, ap) =g+ Vd

und damit ¢, = 1. Sei nun umgekehrt n € INg mit ¢, = 1. Dann ist ¢, = b, + V/d, deshalb ist Ch
von der Form

gn = [ﬁOI ai,az, .. ]
mit einem 4y € Z. Da ¢, reduziert ist (siehe Beweis von (c); das gilt auch fiir n = 0), ist §, > 1
und deshalb dy € IN. Wegen Vd = [ag,ay,...,a,, ] erhalten wir

[110,111,...] = \/E: [ao,al,...,an,do,al,az,...].

Aus der Eindeutigkeit der Kettenbruchentwicklung ergibt sich a;, (,,1) = 4; fiir alle i > 1.
Andererseits gilt ebenfalls a;,, = a; fiir alle i > 1. Wir schreiben n +1 = gh 4 r mit einem
r € INg mit 0 < r < h. Dann erhalten wir fiir alle i > 1 die Identitat

i = Ait(n41) = Qitgh+r = Aitrs
was wegen der Minimalitdt von h zu v = 0 fiihrt. Deshalb folgt #|(n 4+ 1) und somit n = —1

(mod h). O

Korollar 14.10 (Legendre). Es sei d € IN kein Quadrat. Es bezeichne (Z—”) N die Folge der Nihe-
m/nelNg

rungsbriiche von \/d, und h sei die Periodenlinge von \/d. Ferner sei

. h,  falls h gerade,
" |2k, falls h ungerade.

Dann gilt:
La N IN* = {(pygi_1, Guir) | K € N}
Die Fundamentallosung in Ly ist durch (p;_4,q;_,) gegeben.

Beweis. Seizunichst (p,q) € Ly N IN?%. Aufgrund von 14.7 gibt es ein n € INg mit p = py,, q = gy
Wegen 14.9 ist
1=p*—dg* = p; —dq;, = (-1)" ey

mit ¢, wie in 14.9, insbesondere i~st ¢, > 0. Sorr}it ist n ungerNade und ¢, = 1. Aus 14.9 folgt
n=—1 (mod h),d.h.esgibteink € Nmitn = lfh — 1, wobei k genau dann gerade ist, wenn h
ungerade ist. Somit existiert ein k € Nmitn =kh — 1, d.h.esist (p,9) = (Pj_1, Tii_1)-

Ist umgekehrt n = kh — 1 mit einem k € IN, dann ist

14.9 i 14.9
sz - d‘ﬁ = Pi;;_l - d‘ﬁﬁ_l = (—1>khckﬁ71 =1

d.h. (pn, qn) eL;N IN2.

Aufgrund von 12.11 ist g, ; < g5 4 < ..., und wegen py, , = |/1+dg;, | folgt p; ; <
Poj_q < -...Somitist (p;_;,q;_;) die Fundamentalldsung in L. O
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Beispiel 14.11. Es sei d = 23. Es ist \/23 = [4,1,3,1, 8] und somit h = 4, h = 4. Aus diesem Grund
ist (p3,q3) die Fundamentallosung der Pellschen Gleichung x* — 23y* = 1. Wir berechnen

ps P2\ _ (a0 1\ (a1 1\ (ap 1\ faz 1\ (4 1\ /1 1\ (3 1\ /1 1
3 g2/ \1 0)\1 o/\1 o/\1 0/ \1 0/\1 0/\1 0/\1 O
(24 19
~\5 4)’
d.h. (24,5) ist die Fundamentallosung der Pellschen Gleichung x> — 23y* = 1.

Korollar 14.12. Es sei d € IN kein Quadrat. Es bezeichne (%) N die Folge der Niherungsbriiche
"/ nelNg

von v/ d, und h sei die Periodenlinge von Vd. Dann gilt:

(a) Ist h gerade, dann hat die Gleichung x* — dy? = —1 keine Losung (p,q) € Z>.

(b) Ist h ungerade, dann sind die Losungen (p,q) € IN? der Gleichung x* — dy* = —1 durch
(Pkh—1,Gkn—1), k € IN ungerade, gegeben.
Beweis. Offenbar hat die Gleichung x?> — dy> = —1 keine ganzzahligen Losungen mit x = 0
oder y = 0. Aufgrund von 14.6 mit c = —1 und unter Verwendung von

|—1|:1<%(1+\f2)§%(\/d—1+\/3)

folgt, dass es fiir jede Losung (p,q) € N? von x> —dy? = —leinn € Ny mit p = py, § = g
gibt. Hierbei verwenden wir, dass ggT(p,q) = 1ist, denn jeder gemeinsame Teiler von p und g
teilt auch p? — dg? = —1. Wegen 14.9 ist

pi —da, = (=1)"" ey
mit ¢, > 0. Im Folgenden nehmen wir an, dass (px, ) eine Losung ist. Dann folgt ¢, = 1, nach
149 alson = —1 (mod h), d.h. es gibtein k € N mitn = kh — 1.

(a) Falls h gerade ist, so ist n = kh — 1 ungerade und demzufolge
pu—dgy = (-1)"" =1,

was ein Widerspruch ist. Unter dieser Voraussetzung kann es also keine Lésungen in IN? und
demzufolge auch keine in Z? geben.
(b) Ist h ungerade, n = kh — 1, so folgt

ps —dgs = (-1

Die Losungen (p,q) € IN? sind in diesem Fall genau durch die (pg,_1, gxn—1) mit k € IN ungera-
de gegeben. O

Beispiel 14.13.  (a) Es sei d = 23. Dann ist h = 4, siche 14.11, d.h. die Gleichung x> — 23y> = —1
hat keine ganzzahligen Losungen. Das kann man natiirlich auch dadurch sehen, dass man die
Gleichung modulo 23 betrachtet und feststellt, dass (53 ) = —1 ist.
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(b) Esseid = 5. Esist /5 = [2,4],d.h. h = 1. Somit sind die Losungen (p,q) € N> von x> — 5% =
—1 durch (px—1,9x—1) mit k € IN ungerade, also genau durch (pyx, qox) mit k € Iy gegeben:

(po,q0) = (2,1), (p2,92) = (38,17),...
Die Losungen von x> — 5y? = 1in IN? sind durch (pax_1,902x-1), k € IN, gegeben.

§15 Die Einheitengruppe des Ganzheitsringes quadratischer Zahlkorper

Definition 15.1. Es sei K ein Korper mit Q C K C C (mit den von C eingeschriinkten Verkniipfungen).
Insbesondere kann man K mit der skalaren Multiplikation Q x K — K, («, x) — ax als Q-Vektorraum
auffassen. K heift ein quadratischer Zahlkérper, wenn dimg K = 2 ist.

Proposition 15.2. Es sei K ein Korper mit Q C K C C (mit den von C eingeschrinkten Verkniipfun-
gen). Dann sind dquivalent:

(i) K ist ein quadratischer Zahlkorper.
(ii) Es gibt ein eindeutig bestimmtes quadratfreies d € 7, d # 0,1 mit K = Q(v/d).

Istd € Z mit d = r2d mit r € N, d € Z quadratfrei, d # 0,1, dann ist Q(vV'd) = Q(v/d).
Im Fall d > 0 heifit K ein reellquadratischer Zahlkorper, im Fall d < 0 ein imagindrquadratischer
Zahlkorper.

Beweis. ,,(i)==-(ii)”: Wir zeigen zundchst die Existenzaussage. Sei x € K ~\ Q. Dann ist das
System (1, x) offenbar Q-linear unabhingig, wegen dimg K = 2 ist (1,x) also eine Q-Basis
von K. Das System (1, x, x?) ist wegen dimg K = 2 linear abhingig iiber Q, d.h. es existieren
a,b,c € Q mit ax? + bx + ¢ = 0, a # 0. Wir kénnen ohne Einschriankung a,b,c € Z annehmen.
In C erhalten wir die Gleichung

1
X = —Ej:—\/bz—ﬁlac.
2a  2a

Wir schreiben b2 — 4ac = r’d mitr € N, d € Z quadratfrei. Wegen x ¢ Q ist d # 0,1. Das
liefert x = — £ £ £+/d € Q(vd) und somit K = Q + Qx C Q(V/d). Aufgrund von 13.4 ist
dimq Q(v/d) = 2 = dimg K und deshalb K = Q(+/d). Es verbleibt der Nachweis der Eindeu-
tigkeit. Sei K = Q(v/d1) = Q(v/d2) mit dy,dy € Z . {0,1} quadratfrei. Insbesondere ist dann
Vdi € Q(V/dy), dh.es gibtu,v € Q mit /dy = u + vy/dy. Das liedert d; = u? + v*d; + 2uv\/ds.
As 13.4 erhalten wir uv = 0. Wire v = 0, dann wire \/d; = u € Z, was ein Widerspruch ist.
Also ist u = 0 und damit d; = v*d,. Da d; quadratfrei ist, ist v = 1 und deshalb d; = d,.

,(i)==(i)": Nach 13.4 ist Q(v/d) ein Korper, und (1,v/d) ist eine Basis von Q(V/d) als Q-
Vektorraum. Insbesondere ist dimg Q(v/d) = 2.

Sei nun d = r?d mit r € N und d € Z quadratfrei, d # 0, 1. Offenbar ist (1, Vd) = (1,r/d) und
damit aber auch (1,v/d) eine Q-Basis von Q(V/d). Es folgt Q(Vd) = Q(V4d). O
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Wir erinnern an dieser Stelle daran, dass wir nach 13.4 auf dem Korper Q(+/d) den Korperau-
tomorphismus

T Q(Vd) = QWA), u+oVd— u—oVd
haben.

Definition 15.3. Es sei K ein quadratischer Zahlkorper und d € 7 quadratfrei mit K = Q(+/d). Wir
definieren die Abbildungen Norm und Spur als

N: K — @, x:u+0\/;l»—>x7:u2—vzd,
Sp: K — Q, x=u—oVd— x+x="2u.

Proposition 15.4. Es sei K ein quadratischer Zahlkorper, und es seien x,y € K. Dann gilt:

(@) N(xy) = N(x)N(y),

(b) Sp(x +y) =Sp(x) +Sp(y),
() N(x) =N(%),

(d) Sp(x) = Sp(%),

(€) x> —Sp(x)x +N(x) = 0.

Beweis. (a) Es ist
N(xy) = xyxy = xyxy = xxyy = N(x) N(y).
(b) Es ergibt sich

Sp(x+y)=x+y+x+y=x+y+x+y=x+x+y+y=Sp(x)+Sp(y).

(c),(d) ergeben sich unmittelbar aus der Definition.
(e) Es ist
x? —Sp(x)x +N(x)x = x> — (x +¥)x +xx = 0.

O]

Definition 15.5. Es sei K ein quadratischer Zahlkorper und x € K. Das Element x heif$t ganz, wenn
Sp(x) € Z und N(x) € Z ist. Wir setzen

Ok := {x € K| x ist ganz}.
Proposition 15.6. Es sei K ein quadratischer Zahlkorper, und es sei x € K. Dann gilt:
(@ OkNQ="72.
(b) x € Ox <= x € Ok.
Beweis. (a) Es ist
OxNQ={xecQ|xistganz} = {x € Q| Sp(x) =2x € Zund N(x) = x* € Z} = Z.
(b) Dies ergibt sich aus 15.4 (c),(d). O
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Wir werden im weiteren Verlauf sehen, dass Ok ein Ring ist. Dieser wird im Korper K eine
vergleichbare Rolle zum Ring der ganzen Zahlen im Korper Q spielen.

Beispiel 15.7. Essei K = Q(/5).

mx=2-+5:9p(x)=4,N(x)=(2-vV5)2++V5)=4—-5=—1,dh x € O.
mx=1+3V5:Sp(x) =2, N(x)=(1+3V5)(1-3V5)=1-2=—1dhx ¢ Ok
s =34 1VE: Spl) =3 N = 3+ WHG-1VF) = I - = Ldhxec Oy
Wie man im obigen Beispiel sieht, konnen bei ganzen Elementen in quadratischen Zahlkérpern
sehr wohl Nenner auftreten.
Proposition 15.8. Es sei K ein quadratischer Zahlkorper, und es sei x € K\ Q. Dann sind dquivalent:

(i) x € Ok.
(ii) Es gibt ein normiertes quadratisches Polynom f = X* +aX + b € Z[X]| mit f(x) = 0.

Beweis. ,,(i)==(ii)": Es sei x € Ok. Dann sind N(x) € Z und Sp(x) € Z, weswegen das Poly-
nom f := X2 — Sp(x)X + N(x) in Z[X] liegt. Nach 15.4 ist f(x) = 0.

(ii)==()": Sei f(x) = x> +ax +b = 0. Wegen x € K\ Q ist x # X, und aufgrund von 13.4 ist
¥ +ax+ b =0,d.h. x, ¥ sind die zwei Nullstellen von f. Es folgt

f=(X—-x)(X—-%)=X*—Sp(x)X +N(x).

Wegen f € Z[X]istSp(x) = —a € Zund N(x) = b € Z, d.h. x ist ganz. O

Der néchste Satz liefert eine explizite Beschreibung der ganzen Elemente eines quadratischen
Zahlkorpers. Als Nebenprodukt erhalten wir, dass diese einen Ring bilden.

Satz 15.9. Es sei K ein quadratischer Zahlkorper, es sei d € 7 quadratfrei mit K = Q(+/d). Dann gilt:

(a)

11++Vd) fallsd=1 (mod 4)

Ok = Z|w] = {a+bw | a,b € Z}, wobei w =
k =Zlw]={a+bw|a }, wobei w {\/g fallsd = 2,3 (mod 4).

(b) Ok ist ein Ring, der sogennante Ganzheitsring von K.
() Of ={x € Ox| N(x) = £1}.

Beweis. (a) Sei zunichst x € Q. Wir schreiben x in der Form x = u 4+ vv/d mit u,v € Q. Es ist
Sp(x) = 2u € Z, d.h. es gibt ein p € Z mit u = §. Somitist x = £ + vv/d und

P2
N(x) = T —v’d € Z.
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Es gibt demzufolge ein a € Z mit v®d = §. Weil d quadratfrei ist, existiert ein g € Z mitv = 1.

Wir erhalten x = § + {v/d und deshalb

also p? = g?d (mod 4).

Fall 1: d = 2,3 (mod 4). Falls g> = 1 (mod 4) wire, dann wire p?> = ¢*d = d = 2,3 (mod 4),
was ein Widerspruch ist. Es ist also 4> = 0 (mod 4) und folglich p> = 0 (mod 4). Das liefert
2|p und 2|q und somit u,v € Z, also x = u + vV/d € Z[\/d].

Fall2:d =1 (mod 4). Dann ist p?> = g*> (mod 4) und deshalb p = g (mod 2). Wir erhalten
_r_ 9P, 1 _P—q
x =+ V=" (14 Vi) = S+ qu € Zw],
Damit ist die Inklusion Ok C Z[w] gezeigt. Sei nun x € Z[w].
Fall 1: d = 2,3 (mod 4). Dann existieren a,b € Z mit x = a + b\/d. Demzufolge ist
Sp(x) =Sp(a+bVd) =2a € Z, N(x)=N(a+bVd) =a*>—1%d ez,

d.h. x € Ok.

Fall 2: d =1 (mod 4). In diesem Fall existieren a,b € Z mit

1+vd b b

x=a+bw=a+b s —ats+s
Es ergibt sich

Sp(x):Sp(LH—ZjLZ\/E):Za—I—bEZ
sowie

v, b2
Zd:a +ab+z(1—d),

was wegend =1 (mod 4) ebenfalls in Z liegt. Somit ist x € Ok.

N(x) = N(a+ 2+ ov/d) = (a+ )" -

(b) Wegen Ok C C und 0,1 € Ok miissen wir nur nachrechnen, dass Ok abgeschlossen unter
Addition und Multiplikation ist. Aufgrund von (a) ist Ox = Z|w] fiir w wie in (a) angegeben.
Es seien x = a1 + bjw, y = ax + bow € Ok mit ay, az, by, by € Z. Wir erhalten

xX+y= (a1+a2)+(b1+b2)w€Z[w] = O

und
xy = (a1 + biw) (x2 + yow) = araz + (a1bs + braz)w + bybyw?.

Um xy € Ok zu folgern, gentigt es zu zeigen, dass w? € Z[w] ist. Falls d = 2,3 (mod 4) ist, so
ist w? = (Vd)? =d € Z]w)].Istd =1 (mod 4), so ist

+w € Z]w].

2
, (1+d 1+2Vd+d 2+42V/d+d—1 d—1
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(c) Seix € OF.Dannist x~! € Of, und wir erhalten
1=N(1) =N(xx1) =Nx)N(x1

mit N(x),N(x~1) € Z. Das liefert N(x) € {£1}.

Sei nun x € Og mit N(x) € {£1}. Dannist x # 0, und in Q(V/d) gilt die Identitat
1 x x _

x  x¥ N(x) = +x €0k

weswegen x € Of ist. O

Fiir einen quadratischen Zahlkorper K = Q(v/d) mitd € Z quadratfrei, d = 1 (mod 4), ist also
Z[+/d] eine echte Teilmenge von Ok.

Satz 15.10. Es sei K ein imaginirquadratischer Zahlkéorper, und es sei d € 7, d < 0 quadratfrei mit
K = Q(V/d). Dann gilt:

(a) Fallsd # —1, -3 ist, so ist Of = {£1} = (1) = Z/27Z.

(b) Fallsd = —1ist, soist Og = {%1,+i} = (i) = Z/47Z.

(c) Fallsd = =3 ist, so ist Of = {£1, ﬂiz‘/j?’} = (”F} = 7/6Z.

Beweis. (a) Fall 1: d = 2,3 (mod 4). In diesem Fall ist Ox = Z[V/d]. Wegen d < 0,d # —1 folgt
d< —2.Esseix =u+0vvde Og mitu,v € Z. Nach 15.9 gilt:

x€0F <= N(x) = +1 <= u? —v*d = +1.

Die Gleichung u? — v>d = —1 hat wegen d < 0 keine Losung, die Gleichung u? — v?d = 1 hat
wegen d < —2 nur die Losungen (u,v) = (£1,0). Das liefert

OF = {+1} = 7/27.

Fall 2:d = 1 (mod 4). In diesem Fall ist Ox = Z[1(1 + Vd)]. Sei x = u +v}(1 + Vd) € Ok
mit u,v € Z. Wir setzen i := 2u + v, ¥ := v, dann ist x = %(ﬁ + 5\/3) Aufgrund von 15.9 gilt:

x € Of < N(x)==%1 <:>N(%)N(ﬁ+ﬁ\/ﬁ):iu:mz—ﬁzd:ﬂ.

Wegend < Ound d = 1 (mod 4) istd < —7. Daher hat die Gleichung ii? — 7°d = +4 nur die
Losungen (7, 7) = (£2,0). Es ergibt sich

O = {+1} 2 7/2Z.
(b) Sei d = —1. Es ergibt sich Og = Z[i]. Sei x = u + vi € O mit u,v € Z. Wir erhalten

x €0 <= N(x) = +1 <= u?+0* = £1.
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Diese Gleichung hat die Losungen (u,v) = (£1,0), (0, £1). Das liefert
OF = {£1,+i} = (i) = Z/47Z.

(c) Seid = —3. Dann ist Ox = Z[@] Wie im Beweis von (a) ergibt sich fiir x = u + v (1 +
V/—=3) mit ii := 2u + v, 7 := v die Aquivalenz
q

x € Of < iI* +30% = +4.

Diese Gleichung besitzt die Losungen (i, 5) = (£2,0), (£1,+£1), also O = {+£1, ilizm}.
Wegen Hzﬂ =% ist ord(HT\/j’) = 6, also

1++v-3
2

Og = ( ) 2 Z/6Z.

O]

Aufgrund von 15.10 ist die Einheitengruppe des Ganzheitsringes eines imaginarquadratischen
Zahlkorpers endlich. Fiir reellquadratische Zahlkorper sieht die Situation anders aus: Fiir K =
Q(V/d) mit d > 1 quadratfrei ist stets Z[v/d] C Ok, und fiir x = u +v/d € Z[\V/d] ist

x€0f = N(x) =+l < u? —dv* = £1.

Diese Gleichung hat nach den Ergebnissen des vorangegangenen Abschnitts unendlich viele
Losungen, d.h. die Einheitengruppe eines reellquadratischen Zahlkorpers ist unendlich.

Satz 15.11. Es sei K ein reellquadratischer Zahlkorper. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte minimale
Einheit > 1 in Ok, die sogenannte Fundamentaleinheit 1. Jedes Element x € Of lisst sich in der
Form x = £n" mit einem eindeutig bestimmten n € Z schreiben. Insbesondere ist Of = 7./27. X 7.

Beweis. Im Folgenden sei K = Q(v/d) mit d > 1 quadratfrei. Die Gleichung x> — dy?> = 1
hat nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts eine Losung (p,q) € IN2. Es ist dann
N(p+qVd) = p> —dg®> = 1, dh. p+gVd € OF. Wir setzen N := Lp%—q\/ﬁj + 1. Dann
ist (1, N] N Of # @. Die Menge (1, N] N O ist endlich,

denn: Wir nehmen an, dass die Menge (1, N] N O; unendlich ist. Dann ist auch die Menge
[1, N] N Of unendlich. Insbesondere existiert eine Folge (x,)cn mit paarweise verschiedenen
Folgegliedern aus [1, N] N Of. Wegen der Kompaktheit von [1, N| besitzt diese Folge eine
Teilfolge, die gegen ein x € [1, N] konvergiert. Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen,
dass die Folge (x,,)nenv gegen x konvergiert. Wegen 15.9 gibt es fiir alle n € IN Elemente a,, b, €

Z mit x,, = W. Die Folge (4, )nen kann nicht beschriankt sein, sonst wére wegen

2 _bZd
1 = N(xp) = x0Ty = “"T",

also
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auch die Folge (by, ) v beschrankt. Damit wiirden nur endlich viele Werte in der Folge (x,)nen
auftreten, im Widerspruch dazu, dass die Werte x,,, n € IN, paarweise verschieden sind. Es
existiert deshalb eine Teilfolge (a,,) von (a,) mit a,, — oo fiir n; — co oder mit a,, — —oo
fiir n; — oo. Wir betrachten hier nur den Fall a,, — oo, im anderen Fall kann man analog
argumentieren. Die entsprechende Teilfolge (b,,) von (b,) erfiillt b,, — —oo, denn

n; — x flir n; — oo.

_ Ay + b”i\/a
a 2

Die Folge (%,,) mit
a?’l,‘ - bi’li\/3

x;/ll- =

2
erfiillt deshalb x;,; — oo fiir n; — co. Andererseits gilt:
X, N (. 1 1
’xni‘ = e - ‘ (xnl) - — —
Xn; Xn; ’x”i| X
tiir n; — oo, was zum Widerspruch fiihrt #

Somit existiert ein minimales # € Og mit 5 > 1. Jedes Element aus Oy lasst sich in der Form
£#" mit einem eindeutig bestimmten Element n € Z schreiben,

denn: Wir zeigen zunichst die Existenzaussage. Sei x € Of, ohne Einschrankung x > 0. Fiir
n — —oo gilt g — 0, fiir 1 — oo gilt 5 — 0. Es existiert folglich ein n € Z mit " < x < "L
Das liefert 1 < x7™" < 57. Aus xip~" € Of ergibt sich xy~" = 1 wegen der Minimalitit von 7.
Somit folgt x = ". Zum Nachweis der Eindeutigkeitsaussage bemerken wir, dass die Elemente
£n", n € Z, wegen 1 > 1 paarweise verschieden sind. #

Wir betrachten die Abbildung
Y Z/2Zx 7 — OF, (i,n) — (=1)'y".

Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert wegen (—1)? = 1 und bijektiv aufgrunddessen, was wir
bereits gezeigt haben. Dariiber hinaus ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus, denn fiir i1,iy €
7./27, ny,ny € 7 ist

P((i,m) + (i2,m2)) = (i + i, my + 1) = (=1) o™= = (1) (—1)2"
= (i, m)y (2, m2).
O
Im Rest des Abschnittes werden wir daran arbeiten, einen Algorithmus zur Berechnung der
Fundamentaleinheit des Ganzheitsringes reellquadratischer Zahlkorper zu finden.
Proposition 15.12. Es sei K ein reellquadratischer Zahlkorper und d € N quadratfrei mit K = Q(+/d).

Es seien a,b € Z, so dass € := W € Oy ist. Dann sind dquivalent:

(i) e>1,
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(ii) a,b > 1.
Beweis. ,,(i)==-(ii)": Sei ¢ > 1. Dann sind die Elemente ¢, —¢, ¢!
von diesen vier Elementen ist € das grofste. Es ist

3 _ a—bvd

€
e Nie) ¢ 2

,—e 1 paarweise verschieden,

Aus diesem Grund ist 2 > 1, denn eines der beiden Elemente ¢!, —¢~! ist von der Form %WH
und wire im Falle 2 < 0 grofier als € oder gleich e. Ebenso ist b > 1, denn eines der beiden

Elemente e 1, —¢ ! ist von der Form # und wére im Falle b < 0 grofer als € oder gleich e.

,(i))==(1)": Sind a,b > 1, dann ist

a+bvd _ 1+Vd
£ = >

1.
2 2

O
Proposition 15.13. Es sei K ein quadratischer Zahlkorper und d € N quadratfrei mit K = Q(+/d). Es
bezeichne 1y die Fundamentaleinheit von Oy. Dann gilt: Ist d # 5 (mod 8), dann ist y € Z[\/d].

Beweis. Fallsd # 1 (mod 4) ist, dann ist Ox = Z[v/d] und deshalb € Z[v/d]. Sei im Folgen-
dend =1 (mod 4), und es sei 7 ¢ Z[+/d]. Nach 15.9 gibt es u, v € Z mit

a+bvd
2 7

1
n=u+o5(1+Vd) =

wobei wir a := 2u + v und b := v gesetzt haben. Wegen 7 ¢ Z[V/d] ist b = v ungerade, also ist
auch a ungerade. Aufgrund von 7 € OF ist N(5?) = N()? = (£1)> = 1. Es ist

g = a* + db? + 2ab\/d

4
Weil ab ungerade ist, ist 7> ¢ Z[v/d]. Wir schreiben analog zu oben %> = x+gﬁ mit x,y € Z
ungerade. Aufgrund von N(52) = 1 ergibt sich x> — y?d = 4. Da x,y ungerade sind, folgt
x%,y*> =1 (mod 8) und damit 1 —d =4 (mod 8),dh.d =5 (mod 8). O

Proposition 15.14. Es sei K ein quadratischer Zahlkdrper, und es sei d € IN quadratfrei mit K =
Q(V/d). Es bezeichne n die Fundamentaleinheit von Oy, diese liege in Z[\/d]. Fiir n € W sei 5" =
a, + b,\/d mit a,, b, € N (vgl. 15.12). Es seien m,n € IN. Dann sind dquivalent:

(i) n < m,
(i) ™" <y™,
(iii) a, < am,
@iv) b, < by,.
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Beweis. Wegen 1 > 1 ist die Folge (#"),en streng monoton wachsend, es gilt also (i)<=-(ii).
Zum Nachweis der restlichen Aquivalenzen geniigt es zu zeigen, dass a, < a,41und b, < b1
tir alle n € IN gilt. Es ist
" ="y = (ay + by Vd) (a1 + b1Vd) = anay + bpbrd + (ayby + byay)Vd
und deshalb 4,11 = a,a1 + b,b1d, b, 11 = a,by + bya;. Wegen ay,, by, a1, b1 € IN ergibt sich
an+12an+d>an/ bn+12bn+1>bn-
O

Proposition 15.15. Es sei K ein quadratischer Zahlkorper, und es sei d € IN quadratfrei, d # 5,13, mit
K = Q(V/d). Es bezeichne n die Fundamentaleinheit von Oy, diese liege nicht in Z[\/d]. Fiirn € IN
sei "t = W mit a,, b, € N, ¢, € {1,2}, ggT(an, by, cn) = 1 (vgl. 15.12). Es seien m,n € IN.
Dann sind dquivalent:
(1) n<m,
(ii) 7" <n",
(iii) a, < ay,

(iv) b, < by,.

Beweis. Wegen 17 > 1 ist die Folge (#"),en streng monoton wachsend, woraus sich (i)<=>(ii)
ergibt. Zum Nachweis der restlichen Aquivalenzen geniigt es zu zeigen, dass a, < 4,1 und
by < by fiir alle n € IN gilt. Aufgrund von 77 ¢ Z[+/d] ist ¢; = 2 und demzufolge

fui1 bui1 Nz R ay + bpVd ay + biVd _ aniy + bybid N anby + bpay Nz
c 2 2 2
n+1 Cn41 Cn Cn Cn

Dies impliziert

o Cna1nn + byb1d p o Gt anb1 + byay
n+1 Ch > ’ n+1 Ch > .
Wie wir im Beweis von 15.13 gesehen haben, ist dariiberhinaus a; ungerade. Es ergeben sich

die folgenden Fille:

Fall 1: 4; = 1. Dann ist db% = —3 oder db% = 5. Wegen d > 0, d # 5 haben diese Gleichungen
jedoch keine Losung, d.h. es kommt zum Widerspruch.

Fall 2: a; = 3. Es ergibt sich db? = 5 oder db? = 13. Aufgrund von d # 5,13 haben diese
Gleichungen keine Losungen, somit fiithrt auch dieser Fall zum Widerspruch.
Fall 3: a; > 5. Wir erhalten

Cn+1 A1 + bnbld > 155111 + bnbld >

i1 = = 2 =27 2 n

sowie
Cnt1 Anb1 + bpag > 1a,by + 5b,

o 2 2 o b

bn+1 =
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Algorithmus 15.16 (Bestimmung der Fundamentaleinheit). Es sei K ein reellquadratischer Zahl-
korper und d € W quadratfrei mit K = Q(+/d). Es soll die Fundamentaleinheit 1 von Oy bestimmt
werden.

- T

(1) Fallsd = 5ist, dann ist y = %

(2) Falls d # 5 ist, berechne solange Nahemngsbruche , n € Ny, von \/d, bis erstmalig
pu = diy € {+1,+4}

gilt. Es ist dann
_ fputanVd falls p} —dq;; € {£13,
7’0”3”\/5 falls p2 — dg? € {+4}.

Istd #5 (mod 8), dann ist § = pj,_1 + qn_1\/d, wobei h die Periodenlinge von \/d ist.

Beweis. Im Folgenden bezeichne ( *)new, die Folge der Naherungsbriiche von Vd. Wir neh-
men eine Fallunterscheidung vor.

Fall 1: # € Z[/d]. Aufgrund von 15.12 ist 7 von der Form 5 = a + bv/d mit a,b € N, und
es ist N(17) = a® — b*d = +1. Wegen 14.6 gibt es ein n € Ny, so dass § = Z—: ist. Setzen wir
t := ggT(a,b), so gilt t|a> — b?d = +1 und deshalb t = 1. Es folgt (a,b) = (pn, gn)- Es gibt kein
k € Ny, k < n mit p% — dqi € {+£1,+4},

denn: Sei zunachst k € Ny, k < n mit p? — dg? € {£1}. Dannist a := py + qxVd € OF, und
esista > 1. Wegen « > 1 gibt es einm € IN mit « = . Wenn m = 1 ist, so ist & = 7, also
Pk = pn und gx = g5, im Widerspruch zu k < n. Also ist m > 1, was nach 15.14 jedoch g, > g,
und damit k > n liefert, was ein Widerspruch ist. Sei nun k € Ny, k < n mit p7 — dq € {£4}.
Dann ist & := %“/a € OF, denn N(a) = 1(p2 —dq?) = £1,Sp(a) = px € Z. Wegen
n € Z[Vd]ist Of C Z[V/d], weswegen & € Z[V/d] ist. Somit sind sowohl p als auch gy gerade,
im Widerspruch zu ggT (p, qx) = 1. #

Folglich ist # = p, + g,v/d, wobei n minimal mit der Eigenschaft p2 —dq? € {+1,+4} ist
(wobei der Fall p2 — dg? = 44 nach den obigen Uberlegungen niemals eintreten kann.)

Fall 2: y ¢ Z[\/d], d # 5,13. Wie im Beweis zu 15.15 erhalten wir, dass # von der Form 7 =
”H’f mit a,b € IN ungerade ist. Wegen N(57) = +1 erhalten wir a?> — db®> = +4. Day ¢ Z[\/d]
1st ergibt sich aus 15.13, dass d = 5 (mod 8) ist. Insbesondere ist d > 21 und deshalb 4 <
%(\/d —4 4+ \/ﬁ) Aus 14.6 erhalten wir, dass es ein n € INg gibt, so dass § = Z" ist. Setzen wir
t := ggT(a,b), so gilt t*|a* — b*d = +4 und deshalb t € {1,2}. Weil 4, b beide ungerade sind, ist
t =1 und deshalb (a,b) = (pn, qu). Es gibt kein k € Ny, k < n mit p% — dq% € {£1,+4},

denn: Sei zundchst k € No, k < n mit p? —dg? € {£1}. Wiein Fall 1 ist a := py + qxvVd € Of,
und es ist « > 1. Aus diesem Grund gibt es ein m € IN mit a = ™. Wegen 1y ¢ Z[/d] ist a # 7,
d.h. m > 1. Aus 15.15 ergibt sich g > g, und deshalb k > 1, was ein Widerspruch ist. Sei nun
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k € No, k < nmit p? — dg? € {£4}. Wie in Fall 1 ist a := %’”ﬁ € Og,und es gibteinm € IN
mit « = ™. Wédre m = 1, so folgte a« = 17, also px = p» und gy = q,, im Widerspruch zu k < n.
Also ist m > 1, was nach 15.14 wegen ggT(px, gx,2) = 1 und d > 21 jedoch gx > g, und damit
k > n liefert, was ein Widerspruch ist. #

+‘1n\f

Folglich ist 7 = P21"¥% wobei n minimal mit der Eigenschaft p2 — dq3 € {41, +4} ist.

Fall 3: d = 5. Offensichtlich ist % € Z[Hzi‘/g] Ok, und wegen N(H\f) = —1 han-
delt es sich um eine Einheit in Ok. Dartiber hinaus ist ”Tf minimal unter allen Elementen

% € Og mita, b € IN. Wir schlielen, dass 7 = % die Fundamentaleinheit von Ok ist.

(Die Kettenbruchentwicklung von v/5 ist /5 = [2,4], was pg = 2 und qo = 1 zur Folge hat. Es
ist p% — Sq% = —1, dies liefert die Einheite = 2+ /5 = 173, jedoch nicht die Fundamentaleinheit.
Aus diesem Grund ist bei unserem Algorithmus die Fallunterscheidung notwendig.)

Fall 4: d = 13. Offenbar ist 3+‘F =1+ ”\ﬁ = Z[”\ﬁ] Ok, und wegen N(3+‘ﬁ) -1
handelt es sich um eine Emhelt in Ok. Man rechnet leicht nach, dass % minimal unter den
Elementen % S O? mit a,b € IN ist. Das impliziert, dass n = % die Fundamental-
einheit von Oy ist. Wegen v/13 = [3,1,1,1,6] ist po = 3, 0 = 1 und pZ — 133 = —4. Der

Algorithmus liefert daher das korrekte Resultat 7 = %

Falls d # 5 (mod 8) ist, dann liegt die Fundamentaleinheit # nach 15.13 in Z[v/d]. Nach den
obigen Uberlegungen ist 7 = p, + g,V/d, wobei n minimal mit p2 — dg? € {=+1} ist. Falls
gerade ist, hat die Gleichung x*> — dy> = —1 nach 14.12 keine Lésung, die Fundamentallésung
von x? — dy? = 1ist durch (ph_l,qh_l) gegeben. Falls I ungerade ist, so ist (pj_1,4,—1) nach
14.12 diejenige Losung von x*> — dy? = —1 in IN? mit minimalem y, die Fundamentalldsung
von x% — dy? = 1ist durch (pa,_1,q2n—1) gegeben. Wir erhalten 7 = p,_1 + g,_1V/d. O

Beispiel 15.17. (a) Essei d = 53. Es ist \/53 = [7,3,1,1,3,14] und demzufolge py = 7, o = 1.
Wir erhalten p3 — 533 = —4 und deshalb nj = ”zﬂ Esist N(17) = —1.

(b) Esseid = 31. Esist /31 = [5,1,1,3,5,3,1,1,10]. Wegen 31 # 5 (mod 8) ist § = pj,_1 +
qu-1V/31. Esisth = 8und P2 = 52, also = 1520 +273v/31. Da h gerade ist, ist (p7, 47) die

Fundamentallosung von x> — 31y*> = 1,d.h. N() = 1.

Satz 15.18. Es sei K ein reellquadratischer Zahlkorper und d € IN quadratfrei mit K = Q(+/d). Es
bezeichne 1 die Fundamentaleinheit von Ok, und es sei (a,b) die Fundamentallosung der Pellschen
Gleichung x> — dy? = 1. Dann gilt:

n, fallsy € Z]Vd

]

. ) n? fallsy € Z[V4d]
+hvid= q,ﬁmqgmw’
n°, fallsy ¢ Z[\f

und N(n)
und N(n) =
und N(n)
und N(n) =

]
]

Beweis. Die Fundamentalldsung (a,b) von x> — dy?> = 1 korrespondiert nach Definition zu
einer Einheit ¢ = a + bvd € OF mit N(¢) = a2 — db?> = 1, so dass a minimal ist. Wie wir



§15. Die Einheitengruppe des Ganzheitsringes quadratischer Zahlkérper 112

im Beweis von 14.1 gesehen haben, ist die Minimalitdt von a dquivalent zur Minimalitdt von
¢ = a + b\/d. Gesucht ist somit das minimale n € IN mit 4" € Z[v/d] und N(5") = 1.

Fall 1: 7 € Z[vV/d] und N(57) = 1. Dann ist n = 1.
Fall 2: 7 € Z[vV/d] und N(57) = —1. Dann ist N(?) = 1 und 52 € Z[V/d], also n = 2.
Fall 3: 7 ¢ Z[v/d] und N(57) = 1. Wir schreiben 77 = W mit a,b € N ungerade. Wir erhalten

, @ +dbv® +2abv/d 5 a®+3dab®+ (3ba® + db3)Vd
= Z s = 3 .
Wegen 4 { 2ab ist 2 ¢ Z[+/d]. Aufgrund von # € Z[/d]istd =5 (mod 8). Unter Verwendung
vona? = b* =1 (mod 8) liefert dies
a® +3dab*> = a+3da=a(1+3d) =0 (mod 8)
sowie
3ba* 4+ db® =3b+db=b(3+d) =0 (mod 8).
Somit ist > € Z[v/d]. Da auBerdem N (%) = N(57)® = 11ist, ist n = 3.
Fall 4: ;7 ¢ Z[v/d] und N() = —1. Wie in Fall 3ist > ¢ Z[v/d], N(7°) = =1 und N(°) = —1.
Dariiber hinaus ist > € Z[v/d] und damit auch 73 = %;)3 = —13. Folglich ist n* ¢ Z[V/d],

andernfalls wire 57 = 75~ € Z[V/d], was ein Widerspruch ist. Es ist 7° = (1°)? € Z[V/d] und
N(#%) = (—=1)® = 1. Dies impliziert n = 6. O
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