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KAPITEL 1

Riemann’sche Flachen

In diesem Kapitel fithren wir den Begriff der RIEMANN’schen Fliche! ein und studieren ele-
mentare Eigenschaften von diesen und Abbildungen zwischen ihnen. Dabei werden wir fest-
stellen, dass der Begriff der holomorphen Abbildung zwischen zwei Riemann’schen Flachen
nicht nur den der holomorphen Funktion aus der Funktionentheorie der komplexen Ebene C
umfasst, sondern auch die dort eingefithrten meromorphen Funktionen beschreibt (siehe Ab-
schnitt 1.3). In den Kapiteln 3 und 4 werden wir mit den elliptischen Funktionen und den
Modulfunktionen noch weitere Klassen holomorpher Abbildungen zwischen Riemann’schen
Flachen studieren.

1.1 Definition Riemann’scher Flachen

Bevor wir den Begriff der Riemann’schen Fldche einfiihren, wollen wir uns ein paar topologi-
sche Grundbegriffe in Erinnerung rufen.

Definition 1.1. Sei X eine Menge und T eine Teilmenge ihrer Potenzmenge P (X). Genau dann heifst
T eine Topologie auf X, wenn die folgenden Bedingungen gelten.

() XeTundo eT,
(ii) Vereinigungen beliebig vieler Elemente von T liegen wieder in T,

(iii) Durchschnitte endlich vieler Elemente von T liegen wieder in T .

Die Elemente einer Topologie T von X nennt man auch die offenen Teilmengen von X. Ein Paar (X, T)
aus einer Menge X mit einer Topologie T darauf heifit ein topologischer Raum. Wenn klar ist, welche
Topologie gemeint ist, schreibt man meist einfacher X fiir (X, T).

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
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Definition 1.2. Sei X ein topologischer Raum und x € X beliebig. Dann heifit eine offene Menge in X,
die x enthiilt, eine offene Umgebung von x. Weiter nennt man eine beliebige Teilmenge von X, die eine
offene Umgebung von x enthiilt, eine Umgebung von x. Ein System U (x, X) offener Umgebungen von
x heifit Umgebungsbasis von x, wenn jede offene Umgebung von x eine Umgebung aus U (x, X) als
Teilmenge enthiilt.

Bemerkung 1.3. Wenn man definiert, dass die leere Vereinigung die leere Menge ist, dann sind die
offenen Mengen eines topologischen Raums X gerade diejenigen Teilmengen, die sich als Vereinigung
von Elementen einer Umgebungsbasis schreiben lassen,

denn: Eine beliebige offene Menge U C X enthiilt definitionsgemdfs zu jedem Punkt x € U ein Element
U, € U(x, X) als Teilmenge. Es gilt daher

U= J U.

xel
Die Behauptung folgt, da umgekehrt jede Vereinigung von Elementen von Umgebungsbasen offen ist. #

Wir konnen dies ausnutzen, um auf einer gegebenen Menge X bequem eine Topologie zu definieren,
indem wir in jedem Punkt x € X eine Umgebungsbasis angeben. In Abschnitt 4.4 werden wir im Falle
der Modulkurven so verfahren.

Definition 1.4. Ein topologischer Raum X mit der Trennungseigenschaft
Fiir alle x # y € X gibt es offene Umgebungen U, von x und U, von y mit U, N Uy = &, (Tz)
heifit HAUSDORFF’sch.?

~.

-
-

___________

Abbildung 1.1: In einem Hausdorffraum lassen sich zwei beliebige Punkte durch offene Um-
gebungen trennen.
Beispiel 1.5. Fiir ein beliebiges n € W~o® ist R" Hausdorff'sch,

denn: Zu je zwei verschiedenen Punkten x # y € R" betrachten wir die offenen Kugeln U, (x) und
U, (y) mit Radius r = § ||x — y||o, wobei || - ||> die EUKLID'sche Norm* auf R" bezeichne. #

Via C" = R?" folgt, dass auch C" fiir beliebiges n € W~o Hausdorff'sch ist.

2Felix Hausdorff (1868-1942)

3In dieser Vorlesung ist stets Null eine natiirliche Zahl; es bezeichnet also IN die Menge der nicht-negativen
ganzen Zahlen.

*Euklid von Alexandria ca. 360-280 v. Chr.
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Definition 1.6. Ein topologischer Raum X erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, falls es eine
hochstens abzihlbare Menge offener Teilmengen {Uy, Uy, ... } von X gibt, so dass es fiir jedes x € X
und jedes offene U C X mit x € U ein k € IN gibt mit x € U C U.

Beispiel 1.7. Fiir ein beliebiges n € W~ erfiillt R" das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, wie man sieht,
wenn man als abzihlbare Menge {Uy, Uy, ... } die Menge der offenen Kugeln U,(q) mit r € Q und
q € Q" betrachtet. Entsprechend erfiillt auch C" das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.

Definition 1.8. Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei topologischen Riumen heifdt stetig, wenn
fiir alle in Y offenen Mengen V das jeweilige Urbild =1 (V') in X offen ist. Ist f stetig und bijektiv mit
stetiger Umkehrabbildung, so nennen wir f einen Homdomorphismus.

Bemerkung 1.9. Es ist a priori nicht klar, wie dieser Stetigkeitsbegriff zu der aus der Analysis bekann-
ten Definition passt. Tatsichlich kann man fiir eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen
Riumen auch den Begriff der Stetigkeit in einem Punkt x € X einfiihren. Seien niamlich U (x, X) eine
Umgebungsbasis von x in X und U(f(x),Y) eine Umgebungsbasis von f(x) in Y. Genau dann heifit
die Abbildung f stetig in x, wenn es fiir jedes V. € U(f(x),Y) ein U € U(x,X) mit f(U) C V
gibt. Es ist leicht einzusehen, dass diese Definition nicht von der jeweiligen Wahl der Umgebungsbasen
abhiingt (Ubung!). Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Riiumen ist genau dann stetig,
wenn sie in jedem x € X stetig ist,

denn: Sei zuniichst f stetig und x € X beliebig. Nach Voraussetzung ist fiir ein beliebiges V €
U(f(x),Y) das Urbild f~1(V) C X eine offene Umgebung von x. Nach Definition gibt es also ein
UeU(x,X)mitx € UC f~Y(V)undsomit f(x) € f(U) C V. Das ist die Stetigkeit in x von f.

Sei umgekehrt f in allen x € X stetig, und sei V. C Y eine beliebige offene Teilmenge. Da sonst nichts
zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, es gebe ein x € X mit f(x) € V. Nach
Definition gibt es dann ein V() € U(f(x),Y) mit f(x) € V() C V. Nach Voraussetzung gibt es
nun ein U, € U(x, X) mit
f(x) € f(Ux) C Vi) CV
und insbesondere
x €Uy C fH(f(Ux) C f7H (Vi) € FTHV).

Da somit jedes Element aus dem Urbild von V eine offene Umgebung besitzt, die ebenfalls im Urbild
liegt, folgt die Offenheit von f~1 (V') und also die Stetigkeit von f. #

Betrachtet man im Spezialfall, dass X und Y metrische Riaume sind, als Umgebungsbasen jeweils die
e-Umgebungen, so ist man bei dem bekannten Stetigkeitsbegriff aus der Analysis angelangt.

Definition 1.10. Fiir einen Hausdorffraum X und eine natiirliche Zahl n € I+ definieren wir

(a) Eine (n-dimensionale) reelle (bzw. komplexe) Karte von X ist ein Homdomorphismus ¢ :
U — V, wobei U eine beliebige offene Teilmenge von X und V eine beliebige offene Teilmenge von
R" (bzw. C") ist.

(b) Ein reeller (bzw. komplexer) Atlas auf X ist ein System
A = {¢; : U; — V; (n-dimensionale) reelle (bzw. komplexe) Karte von X | i € I Indexmenge}

von Karten mit X = ;1 U;.
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Definition 1.11. Sei n € IN+ beliebig. Eine n-dimensionale reelle (bzw. komplexe) Mannigfaltig-
keit ist dann ein Hausdorffraum X mit dem zweiten Abzihlbarkeitsaxiom und einem n-dimensionalen
reellen (bzw. komplexen) Atlas.”

Beispiel 1.12. Fiir ein beliebiges n € IN~q ist R" (bzw. C") eine n-dimensionale reelle (bzw. komplexe)
Mannigfaltigkeit,

denn: Die Hausdorff-Eigenschaft und das zweite Abzihlbarkeitsaxiom haben wir schon iiberpriift. Die
Behauptung gilt, weil die Identitit idr» (bzw. iden) ein Homoomorphismus ist. #

Uber die Identifikation zwischen C und R? ist weiter C" fiir jedes n € W~ eine 2n-dimensionale reelle
Mannigfaltigkeit.

Einen allgemeinen topologischen Raum darauf zu tiberpriifen, ob er eine Mannigfaltigkeit
ist, kann recht aufwéndig sein. In einer recht grofien Klasse von Beispielen gilt das zweite
Abzadhlbarkeitsaxiom jedoch schon automatisch.

Lemma 1.13. Hat ein Hausdorffraum X einen reellen (bzw. komplexen) Atlas mit hochstens abzihlbar
vielen Karten, so erfiillt X das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.

Beweis. Wie wir schon eingesehen haben, erfiillt R" und damit auch jede offene Teilmenge
V C R" das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom. Sei nun

A= {¢;: U; — VjreelleKartevon X | i € I}  mit einer Indexmenge I

ein reeller Atlas von X mit einer hochstens abzdhlbaren Indexmenge I. Dann erfiillen fiir alle
i € I die offenen Teilmengen V; C R" das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom; es gibt also fiir jedes
i € I eine hochstens abzéihlbarNe Menge J; und 9ffene Teilmengen {V; ;}cj, von V;, so dass es fiir
jedes x € V; und jedes offene V; C V; mitx € V;einj € J; gibt mitx € V;; C V,.

Seiennun x € X und U C X offen mit x € U beliebig. Da A ein reeller Atlas ist, gibt es dann ein
i € I mitx € U; N U und somit auch ¢;(x) € ¢;(U; N U) C V;. Nach der obigen Uberlegung
gibt es ein j € J; mit ¢;(x) € V;; C ¢;(U; N U). Wegen der Homéomorphie von ¢; ist dann
auch ¢;!(V; ;) eine offene Teilmenge von X mit x € ¢; ' (V;;) C U; N U C U.

Da die hochstens abzdhlbare Vereinigung hochstens abzdhlbarer Mengen wieder hochstens
abzdhlbar ist, folgt die Behauptung fiir einen Hausdorffraum mit einem reellen Atlas mit
héchstens abzédhlbar vielen Karten. Die entsprechende Aussage fiir einen komplexen Atlas mit
hochstens abzdhlbar vielen Karten folgt sofort, weil sich jeder solche Atlas tiber die Identifika-
tion von C mit R? als reeller Atlas interpretieren lasst. O

Da jeder reelle (bzw. komplexe) Atlas auf einem kompakten Raum einen endlichen Teilatlas
besitzt, wird dort die Situation besonders einfach.

Korollar 1.14. Hat ein kompakter Hausdorffraum X einen beliebigen reellen (bzw. komplexen) Atlas,
so erfiillt X das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.

SEtwas ungenau merken wir uns: Eine n-dimensionale reelle (bzw. komplexe) Mannigfaltigkeit sieht lokal so
aus wie R" (bzw. C").
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Beispiel 1.15. Die Riemann’sche Zahlenkugel C = C U {oo} ist eine kompakte eindimensionale kom-
plexe Mannigfaltigkeit,

denn: Um zu zeigen, dass C Hausdorff'sch ist, miissen wir nur noch zeigen, dass sich der Punkt oo
von einem beliebigen z € C durch offene Umgebungen trennen lisst. Das ist klar, wenn wir uns die
Topologie auf C und insbesondere die offenen Kreisscheiben

Ue(eo) = {2 € C | [2] > 1} U {oo)

aus Funktionentheorie 1 in Evinnerung rufen.

Nun wollen wir die Kompaktheit von C zeigen. Jede offene Uberdeckung von C enthilt eine Umgebung
Us von oo, und nach Definition der Topologie von C enthiilt dieses U, eine offene Menge U, (c0) mit
geeignetemn € > 0 als Teilmenge. Die Menge

U1 (0) = T~ Ue(eo)

ist bekanntlich kompakt in C und wird somit durch eine endliche Teiliiberdeckung der urspriinglichen
Uberdeckung von C iiberdeckt. Die Kompaktheit von C folgt, weil wir durch Hinzunahme von Ue zu
dieser endlichen Teiliiberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung unserer beliebigen offenen Uberdeckung
von C gefunden haben.

Nach Korollar 1.14 und der Kompaktheit von C geniigt es zum Beweis der Behauptung nun irgendeinen
komplexen Atlas von C anzugeben. Tatsiichlich ist

C —=¢C, Cc~ {0} —¢C
P1: { und @y : { ~ {0} ) (1.1)
z =z z 2

ein komplexer Atlas mit nur zwei Karten, denn dass C = C U (C . {0}) eine offene Uberdeckung
von C darstellt und ¢y ein Homdomorphismus ist, ist klar. Und die Homdomorphie von ¢, gilt, weil
P2 = oy eine selbstinverse meromorphe Funktion auf C mit einzigem Pol bei z = 0 ist. #

Definition 1.16. Sei nun X speziell eine eindimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. Dann definiert
man die folgenden Begriffe.

(a) Zwei komplexe Karten @; : U; — V; von X mit i € {1,2} heiflen konform vertriglich, wenn
die Kartenwechselabbildung

o9t i (Us N ) — @o(Ur N L)

eine konforme Funktion ist.
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(b) Sind die komplexen Karten eines komplexen Atlas A auf X paarweise konform vertriglich, so
nennt man A einen konformen Atlas auf X.

(c) Zwei konforme Atlanten A; von X mit i € {1,2} heiflen konform vertrdiglich, wenn jede kom-
plexe Karte aus Ay mit jeder komplexen Karte aus A, konform vertriglich ist.

(d) Offensichtlich ist die konforme Vertriiglichkeit konformer Atlanten von X eine Aquivalenzrelation.
Eine Aquivalenzklasse unter dieser Relation nennen wir eine komplexe Struktur auf X.

Definition 1.17. Eine Riemann’sche Fliiche ist ein Paar (X, S) bestehend aus einer zusammenhiin-
genden eindimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit X und einer komplexen Struktur S auf X.°
Beispiel 1.18.  (a) Die komplexen Zahlen C selbst sind eine Riemann’sche Fliiche,

denn: Dass C zusammen mit dem durch A = {id¢} gegebenen komplexen Atlas eine eindi-
mensionale komplexe Mannigfaltigkeit ist, hatten wir schon gesehen. Die Behauptung folgt, da
offensichtlich C zusammenhingend und A konform ist. #

(b) Sei (X, S) eine Riemann’sche Fliche und D C X ein Gebiet, also eine zusammenhiingende offene
Teilmenge von X. Fiir jeden konformen Atlas A aus S ist die Menge
Alp ={¢lunp:UND —=eUND)|(p:U—V)e A}

ein konformer Atlas von D und liefert dort somit auch eine komplexe Struktur S|p. Das Paar
(D, S|p) ist also wieder eine Riemann’sche Fliche. Die Zuordnung S — S|p ist dabei offen-
sichtlich wohldefiniert.

(c) Die Riemann’sche Zahlenkugel C ist eine kompakte Riemann’sche Fliiche,

denn: Wir wissen, dass C eine kompakte eindimensionale komplexe Mannigfaltigkeit ist. Aufier-
dem ist C offensichtlich zusammenhingend. Die Behauptung folgt also, wenn wir zeigen konnen,
dass der in (1.1) gegebene Altas {¢1, p2} konform ist. Dem ist aber so, denn zum einen gilt

P1(C N (C~{0})) = p2(C N (€ {0})) = C~ {0},
und zum anderen ist

1
z )—>E

konform. #

q}zo%l:{c\m} — C~ {0},

Wir wollen ab sofort unsere Notation wieder etwas einfacher halten. Wenn klar ist, dass wir uns
im Kontext einer Riemann’schen Fliche (X, S) bewegen, schreiben wir von nun an einfacher

n X fur (X,S),
n Atlas von X fiir einen konformen Atlas aus der komplexen Struktur S,

» Karte von X fiir eine komplexe Karte aus einem beliebigen konformen Atlas aus der
komplexen Struktur S.

®Eine komplexe Struktur ist im Allgemeinen schlecht anzugeben. Da andererseits jeder konforme Atlas einer
eindimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit einer eindeutigen komplexen Struktur derselben zugeordnet ist,
geniigt in der Praxis die Angabe eines Paars (X, A) bestehend aus einer eindimensionalen komplexen Mannigfal-
tigkeit X und einem konformen Atlas A von X. Man beachte jedoch, dass dies stets so zu verstehen sein muss, dass
zur Riemann’schen Fldche alle Karten gehoren, die in einem konformen Atlas aus der zu A gehorigen komplexen
Struktur enthalten sind.
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1.2 Holomorphe Abbildungen zwischen Riemann’schen Flachen

Definition 1.19. Sei X eine Riemann’sche Fliche, und sei U C X offen. Eine Funktion f : U — C
heifit holomorph genau dann, wenn fiir alle Karten ¢ : U’ — V' von X die Funktion

foplipU'NnU)—C
holomorph ist. Die Menge der holomorphen Funktionen auf U wird mit O(U) bezeichnet.

Bemerkung 1.20.  (a) Holomorphe Funktionen wie in der Definition sind stetig. (Ubungsaufgabe
1.1)

(b) Wir miissen die Holomorphiebedingung aus der Definition nicht fiir alle Karten von X iiberpriifen,
sondern nur fiir die Karten aus einem fest gewihlten Atlas von X. Wegen der konformen Ver-
traglichkeit folgt die Aussage fiir die anderen Karten dann automatisch.

(c) Punktweise Summen und Produkte holomorpher Funktionen sind offenbar wieder holomorph, ge-
nauso sind konstante Funktionen holomorph. Die Menge O(U) trigt so die Struktur einer C-
Algebra.

Eine schone Verallgemeinerung eines Satzes aus der Funktionentheorie 1 ist der folgende Satz.

Satz 1.21 (Riemann’scher Hebbarkeitssatz). Sei X eine Riemann’sche Fliche, sei U C X offen, und
sei x € U ein beliebiger Punkt. Dann lisst sich jede beschriinkte Funktion f € O(U \ {x}) eindeutig
zu einer Funktion f € O(U) fortsetzen.

Beweis. Es ist die Holomorphie von f in x zu zeigen. Sei ¢ : U’ — V' eine beliebige Karte von
X mit x € U'. Dann ist

foe l € O(p(U' n (U {x})))
eine beschrdnkte holomorphe Funktion. Nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz aus Funk-
tionentheorie 1 gibt es also eine holomorphe Fortsetzung

P

foel€O(p(U'NU)).

Weil nach Definition der Riemann’schen Flache alle Kartenwechselabbildungen konform sind,
ist dann nach Definition 1.19

—_—

fi=fogplopeO(U NU).
Die Behauptung folgt, da ¢ beliebig gewdhlt war und die Karten von X ganz X tiberdecken. [

Definition 1.22. Seien X und Y Riemann’sche Flichen. Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit
holomorph, falls fiir jedes Paar von Karten” ¢ : U — V von X und ¢ : U — V' von Y mit
f(U) € U’ die Funktion

pofopl: V=V

7An dieser Stelle ist es wichtig, sich zu verdeutlichen, dass die Karten von X und Y frei in der jeweiligen
komplexen Struktur (und nicht nur in einem fest gewihlten Atlas) ausgewahlt werden diirfen, da es sonst sein
kann, dass f keine Karte von X in eine Karte von Y abbildet und die Holomorphiebedingung somit trivial ware.
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holomorph ist. Die Menge der holomorphen Abbildungen von X nach Y wird mit Hol(X, Y) bezeichnet.

Eine Abbildung f : X — Y heifit konform, wenn sie bijektiv ist und sowohl f als auch ihre Um-
kehrabbildung holomorph sind. Zwei Riemann’sche Flichen heiffen konform dquivalent, wenn es eine
konforme Abbildung zwischen ihnen gibt.

Bemerkung 1.23.  (a) Im Spezialfall Y = C gilt Hol(X, C) = O(X).

(b) Hintereinanderausfiihrungen holomorpher Abbildungen zwischen Riemann’schen Flichen sind
wieder holomorph.

Satz 1.24 (Identitdtssatz fiir holomorphe Abbildungen). Seien X,Y Riemann’sche Flichen, und
seien f,g € Hol(X,Y) holomorphe Abbildungen, fiir die die Menge

Nigi={x € X | f(x) = g(x)}

in X einen Hiufungspunkt xq enthilt.® Dann stimmen die Funktionen f und ¢ auf ganz X iiberein.

Beweis. Wir betrachten die Menge
A :={x € X | es gibt ein offenes W = W(x) C X mitx € Wund f|w = g|w}-
Wir wollen nun zeigen, dass A offen, abgeschlossen und nichtleer ist. Weil X als Riemann’sche
Flache zusammenhéangend ist, folgt daraus die Gleichheit A = X und somit der Satz.
Esgilt xg € A,

denn: Sei ¢ : U — V eine beliebige Karte von X mit xo € U. Ohne Einschrankung kénnen wir
annehmen, dass U zusammenhingt; sonst betrachten wir stattdessen diejenige Zusammen-
hangskomponente von U, die xy enthélt. Dann enthélt U nach Voraussetzung unendlich viele
Elemente von N g ohne Einschrankung kénnen wir sogar annehmen, sie liegen alle in U.
Wegen der Stetigkeit von ¢ ist folglich ¢(xo) € V ein Haufungspunkt von ¢(Nf_,). Fiir eine
beliebige Karte ¢ : U — V' von Y mit f(U), g(U) C U’ gilt dann nach dem Identitétssatz fiir
holomorphe Funktionen auf Gebieten in C die Gleichheit’

(yofoe)lv=(pogoe )lv.
Es folgt sofort f|y; = gl und somit xg € A mit W(xg) = U. #

A ist offen, da mit jedem x € A definitionsgemif auch eine offene Umgebung W(x) von x in
A enthalten ist und daher
A= ] W(x)

xeA

eine Vereinigung offener Mengen ist.'”

A ist abgeschlossen,

8Ein Hiufungspunkt einer Teilmenge M C X ist hierbei wie {iblich ein Punkt in X, fiir den jede offene Umge-
bung in X unendlich viele Punkte von M enthalt.
9Eine solche Karte gibt es, da aus Stetigkeitsgriinden f(xy) = g(xo) gilt.
1%Man bemerke, dass diese Argumentation unabhéngig von der Wahl der jeweiligen W (x) ist.
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denn: Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dass alle Randpunkte von A schon in
A enthalten sind. Wegen der Stetigkeit von f und g gilt fiir einen solchen Randpunkt x die
Gleichheit f(x) = g(x). Es gibt daher Karten ¢ : U — Vvon Xund ¢ : U’ — V' von Y mit x €
Uund f(U),g(U) C U'. Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dass U zusammenhéngt;
sonst betrachten wir stattdessen diejenige Zusammenhangskomponente von U, die x enthilt.
Als offene Umgebung des Randpunkts x von A hat U einen nichtleeren Durchschnitt mit A.
Wir haben bereits eingesehen, dass A offen ist. Es folgt, dass U N A, und somit auch ¢(U N A),
eine nichtleere offene Menge ist. Da V somit einen Haufungspunkt von ¢(U N A) enthilt,
konnen wir den Identitdtssatz fiir holomorphe Funktionen auf Gebieten in C anwenden, nach
dem die Gleichheit

(Wofop)lv=(pogog v
gilt. Hieraus folgt sofort f|y; = g|y und somit x € A mit W(x) = U. #

1.3 Meromorphe Funktionen

In Verallgemeinerung der Definition aus Funktionentheorie 1 kénnen wir nun auch auf belie-
bigen Riemann’schen Flachen, statt nur auf C und C, meromorphe Funktionen definieren.

Definition 1.25. Sei X eine Riemann’sche Fliche, U C X offen, und sei f : U — C eine Abbildung.
Genau dann heifit f eine meromorphe Funktion auf U, falls gilt

(i) S(f) := f1({oo}) ist abgeschlossen in U und besteht nur aus isolierten Punkten.

(i) fo:= flusi € O(UNS(S))-
(iii) Fiir jeden Punkt xo € S(f) gilt xhﬁn; |f(x)] = oo.

Die Punkte in S(f) heiflen die Polstellen von f. Die Menge aller auf U meromorphen Funktionen
bezeichnen wir mit M(U).

Bemerkung 1.26. (a) Meromorphe Funktionen wie in der Definition sind stetig,

denn: Sei f € M(U). Nach 1.25 (ii) ist dann f|y. (s holomorph und nach Bemerkung 1.20 ins-
besondere stetig. Um auf die Stetigkeit in ganz U zu schlieffen benutzen wir den Stetigkeitsbegriff
aus Bemerkung 1.9 und miissen nur noch zeigen, dass f in jedem der Punkte aus S(f) stetig ist.
Die offenen Mengen der Form

1 )
Ui(e0) = {z € €|z > -} U{e} mite € Rog

bilden offenbar eine Umgebungsbasis von oo in C. Sei nun xo € S(f) beliebig und ¢ : U’ —
V' eine beliebige Karte von U mit xo € U'. Wegen der Homoomorphie von ¢ und 1.25 (iii)
bildet f o 1|y kleine 5-Umgebungen von ¢(xo) in ein gegebenes U, (o) ab. Da ¢ homdomorph
ist, gibt es ein Element W der Umgebungsbasis von xq in U, dessen ¢-Bild in einer solchen 6-
Umgebung liegt. Fiir dieses W gilt f(W) C U,(o0), was die Stetigkeit von f in xg zeigt. #
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(b) Seien f,g € M(U). Dann ist die punktweise Summe fo + o bzw. das punktweise Produkt f; - o
auf U~ (S(f) US(g)) eine holomorphe Funktion. Nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz
1.21 kénnen wir diese Funktion auf eventuelle hebbare Singularititen holomorph fortsetzen. Die
Menge M(U) triigt so die Struktur einer C-Algebra.

Die meromorphen Funktionen auf einer Riemann’schen Fldche X kénnen wir nun als holomor-
phe Abbildungen zwischen den Riemann’schen Flichen X und C erkennen. Genauer gilt

Satz 1.27. Sei X eine Riemann’sche Fliche. Dann gilt
M(X) = Hol(X,C) \ {0},

wobei oo die durch f(x) = oo fiir alle x € X gegebene konstante Funktion bezeichne.

Beweis. Sei zundchst f € M(X). Nach Bemerkung 1.26 ist f auf ganz X stetig. Um f €
Hol(X, C) einzusehen, miissen wir nun zeigen, dass fiir jedes Paar von Karten ¢ : U — V
von X und ¢ : U' — V' von C mit f(U) C U’ die Funktion

¢ofo¢_1:V—>V/

holomorph ist. Da f auf X \. S(f) holomorph ist, gilt die Holomorphie von ¢ o f o ¢! auf
VN~ o(S(f) N U). AuBerdem ist p o f o ¢! als Verkettung stetiger Abbildungen auf ganz V
stetig. Da ¢(S(f) N U) C V eine abgeschlossene Teilmenge aus isolierten Punkten ist, folgt die
Behauptung mit dem Riemann’schen Fortsetzungssatz.

Sei nun f # oo eine holomorphe Abbildung von X nach C. Dann sind Bedingungen (ii) und
(iii) aus Definition 1.25 trivialerweise erfiillt. Zu zeigen bleibt, dass S(f) abgeschlossen in X ist
und nur aus isolierten Punkten besteht. Das folgt unmittelbar aus der Annahme f # co und
dem Identitdtssatz 1.24. O

Bemerkung 1.28. Aus Satz 1.27 folgt, dass der Identititssatz 1.24 auch fiir meromorphe Funktionen
auf einer Riemann’schen Fliiche X gilt. Deshalb hat eine Funktion f € M(X) ~ {0}, wobei 0 die durch
f(x) = 0 fiir alle x € X gegebene konstante Funktion bezeichne, nur isolierte Nullstellen. Somit lassen
sich Funktionen aus M (X) invertieren, was M (X) zu einem Korper macht.

Wir schliefSen diesen Abschnitt ab, indem wir das aus Funktionentheorie 1 fiir meromorphe
Funktionen aus M (C) bekannte Konzept der Laurententwicklung auf meromorphe Funktio-
nen aus M (X) fiir beliebige Riemann’schen Fliachen X verallgemeinern.!!

Sei also X eine Riemann’sche Fldche, und sei f € M (X). Fiir jedes xy € X gibt es dann eine
Karte ¢ : U — V von X, fiir die xg in U enthalten ist und die Einschrankung f/;;. (x,) €ine
holomorphe Funktion ist. Definitionsgemdf3 hat dann

f=fog™t € O(p(U~ {x0}))

111 Funktionentheorie 1 haben wir dies ohne Kenntnisse iiber Riemann’sche Flichen bereits im Spezialfall X =
C getan.




13 Kapitel 1. Riemann’sche Flachen

eine isolierte Singularitit in zy := ¢(xp) und somit nach Funktionentheorie 1 eine Laurentent-
wicklung
[o0]
f(z)=Y au(z—z)" mita, € Cfirallen € Z.

n=—oo
Diese konvergiert in einer hinreichend kleinen punktierten Kreisscheibe U um zy, die ganz in

@(U ~ {x0})) enthalten ist, absolut und in kompakten Teilmengen davon gleichmé&fig. Ent-
sprechend nennen wir

[ee]

fx) =Y an(e(x) —@(x)" = i ay(z —z9)" fiiralle x € ¢~ 1(U)

n=—oo n=-—oo
die Laurententwicklung von f in x( beztiglich der Karte ¢.

Bemerkung 1.29. Die Koeffizienten einer solchen Laurententwicklung hingen von der Wahl der be-
nutzten Karte ¢ ab, wie man leicht sieht, wenn man etwa die Kartenabbildung ¢ um einen komplexen
Faktor ¢ € C ~ {0} abindert. Insbesondere lisst sich so der Begriff des Residuums aus Funktionen-
theorie 1 nicht auf beliebige Riemann’sche Flichen verallgemeinern. Unter Kartenwechsel unverindert
bleibt aber die Ordnung

ord(f; xo) := min{n | a, # 0},

so dass sich wie in Funktionentheorie 1 Null- und Polstellenordnung von f in xo € X einfiihren lassen,
vgl. Ubungsaufgabe 1.5.

1.4 Einfache Eigenschaften holomorpher Abbildungen

In diesem Abschnitt beweisen wir einige elementare topologische Eigenschaften iiber holo-
morphe Abbildungen zwischen Riemann’schen Fldchen und leiten daraus bekannte Sitze aus
der Funktionentheorie der komplexen Ebene her, wie etwa den Satz von Liouville und den
Fundamentalsatz der Algebra. Grundlegend ist hier der folgende Satz.

Satz 1.30 (Lokale Gestalt holomorpher Abbildungen). Seien X,Y Riemann’sche Flichen mit xo €
X, und sei f € Hol(X,Y) nichtkonstant mit yo := f(xo). Dann gibt es eine natiirliche Zahl k > 1
und Karten ¢ : U — V von X bzw. ¢ : U' — V' von Y mit folgenden Eigenschaften.

(i) xo € U und ¢(xp) = 0.
(ii) yo € U’ und ¢(yo) = 0.
(i) f(U) cU".
(iv) Fiir die Abbildung F := o fo @' : V — V' qilt F(z) =zt fiirallez € V.
Beweis. Es gibt Karten ¢ : U — V von X und ¢ : U’" — V’, welche die Eigenschaften (i)-(iii)
erfiillen,

denn: Sei ¢ : U’ — V' eine beliebige Karte mit yy € U’'. Dann kénnen wir ohne Einschrankung
P (yo) = 0 annehmen und sonst ¢ durch 7’ o i mit der Translation 7/ : z — z — ¢(yo) ersetzen.



1.4. Einfache Eigenschaften holomorpher Abbildungen 14

Seinun ¢ : U — V eine beliebige Karte mit xo € U. Dann kénnen wir ohne Einschrankung
f(U) C U annehmen und sonst ¢ durch seine Einschrénkung auf den (nichtleeren!) Durch-
schnitt von U mit dem Urbild unter f einer geeigneten offenen Umgebung von y, in U’ erset-
zen. Weiter konnen wir ohne Einschriankung ¢(xp) = 0 annehmen und sonst ¢ durch 7 o ¢ mit
der Translation 7 : z — z — ¢(x¢) ersetzen. #

Wir betrachten nun die holomorphe Funktion
pofoe l:V V.

Wire diese konstant, so miisste auch die Einschrankung von f auf U konstant sein, was aber
nach dem Identitdtssatz 1.24 ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung wdre, dass f auf
ganz X eine nichtkonstante Funktion ist. Da weiterhin (o f o ¢~1)(0) = 0 gilt, gibt es eine
nattirliche Zahl k > 1 und eine Funktion ¢ € O(V) mit g(0) # 0, so dass

(pofoe N(z) =2Fg(z) firallezeV

gilt. In einer hinreichend kleinen Umgebung von z = 0, in der g keine Nullstelle haben soll,
finden wir eine holomorphe Funktion & mit ¢ = h*. Mit dem Satz von der inversen Funktion'?
aus Analysis 2 ldsst sich zeigen, dass die Zuordnung z +— zh(z) eine kleine Umgebung V; C
V von z = 0 konform auf eine kleine Umgebung V, von z = 0 abbildet. Wir wollen diese
konforme Abbildung mit a : Vi — V> bezeichnen. Wir ersetzen nun die Karte ¢ : U — V durch
die Karte

wog@: @ 1 (Vy) = V.

Fiir die Abbildung F = ¢ o f o (a 0 ) ! gilt dann nach Konstruktion F(z) = z fiir alle z € V5,
also Eigenschaft (iv). ]

Bemerkung 1.31. Die Zahl k in Satz 1.30 kann wie folgt charakterisiert werden. Zu jeder Umgebung
U von xg gibt es Umgebungen U C Uy von xo und U’ von yo = f(xo), so dass fiir jeden Punkt y € U’
mit y # yo die Menge f~'(y) N U genau k Elemente hat. Wir nennen k die Vielfachheit, mit der die
Abbildung f den Wert yo im Punkt xo annimmt und schreiben k = yo-ord(f; xo).

Beispiel 1.32. Sei D C C ein Gebiet, und seien zg € D und wy € C beliebig.

(a) Die Vielfachheit 0-ord(f; zo) gibt offensichtlich gerade die Nullstellenordnung einer holomorphen
Funktion f : D — C im Punkt z = zo an. AufSerdem gilt

wo-ord(f;zp) = 0-ord(f — wo; o).

(b) Unter Benutzung der bekannten Karten von C rechnet man leicht nach, dass fiir eine meromorphe
Funktion f € M(D) die Vielfachheit co-ord(f; zo) gerade durch die Polstellenordnung von f im
Punkt z = zq gegeben ist (Ubung!).

In Funktionentheorie 1 hatten wir gesehen, dass jedes Polynom P € C[X] in z = oo einen Pol
von Ordnung deg(P) besitzt. Insbesondere gilt in diesem Fall also co-ord (P; o) = deg(P).

12Dags wir diesen auf holomorphe Funktionen anwenden kénnen, haben wir bereits im Beweis des Satzes von
der Gebietstreue in Funktionentheorie 1 gezeigt.
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Korollar 1.33 (Offenheitssatz). Seien X,Y Riemann’sche Flichen, und sei f € Hol(X,Y') nichtkon-
stant. Dann ist f offen, bildet also offene Mengen auf offene Mengen ab.'®

Beweis. Sei xg € X beliebig. Dann gibt es nach Satz 1.30 Karten ¢ : U — Vvon Xund ¢ : U’ —
V/von Y mit xp € U und f(U) C U, so dass die Abbildung F = o fo ¢~ : V — V' durch
F(z) = zF mit einem k > 1 gegeben ist. F|y ist offensichtlich offen. Die Offenheit von f|;; folgt,
da die Kartenabbildungen Homdomorphismen sind.

Sei nun U C X eine beliebige offene Teilmenge. Dann gibt es nach der obigen Uberlegung fiir
jedes xo € U eine offene Menge U,, so dass f|y, offen ist. Fiir jedes x ist daher die Menge
f(U N Uy) eine offene Umgebung von f(xq) in f(U). Es folgt die Offenheit von f(U) und
damit die Behauptung. O

Korollar 1.34 (Konformitatskriterium). Seien X,Y Riemann’sche Flichen, und sei f € Hol(X,Y)
injektiv. Dann liefert f eine konforme Abbildung von X nach f(X)."*

Beweis. Wegen der Injektivitat von f in der lokalen Beschreibung von Satz 1.30 muss stets k = 1
gelten. Fiir Karten ¢ : U — Vvon Xund ¢ : U — V' von Y mit xg € U und f(U) C U
wie dort ist daher o f o ¢! = idy und somit insbesondere holomorph invertierbar. Da ¢
und ¢ als Karten invertierbar sind, ist f|i; invertierbar, und mit der Definition des Begriffs der
holomorphen Abbildung zwischen Riemann’schen Flichen folgt, dass f ! f£(u) holomorph ist.
Das Konformitétskriterium folgt. O

Korollar 1.35 (Maximumprinzip). Sei X eine Riemann’sche Fliche, und sei f € O(X) nichtkonstant.
Dann nimmt f auf X kein lokales Betragsmaximum an.

Beweis. Genau wie fiir den Beweis des Maximumprinzips in Funktionentheorie 1. Wir verwen-
den den Offenheitssatz statt des Satzes von der Gebietstreue. O

Satz 1.36. Seien X,Y Riemann’sche Flichen, und sei f € Hol(X,Y) nichtkonstant. Ist X kompakt, so
ist auch Y kompakt und f surjektiv.

Beweis. Nach dem Offenheitssatz ist f(X) offen. Da X kompakt und f stetig ist, ist f(X) auch
kompakt und, da Y Hausdorff’sch ist, insbesondere abgeschlossen. Da Y als Riemann’sche
Fldache zusammenhingend ist, folgt f(X) € {@,Y}. Da f(X) als Bild der nichtleeren Menge X
unter f nicht leer ist, folgt f(X) = Y und somit der Satz. O

Korollar 1.37 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante Polynom mit komplexen Koef-
fizienten hat eine komplexe Nullstelle.

13Tn Funktionentheorie 1 hatten wir den Offenheitssatz bereits fiir Gebiete X C C und Y = C gezeigt. Es war
dort eine direkte Folgerung aus dem Satz von der Gebietstreue.
14T Funktionentheorie 1 hatten wir das Konformitétskriterium bereits fiir Gebiete X, Y C € gezeigt.



1.4. Einfache Eigenschaften holomorpher Abbildungen 16

Beweis. Die durch ein nichtkonstantes Polynom P € C[X] gegebene Funktion liegt in O(C)
und kann durch P(o0) = oo zu einer nichtkonstanten Funktion aus

M(C) Satz1.27 Hol(C, C) \ {c0}

fortgesetzt werden. Wegen der Kompaktheit von C kénnen wir Satz 1.36 anwenden und erhal-
ten die Surjektivitit von P. Wegen P(c0) = oo # 0 folgt 0 € P(C) und somit das Korollar. [

Korollar 1.38. Auf einer kompakten Riemann’schen Fliche ist jede holomorphe Funktion konstant.

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 1.36, weil C nicht kompakt ist. O

Korollar 1.39 (Satz von Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz 1.21 ldsst sich jede beschrankte ganze Funk-

tion zu einer holomorphen Funktion aus O(C) fortsetzen. Solche Funktionen sind nach Korol-
lar 1.38 konstant. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts untersuchen wir noch ein wenig das so genannte Verzwei-
gungsverhalten holomorpher Abbildungen zwischen kompakten Riemann’schen Flachen. Wir
werden die Resultate in den Kapiteln 3 und 4 benétigen.

Definition 1.40. Seien X,Y Riemann’sche Flichen und f € Hol(X,Y) eine nichtkonstante holomor-
phe Abbildung zwischen ihnen. Ein Punkt xo € X heift ein Verzweigungspunkt von f, wenn

k:= f(xp)-ord(f;x) > 1
gilt. Wir nennen k — 1 auch die Verzweigungsordnung von f in x.

Proposition 1.41. Seien X,Y kompakte Riemann’sche Flichen, und sei f € Hol(X,Y') nicht konstant.
Dann hat f nur endlich viele Verzweigungspunkte.'

Beweis. Betrachten wir eine Uberdeckung X = Uycx Ux durch offene Umgebungen U, wie
in Satz 1.30. Da X kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung X = (Jy_; Uy,. Nach
Konstruktion besitzt fiir alle v € {1,...,n} die Einschrankung f|y, hochstens in x, einen
Verzweigungspunkt, so dass die Behauptung folgt. ]

Definition 1.42. Seien X,Y kompakte Riemann’sche Flichen, und sei f € Hol(X,Y') nicht konstant.
Dann heifit die nach Bemerkung 1.41 endliche Summe

vp =Y (f(x0)-ord(f;x0) — 1)

xoeX

die Gesamtverzweigungsordnung von f.

I5Fiir nicht-kompakte Riemann’sche Flichen stimmt dies im Allgemeinen nicht, wie man am Beispiel der Funk-
tion sin? : € — C sieht. Diese hat in jedem Punkt xj := 7k mit k € Z einen Verzweigungspunkt mit Verzweigungs-
ordnung 1.
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Proposition 1.43. Seien X,Y kompakte Riemann’sche Flichen, und sei f € Hol(X,Y') nicht konstant.
Dann ist die natiirliche Zahl

wei= ), yorord(f;xo)
x0€f~(yo)

unabhingig vom Punkt yo € Y und heifit der Grad von f.

Beweis. Da Y als Riemann’sche Fliche zusammenhingt, gentigt es zu zeigen, dass die Abbil-

dung
Y — N,
Hr:
Y = Lresiy) yrord(fix)
lokalkonstant ist.
Nach Satz 1.36 ist fiir jedes y € Y das Urbild f~!(y) nichtleer. Andererseits folgt durch Anwen-
den des Identitdtssatzes 1.24 auf f und die konstante Funktion y, dass f~!(y) C X abgeschlos-

sen ist und aus isolierten Punkten besteht. Mit der Kompaktheit von X folgt also, dass f~!(y)
eine nichtleere endliche Menge {x1,...x,} C X ist.

Seien nun fiir jedes A € {1,...,¢} wie in Satz 1.30 Karten ¢, : Uy — V) von X mit x, € U,
und ¢, : U} — V] von Y mity € U, gegeben, so dass

Fr(z) =¢aofogl(z) =2 mitky € N

gilt. Ohne Einschriankung diirfen wir dabei annehmen, die Mengen U, fur A € {1,...,0}
seien paarweise disjunkt. Alle genannten Eigenschaften treffen auch noch zu, wenn wir die
soeben eingefiihrten Kartenabbildungen einschridnken auf eine beliebige offene Umgebung
u' € Nioy f(Ty) € U, von y bzw. auf U, := (f|aA)*1(U’) C U, firalle A € {1,...,/}.
Wir kénnen dabei U’ so wihlen, dass

1 L
U f ’uA /) = U Uy
A=1 A=1
gilt,

denn: Klar, dass fiir alle solchen U’ die rechte Seite in der linken enthalten ist. Auszuschlief3en ist
also lediglich, dass f~!(U’) noch Elemente enthilt, die nicht in U := |J§_; U, liegen. Um dies

zu zeigen halten wir zundchst fest, dass in unserer Situation die Abbildung f abgeschlossen
ist,1©

denn: Sei A C X abgeschlossen. Da X kompakt ist, ist A auch kompakt. Da f stetig ist, ist auch
f(A) kompakt. Da Y Hausdorff’sch ist, ist f(A) abgeschlossen. #

Wegen dieser Abgeschlossenheit ist dann

YN fXNU)={geY|f (5 cu}

16Es sind also Bilder von abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen.
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offen. Diese Menge enthilt unser festes y, so dass es eine offene Umgebung U’ von y gibt mit
U’ € Ni—y f(Uy) und f71(U) C UL #

Nach Konstruktion und Satz 1.30 folgt nun
{
Vf(]//) = Z ky, firalley € U’
A=1

und somit die Proposition. O

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1. Zeigen Sie, dass holomorphe Funktionen auf Riemann’schen Fliichen stetig sind. (Teil (a)
von Bemerkung 1.20)

Aufgabe 1.2. Fiirn € N+ sei P" die Menge der eindimensionalen komplexen Untervektorriume von
C"*L. Der durch den Vektor 0 # (z1,...,zn+1) € C"1 aufgespannte C-Untervektorraum von C"1
wird im Folgenden mit [zq : ... : z,11] € P" bezeichnet. Offensichtlich gilt

[z1:. i zpp]) = [Z1 iz ] in PP
< esgibtein A € C~ {0} mit (z1,...,2041) = A+ (2, ..., Zhs1)-

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Fiiri € {1,...,n+ 1} bezeichne U; C P" die Menge aller eindimensionalen komplexen Unter-
vektorriiume C"1, die nicht in der durch z; = 0 gegebenen Hyperebene von C"+1 liegen. Dann
gilt P" = (U Uy, und es existieren bijektive Abbildungen

U; — C",
Qi : zy Zi-1 Zit1 Zn+1
[Zl . ----Zn+1] — (?i,.--, IZL' 7 lZ’. Joesoy ”Z,- ).

(b) Die Teilmenge
{o; '(V) |V C C"offen, i € {1,...,n+1}} C P(P")
definiert eine Topologie'” auf der Menge P". Letztere wird dadurch zu einem kompakten, zusam-
menhingenden Hausdorffraum und die Abbildungen ¢; : U; — C" sind Homoomorphismen.
(c) Die Menge A := {¢@; : U; — C" |i € {1,...,n+1}} ist ein konformer Atlas auf P".

(d) Die so definierte Riemann’sche Fliche P! ist konform idquivalent zur Riemann’schen Zahlenkugel
C.

17Sei X eine Menge und S C P(X). Dann definiert S auf X dadurch eine Topologie, dass genau diejenigen Teil-
mengen von X als offen gesetzt werden, die sich als beliebige Vereinigung von endlichen Schnitten von Elementen
aus S schreiben lassen. S wird dann als Subbasis dieser Topologie bezeichnet.
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Aufgabe 1.3. Als Gebiete in der komplexen Ebene C sind die offene Einheitskreisscheibe
E={zeC]||z| <1}

und C selbst Beispiele Riemann’scher Flichen. Zeigen Sie, dass It und C als topologische Riume
homoomorph, jedoch nicht als Riemann’sche Flichen konform dquivalent sind.

Aufgabe 1.4. Sei X eine Riemannsche Fliche und A = {¢@; : U; — V; | i € I} ein Atlas von X. Es
bezeichne o : C — C die komplexe Konjugation. Es sei ferner

A7 = {Uogpi | ui—>0'(Vl‘) ‘ Qi E.A,ie[}.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) A7 ist ein konformer Atlas auf der X zugrunde liegenden komplexen Mannigfaltigkeit. Die da-
durch induzierte Riemannsche Fliche bezeichnen wir mit X°.

(b) Die Atlanten A und A’ sind nicht konform vertriglich.

(c) Die Riemannschen Flichen C und C” sind konform dquivalent, wobei C wie iiblich mit der durch
den Atlas {id¢} induzierten komplexen Struktur ausgestattet sei. Wie lassen sich die Elemente
von O(C7) durch die von O(C) charakterisieren?

Aufgabe 1.5. Sei X eine Riemann’sche Fliche, sei xo € X ein ausgezeichneter Punkt, und sei f &
M(X) eine meromorphe Funktion. Zeigen Sie, dass sich dann wie in Bemerkung 1.29 unabhingig von
der Wahl der benutzten Karte die Null- und die Polstellenordnung von f in xq definieren lassen.

Aufgabe 1.6. Sei f € M(C) eine meromorphe Funktion auf der Riemann’schen Zahlenkugel. Zeigen
Sie, dass es dann Polynome p,q € C[X] gibt mit

fz)="F (3 fiir alle z € C mit q(z) # 0.

A=)
—~



KAPITEL 2

Konstruktion meromorpher Funktionen

Im vorigen Kapitel haben wir die meromorphen Funktionen auf einer Riemann’schen Flache X
als holomorphe Abbildungen von X in die Riemann’sche Zahlenkugel C kennengelernt. Das ist
eine konzeptionell befriedigende Beschreibung, hilft uns aber nicht dabei, konkrete meromor-
phe Funktionen mit bestimmten Eigenschaften zu konstruieren. In den Abschnitten 2.1, 2.2 und
2.4 wollen wir Beispiele fiir solche Eigenschaften studieren. Vorgegeben sind hier jeweils mero-
morphe Funktionen auf offenen Mengen, die unsere Riemann’sche Fldche X tiberdecken, und
gesucht ist jeweils eine globale meromorphe Funktion. In Abschnitt 2.1 sollen sich hierbei die
meromorphen Funktionen in den Ubergingen nur um einen holomorphen Summanden unter-
scheiden, in den Abschnitten 2.2 und 2.4 nur um einen invertierbaren holomorphen Faktor. Wir
formulieren die jeweiligen Fragestellungen fiir eine allgemeine Riemann’sche Fldche X, liefern
Antworten aber (zundchst) nur in Spezialfdllen, in denen wir auf bereits in Funktionentheo-
rie 1 eingefiihrte Methoden zuriickgreifen konnen. In Abschnitt 2.5 lernen wir schliefdlich mit
der Gammafunktion eine in der analytischen Zahlentheorie und der Stochastik sehr wichtige
meromorphe Funktion kennen, die sich als Losung eines Interpolationsproblems an unendlich
vielen Stellen definieren l&sst.

2.1 Mittag-Leffler-Verteilungen

Definition 2.1. Sei X eine Riemann’sche Fliche und X = (J;c; U, fiir eine geeignete Indexmenge I eine
offene Uberdeckung von X. Sei weiter fiir jedes i € I eine meromorphe Funktion f; € M(Uj;) gegeben,
so dass fiir je zwei i1,1, € I die Differenz (f;, — f;,) eine holomorphe Funktion in O (U;, N Uy,) ist.
Die Menge { f;}ic1 nennt man dann eine MITTAG-LEFFLER-Verteilung'®.

Unter einer Losung der Mittag-Leffler-Verteilung versteht man eine meromorphe Funktion f €

M(X) mit (flu, — fi) € O(W;) fiirallei € 1.

18Magnus Gosta Mittag-Leffler (1846-1927)

20



21 Kapitel 2. Konstruktion meromorpher Funktionen

Auf nicht-kompakten Riemann’schen Flachen sind stets alle Mittag-Leffler-Verteilungen 16s-
bar.!” Auf nicht einfach zusammenhingenden kompakten Riemann’schen Flachen gibt es da-
gegen stets unlosbare Mittag-Leffler-Verteilungen.

Wir studieren in diesem Abschnitt die Spezialfdlle X = C und X = C und zeigen in den
Sédtzen 2.4 und 2.8, dass es dort fiir alle Mittag-Leffler-Verteilungen Losungen gibt. In Kapitel
3 untersuchen wir aufferdem noch Mittag-Leffler-Verteilungen auf so genannten Tori, deren
Losbarkeit durch eine Residuenbedingung beschrieben wird, vgl. Satz 3.14 und Bemerkung
3.15.

Lemma 2.2. Ist f eine Losung einer Mittag-Leffler-Verteilung auf einer gegebenen Riemann'schen
Fliiche X beziiglich einer beliebigen offenen Uberdeckung X = J;c; U;, so ist die Menge aller méglichen
Losungen durch

fHOX)={f+glgecOX)}
gegeben.

Beweis. Offensichtlich ist mit f auch jede Funktion aus f + O(X) eine mogliche Losung. Sind
andererseits f und f zwei Losungen, so ist f — f auf jedem U; mit i € I eine holomorphe
Funktion aus O(U;). Da Holomorphie lokal definiert ist, folgt daraus f — f € O(X) und somit
die Behauptung. O

Lemma 2.3. Sei D C C ein Gebiet und {f;}c; fiir eine geeignete Indexmenge I eine Mittag-Leffler-
Verteilung auf einer offenen Uberdeckung D = J;c; U; von D. Sei S(f;) fiir jedes i € I die Menge der
Polstellen von f; in U;, und sei

S:= US(f,)

iel

(a) Liegteins € S im Durchschnitt mehrerer Mengen U; miti € I, so stimmen die Hauptteile hs; der
Laurentzerlegungen der jeweiligen f; in s iiberein,”® so dass wir zu jedem s € S eine holomorphe
Funktion hs(z) mit hs(0) = 0 erhalten.

(b) Eine Losung der Mittag-Leffler-Verteilung { f;}ic ist nichts anderes als eine meromorphe Funk-
tion f € M(D), deren Hauptteile an den Stellen s € S mit den gegebenen h iibereinstimmen,
also eine Losung der durch {hs }scs gegebenen Hauptteilverteilung.

Beweis. Liege sin S N (U;, N Uj,). Da nach Voraussetzung die Differenz (f;, — f;,) eine holo-
morphe Funktion aus O(U;, N Uj,) ist, miissen die Hauptteile &, ; und h;,;, der Laurentzerle-
gungen von f; bzw. f;, iibereinstimmen. Das zeigt Behauptung (a) und sogleich die Hinrich-
tung von Behauptung (b).

Das wurde 1884 fiir X = C von Mittag-Leffler und 1948 in voller Allgemeinheit von HERTA FLORACK (?-?)
bewiesen.

20Da s nach Voraussetzung ein isolierter Punkt ist, ist es natiirlich insbesondere eine isolierte Singularitit, so
dass die jeweiligen Laurentzerlegungen wohldefiniert sind. Die Laurententwicklung einer meromorphen Funktion
fi(z) um z = oo ist hierbei wie aus Funktionentheorie 1 bekannt durch die Laurententwicklung von f;(1) umz = 0
gegeben.
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Es verbleibt die Riickrichtung von Behauptung (b) zu zeigen. Sei dafiir f eine Losung der
Hauptteilverteilung {/;}secs. Dann gilt fiir ein beliebiges i € I die Identitit S N U; = S(f;).
AuBlerdem haben die Funktionen f und f; in jedem s € S(f;) die selben Hauptteile und sind
ansonsten holomorph. Es folgt f|u. — fi € O(U;), so dass f auch eine Losung der gegebenen
Mittag-Leffler-Verteilung ist. O

Satz 2.4. (a) Aufder Riemann’schen Fliche C ist jede Mittag-Leffler-Verteilung losbar.

(b) Die Losung einer gegebenen Mittag-Leffler-Verteilung auf C ist bis auf eine additive Konstante
aus C eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei C = J;¢; U; eine beliebige offene Uberdeckung und {f;}c; eine darauf vorgegebe-
ne Mittag-Leffler-Verteilung. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass I endlich ist,

denn: Weil C kompakt ist, hat jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung. Offen-
sichtlich ist jede Losung beziiglich dieser Teiliiberdeckung bereits eine Losung beziiglich der
urspriinglichen Uberdeckung. #

Die Vereinigung S := [J;c; S(fi) der Polstellenmengen ist endlich,

denn: Fiir jeden Punkt aus s € S gibt es wegen der Isoliertheit der Polstellen meromorpher
Funktionen in jedem Uj; eine offene Umgebung U;, in der kein weiterer Pol von f; liegt. Der
Durchschnitt ;¢ U; dieser endlich vielen Umgebungen ist eine offene Umgebung von s in C,
in der kein weiteres Element von S liegt. Es folgt, dass jeder Punkt s € S ein isolierter Punkt
in C ist. Aulerdem ist S als endliche Vereinigung abgeschlossener Polstellenmengen selbst
wieder eine abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums C, also selbst wieder kompakt. Die
Behauptung folgt, da jede kompakte Teilmenge eines beliebigen topologischen Raums endlich
ist, wenn sie nur aus isolierten Punkten besteht.?! #

Eine Losung der zu {f;}ic; gehorigen (endlichen) Hauptteilverteilung {4 }scg ldsst sich leicht
angeben durch

) Eseshs (%) fiirco ¢ S,
f<Z) - {ZSES\{OO} hs(i) +hoo(z) fliroco € S, (21)

so dass wir nun Behauptung (a) bewiesen haben.

Es verbleibt die Eindeutigkeitsaussage (b) zu zeigen. Diese folgt aber unmittelbar aus Lemma
2.2, weil nach Korollar 1.38 alle holomorphen Funktionen auf der kompakten Riemann’schen
Flache C konstant sind. O

Korollar 2.5. Der Kirper M(C) der meromorphen Funktionen auf C ist als Menge identisch mit der
Menge der rationalen Funktionen C(X), also der Menge der Quotienten je zweier durch Polynome
aus C[X] gegebener Funktionen. Letztere erhilt so natiirlich die Struktur eines Korpers.

21Gei X ein topologischer Raum und S C X eine kompakte Teilmenge von isolierten Punkten. Wegen der Iso-
liertheit aller Punkte s € S gibt es fiir jedes solche s eine offene Umgebung Us, die auf8er s kein weiteres Element aus
S enthélt. Offenbar ist S C |Jycs eine offene Uberdeckung von S, die wegen der Kompaktheit von S eine endliche
Teiltiberdeckung haben muss. Da in jeder in der Uberdeckung verwendeten offenen Teilmenge U; C X genau ein
Element von S liegt, folgt die Endlichkeit von S.
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Beweis. Dass rationale Funktionen meromorphe Funktionen auf C sind, wissen wir aus Funk-
tionentheorie 1. Fiir die andere Inklusion betrachten wir eine beliebige meromorphe Funktion
f auf C. Diese l6st fiir eine beliebige Uberdeckung C = [J;c; U; die Mittag-Leffler-Verteilung
{flu. }ie- Letztere hat nach Teil (a) von Satz 2.4 aber auch eine Losung f wie in (2.1). Nach Teil
(b) von Satz 2.4 unterscheiden sich je zwei Losungen einer Mittag-Leffler-Verteilung auf C nur
um eine additive Konstante. Fiir ein beliebiges zg € C \ S gilt also

f(z) = f(z) + (f — f)(z0) fiirallez € C.

Betrachten wir die Losung f aus (2.1) genauer, so stellen wir fest, dass die dort vorkommen-
den endlich vielen Funktionen /15(z) allesamt Hauptteile meromorpher Funktionen auf offenen
Teilmengen von €?? und somit Polynomfunktionen sind. O

Mit etwas mehr Aufwand ldsst sich Korollar 2.5 auch schon direkt aus Korollar 1.38 folgern.
Aus Korollar 2.5 wiederum erhalten wir unmittelbar noch zwei weitere Ergebnisse.

Korollar 2.6. Jede meromorphe Funktion auf C, die keine rationale Funktion ist, hat als Funktion auf
C betrachtet in z = oo eine wesentliche Singularitit.”®

Korollar 2.7 (Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen). Seien P und Q # 0 zwei Polynome
in C[X], und sei
P(z) —
R(z) = iirallez € C
® =90 f
die zugehorige rationale Funktion. Seien sy, ..., sy die verschiedenen Polstellen von R und uy, ..., u
die zugehorigen Ordnungen. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome hy, ..., h und he € C[X]

mit h(0) = 0 fiirallex € {1,...,k} und

)+ heo(z) fiirallez € C.
z— SK

Es gilt hierbei deg(hy) = uy fiirallex € {1,...,k}.

Wir wollen nun auch die Losbarkeit beliebiger Mittag-Leffler-Verteilungen auf C beweisen. Da
C im Gegensatz zu C nicht kompakt ist, kénnen wir hier bei der Lésung der entsprechenden
Hauptteilverteilung allerdings nicht von einer endlichen Polstellenmenge ausgehen, und fiir
unendliches S ist die Summe tiber die Hauptteile

2 hs(

seS

1
zZ—5

)

im Allgemeinen divergent. Wir werden uns mit der Einfithrung so genannter konvergenzer-
zeugender Summanden behelfen.

22Diese meromorphe Funktion ist im Falle s # co durch ein geeignetes f;(z) gegeben, im Falle s = co durch ein
geeignetes f;(1).

23Diesen Begriff hatten wir fiir Funktionen f auf C in Funktionentheorie 1 eingefiihrt. Zu testen ist das Verhal-
ten der Funktion f(z) := f (%) in z = 0. Beispielhaft hatten wir gezeigt, dass exp(z) in z = oo eine wesentliche
Singularitat hat.
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Satz 2.8 (Satz von Mittag-Leffler). Auf der Riemann’schen Fliche C sind alle Mittag-Leffler-
Verteilungen losbar.

Beweis. Sei C = J;c; U; eine beliebige offene Uberdeckung und {f;}c; eine darauf vorgege-
bene Mittag-Leffler-Verteilung. Dann ist die Vereinigung S := U;c; S(f;) der Polstellenmengen
nicht tiberabzédhlbar,

denn: Sei K C C ein beliebige kompakte und somit beschrankte Menge. Hétte die beschriankte
Menge K N S unendlich viele Elemente, so enthielte sie nach dem Satz von BOLZANO-
WEIERSTRASS* zwangslaufig einen Haufungspunkt, was wegen der Isoliertheit der Punkte
in S nicht sein kann. Ist S endlich, so ist nichts mehr zu zeigen. Ist S unendlich, so betrachten

wir die kompakten Mengen K, := U,(0) € C mit n € N-o. Eine Abzdhlung von S erhalten
wir, indem wir zunichst die endlich vielen Elemente von K; N S anordnen, dann die endlich
vielen in K; N S, die nicht schon in K; N S liegen, dann die endlich vielen in K3 N S, die nicht
schon in K; N S liegen, usw. #

Es gilt nun, die Losbarkeit der zu {f;}ic; gehorigen Hauptteilverteilung {4 }scs zu untersu-
chen.

Fall 1: S ist endlich. Hier ist offenbar

f@) = Lhs(—)

seS

eine mogliche Losung von {/; }ses.

Fall 2: S ist abzadhlbar. Sei 5o, 51, 52, . .. eine Aufzdhlung von S mit
50| < [s1] < sz < ...
Fiir diese gelten die beiden offensichtlichen Folgerungen

0eS=s5=0 und n>1=|s,| >0.

Fiir n > 1ist daher die Funktion h, (- o) = hs, (- ;) holomorph auf der offenen Kreisscheibe
U, (0) und besitzt dort eine TAYLORreihenentwicklung? um den Punkt z = 0, die auf Kom-
pakta gleichmifSig absolut konvergiert. Durch Abbrechen dieser Entwicklung an geeigneter

Stelle erhalten wir also ein Polynom P, (z) mit

1

h"(z — s,

) — Pu(z)| < % fiir alle z aus dem Kompaktum U, (0). (2.2)
2

Sei nun K C C ein beliebiges Kompaktum. Dann gibt es eine natiirliche Zahl N mit

K C U, (0) furallen > N.
2

2Bernadus Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848) und Karl Theodor Wilhelm Weierstraf3 (1815-1897)
25Brook Taylor (1685-1731)
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Wegen (2.2) und ¥, % < oo folgt somit, dass die Reihe

) = o2+ K (o 2) P

n=1

auf Kompakta K C C \ S gleichméfig absolut konvergiert. Mit dem Approximationssatz von
Weierstraf3 zeigt man, dass  auf C \. S holomorph ist und somit nach Konstruktion eine Losung
der Hauptteilverteilung. Das beweist den Satz. O

Korollar 2.9. Sei f € M(C) eine meromorphe Funktion mit Hauptteilen hs fiir s € S(f). Dann gibt
es eine ganze Funktion g und fiir jedes s € S(f) ein Polynom Ps € C[X] mit

flz)y="Y <hs(1) - Ps(z)> +g(z) fiirallez € C,
)

seS(f Z2—s

wobei die Reihe rechts auf Kompakta K C C \ S gleichmiif$ig absolut konvergiert.

Beweis. Die Hauptteilverteilung {/;}cs(f) hat nach Konstruktion f als eine mogliche Losung,
aber auch die im Beweis von Satz 2.8 explizit konstruierte. Nach Lemma 2.2 unterscheiden sich
die beiden somit nur um eine ganze Funktion g, was die Behauptung zeigt. O

Die Partialbruchzerlegung einer meromorphen Funktion f € M (C) ist leicht zu berechnen.
Ein ,Kochrezept” zur expliziten Berechnung einer Darstellung einer meromorphen Funktion
f € M(C) wie in Korollar 2.9 ist das folgende.

(i) Bestimme die Hauptteile h; fiir alle s € S(f).

(if) Untersuche Y ics(f) hs(ﬁ) auf Konvergenz und bestimme gegebenenfalls fiir alle s €
S(f) konvergenzerzeugende Summanden, also Polynome P, so dass

Y (o

seS(f) z—s

) = Pi(2))

auf Kompakta K C C \ S gleichméfiig absolut konvergiert. Es bietet sich hier an, die
ersten Terme der Taylorreihen der jeweiligen Hauptteile zu versuchen.

(iii) Versuche (sic!) eine ganze Funktion g mit

o= T (1

seS(f

1
zZ—S5

) — Ps(z)> +g¢(z) fiirallez € C

zu finden.
Beispiel 2.10 (Partialbruchzerlegung von - ) Es gilt
T2
Z 2 fiirallez € C, (2.3)

sin® nez (

wobei die rechte Seite auf Kompakta K C C \ Z gleichmiifsig absolut konvergiert.
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Beweis. Die Polstellenmenge in diesem Fall ist offensichtlich auf beiden Seiten durch S = Z
gegeben, so dass es gentigt, die behaupteten Aussagen fiir holomorphe Funktionen auf C \ Z
zu zeigen.

Wir wollen nun als Punkt (i) des ,Kochrezepts” die Hauptteile von ﬁ inden n € Z be-

stimmen. Zunédchst einmal gilt

. 2 2 .
s1nz:z—§+§$... firallez € C
und somit auch
1 1 1 1
sinZTﬂZ) Tz en(m) oz (mP (mp furalle z € C~ {0}
iz 1- 3! + 5 T -

Fiir alle z € U,(0) mit hinreichend kleinem r stellt der Bruch ganz rechts eine holomorphe
Funktion dar, so dass wir

s
sin(71z)

N | =

(14 az® +agz* +...) fiirallez € U,(0)

mit geeigneten Koeffizienten a, € C fiir alle v € INy schreiben kénnen. In dieser Notation folgt

2

T 1 1 .
= (1+2mz*+...) = 5 +2ap+... firallez € U,(0).
sinz(rtz) 72 ( 2 ) 72 2 r( )
Der Hauptteil von ﬁ in z = 0 ist also durch hy(z) = z? gegeben. Wegen
2 2 2

= = furallez €e C\Z
sin®(mz)  sin®(rt(z —n) + ) sin®(n(z —n)) h

kénnen wir die Uberlegungen zu kg direkt auf die anderen Hauptteile anwenden und erhalten

hy(z) = z? fiir den Hauptteil von smfiz

in z = n fiir ein beliebiges n € Z.
(72)

Fiir Punkt (ii) des ,Kochrezepts” wollen wir nun zeigen, dass die Reihe

1

L p

nez

auf Kompakta in C \ Z gleichméfig absolut konvergiert. Fiir eine beliebige kompakte Teilmen-
ge K C €\ Z lasst sich ein ¢ € R+ finden mit K C U,(0), so dass also

]z—n\Z!n\—\z|Z\n|—cZ|Z’ fur allen > 2¢
gilt. Es folgt
1 1
L o=t L

|n|>2¢ [n|>2¢
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und somit die gewiinschte gleichméfiig absolute Konvergenz auf K.

Es folgt somit, dass beide Seiten von (2.3) die gleiche Polstellenmenge S = Z mit den jeweils
gleichen Hauptteilen haben. Wie in Korollar 2.9 gezeigt, gibt es also eine ganze Funktion g mit

m? 1 .
m—ném‘i‘g(Z) furallez € C \ Z.

Fiir Punkt (iii) des ,Kochrezepts” werden wir zeigen, dass g identisch verschwindet. Dafiir
halten wir zunéchst fest, dass g auf C \ Z periodisch mit Periode 1 ist, weil die beiden anderen
Terme in der obigen Gleichung es sind. Aus Stetigkeitsgriinden gilt dann sogar

Q(z+1) =g(z) furallez € C.
Ebenfalls wegen der Stetigkeit ist ¢ auf der Menge
{x+iyeC||x| <1, |yl <1}
beschrankt. Kénnen wir nun noch die Beschréanktheit von g auf der Menge
R:={x+iyeC||x| <1, |yl >1}

zeigen, so folgt mit der 1-Periodizitdt auch schon die Beschranktheit von g auf ganz C, so dass g
nach dem Satz von LIOUVILLEZ?® konstant sein muss. Diese Beschrianktheit gilt aber tatsdchlich,

denn: Zum einen gilt

2

. 5 B eniz _efm‘z
| sin“(7z)| = 5
_ _i (eniz . e—niz) (enii . e—m’Z)
— i (827ry + e—27ry _ eZm’x _ e—2m'x)
— 1 27TY —2my 1 )
—1(6 +e )—Ecos( 7X)
y—e . s
— ©0 (gleichméflig in x)
und somit auch )
X 27r g} (gleichmafig in x)
sin“(7z)
so dass sinf(zm) auf R beschrankt ist. Zum anderen gilt fiir n # O und allez € R

z—nf? =|(x—n)+iy = (x—n)* +y* = |n—x +y
> (Inl = [x1)* +y* = (In] = 1)* + % > (In| = 1)* +1

26Joseph Liouville (1809-1882)
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und also

1
|z —nf? H

1 1
' Z:}\z n|2_1Jr L (!n!—1)2+1<oo' @4

neZ~{0 neZ~{0}

D

nez.
so dass auch ), o= )2 auf R beschrankt ist. Wie bei der Periodizitit folgt die Behauptung
aus der Definition von g. #

Die Abschétzung (2.4) zeigt die gleichméfiig absolute Konvergenz von ), Z )2 auf R. Hal-
ten wir nun ein x € [—1,1] fest, so gilt

1 1
lim — = lim ——— =
y—00 nGZZ (z—n y—>oo2 |z—n|2 H;Zy—mo |x—n|2+y2
Vorhin hatten wir schon gezeigt, dass auch |7| auf R fir y — oo gleichméfig in x ge-

gen Null geht. Wieder folgt die entsprechende Aussage tir g. Mit der Konstanz von g folgt
schliefslich die Behauptung. O

Beispiel 2.11 (Partialbruchzerlegung des Kotangens). Es gilt

7t cot(mz) = 1 + Y | ) fiirallez € C, (2.5)

neZ~{0} Z- 1’1

wobei die rechte Seite auf Kompakta K C C \ Z gleichmiifSig absolut gegen einen Wert aus C konver-
giert.

Beweis. Die Polstellenmenge ist offensichtlich wie im letzten Beispiel auf beiden Seiten durch
S = Z gegeben, so dass es wieder geniigt, die behaupteten Aussagen fiir holomorphe Funktio-
nen auf C \ Z zu zeigen.

Die Hauptteile der linken Seite berechnen sich genauso wie die fiir 4-, ndmlich zu
ha(z) =z,
womit wir Punkt (i) des ,Kochrezepts” gentige getan haben.

Die Reihe } 7. (0} ﬁ konvergiert nicht fiir allez € C \ Z,

denn: Nehmen wir an, die Reihe konvergierte fiir ein x € R \ Z. Dann konvergierte auch die

Teilreihe?”
i 1

n=[x|

aus negativen Summanden und somit auch deren Abschdtzung
i 1
=’

27[x] bezeichnet hierbei die kleinste ganze Zahl n, fiir die n — x positiv ist.

X—n
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was bekanntermafien nicht sein kann. Die Reihe konvergiert also in keinem x € R \ Z und
insbesondere nichtin allen z € C \\ Z. #

In Punkt (ii) des ,Kochrezepts” miissen wir daher fiir alle n € Z konvergenzerzeugende Sum-
manden P, finden. Fiir n # 0 ist der konstante Term der Taylorentwicklung von ﬁ gleich

1 1
(=) =0 =
z—n n
Nach Ubungsaufgabe 2.1 konvergiert die Reihe
1 1
G T
z—n n

neZ~{0}

auf Kompakta K C C \ Z gleichméfiig absolut. Nach Korollar 2.9 gibt es daher eine ganze
Funktion g mit

1

7t cot(mz) = 1+ Yo |
neZ\{O}

+g( ) fiirallez € C. (2.6)

Es verbleibt zum Beweis der Behauptung zu zeigen, dass g auf ganz C identisch verschwindet.
Daftir leiten wir beide Seiten von (2.6) ab; nach dem Satz von Weierstraf3 diirfen wir dies auf
der rechten Seite gliedweise tun. Es gilt

0 (1 1 1 1
+ +g(2)> =—7 - ( ) +8'(2)
oz ( neZZ\{O} z— n n z2 neZZ\:{O} (z—n)?
1 /
= - +8(z
EZZ Gonp T8 (z)
fiir die rechte Seite und
2 (1 cot(z)) = ni cos(mz)\ _ T2
9z T ~ "9z sin(nz) ) T " sin?(m2)

fiir die linke Seite. Nach (2.3) folgt hieraus ¢’(z) = 0 fiir alle z € C \ Z. Weil letzteres ein Gebiet
ist, folgt hieraus, dass g auf C \ Z eine konstante Funktion ist. Andererseits ist ¢ eine ungerade
Funktion,

denn: Die Funktion 7t cot(7rz) ist bekanntermafen ungerade, und es gilt

RN e g )

neZ~{0} neZ~{0}

1 1 1
:_<z+ Z (z—n+n)>'
neZ~{0}

wobei wir im letzten Gleichheitszeichen die Reihe mit n — —n umsortiert haben, was wir we-
gen der bereits gezeigten absoluten Konvergenz tun diirfen. g ist somit nach (2.6) die Differenz
zweier ungerader Funktionen und als solche selbst wieder ungerade. #

Die Behauptung folgt, da es aufler der Nullfunktion keine weitere ungerade konstante Funkti-
on gibt. O
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2.2 Cousin-Verteilungen

Definition 2.12. Die Menge der (multiplikativ) invertierbaren Elemente in einem Ring R wird mit R*
bezeichnet. Man iiberpriift leicht, dass R* zusammen mit der Einschrinkung der Multiplikation von R
die Struktur einer Gruppe trigt. Man nennt R* daher die multiplikative Gruppe von R.

Beispiel 2.13. Sei X eine Riemann’sche Fliche und U C X eine offene Teilmenge.

(a) Die Menge O(U)* der invertierbaren Elemente im Ring O(U) der holomorphen Funktionen auf
U besteht aus den nullstellenfreien holomorphen Funktionen auf U.

(b) Die Menge M(U)* der invertierbaren Elemente im Ring M (U) der meromorphen Funktionen
auf U ist durch alle meromorphen Funktionen auf U gegeben, die auf keiner Zusammenhangs-
komponente von U identisch verschwinden.

Definition 2.14. Sei X eine Riemann’sche Fliche und X = \J;c; U; fiir eine geeignete Indexmenge 1
eine offene Uberdeckung von X. Sei weiter fiir jedes i € I eine meromorphe Funktion f; € M (U;)*
gegeben, so dass fiir je zwei i1,iy € 1

ﬁl S (’)(Uil N Uiz)x
)

gilt. Die Menge { f; }ic| nennt man dann eine (multiplikative)*®> COUSIN-Verteilung® .

Unter einer Losung der Cousin-Verteilung versteht man eine meromorphe Funktion f € M (X)*
mit
f]‘c”f e O™ fiirallei € 1.

i

Auf nicht-kompakten Riemann’schen Flachen sind stets alle Cousin-Verteilungen losbar.>’ Wir
werden dies mit dem Weierstrafs’schen Produktsatz 2.26 im Spezialfall der Riemann’schen
Flache C beweisen. Auf kompakten Riemann’schen Flachen wird die Losbarkeit durch das
ABEL’sche Theorem®! beschrieben, das wir in Satz 2.17 fiir die Riemann’sche Zahlenkugel C
und in Satz 3.38 fiir Tori beweisen werden. Uber die Valenzformel 4.65 werden wir die not-
wendige Richtung des Abel’schen Theorems fiir Modulkurven studieren.

Lemma 2.15. Ist f eine Losung einer Cousin-Verteilung auf einer gegebenen Riemann'schen Fliche X
beziiglich einer beliebigen offenen Uberdeckung X = ;e U, so ist die Menge aller miglichen Losungen
durch

fOX)"={f-8lgcO(X)"}
gegeben.

28Das Wort ,multiplikativ” dient zur Abgrenzung, da manche Autoren die Bezeichnung ,additive Cousin-
Verteilung” fiir Mittag-Leffler-Verteilungen verwenden.

2Ppierre Auguste Cousin (1867-1933)

30Das wurde wie schon die entsprechende Aussage fiir Mittag-Leffler-Verteilungen im Jahr 1948 von Herta Flo-
rack bewiesen.

31Dieses gibt eine dquivalente Bedingung fiir die Losbarkeit einer Cousin-Verteilung an, deren eine Richtung
1828 von Niels Henrik Abel (1802-1829) gezeigt wurde, die andere Richtung 1865 von RUDOLPH FRIEDRICH AL-
FRED CLEBSCH (1833-1872).
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Beweis. Offensichtlich ist mit f auch jede Funktion aus f - O(X)* eine mogliche Lésung. Sind
andererseits f und f zwei Losungen, so ist ihr Quotient auf jedem U; miti € I eine invertierbare
holomorphe Funktion aus O(U;)*. Da Holomorphie lokal definiert ist, folgt daraus

Jf?e O(X)*

und somit die Behauptung. O

Lemma 2.16. Sei X eine Riemann'sche Fliche und { f; }ic| fiir eine geeignete Indexmenge I eine Cousin-
Verteilung auf einer offenen Uberdeckung X = J;c; U; von X. Sei S(f;) (bzw. T(f;)) fiir jedes i € 1 die
Menge der Polstellen (bzw. der Nullstellen) von f; in U;, und sei

S:=JS(fi) und T:=JT(fi).

iel iel

(a) Liegteins € S (bzw. ein t € T) im Durchschnitt mehrerer Mengen U; mit i € I, so stimmen die
Vielfachheiten us (bzw. uy) iiberein, mit der die entsprechenden Funktionen f; in s (bzw. in t) den
Wert co (bzw. den Wert 0) annehmen.>?

(b) Eine Losung der gegebenen Cousin-Verteilung ist nichts anderes als eine meromorphe Funktion
f € M(X)* ohne Null- und Polstellen in X \. (S U T) und mit Vielfachheiten

co-ord(f;s) = us fiiralles € S und  0-ord(f;t) = u; fiirallet € T,

also eine Losung der durch ({us}scs, {ut}ier) gegebenen Null- und Polstellenverteilung.
Beweis. Liegesin S N (U, N Uj,) fiir zwei Werte i1, i, € I. Da nach Voraussetzung

& € O(uil N lliz)x

fi
holomorph und nullstellenfrei ist, miissen die Polstellenordnungen oo-ord(f;;s) und
oo-ord (fj,; s) libereinstimmen. Die entsprechende Aussage fiirein t € T N (U, N U;,) zeigt
man analog, so dass wir nun Behauptung (a) und sogleich die Hinrichtung von Behauptung
(b) bewiesen haben.

Es verbleibt die Riickrichtung von Behauptung (b) zu zeigen. Sei dafiir f eine Losung der Null-
und Polstellenverteilung ({ Us}ses, {ut}teT) . Dann gelten fiir ein beliebiges i € I die Identitdten
SNU =S(fi)und T N U; = T(f;). AuBerdem haben die Funktionen f und f; in jedem
s € S(f;) die selbe Pol- und injedem t € T(f;) die selbe Nullstellenordnung und sind ansonsten
null- und polstellenfrei. Es folgt
M O ( ul‘) x,

fi

so dass f auch eine Losung der gegebenen Cousin-Verteilung ist. O

32Hierbei ist wie aus Funktionentheorie 1 bekannt die Polstellenordnung (bzw. Nullstellenordnung) einer Funk-
tion f an der Stelle z = oo durch die Nullstellenordnung (bzw. Polstellenordnung) von f (%) in z = 0 gegeben.



2.2. Cousin-Verteilungen 32

Satz 2.17 (Abel’sches Theorem auf C). (a) Auf der Riemann'schen Fliche C sind genau jene Cou-
sin-Verteilungen losbar, deren zugehorige Null- und Polstellenverteilung in der Notation von
Lemma 2.16 die Bedingung

Z Ug = Z Up (2.7)

seS teT

erfiillt.

(b) Die Losung einer gegebenen Cousin-Verteilung auf C ist bis auf eine multiplikative Konstante aus
C* eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei C = J;c; U; eine beliebige offene Uberdeckung und {f;}c; eine darauf vorgege-
bene Cousin-Verteilung. Genau wie im Beweis von Satz 2.4 konnen wir ohne Einschrankung
annehmen, dass I endlich ist.

Wenn wir beriicksichtigen, dass mit den Polstellen einer meromorphen Funktion auch ihre
Nullstellen isolierte Punkte sind, konnen wir mit einer nur leichten Abwandlung der entspre-
chenden Stelle im Beweis von Satz 2.4 auch zeigen, dass die Mengen S und T endlich sind
(Ubung!).

In Korollar 2.5 haben wir gezeigt, dass die meromorphen Funktionen auf C gerade die rationa-
len Funktionen, also Briiche von Polynomfunktionen, sind. Die Gesamtnullstellenordnung ei-
ner komplexen Polynomfunktion P ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra gleich deg(P).
Aus Funktionentheorie 1 wissen wir, dass P in keinem z € C einen Pol hat, und dass seine
Polstellenordnung in z = oo gleich deg(P) ist. Insgesamt folgt, dass Polynome und somit auch
alle meromorphen Funktionen aus M (C) Bedingung (2.7) erfiillen. Nur in diesem Fall kann es
also eine Losung der Null- und Polstellenverteilung geben.

Ist (2.7) erfiillt, so ladsst sich eine Losung der (endlichen) Null- und Polstellenverteilung
({us}ses, {ut}ier) leicht angeben durch

~ Tler ooy (z =)™

f(Z) . HSES\{OO} (Z - S)us .

(2.8)

Insgesamt haben wir nun Behauptung (a) bewiesen.

Es verbleibt die Eindeutigkeitsaussage (b) zu zeigen. Diese folgt aber unmittelbar aus Lemma
2.15, weil nach Korollar 1.38 alle holomorphen Funktionen auf der kompakten Riemann’schen
Flache C konstant sind. O

Wir wiirden nun gerne noch die Losbarkeit beliebiger Cousin-Verteilungen auf C beweisen. Da
letzteres im Gegensatz zu C nicht kompakt ist, kénnen wir hier bei der Lésung der entsprechen-
den Null- und Polstellenverteilung allerdings nicht von endlichen Null- und Polstellenmengen
ausgehen. Um auch fiir unendliche S und T eine Losung angeben zu konnen, bietet es sich in
Hinsicht auf (2.8) an, ,,unendliche Produkte” einzufiihren und ihr Konvergenzverhalten zu stu-
dieren. Das werden wir im ndchsten Abschnitt tun und danach in Abschnitt 2.4 wieder auf die
Cousin-Verteilungen zuriickkommen.
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2.3 Unendliche Produkte

Das Ziel in diesem Abschnitt soll es sein, auf sinnvolle Weise ein Produkt unendlich vieler
komplexer Zahlen einzufiihren. Die naheliegende Methode, dies zu tun, ist die folgende.

Sei (pu)nen eine Folge komplexer Zahlen. Genau dann heiflt das Produkt [T, pn konver-
gent, wenn die Folge (Py)nen der Partialprodukte Py := HnN:O pn konvergiert. Gilt hierbei
limy_e PN = P, so setzen wir [],,cy pn := P.

Das Problem an dieser Definition ist, dass schon ein einziges Folgeglied p, = 0 dafiir
sorgt, dass das unendliche Produkt mit Grenzwert 0 konvergiert. Wir definieren darum etwas
sorgfiltiger

Definition 2.18. Sei (p,)new eine Folge komplexer Zahlen, fiir die die Menge {n € N | p, = 0}
endlich ist, und sei m die kleinste natiirliche Zahl, die grofSer als jedes Element dieser Menge ist. Genau
dann heif$t das Produkt [1,c pn konvergent, wenn die Folge (Px y ) N>m der Partialprodukte

N
PN,m = H Pn
n=m

konvergiert und einen von O verschiedenen Grenzwert P hat. Wir setzen dann

Hpn =po-pr--.. Pm-1-PL.

nelN

Bemerkung 2.19. Nach dieser Definition nimmt ein konvergentes Produkt genau dann den Wert 0 an,
wenn einer seiner Terme gleich O ist.

© 1
Beispiel 2.20. (a) [](1— ﬁ) ist konvergent und hat den Wert 1,
n=2

denn: Alle Terme p,, sind ungleich Null. Weiter gilt

N N
1 n—1 n+1 1 N+1nNsel
Pno = 1— =) = . — .- -
N2 LIZ( nz) g( n n > N 2 2
#
= 1
(b) H (1—- ﬁ) ist wie in Teil (a) gesehen konvergent und hat den Wert 0.
n=1
(c) ﬁ 1 ist nicht konvergent
n=1" '
N
1 1 N—o0
denn:PNJ:}:[lE:ﬁ =*0. #

Lemma 2.21 (Notwendige Konvergenzbedingung). Sei (pn)new eine Folge komplexer Zahlen. Ist

n—00

[L.cv pn konvergent, so folgt p, — 1.
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Beweis. Die Behauptung gilt, weil in der Notation von Definition 2.18 fiir N > m

PNi1m N—oo P
— 4 — — = 1
PN+1 Pam P

gilt. Hierfiir benotigen wir p, # 0 fiir alle N > m und P # 0. O

Satz 2.22 (Konvergenzkriterium). Sei (pn)nen eine Folge komplexer Zahlen mit p, # 0 fiir alle
n € N. Dann gilt die folgende Aquivalenz.

[T pn konvergiert <= Y Logpy konvergiert.>
nelN nelN

Genauer gelten

() H pn =P = Z Log pn = Log P + 2mtih fiireinh € Z,

nelN nelN
(b) Y Logp,=S= []pn = e’
nelN nelN

Beweis. Wir zeigen zunéchst Behauptung (b). Sei daftir S = ), .y Log py, also

N
S= lim Sy mitSy:= Log pa.
N—oo =0

Wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt dann

N
S Tim oSN — Ti
e lim e 1\1]1_r>rc1>o exp (n_OLog pn>

N—co
N N
= dim, [T exp(togp) = jim T [p. = fim Puo

und somit die Behauptung.

Wir wollen nun Behauptung (a) beweisen. Konvergiere also das Produkt [ ], <y p» gegen den
Wert P. Dann gilt auch
N
(an)Nen = (H”?O p”) N3,
NeN

Setzen wir nun ey := Logay, so folgt wegen der Stetigkeit des Logarithmusinz =1
li =Logl=0. 2.
Hm ey og 0 (2.9)

Fiir jedes N € IN gibt es ein hy € Z mit

N
en = ) _ Log pn — Log P + 2mihy, (2.10)
n=0

33 Hierbei ist wie in Funktionentheorie 1 mit Logz = log |z| + i Argz mit Argz € (—7, 7t] der Hauptwert des
Logarithmus bezeichnet.
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denn: Nach Definition von e und dem Additionstheorem der Exponentialfunktion gilt

HNfo Py N
expeN = ”;) =exp | ) Logp, —LogP | .

n=0

Die Behauptung folgt, da bekanntermafien das Urbild einer festen komplexen Zahl w € C
unter der Exponentialfunktion durch exp~!({w}) = Logw + 27iZ gegeben ist. #

Durch Vergleich von (2.10) fiir N und fiir N 4+ 1 erhalten wir

27'Ci(hN+1 — hN) = (£N+1 — 8]\]) — LOg PN+1- (211)

Nach Konstruktion gehen hierbei ey 1 und ey fiir N — co gegen Null. Desweiteren gilt wegen
der Konvergenz von [ ], <y p» nach Lemma 2.21

li =1
nglopN !

so dass auch der letzte Summand auf der rechten Seite von (2.11) fiir N — co gegen Null strebt.
Da die hy fiir N € IN ganze Zahlen sind, folgt hieraus, dass fiir ein hinreichend grofies N € IN
die Folge (hn)new konstant wird, etwa hy = h € Z fiir N > 1. Mit (2.9) und (2.10) folgt dann

Y Logpn = Log P — 27ih

nelN

und somit die Behauptung. O

Satz 2.22 liefert uns ein Kriterium fiir die Konvergenz unendlicher Produkte. Leider sind die
dort vorkommenden unendlichen Summen von Logarithmen immer noch recht schwer zu kon-
trollieren. Dieses Problem soll das folgende Lemma beheben.

Lemma 2.23. Sei (a,)nc eine Folge komplexer Zahlen mit a, # —1 fiir alle n € IN. Dann gilt
folgende Aquivalenz.

Z Log(1+ ay) konvergiert absolut <= Z a, konvergiert absolut.
nelN nelN

Beweis. IstY_, i |ax| konvergent, so ist nach dem notwendigen Konvergenzkriterium die Folge
(an)nen eine Nullfolge.
Ist Y, cw | Log(1 + a,)| konvergent, so ist ebenfalls die Folge (a,),cn eine Nullfolge,

denn: Wieder mit dem notwendigen Konvergenzkriterium folgt, dass (Log(1 + an))n o €ine
Nullfolge ist. Setzen wir die Folge in die Exponentialfunktion ein, erhalten wir lim, (1 +

a,) = 1 und somit die Behauptung. #
Es gilt

lim Log(1+2z) — lim Log(1 +z) — Log(1) = (8 Logz> (1) =1 fiir alle U;(0).
z—0 z z—0 z 0z
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Zu jedem e > 0 gibt es daher ein N € IN, so dass fiir alle n € IN mit n > N die Abschidtzungen
(1—¢)lan| <|Log(l+an)| < (1+e¢)|ay| (2.12)

gelten.3* Das Lemma folgt somit aus dem Majorantenkriterium fiir Reihen. ]

Wir kénnen das Gezeigte nun in dem folgenden Kriterium fiir unbedingte Konvergenz unend-
licher Produkte zusammenfassen.

Satz 2.24 (Unbedingtes Konvergenzkriterium). Ist die Reihe ), 1y a, absolut konvergent, so kon-
vergiert auch das unendliche Produkt T],c(1 + ay,). Die Konvergenz des Produkts ist hierbei sogar
unbedingt, das heift, der Wert des Produkts hiingt nicht von der Reihenfolge der Faktoren ab.

Beweis. Ist die Reihe Y, oy |ax| konvergent, so strebt insbesondere die Folge (|a,|) e gegen
Null. Es gibt also ein N € N mit |a,| < % fur alle n > N. Fiir solche n ist dann auch a, #
—1, und wir kénnen Lemma 2.23 verwenden. Hiermit und mit Satz 2.22 folgt dann sofort die
Konvergenz des unendlichen Produkts.

Die Unbedingtheit der Konvergenz ergibt sich, weil eine Reihe genau dann absolut konvergiert,
wenn sie unbedingt konvergiert. O

Wir wollen im Folgenden ja unendliche Produkte holomorpher Funktionen betrachten. Es bie-
tet sich daher an auch zu untersuchen, wann ein solches Produkt unbedingt konvergiert.

Satz 2.25. Sei D C C offen und (fu)new eine Folge holomorpher Funktionen f, : D — C, fiir die die
Reihe Y, cix fu(z) auf jeder kompakten Teilmenge von D gleichmiifSig absolut konvergiert. Dann ist fiir

jedes z € D das Produkt
fz) = ]_H[V(l + fa(2))

unbedingt konvergent, und die so definierte Funktion f(z) ist auf D holomorph.

Beweis. Die unbedingte Konvergenz des Produkts fiir jedes z € D folgt unmittelbar aus Satz
2.24, wenn wir dort a, = f,(z) setzen.

Es verbleibt die Holomorphie von f auf D zu zeigen. Wir konnen D mit offenen Mengen U
tiberdecken, deren topologischer Abschluss U kompakt ist und génzlich in D liegt. Da Holo-
morphie lokal definiert ist, gentigt es daher, die Holomorphie von f auf solchen offenen Men-
gen U zu untersuchen.

Nach Voraussetzung konvergiert Y, . f(z) auf U und also auch auf U gleichmifig absolut.
Nach dem notwendigen Konvergenzkriterium fiir gleichméafSiige Konvergenz konvergiert da-
her die Folge (f,)nen auf U gleichmiBig gegen Null. Insbesondere gibt es ein N; € IN, so dass
furallen € Nmitn > Ny

|fu(z)] <1 firallez e U

34Fiir a, = 0 sind diese Abschitzungen trivialerweise richtig.
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gilt. Wir konnen also die Abschédtzung (2.12) aus dem Beweis von Lemma 2.23 anwenden und
tun dies mit der speziellen Wahl ¢ = 1. Es gibt dann ein N, € N, so dass fiir alle n € IN mit
n > Np die Abschédtzung

Log(1 + fu(2))] < % fuz)| farallez e U

gilt. Nach Voraussetzung konvergiert die Reihe Y ;” y, .1 fu(z) gleichmiBig auf U C U, und
nach der obigen Abschdtzung gilt dasselbe auch fiir

S(z) := _g:HLog(l + fu(2)).

Nach dem Satz von Weierstraf3 ist also S(z) auf U holomorph, und nach dem Konvergenzkri-
terium 2.22 gilt das auch fiir

& =TT (4 ful2)).
n=Np+1
Es folgt, dass auch
f2) =1+ (@) (14 fr(2)) -5
eine auf U holomorphe Funktion ist, was zu zeigen war. O

2.4 Der Produktsatz von WeierstraB3

Satz 2.26 (Produktsatz von Weierstrafs). (a) Auf der Riemann’schen Fliche C sind alle Cousin-
Verteilungen losbar.

(b) Die Losung einer gegebenen Cousin-Verteilung auf C ist bis auf einen Faktor e"®) mit h € O(C)
eindeutig bestimmit.

Beweis. Sei C = ;¢ U; eine beliebige offene Uberdeckung und {f;}c; eine darauf vorgegebe-
ne Cousin-Verteilung.

Wenn wir berticksichtigen, dass mit den Polstellen einer meromorphen Funktion auch ihre
Nullstellen isolierte Punkte sind, kénnen wir mit einer nur leichten Abwandlung der entspre-
chenden Stelle im Beweis von Satz 2.8 auch zeigen, dass in der Notation von Lemma 2.16 die
Mengen S und T nicht {iberabzahlbar sind (Ubung!).

Es gilt nun, die Losbarkeit der zu { f; }ic; gehorigen Null- und Polstellenverteilung

({us}seSr {”t}teT)

zu zeigen. Hierfiir ist es offenbar ausreichend, wenn wir fiir jede Nullstellenverteilung {u; } et
eine holomorphe Losung in O(C) finden.

Fall 1: T ist endlich. Hier ist offenbar

f@)=T]Ez-n"

teT
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eine mogliche Losung von {u; }rer.
Fall 2: T ist abzdhlbar. Sei t(, t1, t, ... eine Aufzdhlung von T mit

to| < [ta] <[] < ... (2.13)
und schreiben wir kurz u,, statt u;, fiir alle n € IN.

Da wir eine Nullstelle der Ordnung u in z = 0 durch nachtrédgliches Multiplizieren mit z* er-
zwingen koénnen, diirfen wir ohne Einschrankung 0 ¢ T annehmen. Daraus folgt offensichtlich
|ty| > O fiir alle n € IN. Das hat den Vorteil,>> dass wir statt Faktoren der Form (z — t,,)*" solche
der Form (1 — £ )" betrachten kénnen.

Die Funktion (1 — £)"" ist auf dem Elementargebiet U, (0) holomorph und nullstellenfrei, so
dass es eine Funktion i, € O(Uj,,((0)) gibt mit
(1- ti)“” = e M@ fiiralle z € Uy, (0). (2.14)
n

Ohne Einschriankung gilt dabei /1, (0) = 0,

denn: Setzen wir in der definierenden Gleichung z = 0, so erhalten wir
1= (1— )" = )
tn

und somit h,(0) € 2miZ. Durch Addition eines geeigneten ganzzahligen Vielfachen von 27ri
erhalten wir also /1,(0) = 0. #

Die Taylorentwicklung von i, um z = 0 konvergiert auf dem Kompaktum

Kn = U@ (0)
gleichméflig absolut. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es also ein Polynom P, mit
|ha(z) — Py(z)| < e fiiralle z € K.

Da die Exponentialfunktion stetig ist, gibt es insbesondere ein Polynom P, mit

= B 1] < L farallez € K,.

Z n
(1 B r)ll -(:‘P”(Z) -1 =

n

Wegen (2.13) ist ein beliebiges Kompaktum K C C fiir allen > N mit einem hinreichend grofsen
N € NN in K, enthalten. Es folgt also, dass die Reihe

)3 <(1 — Dyt ePula) 1)
n=0 tn
auf beliebigen Kompakta K C C gleichmiflig absolut konvergiert. Nach Satz 2.25 ist somit das
unendliche Produkt .

f@) =TT (- 2y o)

n=0 n

35Wir erhoffen uns hiervon bessere Konvergenzeigenschaften.



39 Kapitel 2. Konstruktion meromorpher Funktionen

auf ganz C unbedingt konvergent und stellt eine holomorphe Funktion dar. Nach Konstruktion
ist offensichtlich f eine Losung der Nullstellenverteilung {u; }+cr, so dass wir Behauptung (a)
gezeigt haben.

Nach Lemma 2.15 unterscheiden sich zwei Losungen einer Cousin-Verteilung auf C um einen
Faktor H € O(C)*. In Funktionentheorie 1 haben wir gesehen, dass diese Funktionen von der
Form

H(z) = ¢"® fiirallez € C

sind mit einem # € O(C). Damit haben wir auch Behauptung (b) gezeigt. ]

Korollar 2.27. Sei f € O(C) eine holomorphe Funktion mit Nullstellenmenge T(f), und sei uy =
0-ord(f;t) fiiralle t € T(f). Dann gibt es eine holomorphe Funktion § € O(C) und fiir jedes t € T(f)
ein Polynom P; € C[X] mit

I <(1 - %)”t ~epf(z)) - e8(2) falls 0 & T(f),
fz) ="V 2
| ((1 - ;)u’ -epf(z)) -eSG) falls 0 € T(f),
teT(f)~{0}

wobei das jeweilige Produkt rechts auf C unbedingt konvergiert.

Beweis. Die Nullstellenverteilung {u; }cr(s) hat nach Konstruktion f als eine mogliche Losung,
aber auch die im Beweis von Teil (a) von Satz 2.26 explizit konstruierte. Nach Teil (b) von Satz
2.26 unterscheiden sich die beiden also um einen Faktor der Form e8 mit g € O(C), was die
Behauptung zeigt. O

Korollar 2.28. Jede nicht identisch verschwindende meromorphe Funktion aus M(C) ist Quotient
zweier holomorpher Funktionen aus O(C).%

Beweis. Sei f € M(C) \ {0}. Dann besteht die Polstellenmenge S(f) von f aus isolierten Punk-
ten. Setzen wir u; := oo-ord(f;s) fiir alle s € S(f), so hat nach dem Weierstraf’schen Produkt-
satz 2.26 die Nullstellenverteilung {us}.cg() eine Losung h € O(C). Nach Konstruktion ist
das Produkt g := fhin O(C), so dass wir mit f = § eine Darstellung wie gewiinscht gefunden
haben. O

Wir wollen nun in Analogie zum ,Kochrezept” zur Berechnung der Losung einer Mittag-
Leffler-Verteilung auf C auch die Losung einer Cousin-Verteilung auf C explizit berechnen
konnen.

360ffenbar spielen hier die Faktoren ePi(2) die analoge Rolle zu den konvergenzerzeugenden Summanden im

Beweis des Satzes von Mittag-Leffler 2.8. Man spricht daher auch von konvergenzerzeugenden Faktoren.
37Etwas eleganter formuliert besagt das Korollar, dass der Kérper M (C) der meromorphen Funktionen auf C
der Quotientenkorper des nullteilerfreien Rings O(C) der ganzen Funktionen ist.
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Proposition 2.29. Die im Beweis des Weierstrafs’schen Produktsatz 2.26 in (2.14) durch

(1- ti)un =e @ firallez € U, (0) und hy(0) =0

eingefiihrte Funktion hy, € O(Uy,,|(0)) ist eindeutig und hat die Reihendarstellung

> Zk
hy(z) = uy k; T fiir alle z € U,;,(0).

n

Beweis. Seien h, und f, zwei Funktionen, die den beiden obigen Bedingungen geniigen. Dann
gilt

e M) = "M@ firallez e Uy, (0).

Es gibt also eine ganzzahlige Funktion /(z) mit
ha(z) = hu(z) 4+ 2mih(z) firallez € U}, ((0).

Wegen der Stetigkeit von &, und I, ist h(z) auf Uy, (0) konstant, und wegen h,, (0) = h,(0) =0
verschwindet 1(z) sogar identisch. Die Eindeutigkeitsaussage haben wir somit bewiesen.

Es gilt
(1- ti) el (1) firallez € Uy, (0),
n
so dass wir dort den (Hauptzweig des) Logarithmus aus der definierenden Gleichung ziehen
konnen und dquivalent

hy(z) = —uy - Log(1 — ti)

erhalten. Die Proposition folgt mit der Taylorreihenentwicklung

k
Log(l—w) = — Z% fiir alle w € U;(0).3®

e

k=1

O]

Bemerkung 2.30. Will man ein Weierstraf$-Produkt zu einer Nullstellenverteilung {u;}ier explizit
angeben, so kann man wegen der gleichmif$ig absoluten Konvergenz von Taylorreihen innerhalb ihres
Konvergenzradiuses fiir die Polynome P; geeignete Partialsummen der Reihen aus Proposition 2.29
wihlen.

Bemerkung 2.31. Wir haben den Weierstraf$'schen Produktsatz direkt gezeigt. Man kann ihn aber auch
aus dem Satz von Mittag-Leffler herleiten, vgl. Ubungsaufgabe 2.2.

38Differenzieren beider Seiten liefert — 171—10 bzw. — Y32, wk, so dass sich diese hochstens um eine additive Kon-
stante C € C unterscheiden. Setzt man in beiden Seiten w = 0 ein, so erhilt man sofort C = 0.
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Beispiel 2.32.  (a) Die Nullstellenverteilung {1} mit T = {n* | n € Z} wird durch

(b)

(©)

)=2z- H ) fiirallez € C

gelost. Die unbedingte Konvergenz des Produkts folgt hierbei nach Satz 2.25 aus der Konvergenz
der Reihe ;" 1 -5 auf Kompakta.

Die Nullstellenverteilung {1}ez wird durch

fiz)y=z- ] (1—E Jern =z- ﬁ ) fiirallez € C

nez~{0} n=1

gelost,

Beweis. Da die Reihe Y ,c7. (o) 7 nicht auf Kompakta absolut konvergiert, miissen wir
wie in der obigen Bemerkung explizit Polynome P; konstruieren. Der lineare Term von
hy mit n # 0 in der Reihenentwicklung von Proposition 2.29 ist . Mit der bekannten
Taylorentwicklung der Exponentialfunktion gilt

z _z 1 ,z.2 o E 2 . E
(1—5) en = (1 n) (1+2 o (C) ) =14 ()7 B(2)
mit einer holomorphen Funktion B € O(C) mit B(0) = —1+ J; = —3. Die unbedingte

Konvergenz des linken Produkts aus der Behauptung folgt nun wieder nach Satz 2.25 aus
der Konvergenz der Reihe

Z\2 /%
()" B(2)
neZ~{0}
auf Kompakta. Wegen der unbedingten Konvergenz diirfen wir schliefSlich die Faktoren
umsortieren und erhalten so das rechte Produkt aus der Behauptung. ]
Es gilt

o 2
sin(7z) = mz - 7l:[l(l — %) fiir alle z € C.

Beweis. Die Funktion sin(7rz) € O(C) ist bekanntermaflen eine Losung der Nullstellen-
verteilung {1};cz. Fiir die rechte Seite haben wir dies in (b) gezeigt. Da C ein Elemen-
targebiet ist, gibt es nach der Eindeutigkeitsaussage des Produktsatzes 2.26 eine ganze
Funktion /1 mit

00 2
@) -sin(7tz) = mz - H(l — %) fir allez € C.
n=1

Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen kénnen, dass h identisch verschwindet.

Nach der bekannten Taylorentwicklung des Sinus hat * éz %) in z = 0 eine hebbare Singu-

laritat und nimmt dort den Wert 1 an. Werten wir die Gleichung

00 2

) SH;S@ =110~ = (2.15)
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an der Stelle z = 0 aus, erhalten wir daher ¢"®) = 1, also #(0) € 2miZ. Ohne Ein-
schrankung diirfen wir annehmen, es gelte #1(0) = 0, und dndern & sonst um ein ge-
eignetes ganzzahliges Vielfaches von 27ti ab.

Fir z € U;(0) sind alle Faktoren im Produkt auf der rechten Seite von (2.15) ungleich
Null, so dass wir Satz 2.22 anwenden koénnen. Da fiir Argumente nahe bei Eins die aus
dem Reellen bekannten Logarithmusrechenregeln gelten,® gibt es fiir z € U, (0) mitr < 1
klein eine ganzzahlige Funktion t mit

P st 2) 2 os(f02)

n=1

= Log (eh(z) . smT((7Zrz)) + 27it(z) (2.16)

= h(z) + Log(sméi;z)) + 27tit(z).

Da die Reihe auf der linken Seite von (2.16) auf Kompakta in U,(0) gleichmiBig absolut
konvergiert, stellt sie dort eine holomorphe und insbesondere stetige Funktion dar. Es
folgt

t(z) :==t konstant auf U,(0).

Nach dem Satz von Weierstrafs konnen wir gliedweise ableiten und erhalten fiir alle z €
U, (0)

) o _n0Z
e
nzlzz_nz nzll_%

9 sin(7mz)

= H(e) + B
iz

nz 7t (1tz cos(mz) — sin(7tz))
sin(7z) (712)?

() +
= h'(z) + mcot(mz) — =

Andererseits gilt mit der Partialbruchzerlegung des Kotangens (2.5) fiirallez € C \ Z

1 & 2z
*):;ﬂ;_lm'

7t cot(mz) = 14— Yo

nezfoy 21" 1

so dass wir insgesamt
W(z) =0 fiirallez e U,(0)

erhalten. Nach dem Identitétssatz folgt, dass I’ auf ganz C identisch verschwindet und
somit eine konstante Funktion ist. Die Behauptung folgt wegen 1(0) = 0. O

3Namlich Log(zw) = Log(z) + Log(w) und Log(e?) = z.
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2.5 Die Gammafunktion

Wir wollen abschliefSend in diesem Kapitel eine einzelne funktionentheoretische Funktion un-
tersuchen, die als Interpolation der natiirlichen Fakultdtsfunktion n +— n! konstruierte I'-
Funktion. Diese hat wichtige Anwendungen in verschiedenen Teilgebieten der Mathematik,
liefert etwa in gemeinsamer Verallgemeinerung der Exponentialverteilung und der ERLANG-
Verteilung® eine in der Warteschlangentheorie verwendete kontinuierliche Wahrscheinlich-
keitsverteilung und spielt in der analytischen Zahlentheorie eine zentrale Rolle beim Auffin-
den der Funktionalgleichungen von durch DIRICHLETreihen*! gegebenen Funktionen wie der
Riemann’schen Zetafunktion. Wahrend unseres Studiums der I'-Funktion werden wir uns so-
wohl mit Hauptteilverteilungen (siehe Satz 2.36) als auch mit Nullstellenverteilungen (siehe
Proposition 2.38) befassen und so die bisherigen Themen dieses Kapitels wieder aufgreifen.

Proposition 2.33. Durch die Vorschrift

)
I'(z) -—,}Eﬁ‘oz.(z+1)-...-(z+n—1)

wird eine auf D_y := {z € C | z ¢ {0,—1,-2,...}} holomorphe Funktion definiert.*> Diese heifit
T-Funktion, die obige Darstellung wird die GAUSS sche Produktdarstellung®> genannt. Eine alter-
native Schreibweise ist durch die EULER sche Produktdarstellung**

S|

o (1 z
IFiz)=-1]] <1++) fiirallez € D_i

n=1

I

gegeben.

Beweis. Fiir ein beliebiges n € IN schreiben wir

o n*(n—1)! ;
r"(z)'_z-(z+1)-...-(z—i—n—1) furallez € D_p.
Dann gilt
(n+1)*n! z 1\2
Ti1(2) 2Dz (n+1 no_ (1 + H) -
I'(z) = D) = ” e % furallez € D_y.

z-(z+1)-...-(z+n—1)

Uber ein Teleskopprodukt sind also die Konvergenz der Gau8darstellung und die Konvergenz
der Eulerdarstellung dquivalent. Mit I'; (z) = ! sehen wir, dass sie im Falle der Konvergenz
auch die selbe Funktion beschreiben.

40Agner Krarup Erlang (1878-1929)

4Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)

“2Wir erinnern uns aus Funktionentheorie 1 an die Festsetzung x* = ¢* 1°8(%) fiir alle x € R~ und z € C.
43Johann Carl Friedrich GauR (1777-1855)

#Leonhard Euler (1707-1783)
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Zum Beweis der Proposition geniigt es also die Konvergenz der Euler’schen Darstellung auf
D_w zu beweisen. Dafiir miissen wir ein wenig ausholen. Fiir festes z € C ist

(14 w)? = & Lo80+®)  fiiralle w € Uy (0)

holomorph und hat in w = 0 die Taylorreihenentwicklung

(I+w)=1+) <i> w' furallew € U;(0)
v=1

it (z) :z-(z—l)-...-(z—v—kl).45
v

v!

Schreiben wir

Alzw) =) <i> w'™?  farallew € Uy(0),
v=2

so folgt
(14+w)* =1+zw + A(z,w)w? fiir alle w € U;(0).

Nun ist die Funktion A(z, w) auf Kompakta der Form

K¢, e, := U, (0) x U, (0) € €* mitc; € (0,00),c0 € (0,1)

beschrankt,

denn: Dort gilt

[ee]

Az w)| < )

L)

c D v =1)

o v!
<ic1 (c1+1)-. ~(cl—|—(1/—1))cv,2
N v=2 vl 2
For ()
v=2
()
v=2
= A(—c1,—c2) < o0,
so dass A(z, w) auf K, ., in der Tat beschrankt ist. #

Sei nun K C D_p kompakt. Dann gilt mit w,, := % mitn € Ny

(z,wy) € Uy (0) x U, (0) furallez € K,n > np € Noq

#5Das zeigt man induktiv durch sukzessives Ableiten.
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fiir geeignete ¢; € (0,00) und ¢, € (0,1). Wir kénnen so die obige Beschranktheit ausnutzen
und erhalten fiir grofle n

e 1l et e a2 o(E) -
(2 s 1| =@ e G ) ) - (- 2ol -1
z? z z 1,1 z 1,1 z
=2t (1+ ;) O((ﬁ)z) +A<ng) ﬁ(l - ;) +A(Z/;) EO((#Z)
< s mit einem geeigneten C > 0.

Da Y ; n~2 konvergiert, folgt aus dieser Abschitzung nach Satz 2.25 die unbedingte Konver-
genz und die Holomorphie des Produkts

S|~

© (1+3)° =T
L[l iz — H I(2) furallez € D_y.

Da jeder Faktor in diesem Produkt ungleich Null ist, gilt nach der Definition der Gammafunk-
tion

SN

2 Thia(z) . Tu(2) . Tnyi(2) ,
= lim = lim ——2% =zI(z) fiuralleze€ D_
g Ty(z) N—mg Iy(z) N—oo I1(2) (2) N

und damit die Proposition. O

Lemma 2.34. Esgilt T(1) = 1und T (z+1) = zT(z) fiirallez € D_y.

Beweis. T'(1) = 1 ist klar. Weiter gilt

, n* 1l (n —1)! . nz n*(n —1)!
M )= I ) v ) izdn 2 Ed) et nT)
Z( — 1)1
=z- lim 1 i(n—1)! =z-T(z).

n%oo%—i—l'Z-(Z—I—l)-...'(Z—FTl—l)

Induktiv folgt aus dem Lemma sofort

Korollar 2.35. Es gilt T'(n) = (n —1)! fiir alle n € W, die T-Funktion interpoliert also die Fa-
kultiten der natiirlichen Zahlen.

Satz 2.36. I'(z) ist eine meromorphe Funktion in M(C). Sie ist holomorph in D_y und erfiillt

_1\n
co-ord(I; —n) =1 und res,—_,I = ( nl') fiirallen € IN.

46Im ersten Umformungsschritt benotigen wir n > c¢1. Dann gilt ’%| < 1fiir alle z € K, so dass wir die geome-
trische Reihe anwenden koénnen. In der Abschédtzung klammern wir % aus und verwenden die Beschréanktheit der
A(-,-) und das bekannte asymptotische Verhalten der restlichen Ausdriicke auf K, c,.
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N\

Abbildung 2.1: Der reelle Graph der I'-Funktion. Gut erkennt man die Polstellen in den nicht-
positiven ganzen Zahlen.

Beweis. Dass I' in D_iy holomorph ist, haben wir schon in Proposition 2.33 gesehen. Per Defi-
nition sind somit die Punkte aus —IN isolierte Singularitdten von I'.

Nach Lemma 2.34 gilt induktiv fiir ein beliebiges n € IN
I'z+n+1)=z-(z+1)-...-(z+n) -I'(z) furallez € D_p.

Uns interessieren besonders die Punkte z aus einer kleinen punktierten Umgebung U, (—#) von
—n. Dort folgt ndmlich

[(z4+n+1)
z-(z4+1)-...-(z4+n—-1)

I(z+n+1) _ 8(2)
z4+1)-...-(z+n) z+n

mit g(z) :=

F(z):z.(

Fir r < 1ist g in U,(—n) holomorph und erfiillt g(—n) # 0. Nach Definition hat also I'(z) in
z = —n einen Pol erster Ordnung. Fiir das Residuum gilt
_1\n
res,—_, I = lim (z4+n)T(z) = g(—n) = ( ra )

Z——n

wie behauptet. O

Korollar 2.37. Die Funktion ﬁ hat hebbare Singularititen in den Punkten —n mit n € IN und ist
somit eine ganze Funktion.

Beweis. In der Euler’schen Produktdarstellung von I' auf D_y ist jeder Faktor ungleich Null,
so dass I' auf ganz D_yy keine Nullstelle hat. Es folgt, dass mit I auch % auf D_y holomorph
ist.

In den Punkten —n mit n € IN hat I" einfache Polstellen, so dass % dort hebbare Singularitdten
hat und einfache Nullstellen annimmt. ]



47 Kapitel 2. Konstruktion meromorpher Funktionen

Proposition 2.38. Die ganze Funktion % besitzt eine Darstellung

1 [ee]
.. 1+ 2)e v firallez € C
I'(z) rg( ) !

als Weierstraf$-Produkt wie in Satz 2.26. Hierbei bezeichnet

n—»00
v=1

n
v := lim <Z % —logn) ~ 0,57221

die Euler-M ASCHERONI-Konstante.*”

Beweis. Die reelle Folge (a,,)5_; mit
"1
ay = Z v logn

v=1

ist monoton fallend und nach unten beschrankt, so dass ihr Grenzwert vy existiert und gleich
ihrer grofiten unteren Schranke ist,

denn: Einerseits gilt

L | ntlg 1 n+1
an—anH:<2V—logn>—<zv—log(n+l)>:—n+1+log _—

v=1 v=1

andererseits aber auch

n+1 At oy n+1 n 1
1 :/ >/ dt = —1). -
8 n 1t 1 n+1 ( n ) n+1 n+1

und somit a,, > a,41 fiir alle n > 1, so dass (a,);"_, monoton fallt. Wegen

noq1 n v+1 dt n v+1 dt n+1 d+
_ — > — =
;v ;/ V_;/V ; /1 " =log(n+1) > logn

ist auBerdem a, > 0 fir alle n > 1, so dass (a,);>_; durch Null nach unten beschrankt ist. #
Durch Multiplikation mit einer komplexen Variablen und anschlieffendem Exponieren erhalten
wir

z
n —a,z N

=e — e 7* fiirallez € C. (2.17)
exp(z- i1 )

Daher folgt fiir alle z € D_y

z-T'(z) =T(z+1)

47Lorenzo Mascheroni (1750-1800)
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, n* i (n —1)!
= lim
n—eo (z4+1)-(z4+2)-...- (z+n)
~ hm n? exp(z-Yi_1 1) n!

n—e exp(z- Yo_; 1) (z4+1)-(z+2)-...-(z+n)
T exp(z-Li_1y)
ML) (148 (150)

z
n ev

— 5,z :
=e - lim .
n—00 };11 1—|—§

(17) _
= e rz

Da die Faktoren des Produkts rechts allesamt nicht Null sind, erhalten wir daraus fiir alle z €
D_y die Produktdarstellung wie verlangt.

Fir z € —NN ist die Produktdarstellung trivialerweise richtig, da beide Seiten den Wert Null
annehmen: Fiir die linke Seite haben wir das in Satz 2.36 gezeigt, und fiir die rechte Seite ist
das offensichtlich. 0

Satz 2.39 (Euler’scher Ergidnzungssatz). Es gilt

[(z)-rd-z)= sinnnz

fiiralle z € C \ Z.

Beweis. WegenT'(z+1) = zT'(z) gilt auch
I(1—z)=T(14(-z)) =(—2)T(—=z).

Mit der Weierstra8’schen Darstellung 2.38 von £ folgt

Der Satz folgt demnach mit der Darstellung des Sinus als Weierstrafsprodukt, die wir in Teil (c)
von Beispiel 2.32 gezeigt haben. O

Bemerkung 2.40. Esgilt I'(3) = /.
denn: Mit dem Erginzungssatz 2.39 gilt

M) TGQ) = gngzy = ™

Die Behauptung folgt durch Wurzelziehen, da wir etwa Euler’schen Produktdarstellung der Gamma-
funktion entnehmen konnen, dass T(%) eine positive reelle Zahl ist. #
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Lemma 2.41. Die I'-Funktion ist in jedem abgeschlossenen Vertikalstreifen
St :={z € C|Re(z) € [a,b]}

mit 0 < a < b beschriinkt.*8

Beweis. Fiir N € Nund z = x + iy € C gelten bekanntermafien

’NZ| _ ‘e(x+iy)logN| — XlogN _ N¥, (2.18)

Re(z) = x < y/x2 442 = |z|. (2.19)

Aus der Gaufd’schen Darstellung 2.33 der I'-Funktion folgt somit

L n*(n—1)!
re = i |y
2.18) . n*(n—1)!
="l
n=e |z (z4+1) .. (z+n—1)]
(2.19) X — 1)
2 lim n*(n—1)!
nseox-(x+1)-...-(x+n—1)
=T'(x)

Als stetige Funktion ist I'(x) auf dem Kompaktum [a, b] beschrédnkt, und die Behauptung folgt.
O

Satz 2.42 (WIELANDT49). Sei D C D_y ein Gebiet, das den abgeschlossenen Vertikalstreifen S%
enthilt. Sei weiter f : D — C eine holomorphe Funktion mit

(i) f ist auf S? beschriinkt.
(i) f(z+1)=zf(z)firallez € Cmitz,z+1 € D.

Dann gilt
f(z) =f(1)T(z) fiirallez € D.

Beweis. Zu zeigen ist, dass die holomorphe Funktion
h(z) := f(z) — f(1)I'(z) furalleze D

identisch verschwindet. Nach Konstruktion und Lemma 2.41 erfiillt auch / die Voraussetzun-
gen (i) und (ii) des Satzes und lésst sich daher zu einer holomorphen Funktion in O(C) fortset-
zen,

48BMit Lemma 2.34 zeigt man leicht, dass das Lemma auch fiir Vertikalstreifen mit a < b < 0 gilt, wenn das
zugehorige Intervall [a, b] keine ganze Zahl enthalt (Ubung!).

“Der Satz wurde 1939 von Helmut Wielandt (1910-2001) gezeigt und ist eine Verallgemeinerung des entspre-
chenden reellen Satzes von HARALD AUGUST BOHR (1887-1951) und JOHANNES MOLLERUP (1872-1937) aus dem
Jahr 1922.
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denn: Durch die Vorschrift h(z + 1) := zh(z) lasst sich h sukzessive holomorph auf die Gebiete

D+k:={z+k|ze D} furalleke N

fortsetzen. Genauso wird 4 durch die Vorschrift h(z) := @ sukzessive meromorph auf die
Gebiete
D—k:={z—k|zeD} firalleke N

fortgesetzt, mit Polstellen hochstens in z = —n fiir n € IN. Wegen

B h(z+n+1) B h(z+n+1) 1 ,

hz) = z-(z+1)-...-(z+n) z-(z+1)-...-(z+n—-1) z+n firallez € D
liegt in z = —n mit n € IN hochstens eine Polstelle erster Ordnung vor. Fiir das zugehorige
Residuum gilt
(=1)" (="
rese— b= = (1) =~ (f(1) = f()T (1)) = 0.

Insgesamt erhalten wir daher wie verlangt h € O(C). #

Weiter ist i auch auf dem Streifen 5(1) beschrankt,

denn: Auf der kompakten Menge der z € S} mit [Im(z)| < 1 folgt das aus der Stetigkeit von £,

und fiir z € S} mit [Im(z)| > 1 wegen h(z) = @ aus der Beschranktheit von & in S3. #

Da (1 — z) und h(z) in S} den selben Wertevorrat haben, ist auch die ganze Funktion
H(z):=h(z)h(1 —z) firallez € C
auf S} beschrinkt. Die Funktionalgleichung von h impliziert ferner
H(z+1) = —H(z) furallez € C.

Folglich ist H auf ganz C beschrankt und also konstant nach dem Satz von Liouville. Wegen
H(1) = h(1) h(0) = 0 gilt H(z) = O fir alle z € C. Es folgt, dass h in C tiberabzdhlbar viele
Nullstellen hat und somit nach dem Identitdtssatz identisch verschwindet, was zu zeigen war.

O

Satz 2.43 (LEGENDRE’sche Duplikationsformel®). Es gilt

r(%) r(l —2'—2) = V2172 T(2) fiirallez € D_y.

Beweis. Zum Beweis wollen wir den Satz von Wielandt 2.42 benutzen. Offenbar ist D_ ein
Gebiet in D_py, das den Streifen S% enthilt. Auflerdem ist die Funktion

f‘ D_n —)C,
2 22T T(ED)

50 Adrien-Marie Legendre (1752-1833)
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nach Konstruktion (bzw. Lemma 2.41) auf D_y holomorph und auf S% beschréankt. SchliefSlich
gilt mit der Funktionalgleichung der Gammafunktion

)T(Z+1) =2°1(

: i)

flz+1) =2°T( )5

=z f(2).

Wir konnen also den Satz von Wielandt 2.42 auf f anwenden und erhalten mit Bemerkung 2.40

z+1
2

1
f2) = f()T(z) =T(3) T T(z) = V7T (2).
Die Duplikationsformel folgt sofort, wenn wir die Definition von f einsetzen. O

Lemma 2.44. Das uneigentliche Integral
/ et dt
0
ist fiir Re(z) > 0 absolut konvergent.

Beweis. Seiz = x + iy € C mit x > 0 fest gewdhlt. Dann gilt fiir jedes A € (0,1)
1 ) 1 1 1 1 1
/ ‘tZ*le*t‘ dt (2:18) / txf].eft dt S / tX*l dt - _ _ 7Ax S -
A A A X ox x

und fiir jedes B € (1,0)

NI

B B B
/ [ te~| dt 19 / tletdt < C- / e idt=C- (2e’% — Ze’g) <2Ce 2,
1 1 1

wobei wir C so wihlen, dass 1 < Ce: gilt.51

Aus der reellen Analysis wissen wir, dass wegen der obigen Abschidtzungen die Grenzwerte

1 B
lim / 7 le7f|dt und lim / |77 le~t| dt
A—=0JA B—oo J1

existieren, was dquivalent zur Behauptung des Lemmas ist. O

Proposition 2.45. Es gilt die Euler’sche Integraldarstellung
[(z) = / t~le~tdt fiiralle z € C mit Re(z) > 0.
0
Beweis. Im Beweis schreiben wir kurz
D:={zeC|Re(z) >0} und f(z):= / Fletdt firallez € D.
0

Wir wollen den Satz von Wielandt 2.42 benutzen und miissen also zeigen, dass f den dortigen
Voraussetzungen gentigt.

51Da die reelle Exponentialfunktion fiir ¢ gegen co schneller wéchst als jedes Polynom, ist dies offensichtlich
moglich.
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m Zunichst ist offensichtlich D ein Gebiet in D_y, das den Streifen S% enthilt.

m Weiter ist f auf D holomorph,

denn: Fiir ein beliebiges n € IN- ¢ ist
n
Fulz) i= /1 Fletdt firallez € D

nach der Leibniz’schen Regel holomorph. Mit der selben Abschdtzung wie in Lemma
2.44 zeigt man, dass die Folge (fu)nen., auf Kompakta gleichméfig gegen f konvergiert.
Nach dem Satz von Weierstrafs ist f somit holomorph. #

m f ist auf S beschrénkt,
denn: Es gilt

[ 00 1 o0
If(z)| < / (= le~t dt @19 / tletdt = / el¥=1logtp=t gy +/ er—11ogtp=t gy,
0 0 0 1
Wegen 0 <t <1und 1 < x gilt fiir das erste Integral auf der rechten Seite

1 1 1
/ etr—Dlogt,—t 44 < / e tdt = / e tdt < oo.
0 0 0

Wegen 1 < t und x < 2 gilt fiir das zweite Integral auf der rechten Seite

/oo elr—Dlogt,—t 44 < /Oo elo8te~t 4t = /oo te~tdt < oo,
1 1 1

wie man mit partieller Integration einsieht. #

m f(z+1)=zf(z)furallez € Cmitz,z+1€ D,
denn: Mit partieller Integration gilt

Flz4+1) = /Ow et dt — [tz(—et)]go—/ooozz.‘21(—et)dt: [ (—e )] + 2f(2).

Wegen t7e~ = 7108~ gilt

so dass die Behauptung folgt. #

Mit dem Satz von Wielandt 2.42 folgt dann f(z) = f(1)I'(z) auf D. Die Proposition ergibt sich
schliefslich mit

(1) = /ooe—fdt — [T =0—(-1) =1

0
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Ubungsaufgaben

1

Aufgabe 2.1. Zeigen Sie, dass die Reihe ) (

- 1) auf Kompakta K C C \ Z gleichmiifSig
neZ~{0} - n

n

absolut konvergiert.

Aufgabe 2.2. Leiten Sie den WeierstrafS’schen Produktsatz 2.26 aus dem Satz von Mittag-Leffler 2.8
her, indem Sie die folgenden Aussagen zeigen.

(a) f ist genau dann eine Losung der Nullstellenverteilung {u}iet := (&, {us }er) auf C, wenn fTI
eine Losung der Hauptteilverteilung {hy(z) = usz}iet auf C ist.
(b) Zu jeder meromorphen Funktion f € M(C), deren Pole alle einfach sind und positive ganzzahlige

Residuen haben, gibt es eine ganze Funktion g mit f = %.

Hinweis: Fiir jedes R > 0 findet man eine auf Ug(0) definierte holomorphe Funktion gr mit
f= % auf Ug(0). Dabei ist gr eindeutig bestimmt bis auf einen Faktor aus C*. Durch geeignetes
Abiindern konnen die gr mit R € IN zu einer ganzen Funktion zusammengesetzt werden.

(c) Die Liosbarkeit der Nullstellenverteilung {u; } et in C folgt nun mit dem Satz von Mittag-Leffler
2.8.

Aufgabe 2.3. Zeigen Sie T () T'(3) = V2 7.

Aufgabe 2.4. Zeigen Sie: In Verallgemeinerung von Legendres Duplikationsformel 2.43 gilt>?
o S Y, nel 1s "
TT7( - )= (V2m)" ' n27*I(z) fiirallez € D_y.
=0

52Djeses Ergebnis wurde 1812, und somit nur drei Jahre nach der Duplikationsformel, von Gaufl bewiesen. Diese
Konstellation ergab sich wiederholt: Legendre leistete wichtige Beitrdge auf vielen verschiedenen Gebieten der
Mathematik, die aber hdufig schon zu seinen Lebzeiten von denen des 25 Jahre jiingeren Gauf tibertroffen wurden.
Letzterer arbeitete fast auf den selben Gebieten wie Legendre, drang haufig aber tiefer vor. Legendre erkannte die
Beitrage von Gaufl an und berticksichtigte sie auch in der stark tiberarbeiteten zweiten Auflage seiner Zahlentheorie
von 1808, beklagte sich aber gleichzeitig bitter dartiber, dass Gaufs umgekehrt alle Prioritdten fiir sich in Anspruch
nahm. (Quelle: Wikipedia)



KAPITEL 3

Elliptische Funktionen

Historischer Ausgangspunkt fiir die Theorie der elliptischen Funktionen sind die so genannten
elliptischen Integrale, also durch Integrale der Form

X
E(x) := / ! mit P Polynom vom Grad 3 oder 4 ohne mehrfache Nullstellen
a

gegebene reelle Funktionen, die bei der Berechnung der Lange von Ellipsenbogen auftreten.
Solche Integrale sind ohne numerische Hilfsmittel nur schwer auszuwerten, so dass ihre Be-
rechnung lange Zeit ein grofies Problem darstellte. Im Jahr 1827 fand Abel heraus, dass ein
elliptisches Integral E unter den richtigen Umstdnden eine Umkehrfunktion besitzt, die sich zu
meromorphen Funktion f € M (C) mit zwei unabhingigen Perioden fortsetzen ldsst. Eine sol-
che Funktion f nennt man heute eine elliptische Funktion. Es stellte sich heraus, dass sich die
meisten tiefliegenden Sitze tiber elliptische Integrale recht leicht aus der (sehr viel schoneren)
Theorie der elliptischen Funktionen herleiten lassen, so dass die Theorie der elliptischen Inte-
grale aus heutiger Sicht als ein Korollar der Theorie der elliptischen Funktionen erscheint.”®

Wir werden in diesem Kapitel einen weiteren Schritt gehen und in Abschnitt 3.2 die Menge
der elliptischen Funktionen (mit festgehaltenen Perioden) als die Menge der meromorphen
Abbildungen auf einer geeigneten Riemann’schen Flache, dem in Abschnitt 3.1 eingefiihrten
Periodentorus, interpretieren. Aus der blofSen Definition ist zunédchst einmal nicht klar, ob es
denn aufler den konstanten Funktionen tiberhaupt elliptische Funktionen gibt. Diese Frage be-
antworten wir in Abschnitt 3.3, indem wir mit der Weierstraf’schen gp-Funktion ein konkretes
Beispiel fiir eine nichtkonstante elliptische Funktion angeben. In Abschnitt 3.4 zeigt sich, dass
wir alle elliptischen Funktionen durch die p-Funktion beschreiben kénnen.

Die Frage nach der Losbarkeit von Mittag-Leffler-Verteilungen und Cousin-Verteilungen auf
Periodentori behandeln wir in den Abschnitten 3.2 und 3.5.

53 Aus Zeitgriinden werden wir elliptische Integrale in dieser Vorlesung nicht behandeln.

54



55 Kapitel 3. Elliptische Funktionen

3.1 Tori

In diesem Abschnitt wollen wir eine Klasse weiterer Riemann’scher Flachen einfithren, auf
denen wir holomorphe Funktionen studieren wollen. Fiir die Konstruktion derselben holen
wir ein wenig aus.

Definition 3.1. Seien wy, wy € C zwei iiber R linear unabhiingige komplexe Zahlen. Dann heifSt
A = Zwy + Zwy := {mwy +nw, | mn € Z} C C

das von wy und wy aufgespannte Gitter und {w1, w>} eine Basis von A. Offensichtlich lisst sich
ein beliebiger Punkt z € C schreiben als Summe z = Z + w mit einem w € A\ und einem Z aus der
Fundamentalmasche

F = Fp:={hwi + hw | t1,t € [0,1]}

des Gitters A. Diese Schreibweise ist eindeutig, falls z nicht auf dem Rand 0 F von F liegt. Wir erhalten
eine Uberdeckung

C= U (.7:/\—}—60)

weAN

der komplexen Ebene mit Kopien der Fundamentalmasche.>*

Abbildung 3.1: Zwei Gitter, jeweils mit markierter Fundamentalmasche. Im ersten Fall ist w; =
1 und wy = i, im zweiten Fall w; = g + %iundwz = %+%i.

¥Diese Uberdeckung wird {iberschneidungsfrei und somit eine Parkettierung, wenn man statt der Fundamen-
talmasche F die halboffene Menge

{t1w1 +hwy | b,y € [0,1)}

betrachtet. Dass wir dennoch die abgeschlossene Menge als Fundamentalmasche festlegen, liegt zum einen daran,
dass so die ,,Verklebung” des Fundamentalbereichs zu einem Torus (vgl. Definition 3.4 bis Satz 3.6) etwas konzep-
tioneller ausfillt, weil so klar ist, womit ein Randpunkt verklebt werden soll. Zum anderen lésst sich aber auch die
Analogie zur Definition 4.8 des Fundamentalbereichs fiir die Aktion geeigneter Gruppen auf der oberen Halbebene
H besser herstellen.
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Bemerkung 3.2. Zwei R-Basen {wi,w,} und {w}, w)} von C sind genau dann Basen des selben
Gitters A\, wenn es eine Matrix

M € GLy(Z) = {A € Z**? | det(A) € {£1}}

w) _ . (@
w) wy )’

denn: Ubungsaufgabe 3.1 #

gibt mit

Bemerkung 3.3. Ein beliebiges Gitter A C C bildet zusammen mit der Addition eine Untergruppe der
abelschen Gruppe (C, +). Es folgt, dass der Quotient

C/AN:={z+A|zeC}

mit der vererbten Addition wieder die Struktur einer abelschen Gruppe triigt. Konstruktionsgemdfs ist
hierbei fiir ein beliebiges z € C die Menge [z] := [z]a := z + A die Aquivalenzklasse unter der durch

zrpZ =z -7Z €A

gegebenen Aquivalenzrelation und C/ A die Menge solcher Aquivalenzklassen. Durchliiuft z ein nicht
niiher spezifiziertes Vertretersystem der Aquivalenzklassen von C/ A, so schreiben wir in Missbrauch
der Notation manchmal auch z € C/A.

Definition 3.4. Sei A = Zw; + Zw, C C ein beliebiges Gitter. Dann heifst der Quotient C/ /A aus
Bemerkung 3.3 der Periodentorus zu den, gemdifs Bemerkung 3.2 nicht eindeutigen, Perioden w und

wy und die Abbildung
C — C/A
TU = TTA -
z = [z]a

die kanonische Projektion modulo A.

Abbildung 3.2: Den Periodentorus C/A kann man sich in der Form eines Doughnuts vorstel-
len. Die eingezeichneten Linien in rot und blau lassen die Fundamentalmasche F, wie in Ab-
bildung 3.1 erkennen.
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Wir wollen nun fiir ein beliebiges Gitter A C C den Torus C/A mit der Struktur einer Rie-
mann’schen Fldache versehen. Zuerst miissen wir dafiir eine Topologie auf C/A angeben.
Wir nutzen dabei aus, dass wir auf C mit der Standardtopologie bereits eine Topologie ken-
nen und versehen C/A mit der Quotiententopologie beziiglich der kanonischen Projektion
mt: C — C/A. Genauer bedeutet das

U C C/Aist offen :<= 7t 1(U) ist offen in C.

Auf diese Weise wird 7t automatisch zu einer stetigen Abbildung. Andererseits ist 7t auch offen,

denn: Es ist zu zeigen, dass das Bild 77(V) einer beliebigen offenen Teilmenge V' C C offen ist.
Nach Definition der Quotiententopologie geniigt es, stattdessen die Offenheit von 771 (7t(V))
zu zeigen. Diese gilt aber, weil letzteres die Vereinigung der offenen Mengen w + V mitw € A
beliebig ist. #

Fiir den Torus lassen sich damit die folgenden Eigenschaften herleiten.

Lemma 3.5. Fiir ein beliebiges Gitter A = Zw1 + Zw, C C ist der Torus C/ A ein kompakter Haus-
dorffraum.

Beweis. Die Kompaktheit gilt, da C/A das Bild des Kompaktums F unter der stetigen Abbil-
dung 7 ist.

Wir miissen nun noch die Hausdorffeigenschaft zeigen. Seien dafiir w;, wy zwei verschiedene
Punkte in C/A, und seien z1,zo € C zwei Zahlen mit 71(z;) = wj fiir j € {1,2}. Ohne Ein-
schrankung konnen wir dabei annehmen, dass z; — z; in der Fundamentalmasche F liegt. Da
C Hausdorff’sch ist, gibt es offene Umgebungen U; von z; und U, von z; mit U; N U, = @.
Dann gilt trivialerweise w; € 7t(U;) und wy € 7(Uz). Ohne Einschrankung konnen wir aufler-
dem annehmen, U; und U, seien offene Kreisscheiben, deren Radius kleiner ist als die Halfte
des Minimums der Betrage |z2 — z1|, |z2 — (z1 + w1)|, |22 — (21 + w2) | und |z2 — (21 + w1 + w2)]|.

Abbildung 3.3: Die Umgebungen um z; und z; sind so klein gewdihlt, dass ihr Radius kleiner
ist als die Hilfte des minimalen Abstands zwischen z; und einer der vier , Ecken” der um z;
verschobenen Fundamentalmasche.
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Dann gilt auch 7t(U;) N w(Uz) = &. Wegen der Offenheit von 7t sind schlieBlich 77(U;) und
nt(Uy) auch offen, so dass wir offene Umgebungen von w; und w, gefunden haben, durch die
sich die beiden Punkte trennen lassen. #

O

Satz 3.6. Fiir ein beliebiges Gitter A C C ist der Torus C/ A eine kompakte Riemann’sche Fliche.

Beweis. Nach Lemma 3.5 und Korollar 1.14 geniigt es zum Beweis des Satzes irgendeinen kon-
formen Atlas fiir C/ A anzugeben. Das machen wir wie folgt. Sei V' C C eine offene Teilmenge,
die kein Paar voneinander verschiedener modulo A dquivalenter Punkte enthdlt. Wegen die-
ser Eigenschaft und der Stetigkeit und der Offenheit von 7 ist |y : V — (V) =: U ein
Homoomorphismus und seine Umkehrabbildung ¢ : U — V eine Karte von C/A. Die Menge
A aller Karten, die sich so erhalten lassen, ist offensichtlich ein komplexer Atlas von C/A. Es
verbleibt also zu zeigen, dass je zwei Karten aus A konform vertréglich sind.

Seien also ¢ : U; — V; und ¢, : Uy — V, zwei Karten aus .A. Wir wollen die Konformitit der
Funktion

o9 1 (Us N ) — @2(Us N L)

zeigen. Tatsdchlich ist fir i € {1,2} auf ¢;(U; N Up) C V; der Homéomorphismus 7 invers zur
Karte ¢;, so dass

mt((p2o ;1) (2)) = @ H(z) = m(z) furallez € g1 (U; N Up)

gilt. Es folgt
(P20 @) (z) ~az fiirallez € ¢1(Uy N Uy),

also
(prop;N(z) —z€ A firallez € ¢1(U; N ).

Eine stetige Abbildung hat genau dann ein Bild aus isolierten Punkten, wenn sie lokal konstant
ist. Es gibt also zu jeder Zusammenhangskomponente K von ¢1(U; N Up) ein w € A mit

(o) (z) =z+w fiirallez € K.

Insbesondere ist ¢, o ¢; ! lokal eine Translation und als solche konform, was zu zeigen war. [

3.2 Der Begriff der elliptischen Funktion und die Liouville’schen Satze

Definition 3.7. Sei A C C ein Gitter. Unter einer elliptischen Funktion beziiglich A versteht man
eine meromorphe Funktion f € M(C) mit

f(z+w) = f(z) fiirallew € Aundallez € C.

Die Menge der elliptischen Funktionen beziiglich A bezeichnen wir mit K(A).
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Bemerkung 3.8. Sei {w;,wa} eine Basis von A. Dann lisst sich jeder Gitterpunkt w € A schreiben
als w = mwq + nwy mit m,n € Z, und eine meromorphe Funktion f € M(C) ist offenbar genau
dann elliptisch beziiglich A\, wenn

f(z+wy) = f(z4+ws) = f(z) fiirallez € C

gilt. Aus diesem Grund nennt man elliptische Funktionen manchmal auch doppeltperiodische Funk-
tionen.

Bemerkung 3.9. Fiir zg € Cund wy € C mit f(z9) = wo gilt auch f(zo + w) = wy fiir alle w € A.
Es ist daher sinnvoll, von wo-Stellen (und insbesondere Null- oder Polstellen) modulo A zu sprechen.

Satz 3.10. Jede beziiglich eines Gitters A C C elliptische Funktion f € K(A) induziert durch f =
F o 7t eine meromorphe Funktion F € M(C/A). Die Zuordnung f — F liefert eine Bijektion

K(A) 2 M(C/A).

Beweis. Dass die einer elliptischen Funktion f zugeordnete Funktion F wohldefiniert ist, folgt
aus der A-Invarianz von f, und die Meromorphie von F folgt aus der Definition der komplexen
Struktur von C/ A. Gehen wir umgekehrt von einer meromorphen Funktion F € M(C/A) aus,
so ist die Komposition f = F o 7t offenbar eine beziiglich A elliptische Funktion. Die behaup-
tete Zuordnung ergibt also in beide Richtungen Sinn und liefert offensichtlich eine Bijektion
zwischen den Mengen K(A) und M(C/A). O

Bemerkung 3.11. Die Menge M (C/A) zusammen mit punktweiser Addition und Multiplikation ist
nach Bemerkung 1.28 ein Korper. Auch auf K(A) lassen sich punktweise Addition und Multiplikation
einfiihren. Offensichtlich gelten dann fiir alle F;, F, € M(C/ ) die Rechenregeln

(FF+FR)on)(z) = ((From) + (Fom))(z) fiiralle z € C,
(Fi-FR)on)(z) = ((From) - (Fom))(z) fiiralle z € C.

Schreiben wir 1x fiir die durch f(z) = 1 gegebene konstante Abbildung auf X € {C,C/A}, so gilt
auflerdem
lg/aom=1g,

so dass insgesamt die Zuordnung F +— F o 7t ein Korperhomomorphismus und insbesondere K(A) ein
Korper ist.

Korollar 3.12. Jede nicht-surjektive elliptische Funktion ist konstant.

Beweis. Nach Satz 3.10 entsprechen die nicht-surjektiven elliptischen Funktionen gerade den
nicht-surjektiven Funktionen aus M(C/A). Nach Satz 3.6 ist die Riemann’sche Flache C/A
kompakt, so dass wir Satz 1.36 anwenden kdnnen, woraus sofort die Behauptung folgt. O
Ein beriithmter Spezialfall hiervon ist

Korollar 3.13 (1. Liouville’scher Satz). > Jede holomorphe elliptische Funktion ist konstant.

%Dieser lasst sich auch direkt aus dem Satz von Liouville folgern.
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Die Korollare liefern notwendige Bedingungen fiir elliptische Funktionen, was uns dabei hel-
fen sollte, diese zu klassifizieren oder auch nur ein nichtkonstantes Beispiel fiir eine elliptische
Funktion zu finden. In Hinsicht auf Satz 3.10 liegt es nahe, zum Auffinden weiterer derartiger
Bedingungen die Losbarkeit von Mittag-Leffler-Verteilungen bzw. Cousin-Verteilungen auf To-
ri zu untersuchen.

Satz 3.14 (2. Liouville’scher Satz). Fiirein f € K(A) gilt ) res; f = 0.
zeC/A

Bemerkung 3.15. Man kann auch in Punkten auf Tori eine Laurententwicklung einfiihren und wie in
Lemma 2.3 zeigen, dass eine Losung einer Mittag-Leffler-Verteilung nichts anderes als eine Losung einer
geeigneten Hauptteilverteilung {hs}scs ist. Der 2. Liouville’sche Satz 3.14 besagt nun, dass eine solche
Hauptteilverteilung nur dann eine Losung haben kann, wenn die Summe der (—1)-ten Koeffizienten der
hs verschwindet. Mit dem SERRE'schen Dualitiitssatz>® kann man zeigen, dass diese Bedingung nicht
nur notwendig sondern auch hinreichend ist.

Beweis von Satz 3.14. Fiir ein beliebiges Vertretersystem der Polstellen modulo A von f ist die
Summe auf der linken Seite endlich,

denn: Hatte f unendlich viele Polstellen modulo A, so lidgen in der Fundamentalmasche F
unendlich viele Polstellen von f. F ist kompakt und somit insbesondere beschrankt. Nach
dem Satz von Bolzano-Weierstrafl hitte S(f) dann also einen Haufungspunkt in F, was nach
dem Identitadtssatz 1.24 nicht sein kann. #

Fiir je zwei Vertretersysteme nimmt die Summe auf der linken Seite den selben Wert an,

denn: Fiir ein beliebiges zp € C und ein beliebiges w € A ist die Laurententwicklung von f(z)

um zg + w gleich
Y au(z—(z0+w))" = Y au((z— w) —20)",

n>N n>N

also gleich der Laurententwicklung von f(z — w) = f(z) um zp. Insbesondere ist

res;, f = resSy+w f,

woraus die verlangte Wohldefiniertheit folgt. #

Die Funktion f hat in der Fundamentalmasche F nur endlich viele Polstellen, so dass wir nach
Verschieben um ein geeignetes zp € C annehmen koénnen, dass auf dem Rand von

Fo=F+zo={z+20|z€ F}
keine Polstellen von f liegen. Zum Beweis des Satzes geniigt es dann

Z res, f =0

zeFy,

56]ean—Pierre Serre, geb. 1926
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zu zeigen, denn das Innere JF;, von J, enthilt so nach Konstruktion von jeder Polstelle von f
modulo A genau einen Reprdsentanten. Wenden wir den Residuensatz an, erhalten wir

2mi Y reszf:/ f(z)dz,
zeFy, 9z

wobei 0, genau einmal im mathematisch positiven Sinne durchlaufen werde. Schreiben wir
nun A = Z wq + Z w», so lasst sich die rechte Seite schreiben als

zo+wn zo+wq+ws zo+wy Z0
/ f(z)dz+ f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz

Jzg zo+wq zptwi+wsy zZo+wy

Die Behauptung folgt nun, wenn man im dritten Integral z — z + w, und im vierten Integral
Z —> z — wj substituiert,

denn: Es ist dann das vierte Integral wegen

/Zzo f(Z)dz:/ZH‘U1 f(z—wr)d(z—wr)

0t+wsz zo+wi+ws
zo+wq Zo+w1+wy
= fEydz=— [ f(z)dz
zo+wq+wsr zo+wq

gleich dem Negativen des zweiten und analog das dritte gleich dem Negativen des ersten. #
L

Cs
C4 Zo+wW,

C
20 1 X

Abbildung 3.4: Die Integrale iiber je zwei gegeniiberliegende Seiten des Parallelogramms he-
ben sich wegen der Doppelperiodizitit von f auf.

O]

Aus dem Satz folgt unmittelbar

Korollar 3.16. Fiir kein Gitter A C C gibt es eine elliptische Funktion f € K(A), deren einzige
Polstelle modulo A eine einfache ist. Insbesondere sind die Riemann’schen Flichen C/A und C nicht
konform dquivalent.

Satz 3.17 (3. Liouville’scher Satz). Fiir ein nichtkonstantes f € K(A) hiingt die positive ganze Zahl

ord(f) := )_ zo-ord(f;z) mitzo€ C
zeC/A

nicht von zo ab. Man nennt ord(f) die Ordnung der elliptischen Funktion f.
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Beweis. Das ist ein Spezialfall von Proposition 1.43.57 O

Satz 3.18 (4. Liouville’scher Satz). Fiir ein nichtkonstantes f € K(A) mit Polstellenmenge S (f)
modulo A und Nullstellenmenge Tx (f) modulo A gilt

(@) SA(f) und Ta(f) sind disjunkte endliche Mengen.

(b) Yses, () 0-ord(f;s) = Lier, (f) 0-ord(f; ).

(© Ysesa(f) co-ord(f;s) s = YteTa(f) O-ord(f;t) -t mod A.
Bemerkung 3.19. Nach Lemma 2.16 ist eine Losung einer Cousin-Verteilung auf C/ A nichts anderes
als eine Losung einer geeigneten Null- und Polstellenverteilung ({us}ses,, {1t }ter, ). In Hinsicht auf

Satz 3.10 besagt nun der 4. Liouville’sche Satz 3.18, dass eine solche Null- und Polstellenverteilung nur
dann eine Losung haben kann, wenn

(@) Sa und Ty sind disjunkte endliche Mengen.

(b) ZseSA Us = ZteTA Uyg.
(0 ZsesA U+ S = ZteTA uy - t als Gleichung in C/A.

gelten. In Satz 3.38 werden wir zeigen, dass diese Bedingung nicht nur notwendig sondern auch hinrei-
chend ist.

Beweis von Satz 3.18. Behauptung (a) ist klar wegen der Kompaktheit von C/A, und Behaup-
tung (b) sind die Spezialfille zy = 0 und zy = co des 3. Liouville’schen Satzes 3.17.

Zum Beweis von Behauptung (c) bendtigen wir die folgende Verallgemeinerung des Satzes
vom Null- und Polstellen zdhlenden Integral.

57Man kann diesen Satz auch leicht direkt aus dem 2. Liouville’schen Satz 3.14 folgern:

Direkter Beweis von Satz 3.17. Die Summe ist fiir alle zg € C endlich,
denn: Fiir zg = oo haben wir das schon im Beweis des 2. Liouville’schen Satzes 3.14 gezeigt. Der Beweis fiir zg € C
geht analog, da die Nullstellenmenge der meromorphen Funktion f(z) — zg nur aus isolierten Punkten besteht. #
Wie im Beweis des 2. Liouville’schen Satzes 3.14 zeigt man aufierdem, dass die Summierung unabhéngig von der
Wahl des Vertretersystems modulo A ist.

Sei nun zg € C fest gewdhlt. Da f nicht konstant ist, liegt ff /ZO in K(A), so dass wir den 2. Liouville’schen Satz

3.14 darauf anwenden konnen und

0= ) res; f = ) resz(f_zoy

zeC/A f_ZO zeC/A f_ZO

erhalten. Der Satz folgt, wenn wir wie im Beweis des Satzes vom Null- und Polstellen zdhlenden Integral

res; f-z) = O-ord(f — zp;z) — o0-ord(f — zp;z)
f—z0
= zg-ord(f;z) — oo-ord(f;z)

schreiben. 0
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Lemma 3.20. Sei D ein Elementargebiet und f € M (D) meromorph mit endlicher Nullstellenmenge
T(f) und endlicher Polstellenmenge S(f). Sei weiter ¢ € O(D) holomorph und C eine stiickweise
glatte, geschlossene Kurve in D~ (T(f) U S(f)). Dann gilt

1 8(2) f'(z) . _ +) . 0-ord(f: 1) - — ;s) - o0-ord(f;s) -
S /C ﬂz)dzie;(f)"(c’” 0-ord(f; £) - g(t) sesz(f)mc,s) d(f;s) - g(s)-

Der Beweis des Lemmas funktioniert genauso wie im in Funktionentheorie 1 bewiesenen Spe-
zialfall ¢ = 1 (Ubung!).

Da f modulo A nur endlich viele Null- und Polstellen hat, konnen wir durch Abédndern dersel-
ben modulo A wieder erreichen, dass diese allesamt im Inneren #, des Translats F;, der Fun-
damentalmasche um ein geeignetes zo € C liegen. Wenden wir nun Lemma 3.20 mit g(z) = z
an. Dann folgt

/
Y O-ord(f;t)-t— co-ord(f;s) -s = 1/ 2f@) 4,
teTA(f) s€SA(f) 27t 9Fz, f(z)

wobei d.F;, genau einmal im mathematisch positiven Sinne durchlaufen werde. In der Notation
aus Abbildung 3.4 wird die rechte Seite zu

1 (@ [ D [ D [ @,
ot ( o @ E e o ET e e H T e d)'
Es gilt
zf'(z) .. [ E—w)f(z—w) W
Loy a = [ e ay e
@ [ fE
= o @) ET ) @

und somit

1 z f'(z) z z f'(z) . _ Wi f'(2) .
Zm'(c2 f(z) dz+ a f(z) d> 2mi Je, f(Z)d

Die rechte Seite ist ein ganzzahliges Vielfaches von w1,

denn: Nach Voraussetzung hat f auf dem Geradenstiick C; keine Null- und Polstellen. Als Kom-
paktum ist C; in einem kleinen offenen Rechteck R, also einem Elementargebiet, enthalten, auf
dem f keine Null- und Polstellen hat. Es gibt daher eine auf R holomorphe Funktion / mit
f(z) = " fiir alle z € R. Es folgt

fl(z) =1(2)e"® =W (z) f(z) firallez € R,
insbesondere ist 1 auf R eine Stammfunktion von fT/ Mit den Rechenregeln fiir Kurvenintegrale
folgt

f/(z) dr — /zo+w1+w2 f/(Z) dz — h(zo + a4 wy) — h(Zo L)

C f(Z) 0+w1 f(Z)



3.3. Die WeierstraB3’sche p-Funktion 64

Da nach Definition von h
oM zotwitws) — f(ZO + Wy _|_w2) _ f(ZO ‘|‘CU1) — h(zotwr)

gilt, erhalten wir wie verlangt

!
F3) 4, omiz.

G f(Z)
#
Analog zeigt man
1 2 f'(2) 2f'(2) )
— dz + dz | € Zw,,
2 </c fG) 7 e fG) i
woraus dann der Satz folgt. O

3.3 Die WeierstraB’sche p-Funktion

Wir haben mit den Liouville’schen Sétzen eine Vielzahl von notwendigen Bedingungen fiir die
Existenz von elliptischen Funktionen beziiglich eines Gitters A C C bewiesen, kennen aber
aufler den konstanten Funktionen noch immer kein konkretes Beispiel fiir ein Element von
K(A). Das Ziel dieses Abschnitts ist es, diesen Missstand zu beheben. Wir werden sogar mehr
leisten und mit Satz 3.34 eine sehr explizite Beschreibung von K(A) liefern.

Um uns die Schreibarbeit zu erleichtern sei in diesem Kapitel ab sofort stets A = Zw; + Zw, C

C ein fest gewihltes Gitter. Auerdem werden wir kurz Y  , anstelle von Y ,c . {0y schreiben.

) ) 1 )
Lemma 3.21. Sei r > 2. Dann ist Z' Wl endlich.
weAN

Beweis. Wir betrachten

4 r
(x,) o |t

_ {IRZ {0,000} —R,

Diese Funktion hat die folgenden Eigenschaften.

» f(x,y) > 0fiir alle (x,y) € R\ {(0,0)}, denn {w;, ws} ist iiber R linear unabhingig.
m f(Ax,Ay) = f(x,y) firalle A € R~ {0} und alle (x,y) € R? ~ {(0,0)}.
» f nimmt auf dem Kompaktum S! = {(x,y) € R? | x*> + y* = 1} sein Minimum an, ist

dort also durch eine Konstante C > 0 nach unten beschrankt.

Erinnern wir uns an die Polarkoordinatendarstellung in R? \. {(0,0)} und wenden diese drei
Eigenschaften von f an, so erhalten wir

f(x,y) > C firalle (x,y) € R>~ {(0,0)}.
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Diese Abschitzung gilt natiirlich insbesondere fiir (x,y) = (m,n) € Z>\. {(0,0)}, so dass wir

1 1 1
|mwy + nwy|” = C |mi+n|”

erhalten. Nach dem Majorantenkriterium folgt also das Lemma, wenn wir

Yol e
|mi 4+ n|"

(mn)ez?
zeigen konnen. Hierbei haben wir die euklidische Norm |mi + n| = vm? + n? verwendet. Das

miissen wir jedoch nicht, da in R? alle Normen &quivalent sind. Insbesondere diirfen wir statt
der euklidischen die Maximumsnorm

G, y) oo := max{|x], [y[}

verwenden, und es geniigt

/ (m,n) € 22| |(x,y) ||l = N

(m,n)€Z2 N

zu zeigen. Wie man der Abbildung

(0,N)
@V, 0)

entnimmt, gilt hierbei |{(m,n) c 7? | (2, 9) |l = NH — 8N.

Das Lemma folgt, da fiir r > 2
8- ) N <o
N=1
gilt. O

Proposition 3.22. Die Reihe
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ist auf Kompakta in C \. A gleichmiif$ig absolut konvergent und definiert eine gerade holomorphe Funk-
tion auf C \. A mit Polstellen der Ordnung 2 in den Punkten aus A.>

Beweis. Sei K C €~ A kompakt und gelte |z| < R fiir alle z € K. Sei aulerdem w € A mit
|w| > 2R. Dann gilt

w? — (z — w)?
w? (z — w)?
w? — (22 — 2zw + w?)
w? (z — w)?
z(z — 2w)
w? (z — w)?
Bl -2
wPz—w]

Wir schédtzen die Faktoren einzeln ab. Es gilt

» |z| < R nach Voraussetzung.
n |z — 20| < |z +2|w| < R+2]w| < & +2]w| = 5 |w).

n 2w > (Jo| = [2))* > (Jw| = R)* > (jw| - §)* = T P,

wobei wir bei der zweiten Abschdtzung beachten, dass wegen unserer Wahl von z und w
die Ungleichung |z| < R < 2R < |w| gilt.

Eingesetzt in unsere urspriingliche Gleichung ergibt sich

v 1
(z—w)? w?

Wie kommt man darauf, gerade diese Reihe zu studieren? Folgender Ansatz liegt zugrunde: Nach den Liou-
ville’schen Sitzen sind die elliptischen Funktionen von Ordnung 0 konstant und die von Ordnung 1 nichtexistent.
Es ist also naheliegend, eine elliptische Funktion von Ordnung 2 zu suchen. Jetzt muss man ein bisschen raten und
sucht nach einer elliptischen Funktion von Ordnung 2, die in allen Gitterpunkten einen Pol zweiter Ordnung be-
sitzt. Wie man meromorphe Funktionen aus M (C) mit gegebenen Anforderungen an ihre Hauptteile konstruiert,
ist uns aus dem Satz von Mittag-Leffler 2.8 bekannt. Wenn wir noch berticksichtigen, dass aufgrund der Elliptizitét
die Hauptteile in allen Gitterpunkten gleich sein miissen, dann erscheint es vielversprechend, nach einer Losung
der durch

he(z) =22 firallew € A

gegebenen Hauptteilverteilung {h, } e zu suchen. Da die Reihe
Z 1
(z-w)?’

weN

nicht absolut konvergiert,59fijgen wir nach dem , Kochrezept” aus Abschnitt 2.1 noch konvergenzerzeugende Sum-
manden an und erhalten schliellich die Reihe p als Losung der Hauptteilverteilung.
5Im Spezialfall z = 0 und A = Z + Zi ist das im Beweis von Lemma 3.21 mit erledigt worden.
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Nach Lemma 3.21 ist daher die Reihe auf K gleichméfig absolut konvergent. Mit dem Satz von
Weierstraf folgern wir sofort, dass p(z) auf C \. A holomorph ist.

Mit w durchlduft auch —w ganz A einfach, so dass

-2+ L (orw) -2+ K (mor @) 0

weA

und also die Geradheit von p(z) gilt.

Dass g in den Punkten von A doppelte Polstellen hat, kann leicht aus der Definition abgelesen

werden. In der Tat ist der Hauptteil von p in z = w € A gerade ﬁ ]

Definition 3.23. Die meromorphe Funktion o € M (C) heifst die Weierstraf3’sche o-Funktion.

Proposition 3.24. Es gilt

:_22

wEA

Die Funktion g ist ungerade und liegt in K(A).

Beweis. Nach dem Satz von Weierstra8 konnen wir p(z) gliedweise ableiten. Das fiihrt zu
o (z) ————22 :—22 (CEYDE furallez € C~\ A.
weA weA

Ganz dhnlich wie im Beweis von Proposition 3.22 zeigt man, dass diese Reihe absolut konver-
giert.

Sei nun wy € A. Dann gilt

1

=20 =2 Goap =¥ @

weA (w - (Uo

o (z+wy) = =2 Z

weh Z-l-wo—

wobei wir in der vorletzten Gleichheit verwendet haben, dass mit w auch w — wy ganz A ein-
fach durchlauft.®® Es folgt ' € K(A).

Die Ungeradheit von p'(z) zeigt man analog zur Geradheit von p(z) in Proposition 3.22 oder
folgert sie daraus, dass die Ableitung einer geraden Funktion stets ungerade ist. O

Proposition 3.25.  liegt in K(A), und es gilt ord(p) = 2.

Beweis. Nach Proposition 3.24 gilt

O (z+w)—'(z) =0 firalleze C\Aundje {1,2}.

60Das ist ein Spezialfall der allgemeineren Tatsache, dass jede Gruppe durch Translation einfach transitiv auf
sich selbst operiert.
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Die Ableitung der holomorphen Funktion p(z + w;) — p(z) € O(C \ A) mit j € {1,2} ist also
konstant Null. Da C \ A ein Gebiet ist, gilt

p(z+w;j) —p(z) =Cj € Cfurallez € C~ Aundj € {1,2}.

Betrachten wir nun speziell z = —% ¢ A. Dann folgt
Y A W WY A WY dand A S B s

ord(p) = 2 ist klar, da p in den Gitterpunkten Pole zweiter Ordnung hat und ansonsten holo-
morph ist. O

Proposition 3.26. Die Funktion o(z) hat um z = 0 die Laurententwicklung
1
p(z) = a2t Y (21 +1)Gopi2z™  fiiralle z € Uy(0)
n>1
mit ¢ := min{|w| | w € A~ {(0,0)}}, wobei mit

1

Gk = Gk(A) = Z J

weN

die so genannten homogenen EISENSTEINreihen®! zu A vom Gewicht k bezeichnet seien.

Beweis. Es gilt

0(z) = & +8(z) mitg(e) = Y (<Z_1w)2 - a;) € O(U,(0)).

weA
Sukzessives Ableiten ergibt
g™ (z) = (~1)"(n+1)1 Y (z—clu)2+ € O(U,(0)) firallen € Nog.
weA

Insbesondere gilt daher

0 fiir n ungerade,
(n+1)!Gyyy fir n gerade.

Nach dem Satz von Taylor erhalten wir

© (1)
g(z) — ;) 8 (0) 1

n!

61Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823-1851)
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= Z (n+1)Gogpz" (Beachte g(0) = 0)
Z 21’1 -+ 1 G2n+22 2n

und somit die Proposition. O
Satz 3.27 (Differentialgleichung der p-Funktion). In K(A) gilt die Gleichung
(¢')? =40° — 829 — 83
mit den WeierstrafSkonstanten
9 =g (A) :=60Gs(A) und g3:= g3(A) :=140Ge(A)

des Gitters A.

Beweis. Nach Proposition 3.26 gilt fiir alle z € U,(0)

! 2
p(z) = 5 +3Giz? +5Gez' +... und ¢(z2) =~ 5 +6Gaz+20Ge2’ + ...

Das konnen wir nutzen, um die Hauptteile und die konstanten Terme der einzelnen Summan-
den in der Differentialgleichung zu berechnen. Wie man jeweils durch Ausmultiplizieren der
bekannten Reihen sieht, gilt fiir alle z € U, (0)

() = 4z7% — 24G4z?2 — 80Gs + ...,
4p(z)> = 4z7% + 36G4z 2 + 60Gg + ...,
Qp(z) = 60G4z72 + 0 +

Zusammengefasst folgt
0'(z)? —4p(z)° + g2p(z) = —140Gs +... = —g3 +... fiirallez € Uy(0).

Das bedeutet, dass die Funktion (p’)? — 4p® + ¢29 € K(A) in z = 0 eine hebbare Singularitat
hat und den Wert —g3 annimmt. Sie lédsst sich daher holomorph auf ganz C fortsetzen. Nach
dem ersten Liouville’schen Satz 3.13 gilt daher in K(A) die Identitat

()2 — 49 + 920 = —g3,
womit wir den Satz gezeigt haben. O

Korollar 3.28. Sei w3 := w + wy, und sei weiter ej := p(%)fur] € {1,2,3}. Dann gilt in K(A)
die Gleichung

(9')? =4(p—e1)(p —e2)(p — e3).
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Beweis. Weil o' ungerade und wj-periodisch fiir j € {1,2,3} ist, gilt
—0'(F) =¢'(-51) = ¢(F) =0 firallej € {1,2,3}.

Nach Satz 3.27 sind also ey, e, e3 Nullstellen des kubischen Polynoms 4X3 — 29X —g3 € C[X].
Das Korollar folgt, wenn wir zeigen kdnnen, dass ey, e, e3 paarweise verschieden sind.

Fiir ein beliebiges j € {1,2,3} gilt nach dem obigen

wj wj
p(j) —ej=0 und p’(i) =0.
Die Funktion p — ¢; hat also in % eine Nullstelle mindestens zweiter Ordnung. Fiir p haben
wir somit

ej—ord(p;%) >2 furalleje {1,2,3}

gezeigt. Nehmen wir nun an, es gilte ¢; = ¢, fiir ein Paar (i,j) mit i # j. Dann folgte sofort
e;-ord(p; %) >2 und e-ord(p; L) > 2.

Andererseits sind nach Voraussetzung %' und % modulo A verschieden, so dass wir ord(p) >
4 erhielten, was im Widerspruch zu Proposition 3.25 steht. O

3.4 Der Struktursatz

Die Weierstrai’sche p-Funktion und ihre Ableitung e’ sind unsere ersten nichttrivialen Bei-
spiele fiir elliptische Funktionen. Wie wir in diesem Abschnitt einsehen wollen, spielen sie
eine zentrale Rolle bei der Klassifikation derselben. Da die entsprechenden Resultate korper-
theoretisch formuliert sind, wollen wir uns zunéchst ein paar algebraische Grundbegriffe in
Erinnerung rufen.

Sei (K, +, -) ein Korper. Eine Teilmenge k C K, fiir die (k, +) eine Untergruppe von (K, +) ist
und (k \ {0}, -) eine Untergruppe von (K \ {0}, -), trigt ausgestattet mit der eingeschrankten
Addition und der eingeschrankten Multiplikation selbst wieder die Struktur eines Korpers.
Man nennt eine solche Teilmenge einen Teilkorper von K und K/k eine Korpererweiterung.
Offensichtlich kann man K zusammen mit der Skalarmultiplikation

kxK — K
(Aa) — A-a

als einen k-Vektorraum auffassen. Man nennt [K : k] := dimy(K) den Kérpergrad von K/ k.

Beispiel 3.29. (a) C/R ist Korpererweiterung vom Grad [C : R] = 2, denn {1, i} ist eine R-Basis
von C.

(b) R/Q ist Korpererweiterung vom Grad [R : Q] = oo, denn 7t € R ist transzendent.
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(c) K(A)/C ist Korpererweiterung vom Grad [K(A) : €] = oo, denn alle Potenzen o" mit n € IN
sind C-linear unabhingig.

Seien (K, 4+, -x) und (K’, + g/, -x/) Korper mit Nullelementen Ox bzw. O und Einselementen
1k bzw. 1g/. Eine Abbildung ¢ : K — K’ heifit ein Korperhomomorphismus, wenn sie fiir alle
a,b € K die Rechenregeln

(i) ¢(a+kb) = ¢(a) +1<f§0(b)
(ii) ¢(a-x ) (a) ¢(b),
(iif) ¢(1x) =

erfiillt. Ein Kérperhomomorphismus ¢ : K — K’ ist stets injektiv,
denn: Wir miissen zeigen, dass fiir je zwei a,b € K aus ¢(a) = ¢(b) stets a = b folgt. Zunichst
gilt
9(0k) = (0 +x 0x) £ 9(0x) +x 9(0k)
und also ¢(0x) = Og:. Daraus folgt fiir ein beliebiges a € K

)

@(a) +x ¢(—a) = ¢(a+k (—a)) = ¢(0k) = O

und somit ¢(—a) = —¢(a). Fiir beliebige a,b € K wenden wir dies an zu
¢(a) = ¢(b) == ¢(a) —x ¢(b) = O
> ¢(a) +x ¢(=b) = Og
& platx (b)) = 0
< ¢(a—xb) =0g.

Es langt fiir unsere Behauptung also ¢~ !({0x'}) = {0k} zu zeigen.
Sei dafiira € K\ {0 }. Dann gibt es ein Elementa~! € K~ {Ox} mita-xa ! =a~!

Fiir dieses gilt

‘Ka = 1[(.62

(1ii)

oa!) w o(@) L pla xa) = p(1x) L 1.

Es folgt wie verlangt, dass ¢(a) in der multiplikativen Gruppe K’ \ {Og/} von K’ liegt und
somit nicht gleich O sein kann. #

Ein bijektiver Kérperhomomorphismus heifst ein Korperisomorphismus. Wie gerade gezeigt,
langt es hierfiir die Surjektivitdt zu tiberpriifen.

Definition 3.30. Der Teilkorper®

Ki(A):={f €K(A) | f(z) = f(—=z) fiirallez € C} C K(A)

heifit der Kérper der geraden elliptischen Funktionen.

62 An dieser Stelle geht ein, dass K ein Kérper ist. Dass K’ ein Kérper und nicht nur ein Ring ist, geht nicht in den
Beweis ein. Allgemeiner gilt also, dass ein Homomorphismus ¢ : R — R’ von Ringen mit Eins injektiv ist, wenn R
sogar ein Korper ist.

%3Dass K+ (A) tatsachlich ein Korper ist, ist eine leichte Ubungsaufgabe.
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Lemma 3.31. Sei f € K;(A) mit S(f) = f~1({c0}) C A. Dann ist f ein Polynom in .

Beweis. Sei ohne Einschrankung f nicht konstant. Dann ist nach dem ersten Liouville’schen
Satz 3.13 die Menge S(f) nicht leer; es gibt also ein wy € S(f). Wegen der Voraussetzung
S(f) C Aliegt dieses insbesondere in A, und wegen der A-Periodizitit von f gilt sogar S(f) 2
A. Zusammengefasst erhalten wir S(f) = A.

Da f gerade ist, hat f in z = 0 einen Pol von Ordnung 2n fiir ein geeignetes n € IN-. Die
Laurententwicklung von f um z = 0 ist also von der Form

f(z) =a2,z "+ Y ay2z% fiirallez € Uy(0)

v>—n

mita_p, € C~ {0} und ay, € C fiir alle v > —n. Andererseits kennen wir aus Proposition 3.26
die Laurententwicklung von o und somit auch diejenige von ¢" € Ky (A) in z = 0. Offenbar
liegt fiir die Funktion

g:=f—a-2p" € Ki(A)

die Polstellenmenge S(g) wieder in A, und es gilt co-ord(g;0) < 2n. Nun verfahren wir mit
g genauso wie zuvor mit f und fahren induktiv fort. In endlich vielen Schritten erhalten wir
ein Polynom P € C[X], fiir das die Funktion f — P(p) in z = 0 eine hebbare Singularitit hat
und dort den Wert Null annimmt. Wegen der Elliptizitit von f und p ist dann f — P(p) eine
ganze, elliptische Funktion, also konstant Null nach dem ersten Liouville’schen Satz 3.13. Es
folgt f = P(p) und somit das Lemma. O

Lemma 3.32. Die Abbildung

fex) s K(A),
Plp e pe)

ist ein Korperisomorphismus.

Beweis. Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert,

denn: Das Bild von ¢ liegt wegen der Elliptizitit und der Geradheit von p tatsdchlich in K (A),
wenn wir ausschliefen konnen, dass der Nenner Q € C[X] \ {0} einer rationalen Funktion aus
C(X) von ¢ auf die Nullabbildung geschickt wird. Es ist klar, dass dies nicht geschehen kann,
wenn Q ein konstantes Polynom ist. Fiir deg(Q) > 1 ist Q(p) nicht konstant Null, weil Q(p)
in z = 0 wegen oo-ord(p; 0) = 2 eine Polstelle der Ordnung 2 deg(Q) hat. #

Das Einsetzen eines C-Algebrenelements in C(X) ist ein Kérperhomomorphismus, wie man
entweder leicht nachrechnet oder aus der Linearen Algebra weifs. Nach unseren Vorbemer-
kungen gentigt es also fiir den Beweis des Lemmas die Surjektivitidt von ¢, also C(p) :=
¢(C(X)) = K4 (A) zu zeigen. Da wir schon eingesehen haben, dass C(p) C K, (A) gilt, geniigt
es sogar C(p) O Ky (A) zu zeigen.

Sei also f € K4 (A) \C, und sei zg ¢ A eine Polstelle der Ordnung n > 1 von f. Wegen
0-ord((p(z) — ©(20))";2z0) > n hat dann
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in z = zp eine hebbare Singularitit. Die Polstellenmenge Sj(f) von f modulo A ist endlich,

und die Funktion d(f;s)
00-OT' ;5
G =f=) I (o)-p))
sESA(FINA

hat hochstens Pole in A. Da G nach Konstruktion in K (A) liegt, folgt die Behauptung mit
Lemma 3.31. ]

Lemma 3.33. Es gilt [K(A) : Ky (A)] =2, und {1, '} ist eine Basis von K(A) /K4 (A).

Beweis. Mit f(z) € K(A) ist auch f(—z) elliptisch beztiglich A. Setzen wir

fi(z):= f(z)jzzf(—z) fiiralle z € C,

soist fi € K(A) gerade und f_ € K(A) ungerade. Es gilt dann

f=f+f :f++p/§, € K (A)+ " Ki(A).

Wir haben hiermit gezeigt, dass {1, ¢’} ein Erzeugendensystem des K (A)-Vektorraums K(A)
ist. Die Behauptung folgt, weil K (A) nach Proposition 3.24 ein echter Teilkorper von K(A)
ist. [

Fassen wir die obigen Lemmata zusammen, so erhalten wir eine prézise Beschreibung des Kor-
pers K(A).

Satz 3.34 (Struktursatz fiir elliptische Funktionen). Es gilt

K(A) =C(p) @ C(p) ¢'.

3.5 Das Abel’sche Theorem fiir Tori

Ziel dieses Abschnitts ist es zu beschreiben, welche Cousin-Verteilungen auf dem Torus C/A
16sbar sind. Ein wichtiges Hilfsmittel wird dabei die Weierstrafs’sche o-Funktion sein, die wir
nun einfithren wollen.

Lemma 3.35. Das unendliche Produkt

z- ] (1—%) exp(z+§(i)2)

weA{0} w w

konvergiert unbedingt auf ganz C und stellt dort eine holomorphe Funktion, WeierstrafS’sche c-Funk-
tion genannt, dar. Es gilt
1 fiirallez € A,

0-ord(c;z) =
(:2) {0 fiirallez € C\ A.
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Beweis. Zur Konstruktion der Funktion ¢ bestimmen wir mithilfe des Weierstraf3’schen Pro-
duktsatzes 2.26 die Losung der Nullstellenverteilung {1} ¢ A~{0}- Wir machen dabei den An-

satz o
- PDJ
[T (1= 2)emo,

weAN{0}

wobei die Polynome P, (z) wie in der Bemerkung nach Proposition 2.29 durch Abbrechen der
Reihe

Z % =)" firalle z € U, (0)

erhalten werden. Analog zum dortigen Beispiel (b) zeigt man, dass auf einem beliebigen Kom-
paktum K C C die Abschédtzung

}(1_5)3%%(%)2_1 <C.—

mit einer nur von K abhédngigen Konstanten C € C gilt. Mit Lemma 3.21 folgt die absolute
Konvergenz von

y <(1 _EyeEth @R 1>
weAN{0} w

auf Kompakta und mit Satz 2.25 die behauptete unbedingte Konvergenz und die Holomorphie
des unendlichen Produkts. Die Aussage tiber die Nullstellen ist klar. O

AN
Lemma 3.36. (‘;) (z) = —p(z) fiirallez € C.

Beweis. Die Funktion ( %) hat nach Lemma 3.35 in z = 0 eine hebbare Singularitdt und ist somit
ganz. Schreibt man sie w1e in der Definition der o-Funktion als Produkt, so sind fiir z € U, (0)
mit

0:=min{|w| | w € AN{0}}
alle Faktoren ungleich Null. Nach Satz 2.22 gibt es daher ein von z abhédngiges m(z) € Z mit

Logaiz) = 2mim(z) + Z Log((1— —)exp( %(§>2))
weh e fiir alle z € U, (0).%*
=2mim(z) + }_ Log 1—f)+ +§(5)2

ISVAN
Diese Reihe ist auf Kompakta K C U,(0) gleichmifig absolut konvergent,
denn: Die Logarithmusfunktion hat die Taylorreihenentwicklung

Log(1— — Z n fir alle z € U,(0).

%4In einer kleinen Umgebung der 1 diirfen wir die Logarithmusrechenregeln des zweiten Schritts anwenden.
Indem wir sonst ¢ noch kleiner wihlen, kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass wir uns in einer solchen
kleinen Umgebung befinden.
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3

Wir erhalten so
fir alle z € U,(0).

5
w

<lal =15

z z 1 z

S

1
=1L Q)

Wenn wir berticksichtigen, dass fiir hinreichend grofles |w| die Abschédtzung 1 —

\Z]> gilt,

so folgt
2l < Ck- L furallez € K, |w| >0
[w]?

mit einer nur von K abhéngigen reellen Konstanten Ck. Die Behauptung folgt mit Lemma 3.21
#

und dem Majorantenkriterium.
Betrachten wir nun die Zuordnung

. oz ( 1 2 .. .
z +— 2mim(z) = Log ——= Z Log(1— —) + + - ( )= fiir z € Uy(0).
z weAN 2w

Da die rechte Seite in z stetig ist, ist m(z) auf U, (0) konstant

Gliedweises Ableiten ergibt daher

p) U'Z) !/ 1
(%) _ DY oy e 12 g '
- <Log . ) _w§\<1 34_ + firalle z € U,(0)
und also
/ d'(z)z—0(z)
U(Z)_lz_z< > fiir alle z € U,(0).

o(z) z £ =
O

Nach dem Identitidtssatz gilt diese Gleichung nicht nur auf U, (0) sondern auf ganz C \. A. Das
Lemma folgt nach nochmaligem Ableiten.
Lemma 3.37. Fiir ein beliebiges wy € A gilt
(z+wp) = exp(awyz + bw,) 0(2z) fiirallez € C
wobei Ay, b, € C von wy abhingige Konstanten sind
Beweis. Da die Nullstellen samt Nullstellenordnungen von ¢(z) und o(z + wy) gleich sind, ist

o(z+ wo)
o(z)

die Funktion
ganz und nullstellenfrei. Da C ein Elementargebiet ist, gibt es dann eine ganze Funktion h €

O(C) mit
7(z+ wo) =¢"? firallez € C. (3.1)

o(2)
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Das Lemma folgt offensichtlich, wenn wir zeigen konnen, dass fiir alle z € C \ A die zweite
Ableitung h"(z) verschwindet.
Aus (3.1) folgt

o (z+wp) = o' (2) "®) +o(2) W (z) e"? fiirallez € C

und also

po dz4wy)e ™) —o'(z2)  d(z+wy) (z) .
W (z) = Og(z) = (7(z+w§) e furallez € C\ A.

Das Lemma folgt nun, wenn wir zeigen koénnen, dass h'(z) auf C \. A konstant ist, dass also

o\’ o\’
<> (z+wp) = <0> (z) furalleze CNA

o

gilt. Dies soll fiir alle moglichen Wahlen von wy wahr sein. Das Lemma folgt also, wenn wir

zeigen konnen, dass (%/)/ elliptisch beziiglich A ist. Das haben wir aber schon in Lemma 3.36
bewiesen. 0

Satz 3.38 (Abel’sches Theorem fiir Tori). Eine Null- und Polstellenverteilung ({us}ses,, {1t }ier,)
auf C/ A hat genau dann eine Losung, wenn die folgenden Bedingungen gelten.

(@) Sa und Ty sind disjunkte endliche Mengen.

(b) ZseSA Us = ZteTA Ut.
(©) Yses, Us 8 = Yyer, Ut - tals Gleichung in C/A.

Beweis. Wie wir in Bemerkung 3.19 schon festgestellt haben, ist die notwendige Richtung des
Satzes gerade der vierte Liouville’sche Satz 3.18. Es langt also die hinreichende Richtung zu
zeigen.

Wir nehmen nun an, die Bedingungen (a) - (c) des Satzes gelten und konstruieren eine ellip-
tische Funktion f € K(A), deren Null- bzw. Polstellenmenge modulo A mit Vielfachheiten
gerade durch Ty bzw. S5 gegeben ist.

Nach Voraussetzung (a) sind Tp und S, disjunkt und jeweils endlich, und nach Vorausset-
zung (b) sind sie mit Vielfachheiten gerechnet gleichméchtig. Seien {t1,...,t,} und {s1,...,s,}
Vertretersysteme von Tp bzw. S, die diese Vielfachheiten beriicksichtigen. Da die leere Null-
und Polstellenverteilung trivialerweise 1osbar ist, konnen wir dabei ohne Einschrankung n > 1
annehmen.

Nach Voraussetzung (c) liegt

im Gitter A. Setzen wir nun
o(z—t +wo) - TTip o(z — ;)
Mooz —3)

furallez € C,

flz) =
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so ist f nach Lemma 3.35 auf ganz C meromorph und hat das gewiinschte Null- und Polstel-
lenverhalten.

Es bleibt zu zeigen, dass f tatsdchlich eine elliptische Funktion ist. Mit Lemma 3.37 gilt fiir ein
beliebiges w € A

o(z—t+wotw) Jl,0(z4+w—t)

flz+w) = Moz +w—s)
B exp(aw(z — t1 + wo) + bo) - TTi; exp(aw(z — t}) + bw) @)
N [T exp(aw(z —s;) + bw) flz
= exp(auwo) exp(aw (=} tj+}_51) - f(2)
=1 j=1
= f(2),
was zu zeigen war. O

3.6 Tori als algebraische Kurven (x)

Wir haben in Abschnitt 3.1 die Periodentori als Riemann’sche Flachen kennengelernt. Fiir die
Zahlentheorie von grofler Bedeutung ist nun, dass sie auch die Struktur einer algebraischen
Kurve tragen. Diese werden wir in diesem Abschnitt mithilfe der Weierstrafy’schen g-Funktion
einfiihren.

Definition 3.39. Eine Teilmenge C = Cp C 2 heifSt eine ebene affine Kurve, wenn es ein nichtkon-
stantes Polynom P € C[X1, Xy| in zwei Variablen gibt mit

C = {(z1,22) € C* | P(z1,22) = 0}.
Diese Begriffsbildung soll ein wenig niher erldutert werden.

m ,ebene” bezieht sich darauf, dass C im zweidimensionalen komplexen Raum C? liegt,
» ,affine” sagen wir, weil (2 die affine Ebene iiber den Korper C der komplexen Zahlen ist,
» ,Kurve” bezieht sich darauf, dass C komplex eindimensional ist.

Beispiel 3.40. Seien go, g3 € C beliebig. Dann ist durch das Polynom
Paygs (X1, X2) = X3 — 4X7 + g2X1 + &3

ein Beispiel einer ebenen affinen Kurve C(g», g3) gegeben. Zur Veranschaulichung ist es von Vorteil,
fiir die Koeffizienten g, und g3 reelle Zahlen einzusetzen und nur den ,reellen Anteil”

C(82,83) NR* = {(x1,x2) € R* | x5 = 4x] — gox1 — &3}
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zu betrachten.® Im Spezialfall g = 4 und g3 = 0 erhalten wir so etwa das folgende Bild.

Abbildung 3.5: Das linke Schaubild zeigt x, = 4x3 — 4x;, das rechte x3 = 4x3 — 4x;.

Wir nehmen nun an, es gebe ein Gitter A C C mit ¢» = ¢2(A) und g3 = g3(A).%® Aus der
Differentialgleichung 3.27 der zugehorigen Weierstrafs’schen Funktion p = o, folgt dann

(p(z),9'(z)) € C(g2,83) fiirallez € C\A.
Satz 3.41. In der soeben eingefiihrten Situation ist die Zuordnung

C/ANA[0]} — C(82,83),
[z = (9(2), ' (2))
bijektiv.
Beweis. Wir zeigen zundchst die Surjektivitit. Sei dafiir (z1,z2) € C(g2, g3) beliebig. Da p nach

Proposition 3.25 von Ordnung 2 > 0 ist und Pole nur in den Gitterpunkten hat, gibt es ein
z € C~ A mit p(z) = z;. Mit der Differentialgleichung 3.27 folgt dann ©'(z) € {£z} und

somit
(21,22) € {(9(2), £¢'(2)) } = {(0(+2), ¢'(+2)) }
und somit die Surjektivitat.

Zum Beweis der Injektivitdt betrachten wir zwei Punkte z,w € C \ A mit

p(z) = p(w) und ¢'(z) = p'(w).

Dann gilt
z=wmod (A) oder z=-—wmod (A),

65Es gilt jedoch zu beachten, dass der reelle Anteil einer ebenen affinen Kurve nur einen Ausschnitt zeigt. Im
Allgemeinen kann dieser sogar leer sein, wie das Beispiel P(X1, X2) = X3 + X3 + 1 zeigt.

%In Abschnitt 4.9 werden wir sehen, dass dies genau dann der Fall ist, wenn g5 — 27¢3 # 0 gilt. Letzterer
Ausdruck ist die Diskriminante des Polynoms dritten Grades, das durch die rechte Seite der Differentialgleichung
3.27 der p-Funktion gegeben ist.
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denn: Nach Proposition 3.25 hat die Funktion z — @(z) — p(w) fiir festes w Ordnung 2, hat also

insbesondere genau zwei Nullstellen modulo A. Die Behauptung folgt, daz = wund z = —w
offenbar Nullstellen sind.®” #
Im Fall z = w ist nichts zu zeigen. Nehmen wir also an, es gelte z = —w. Wegen ¢’ (z) = ¢’ (w)

und der Ungeradheit von ¢’ muss dann ¢’ (z) = 0 gelten. Hieraus folgt schon 2z € A,

denn: Im Beweis von Proposition 3.24 haben wir gesehen, dass g’ auflerhalb der Gitterpunkte
eine holomorphe Funktion darstellt. Die Pole von g’ in den Gitterpunkten sind von Ordnung 3,
da die von p Ordnung 2 haben. Insgesamt haben wir also ord (') = 3. Andererseits kennen wir
aus dem Beweis von Korollar 3.28 bereits drei modulo A paarweise verschiedene Nullstellen
von @, die alle die geforderte Bedingung erfiillen. #

Es folgt nun —w = z = —z mod (A), und somit die Injektivitit. O

Diese Situation ist noch nicht vollkommen befriedigend, da der Kurve C(g», g3) der Punkt [0]
des Torus fehlt. Um dies zu verbessern konstruieren wir nun den so genannten projektiven
Abschluss der Kurve. Dafiir miissen wir ein wenig ausholen.

Sei n € IN. Dann definiert offensichtlich
(20, -+, 2zn) ~ (wo, ..., wy) <= esgibteint € C~ {0} mit (zo,...,z,) = (twy,...,twy)

eine Aquivalenzrelation auf C" ! \ {0}. Die Aquivalenzklasse eines Punktes (z, ..., z,) unter

dieser Relation bezeichnen wir mit [zp : ... : z,]. Die Menge solcher Aquivalenzklassen nennen
wir den n-dimensionalen projektiven Raum P"(C) tiber dem Korper C der komplexen Zah-
len.%® Schreiben wir nun noch A" (C) := {[zp : ... : z4] € P"(C) | z9 # 0}, so gilt offensichtlich

Proposition 3.42.  (a) Die Zuordnung

C" — A"(C),
(z1,-,zn) = [Tzt zy]

ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung

z z
[zo:z1: .. 024 > (1,...,n>.

Zo 20
(b) Die Zuordnung

P 1(C) — P"(C) ~ A"(C),
[zo: .. izp1] = [0:z0: .00t 2y 1]

ist bijektiv.

7Wir haben nie behauptet, diese Nullstellen seien modulo A verschieden: Im Fall w = —w mod (A) liegt
tatséchlich eine doppelte Nullstelle vor.
% Anschaulich ist P"(C) die Menge der eindimensionalen Untervektorraume von C"+1.
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Die Proposition rechtfertigt die Sichtweise von P"(C) als einer disjunkten Vereinigung von
A"(C), dem endlichen Teil, und einer Kopie von P"~1(C), dem unendlich fernen Teil.

Beispiel 3.43. (a) Im Fall n = 0 besteht der projektive Raum

PO(C) = {[z] | z # 0} = {[1]}

offenbar aus nur einem einzigen Punkt.

(b) Im Fall n = 1 ist nach Teil (a) der Proposition der endliche Teil der projektiven Geraden P(C)
bijektiv auf die komplexen Zahlen C abbildbar. Der unendlich ferne Teil P(C) \ C ist in Bijektion
zu PO(C) und ist somit einelementig. Es gibt also eine Bijektion von Mengen®

P}(C) — C,

20 : z1] = {2 filrzo 70,

oo fiirzg = 0.

Ein Polynom P € C[Xy, ..., X,] heit homogen vom Grad d € N, wenn
P(tzo, ..., tzy) =t P(zo,...,2,) fiiralle(z,...,z,) € C""'undallet € C

gilt. Offensichtlich ist fiir ein homogenes Polynom mit jeder Nullstelle (z, . ..,z,) und jedem
t € Cauch (tzo,...,tz,) eine Nullstelle. Dies sichert die Wohldefiniertheit der Punktemenge

{[z0:...:24] € P"(C) | P(zo,...,24) = O}.

Definition 3.44. Eine Teilmenge C = Cp C P?(C) heifit eine ebene projektive Kurve, wenn es ein
nichtkonstantes homogenes Polynom P € C[X,Y, Z] in drei Variablen gibt mit

C = {[Z() 2 222] € IPZ(C) | p(Zo,Zl,Zz) = 0}

Sei nun
P(Xl,Xz) = Z llel,eZX?X? € C[Xl,Xz]

€1,€2

ein nichtkonstantes Polynom, und sei d := max{e; + € | e, ., 7 0}. Dann ist

P(Xo, X1,X2) = Y e, Xi TT2XIXD? € C[Xo, X1, Xo]

€1,€2
ein homogenes Polynom vom Grad d und heifst die Homogenisierung von P.

Proposition 3.45. Sei P € C[Xy, Xz] ein nichtkonstantes Polynom und b e C[Xo, X1, Xp] seine
Homogenisierung.

%Wir kénnen uns P! (C) tiber diese Identifikation mit der Topologie von C ausgestattet vorstellen.
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(a) Unter der Abbildung

C* — A%(C),
(Zl,Zz) g [1 12 222]

aus Teil (a) von Proposition 3.42 wird die ebene affine Kurve Cp bijektiv auf den Durchschnitt
Cp N A2(C) der ebenen projektiven Kurve Cp mit dem endlichen Teil des projektiven Raums

abgebildet.
(b) Der Durchschnitt von Cp mit dem unendlich fernen Teil von P%(C) besteht aus nur endlich vielen
Punkten.
Beweis. Klar, dass Teil (a) gilt. Behauptung (b) ist eine Ubung. O

Proposition 3.45 rechtfertigt, die ebene projektive Kurve C; den projektiven Abschluss der ebe-
nen affinen Kurve Cp zu nennen.””

Beispiel 3.46. Seien wieder g»,¢3 € C beliebig. Die Homogenisierung von Py, o, ist dann durch
Po,s (X0, X1, Xo) = XoX3 —4X7 + 2 X3X1 + g3X5 € C[Xo, X1, Xo

gegeben. Die unendlich fernen Punkte auf C(g2,g3) := C sind

Perss
C(82,83) N{[0:21: 22] € P*(C)} = {[0: 21 : 22] € P*(C) | —423 = 0} = {[0:0: 1]}

Dies ist der fehlende Punkt, den wir gesucht haben.

Satz 3.47. Die Zuordnung

C/A— C(g2,8),
. - ii
o 0@ @) fir £ ),
[0:0:1] fiir [z] = [0]
ist bijektiv. Man nennt ihr Bild C (g, g3) auch die zum Gitter A gehirige elliptische Kurve.

Vermittels dieser Identifikation konnen wir eine interessante Aussage iiber die p-Funktion be-
weisen, das Additionstheorem 3.51.7! Bevor wir das tun, fithren wir noch einen weiteren Begriff
ein.

79Das Polynom P ist durch die ebene affine Kurve C nicht eindeutig bestimmt: Etwa definieren P und P? die
selbe Kurve. Dennoch kann man zeigen, dass C nur von C und nicht von der Wahl von P abhingt. Der projektive
Abschluss ist somit eindeutig. Versieht man P"(C) mit der Quotiententopologie beziiglich C"*! \ {0}, so ist C
gerade der topologische Abschluss von C. Da P"(C) als topologischer Raum kompakt ist, gilt dasselbe auch fiir C.
Wir konnen C als die natiirliche Kompaktifizierung von C betrachten.

7IMan kann das Additionstheorem auch direkt beweisen. Dies erfordert jedoch langwierige Rechnungen und ist
wenig instruktiv.
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Definition 3.48. Eine Teilmenge ¢ C P?(C) heifst eine Gerade,”* wenn es zwei verschiedene Punkte
[z0 : 21 : 2], [wo : w1 : wy] € P%(C) gibt mit

§={Pyu=Alzo:z1:22] + plwo : wy :wa] | (A, ) € C2{(0,0)}}.

Offensichtlich ist fiir jede solche Gerade g die Zuordnung

IPl((D) — g,
[)\, ]/l] = P)\,y

eine Bijektion.

Wir iibertragen nun die aus Bemerkung 3.3 bekannte Gruppenstruktur des Torus C/A
vermoge der Bijektion aus Satz 3.47 auf die elliptische Kurve C( 92,93); auf diese Weise wird
die Bijektion zu einem Gruppenisomorphismus. Wir schreiben die Gruppenverkntipfung auf
C( Q2,93) wieder als Addition.

Satz 3.49. Erfiillen drei Punkte P,Q,R € C(g2,g3) die Gleichung P+ Q + R = 0, so liegen sie auf
einer Geraden in P?(C).

Beweis. Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen, die drei Punkte seien paarweise verschie-
den und allesamt nicht 0; die anderen Fille sind trivial.

P, Q und R liegen auf der elliptischen Kurve C( 22,83)- Deshalb und aufgrund der Definition
der Gruppenverkniipfung dort gibtes z, w € C \ A mit

P=[1:p(z):¢'(z), Q=[1:p(w):¢(w), R=[1:p(-(z+w)): ¢ (-(z+w))].

Drei Punke in P?(C) liegen genau dann auf einer Geraden, wenn die ihnen zugehérigen ein-
dimensionalen Untervektorraume von C? in einer gemeinsamen Ebene liegen, wenn also die
zugehorigen Richtungsvektoren linear abhéngig sind. Ubersetzt in unsere gegebene Situation
bedeutet dies, dass P, Q, R genau dann auf einer Geraden in IPZ((D) liegen, wenn

1 pz4w) —p'(z4+w)
det|[1 p(w) o' (w) =0 (3.2)
1 p(2) ©'(2)

gilt. Zum Beweis von (3.2) wihlen wir nun zwei feste Punkte u,v € C \ A mit p(u) # p(v)”
und betrachten die elliptische Funktion

1 p(z) ¢(2)
f(z) :=det |1 p(u) ¢'(u)
1 p(v) ¢'(v)

72 Anschaulich ist die projektive Gerade durch zwei Punkte von P?(C) also die Menge aller eindimensionalen
Unterrdume von C2, die in der Ebene liegen, die von den diesen Punkten entsprechenden eindimensionalen Unter-
vektorraumen aufgespannt wird. Offensichtlich liegen so je zwei verschiedene Punkte aus P2(C) auf genau einer
Geraden. In der Sprache der axiomatischen Geometrie ist dies das erste Inzidenzaxiom. Es ist wenig tiberraschend
und leicht zu iiberpriifen, dass IP?(C) tatsichlich alle Axiome einer Inzidenzebene erfiillt.

73Letztere Voraussetzung diirfen wir stellen, weil im Falle p(u) = ©(v) mit der Geradheit von g sofort u =
+v mod (A) folgte. Es gilte also # = v mod (A) oder u + v € A. Beide Fille hatten wir bereits zu Beginn des
Beweises ohne Einschrankung ausgeschlossen.
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Diese ist von der Form ¢ + c29(z) + ¢3¢’ (z) mit Konstanten c1, ¢z, c3 € C, wobei nach Voraus-
setzung ¢3 = p(v) — p(u) # 0 gilt. Es folgt, dass f in den Gitterpunkten Pole dritter Ordnung
hat und ansonsten holomorph ist. Nach dem 3. Liouville’schen Satz 3.17 hat f modulo A also
auch drei Nullstellen. Offensichtlich sind zwei davon z = u und z = v. Nach dem Abel’schen
Theorem 3.38 liegt die dritte Nullstelle bei z = —(u + v), was zu zeigen war. O

Bemerkung 3.50. Nach dem Satz von BEZOUT’* schneiden sich zwei ebene projektive Kurven Cy
und Cy ohne gemeinsame Komponenten”™ in P?(C) in degCy - deg C, vielen Punkten, wenn man
Beriihrpunkte mit einer geeigneten Vielfachheit rechnet. Der Grad deg C einer ebenen projektiven Kur-
ve C ist dabei der Grad des definierenden Polynoms, also im Fall einer Geraden 1 und im Fall einer
elliptischen Kurve 3. Da auch die Umkehrung von Satz 3.49 gilt, sich die Punkte im Schnitt einer ellip-
tischen Kurve und einer Gerade also stets zu 0 addieren, ist durch diese Eigenschaft ein Gruppengesetz
auf einer elliptischen Kurve bereits beschrieben: Zwei Punkte P, Q auf einer elliptischen Kurve werden
addiert, indem man eine Gerade durch sie legt und deren dritten Schnittpunkt mit der elliptischen Kurve
an der Xi-Achse spiegelt. In der Tat ist der dritte Punkt auf der Geraden durch P und Q gerade durch
—(P + Q) gegeben, und der Spiegelpunkt P + Q ist gerade der dritte Schnittpunkt der Geraden durch
—(P + Q) und 0 mit der elliptischen Kurve.

X9

[ X1
P \P+Q

Satz 3.51 (Additionstheorem der p-Funktion). (a) Sind z,w € C komplexe Zahlen mit z, w, z +
w,z—w & A, so gilt

/ o 2
plztw) =2 (@”W")) () — plw).

(b) Istz € Cmit2z ¢ A, so gilt

(p(2)* + 182)* +2839(2)
49°(2) = g20(2) — 83

wobei gp und g3 die WeierstrafSkonstanten von A sind.

p(2z) =

Beweis. Nach Voraussetzung sind

Pi=[1:p(z): ¢'(2)], Q:=[:pw): o (w)], R:=[:p(z+w):—p(z+w)

74Etienne Bézout (1730-1783)
75Eine Komponente einer projektiven Kurve entspricht einem irreduziblen homogenen Faktor des zugehorigen
Polynoms.
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drei verschiedene Punkte aus dem endlichen Teil von C( 92,93), die P+ Q + R = 0 erfiillen.
Nach Satz 3.49 liegen sie also auf einer Geraden in P?(C). Betrachten wir die Situation nun
nach Anwendung der Identifikation von A?(C) mit C? aus Teil (a) von Proposition 3.42. Dann
liegen die drei Punkte

auf der Geraden

in C2. Da sie andererseits nach Konstruktion Lésungen der Differentialgleichung 3.27 von g
sind, folgt, dass p(z), p(w), p(z + w) Nullstellen des kubischen Polynoms

4X3 — g X1 — g3 — (mXy +b)?

sind. Da sie nach Voraussetzung paarweise verschieden sind, gibt es keine weiteren Nullstellen
mebhr. Es gilt also

4X7 —m?XT — (g2 +2mb) Xy — (g3 +b%) = 4(X1 — p(2)) (X1 — p(w)) (X1 = p(z +w)),
und durch Koeffizientenvergleich bei den quadratischen Termen erhalten wir

m>

p(2) + p(w) + oz +w) = -

Das ist gerade das zu beweisende Additionstheorem (a).

Zum Beweis von Teil (b) halten wir in der Formel von Teil (a) die Variable w fest und fiithren
den Grenziibergang z — w durch. Aus den Entwicklungen (vgl. Proposition 3.26)

o' (z) — ' (w) = p"(w)(z — w) + hdhere Potenzen von (z — w),
o(z) — p(w) = p'(w)(z — w) + hohere Potenzen von (z — w)

folgt

Wir erhalten so

o2 = - (2E) 20

Die Behauptung folgt, wenn wir ' mit der Differentialgleichung 3.27 von p und p” mit der
Folgerung 2¢" = 12p* — ¢, daraus ersetzen. O
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1. Beweisen Sie Bemerkung 3.2.

Aufgabe 3.2. Wir konnen den fiir die Theorie der kompakten Riemann’schen Flichen zentralen Satz
von Riemann-ROCH’® anhand von Periodentori und der Riemann'schen Zahlenkugel C erliutern.

Sei im Folgenden X eine kompakte Riemann’sche Fliiche. Die Menge
D(X):={D: X — Z| D(x) = 0 fiir alle bis auf endlich viele x € X}

zusammen mit der punktweisen Addition von Abbildungen X — Z bildet eine abelsche Gruppe, deren
Elemente Divisoren heiffen. Der Gruppenhomomorphismus

deg: D(X) — Z, Dw— Y, .cxD(x),

ordnet jedem Divisor D € D(X) seinen Grad deg(D) zu. Wegen der Kompaktheit von X ist die Summe
endlich und der Grad eines Divisors somit wohldefiniert. Zu einem beliebigen Divisor D € D(X) ist
offensichtlich

L(D) := {f € M(X) {0} | co-ord(f; x) — 0-ord(f;x) < D(x) fiirallex € X} U {0}

ein C-Vektorraum. Die Frage nach seiner Dimension nennt man das Riemann-Roch-Problem. Eine
teilweise Antwort darauf liefert der Satz von Riemann-Roch mit der Formel

dim@ ,C(D) — dim@ ,C(K — D) = deg(D) -9+ 1,

in der g das Geschlecht von X bezeichnet und K € D(X) einen so genannten kanonischen Divisor
auf X. Das Geschlecht einer kompakten Riemann’schen Fliiche fiihren wir in Abschnitt 4.5 ein. Anschau-
lich ist jede kompakte Riemann’sche Fliche X topologisch zu einer Sphiire mit einer gewissen Anzahl von
,Henkeln” dquivalent, und diese Anzahl nennt man das Geschlecht g von X. Speziell gilt ¢ = 0 fiir die
Riemann’sche Zahlenkugel und ¢ = 1 fiir einen beliebigen Periodentorus. Auf die Definition eines kano-
nischen Divisors kann an dieser Stelle nicht eingegangen werden. Es gilt jedoch zu beachten, dass nach
Teil (a) deg(K) = 2¢ — 2 gilt. Auf diese Weise spezialisiert sich der Satz von Riemann-Roch fiir C bzw.
Periodentori auf die in den Teilen (f) und (i) behaupteten Formeln.

(a) Fiir den Nulldivisor D = 0 mit D(x) = 0 fiir alle x € X, gilt dim¢ £(D) = 1.
(b) Fiir D € D(X) mit deg(D) < 0 gilt dim¢ £(D) = 0.
(c) Fiir D € D(X) \ {0} mit deg(D) = 0 folgt aus 0 # f € L(D) bereits
co-ord(f;x) — 0-ord(f;x) = D(x) fiirallex € X.
Fiir D € D(X) mit deg(D) = 0 gilt also dim¢ L(D) € {0,1}.

Hinweis: Betrachten Sie den Grad von f wie in Proposition 1.43.

76Gustav Roch (1839-1866)
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(d) Sein > 0 eine ganze Zahl und xo € X. Ist D von der Form

| n fiir x = xo,
Dlx) = {O fiirx € X N {xo}, )

dann gilt dim¢ £L(D) < n+1.

Hinweis: Wiihlen Sie eine Karte ¢ : U — V um x¢ und betrachte in dieser Karte die Laurent-
entwicklungen der meromorphen Funktionen (¢~ o f): V. — Cmit f € L(D) um ¢(xo).
(e) Fiir D € D(X) mit deg(D) > 0 gilt dim¢ £(D) < oo.

(f) Fiir D € D(C) mit deg(D) > 0 gilt dim¢ £(D) = deg(D) + 1.

Hinweis: Verwenden Sie das Abel’sche Theorem 2.17 auf C. Betrachte zuerst den Fall D(x) > 0

fiir alle x € C. Der allgemeine Fall lisst sich dann wei folgt auf diesen Fall zuriickfiihren. Zu
0 # f € M(C) bezeichne Dy € D(C) den durch

D¢(x) := co-ord(f;x) — 0-ord(f;x) fiirallex € C
gegebenen Divisor. Dann ist
L(D) —>£(D+Df), g f-g,

ein Isomorphismus von C-Vektorriumen.

Sei nun speziell D € D(C/A) fiir ein Gitter A C C.

(g) Sein > 0 eine ganze Zahl und xo € C/ A fiir ein Gitter A C C. Sei D € D(C/ ) von der Form
(%). Bestimme dim¢ L£(D) fiirn € {1,2}.

(h) Sei A C C ein Gitter und D € D(C/A) ~ {0} mit deg(D) = 0. Unter welcher Bedingung an
D ist dimg £(D) = 17

Hinweis: Verwenden Sie Teil (b) und das Abel’sche Theorem 3.38 fiir Tori.

(i) Sei A C C ein Gitter und D € D(C/A) mit deg(D) > 0 und D(x) > O fiir alle x € X.””
Dann gilt dimg¢ £(D) = deg(D).

Hinweis: Verwenden Sie das Abel’sche Theorem 3.38 fiir Tori.

77Die Annahme D(x) > 0 fiir alle x € X ist nicht notwendig, vereinfacht aber den Beweis.



KAPITEL 4

Modulfunktionen und Modulformen

In diesem Kapitel werden wir mit den so genannten Modulkurven eine weitere Klasse Rie-
mann’scher Flichen und meromorpher Funktionen darauf kennenlernen. Ahnlich wie in Ka-
pitel 3 werden wir diese (cum grano salis) als Quotient einer bekannten Riemann’schen Flache
nach einer darauf operierenden Gruppe einfiihren. Anstelle von Quotienten C/A mit einem
via Translationen operierenden Gitter A C C werden wir nun jedoch Quotienten I'\H mit ei-
ner via Mdbiustransformationen operierenden Untergruppe I' C SL,(RR) betrachten. Letzteres
ist deutlich schwieriger; ein Hauptgrund hierfiir ist, dass die von uns betrachteten Untergrup-
pen I' nicht kommutativ sind.

Ab Abschnitt 4.8 16sen wir uns ein wenig aus dem Korsett der bisher studierten Fragestellun-
gen und erweitern die Menge der von uns untersuchten Funktionen: Statt nur meromorphe
Funktionen auf Modulkurven zu betrachten studieren wir in Verallgemeinerung so genannte
Modulformen. Diese spielen aktuell in der analytischen und der algebraischen Zahlentheorie
eine gewichtige Rolle und sollen hier auch vorgestellt werden.

4.1 Klassifikation von Mobiustransformationen

Definition 4.1. Sei G = (G, %) eine Gruppe und S eine Menge. Man sagt dann, G operiere (von links)
auf S,”8 falls es eine Abbildung

JGxS§ = S,
) (g,s) > gos
gibt mit

78Um nicht mit der Verwendung des Wortes ,Operation” ungute Assoziationen zu wecken, werden wir im
Folgenden stets von der Aktion der Gruppe G auf der Menge S sprechen, wenn G auf S operiert.”’

7Umgekehrt klingt es auch nicht besonders schon zu sagen, die Gruppe G ,agiere” auf S. Unsere Notation ist
in diesem Fall also eine zusammengesetzte.

87
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(i) Das neutrale Element eg von G erfiillt eg o s = s fiir alles € S.

(i) Esgilt (gxh)os=go(hos)fiiralleg,h € Gundalles € S.
Weiter nennt man

n G;:={g € G| gos =s} den Stabilisator von s in G,

m Gos:={gos|g e G} die Bahn von s unter G.

Durch t ~ s <= t € Gos ist eine Aquivalenzrelation auf S gegeben, und man hat eine disjunkte
Zerlegqung

S:U(GOS]'),

]

wobei sj ein Vertretersystem der verschiedenen Bahnen durchliuft. Gibt es dabei nur eine Bahn, so nennt
man die Aktion von G auf S auch transitiv.

Aus Funktionentheorie 1 wissen wir, dass die Gruppe
GL,(C) = {M € C**? | det M # 0}
transitiv auf der Riemann’schen Zahlenkugel C operiert. Dies geschieht durch die Zuordnung

GLz(@) X @ — @,
(M, 2) = gum(z) = M(z),

wobei ¢ € M(C) mit M = (ZZ) € GL,(C) die durch

az+b fii C

(pM(Z):{ 7 rEel fiir ¢ — 0,
00 flirz =00
‘C’iig fﬁrzEC\{—% ,

om(z) = ¢ firz = —%, furc #0
% fiirz = o

gegebene MOBIUStransformation®® bezeichnet. Wir wollen nun die Elemente von GL,(C) da-
nach klassifizieren, wie sie auf C operieren.

Der Satz {iber die JORDAN’sche Normalform®! besagt, dass jedes M = (“}) € GL,(C) konju-
giert zu einer der folgenden Matrizen ist

() (}9)mitA € C*,

(i) (3,) mitA € C*,

80Augus’c Ferdinand Mobius (1790-1868)
81Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922)
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(i) (5%)) mit Ay # Ay € €.

In Fall (i) ist hierbei ¢y trivial. In Fall (ii) ist ¢ im Wesentlichen® eine Translation

{z—l—/\1 firz € C,
Z
00 fiir z = oo,

und M heifit parabolisch. In Fall (iii) ist die Transformation im Wesentlichen®? eine Homothetie

i cq, . —_
. {CZ ?rz mitc € C~ {0,1,00},
oo flirz =oc0

und M heifdt elliptisch, falls |c| = 1, hyperbolisch, falls ¢ € R~ und ansonsten loxodromisch.
Diese Bezeichnungen gelten nicht nur fiir die jeweilige Matrix M sondern auch fiir die zu-
gehorige Mobiustransformation ¢y.

Wenn wir uns auf Matrizen aus SL,(C) beschrinken,® kénnen wir die Mobiustransformatio-
nen iiber die Spur der zugehorigen Matrizen klassifizieren.5*

Proposition 4.2. Sei M € SL,(C) \ {£L,}. Dann gilt

parabolisch <= tr(M) € {£2},

elliptisch < tr(M) € Rund |tr(M)| < 2,
hyperbolisch <= tr(M) € Rund |tr(M)| > 2,
loxodromisch <= tr(M) ¢

M ist

Beweis. Wegen detM = 1und M ¢ {£L} ist die Jordan’sche Normalform von M von der

Gestalt
+1 1 A0 . y
( 0 j:l) oder <O /\_1> mit A € C* ~ {£1}.

Die erste Aquivalenz ist damit offensichtlich, und wir miissen uns nur noch mit Matrizen
beschéftigen, deren Normalform vom zweiten Typ ist.

Ist nun M elliptisch, so gilt fiir das zugehérige A nach Definition |A|? = 1; es liegt also auf dem
Einheitskreis. Mit A ¢ {+1} folgt

tr(M) = A+ A1 =A+A=2Re(A) € (—2,2) CR.
Ist M hyperbolisch, so gilt fiir das zugehorige A nach Definition A> € R~ und insbesondere
A € R~ {0}. Es folgt

[tr(M)| = A+ AT >2 <= AP +1>2A] <= (J]A|-1)?>0.

82Bis auf den Beitrag der Konjugationsmatrizen: Mobiustransformationen sind im Allgemeinen nicht konjugati-
onsinvariant. Eine offensichtliche Ausnahme bildet Fall (i), in dem die betrachteten Matrizen im Zentrum liegen.

83Keine starke Einschrankung, da das Zentrum C - I, ja trivial operiert.

84Das ist naheliegend, da ja aus der Linearen Algebra bekannt ist, dass die Spur konjugationsinvariant ist.



4.1. Klassifikation von Mobiustransformationen 90

Letztere Aussage ist korrekt wegen A ¢ {£1}.

Sei nun umgekehrt M konjugiert zu (}, ) mit reeller Spur A + A=, Falls A reell ist, muss M
nach Definition hyperbolisch sein. Ist A nicht reell, so folgt mit A =1 = ﬁ sofort |A| = 1, und
M ist elliptisch.

Nebenbei haben wir mit dem letzten Argument gezeigt, dass M nicht loxodromisch sein kann,
wenn seine Spur reell ist. Die letzte Aquivalenz folgt, da die vier Bedingungen auf der rechten
Seite sich paarweise gegenseitig ausschliefien. O

Wir schrdnken uns nun noch weiter auf Matrizen aus SL,(R) ein. Dann gilt

Proposition 4.3.  (a) Die Gruppe SLy(R) operiert transitiv auf der oberen Halbebene TH.
(b) SLy(R); = SO2(R).
(c) Es gilt die Bijektion von Mengen H =2 SL,(R)/ SO, (R).%

Beweis. Als Untergruppe von GL,(C) operiert SL;(R) auf der Riemann’schen Zahlenkugel C.
Um zu zeigen, dass SL;(R) auf der oberen Halbebene H operiert, langt es daher zu zeigen,
dass fiir jedes M = ( ") € SLy(R) und jedes z € H der Bildpunkt M(z) wieder in H liegt. Das
ist der Fall, denn in dieser Situation gilt

az + b) Im <ac|z|2 + adz + bez + bd) detM=1 Im(2)

——=>08 (41
cz+d lcz 4 d|? ]cz+d\2> 1)

Im(M(z)) = Im (

Um die Transitivitdt der Gruppenaktion zu zeigen, gentigt es zu zeigen, dass es fiir alle z =
x+iy € Hein M € SL,(RR) mit M(i) = z gibt. Das ist der Fall, denn in dieser Situation gilt

(5 )=

0 =x+iy =z
VY

VY
Insgesamt haben wir somit Behauptung (a) gezeigt.
Wir wollen nun Behauptung (b) zeigen. Zum einen gilt fiir ein M = (¢ 3) € SLy(R)
M(i) =i <= a=dund b= —c.
Zum anderen folgt in dieser Situation aus det(M) = 1 auch a? + b?> = 1, und wir sind fertig.

Behauptung (c) ergibt sich schlieslich wie folgt. Nach (a) gilt zunéchst

H= {{MeSL(R) | M(i) =z} | z € H}.

8Versieht man SL,(R) mit der Teilraumtopologie von R?*? = R#, so wird diese Bijektion sogar zu einem
Homoéomorphismus.
86Da wir z € H gewdhlt haben, entfillt die bei Mobiustransformationen sonst iibliche Fallunterscheidung und

wir kénnen einheitlich M(z) = Zgig schreiben.
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Da sich nach (b) zwei Matrizen aus SL,(R), die beide i auf das selbe z € H abbilden, durch
einen Faktor aus SO, (R) unterscheiden, folgt die Behauptung.®” O

Es fillt nun auf, dass es in SL,(R) nach Proposition 4.2 keine loxodromischen Elemente geben
kann. Die restlichen Typen lassen sich iiber die Fixpunkte der zugehérigen Mobiustransforma-
tionen klassifizieren.

Proposition 4.4. Sei M € SL,(R) \ {£L}. Dann gilt

parabolisch <= @ hat genau einen Fixpunkt, und dieser liegt in R U {co},
M ist elliptisch <= @ hat genau zwei Fixpunkte, diese sind zueinander konjugiert
und einer von ihnen liegt in H,

hyperbolisch <= @ hat genau zwei Fixpunkte, und diese liegen in R U {oo}.

Beweis. Nach Teil (a) von Proposition 4.3 gibt es zu jedem z € Hein M € SL,(R) mit M(i) = z.
Nach Teil (b) der selben Proposition gilt

SLy(R), = M-SO(R) - M~}

:M'{<Z _ab> |a,b € Rmita? +b* =1} - M

= M-{<COS(P _51“9”> g e[0,27)t - M.

sing  cos @

Der Stabilisator von z in SL, (R ) besteht also ausschlieflich aus Matrizen, die in GL,(C) konju-
giert zu einer Matrix der Form

e 0 .
< 0 e_iﬁ"> mit ¢ € [0,2m)
sind. Mit der Ausnahme von £1I, haben daher Elemente von SL,(R), die ein z € H festlassen,

je zwei verschiedene Eigenwerte von Betrag 1, sind definitionsgemaf also elliptisch.

Andererseits ist SO, (R) auch der Stabilisator von —i, und mit M (i) = z gilt offensichtlich auch
M(—i) = z. Ein Element von SL,(R), das ein z € H stabilisiert, ldsst also auch dessen komplex
Konjugiertes zZ € H fest.® In Funktionentheorie 1 haben wir eingesehen, dass jede nichttriviale

87Behauptung (c) ist ein Spezialfall der Feststellung, dass fiir die Linksaktion einer Gruppe G auf einer Menge
X fiir alle Elemente x € X die Bijektion G/Gy = Gx gilt. Letztere Feststellung lasst sich ebenfalls recht schnell
beweisen. Tatsdchlich gilt fiir die surjektive Abbildung

Py :G— Gx; g+ gx
und zwei beliebige g,h € G
@(g) = @(h) <= gx =hx <= hlgx = x <= h~1g € Gy <= gGy = hGy,

so dass ¢ mit dem Homomorphiesatz die gewiinschte Bijektion induziert.
88T bezeichnet hier die untere Halbebene der komplexen Zahlen mit negativem Imaginarteil.
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Mébiustransformation hochstens zwei Fixpunkte in C hat. Es folgt, dass jedes Element von
SLy(R) \ {£L} hochstens ein z € H stabilisieren kann.

Zusammengefasst: Wenn ein Element von SL,(R) ein z € H stabilisiert, dann ist es entweder
£1, oder elliptisch. In letzterem Fall sind z und z die einzigen Fixpunkte.

Seinun s € RU {co}. Die Gruppe SLy(RR) operiert transitiv auf R U {co},

denn: Klar, dass SL,(RR) operiert. Die Transitivitit folgt, da s € R von ((1) :1) nach oo geschickt

wird. #

Sei also M € SL,(R) eine Matrix mit M(co) = s. Wie fiir die Stabilisatoren in der oberen
Halbebene gilt

SLy(R)s = M -SLy(R)eo - M1 (4.2)
Der Stabilisator von oo ist aufSerdem leicht zu bestimmen; es gilt ndmlich

SLy(R)eo = {<g abl) |a e R*,beR}.

Ein Element von SLy(R) \ {£I>} mit mindestens einem Fixpunkt in R U {co} hat demnach
reelle Eigenwerte, ist also entweder parabolisch oder hyperbolisch. Eine parabolische Trans-
formation hat als Konjugat einer Translation offensichtlich nur einen Fixpunkt in R U {co},
eine hyperbolische Transformation als Konjugat der Multiplikation mit einem ¢ € R~ ~\ {1}
zwei.

Da die Zerlegung von SL(R) \. {£ 1>} in elliptische, parabolische und hyperbolische Elemente
disjunkt ist, folgt die Proposition. O

Proposition 4.5. Seien M € SLy(R) ~\{£L} und m € Z mit M™ # £I,. Dann gilt: M™ ist genau
dann elliptisch bzw. parabolisch bzw. hyperbolisch, wenn M es auch ist.

Beweis. Die Riickrichtung folgt unmittelbar aus Proposition 4.4 und der Tatsache, dass wegen
4.2 jede Potenz einer parabolischen Matrix wieder parabolisch ist. Die Hinrichtung folgt dann
mit der vollstindigen Zerlegung von SLy(R) \ {+L} in elliptische, parabolische und hyper-
bolische Elemente. O

Definition 4.6. Sei I' C SL,(R) eine Untergruppe. Dann definieren wir

(a) Ein Punkt z € H heifst ein elliptischer Punkt beziiglich I', wenn es ein elliptisches Element
M €T gibt mit M(z) = z.

(b) Ein Punkt s € R U {oo} heifit ein parabolischer Punkt oder eine Spitze beziiglich T', wenn es
ein parabolisches Element M € T gibt mit M(s) = s.

Proposition 4.7. Sei I C SLy(R) eine Untergruppe, und sei z € HU R U {oo} ein elliptischer bzw.
parabolischer Punkt beziiglich T mit einem elliptischen bzw. parabolischen M € T mit M(z) = z. Dann
ist fiir alle A € T auch A(z) wieder elliptisch bzw. parabolisch.
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Beweis. Mit M ist auch AMA~! elliptisch bzw. parabolisch, und es gilt
(AMA™)(A(z)) = A(z).
O
Definition 4.8. Eine Teilmenge F C H heifit Fundamentalbereich fiir die Aktion einer Untergruppe
[ C SLy(R) auf H, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt.>

(i) F ist zusammenhiingend und abgeschlossen in .7
(ii) Jeder Punkt z € H ist zu einem Punkt in F dquivalent.

(iii) Je zwei verschiedene Punkte aus dem Inneren von F sind iniquivalent.

4.2 Die volle Modulgruppe

Wir wollen in diesem Abschnitt die bisher eingefiihrten Begriffe fiir die Aktion der vollen Mo-
dulgruppe SL,(Z) explizit bestimmen.

Proposition 4.9. (a) Die Menge der Spitzen von SLy(Z) ist durch Q U {oo} gegeben.
(b) Jedes parabolische Element von SLy(Z.) ist von der Form M - A - M~ mit M € SLy(Z) und

A€ SLa(Z)e~ {2} = {:i: (é ?) he Z\{O}}.

Beweis. Sei M = (‘;Z) ein beliebiges parabolisches Element von SL;(Z). Nach Proposition 4.4
hat dann @) genau einen Fixpunkt s. Ist s # o0, so folgt sofort ¢ # 0,°! und es gilt

_as+b
cs+d

s = M(s)

89Wir sind hier fast in der selben Situation wie bei der Definition 3.1 der Fundamentalmasche eines Gitters.
Tatsédchlich miissen wir unsere Definition nur leicht modifizieren, damit sie auch dort gilt: Sei A C C ein Gitter.

Dann operiert die Gruppe
{6 §)1eent

iiber Mobiustransformationen auf C, und fiir die Fundamentalmasche F gilt

(i) Fp ist zusammenhédngend und abgeschlossen in C.
(ii) Jeder Punktz € C ist modulo A zu einem Punkt in F dquivalent.
(iii) Je zwei verschiedene Punkte aus dem Inneren von F, sind modulo A verschieden.

9OH ist mit der Teilraumtopologie beziiglich C = R? ausgestattet.
Mstc =0, so liegt M in

SLy(Z)e = {+ <é i’) \hez).

Da parabolische Elemente genau einen Punkt aus R U {co} stabilisieren, folgt entgegen unserer Annahme s = co.



4.2. Die volle Modulgruppe 94

Der Punkt s ist also eine Nullstelle des quadratischen Polynoms

1—ad

cX?+(d-—a)X—b=cX?*+(d—a)X+ (ad — bc = det(M) = 1)

c
(a+d)? —4ad
4c
(a—d)?
4c

=cX?> 4 (d—a)X + (a+d)> =tr(M)> =4)

=cX?+(d—a)X +
a—d

:c«X_

2
2c )
also offensichtlich in Q. Es folgt, dass die Menge der Spitzen in Q U {oo} enthalten ist.
Umgekehrt ist der Punkt oo tatsidchlich eine Spitze von SL,(Z), denn es gilt

<(1) 1) (00) =00 und tr((l) D:Z.

Ist weiter g € Qmit p,q € Zund ggT(p,q) = 1, so finden wir mit dem Euklid’schen Algorith-
mus zwei ganze Zahlen u, t mit pt — uq = 1. Es folgt

() s wa (3 2) -2

Mit Proposition 4.7 ist dann auch s eine Spitze, so dass wir nun insgesamt Teil (a) der Proposi-
tion gezeigt haben.

Teil (b) folgt sofort, da jedes parabolische Element (genau) eine Spitze stabilisiert und die Sta-
bilisatoren der Spitzen gerade die SL,(Z)-Konjugate von SL»(Z ), sind. O

Bemerkung 4.10. Irm Beweis von Proposition 4.9 haben wir sogar mehr gezeigt als behauptet, wir haben
nimlich gezeigt, dass die Menge der Spitzen von SLy(Z) nichts anderes als die SLy(Z)-Bahn von oo
ist. Die Spitzen von SLy(Z) bilden also beziiglich der in Definition 4.1 eingefiihrten Aquivalenzrelation
eine Aquivalenzklasse.

Proposition 4.11.  (a) Die Menge der elliptischen Punkte von SLy(Z) ist durch SLy(Z)(i) U
SL,(Z) (o) mit o = €*™/3 gegeben.

(b) Jedes elliptische Element von SLy(Z.) ist von der Form M - A - M~ mit M € SL,(Z) und
0 -1 0 -1 -1 -1
A s = {0 ol 1) (7 D)

Beweis. Ist M ein elliptisches Element von SL;(Z), so ist
tr(M) € {-1,0,1}
nach Proposition 4.2. Fiir das charakteristische Polynom von M folgt somit

charpoly(M) = X? — tr(M)X +det(M) € {X*>+1,X*+ X +1}.
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Nehmen wir nun an, es gelte charpoly (M) = X? + 1, das heifit tr(M) = 0 und det(M) = 1. Zu
zeigen ist dann, dass jede Matrix M = (“_") mit det(M) = —a? — bc = 1 konjugiert zu einer
der Matrizen j:((i*&) ist. Wir konnen dabei ohne Einschrankung annehmen, dass 2 von allen
Zahlen a + ¢Z den kleinsten Absolutbetrag hat und also |c| > 2|a] gilt,

denn: Hat a 4 ck mit k € Z den kleinsten Absolutbetrag aller Zahlen a + cZ, so betrachten wir
statt M die dazu konjugierte Matrix

(06 ()

#
Ohne Einschriankung diirfen wir dann aulerdem annehmen, dass |b| < |a| gilt,
denn: Gilt ndmlich |b| > |a|, so folgt
1 =det(M) = —a* — bc 0 g2y b| || > —a®+2]a||b] > —a® + 24> = a®
und somit a = 0. Es folgt M € {i(qu)}, und wir sind fertig. #

Es gibt daher eine Zahl ¢ € {+1}, fiir die die Diagonaleintridge der zu M konjugierten Matrix

1 0\ (a by (1 0)_ a+eb b

—e 1 c —a e 1) \—2ea+c—b —(a+eb))’
einen echt kleineren Absolutbetrag haben als a. Ist dieser Betrag gleich Null, so ist die neue
Matrix in {j:((i_&)} enthalten, und wir sind fertig. Ansonsten wiederholen wir die gesamte
Argumentation rekursiv mit der jeweils neu erhaltenen Matrix. Da der Absolutbetrag der Dia-

gonaleintrdge dabei in jedem Schritt echt kleiner wird, terminiert dieser Algorithmus, und die
Behauptung ist bewiesen.

Ganz dhnlich zeigt man den Fall charpoly(M) = X? & X + 1 (Ubung!) und somit Behauptung
(b). Behauptung (a) folgt, indem man fiir jedes elliptische Element M - A - M~! die quadratische
Gleichung MAM~1(z) = z lost. Wegen

MAM Y (Mz) = Mz <+= A(z) =z
geniigt es dabei, die speziellen Matrizen aus (b) zu betrachten. O

Bemerkung 4.12. Analog zur Bemerkung nach Proposition 4.9 stellen wir fest, dass es zwei
Aquivalenzklassen elliptischer Punkte von SLy(Z.) gibt, die durch i und o vertreten werden.

Satz 4.13. Die Menge
F:={ze€H]||z| >1und |Re(z)| <

}

N —

ist ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von SLy(Z) auf H.
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Ly

Beweis. Wir miissen die drei Bedingungen (i)-(iii) aus Definition 4.8 {iberpriifen. Bedingung (i),
also der Zusammenhang und die Abgeschlossenheit, ist klar.

Wir wollen nun Bedingung (ii) tiberpriifen und erinnern uns daran, dass nach (4.1)

2+ by Im(z)

a b
I = fiir all Lo (Z
m(cz—i-d lcz 4 d|? urate (c d) € Sla(2)

gilt. Jede Bahn SL(Z)(z) in H enthilt Punkte maximalen Imaginirteils, und diese sind charak-
terisiert durch

Im(w) maximal in SL,(Z)(z) <= |cw+d|>1furallec,d € Z mit ggT(c,d) =1,

denn: Fiir ein festes z € H definiert die Ungleichung |cz + d| < 1 ein Kompaktum in R2. Der
Durchschnitt dieses Kompaktums mit dem Gitter Zz + Z ist endlich, so dass die Ungleichung
nur endlich viele Losungen (c,d) € Z? hat. Es gilt andererseits

lcz4+d| <1 <= Im(M(z)) >Im(z) fur alle M = (i 2) € SLy(Z).
Da der Imaginirteil von M(z) nur von der zweiten Zeile von M abhingt, gibt es innerhalb
einer Bahn Punkte maximalen Imaginarteils.
Sei nun w € SL,(Z)(z). Dann gilt
Im(w) maximal in SLy(Z)(z) <= Im(w) > Im(M(z)) fir alle M € SL,(Z)
<= Im(w) > Im(M(w)) fir alle M € SL,(Z)

*

< |cw+d| > 1 fur alle <j d) € SLy(Z),

wobei wir fiir die zweite Aquivalenz benutzt haben, dass w und z in der selben Bahn liegen.
Die Behauptung folgt mit

(i Z) €SLy(Z) = ad—bc=dettM)=1 = ggT(c,d)=1
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und
(c,d) € Z* mit ggT(c,d) =1 = Ja,b € Zmitad —bc = 1und also (Z Z> € SLy(Z),

wobei sich die letzte Folgerung aus dem erweiterten Euklid’schen Algorithmus ergibt. #

Nun nutzen wir aus, dass der Imaginérteil unter Anwendung von Translationen ((1) i’) mitb € Z
unverdndert bleibt. Offensichtlich gibt es fiir jedes w € H ein b € Z mit

(é ;’) (w) = w+b mit |Re(w + b)| <

N —

Wir haben also gezeigt, dass jeder Punkt z € H zu einem Punkt in
Fli={z€eH||cz+d| > 1fiirallec,d € Z mit ggT(c,d) = 1 und |[Re(z)| < %}

dquivalent ist. Bedingung (ii) folgt, wenn wir 7' = F zeigen kénnen. Dem ist aber so,

denn: Wegen ggT(1,0) = 1 ist offensichtlich 7/ C F.

Sei jetzt umgekehrt z = x + iy € F, und seien ¢,d € Z mit ggT(c,d) = 1. Dann gilt
lez+d|? = (ex +d)* + *y* = A(x® + y?) + 2cdx + d* = c?|z|* + 2cdRe(z) + d?

zeF
> —ed| +d*>>1,

wobei die letzte Abschitzung gilt, weil die quadratische Form X? — XY + Y? positiv definit
ist.”? #

Es verbleibt Bedingung (iii) zu zeigen. Seien dafiir z, w zwei Punkte aus dem Inneren von F
mit w = M(z) fiir ein M = (Zg) € SL,(Z). Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, es
gelte

Im(z)
< = 2
Im(z) < Im(w) 2+ dJ?
und somit
lc| - Im(z) = [Im(cz +d)| < |cz+4d| < 1. (4.3)

9Eine (binére) quadratische Form g(X, Y) heif}t positiv semidefinit, wenn
q(x,y) > Ofiurallex,y € R

gilt. Erfillt sie zusatzlich

q(x,y) =0 = (x,y) = (0,0),
so heifit die Form positiv definit. Das ist die von uns benutzte Eigenschaft. Mit ein wenig Linearer Algebra kann
man zeigen, dass (X, Y) = aX? + bXY + cY? genau dann positiv (semi-)definit ist, wenn die Darstellungsmatrix

a b 2%2
(b 2)6]RX
3 C

diese Eigenschaft hat. Im Fall von q(X,Y) = X? — XY + Y? lassen sich die Eigenwerte leicht zu A; = % > 0 und
Ay = % > 0 berechnen; die quadratische Form ist also tatsdchlich positiv definit.
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Nach Definition von F gilt Im(z) > Im(¢) = ? Nach (4.3) folgt daraus |c| < 1.
Fall 1: |c| = 1. Aus (4.3) erhalten wir sofort |z £ d| < 1. Andererseits gilt
|z+d| >1 fiiralle (z+4d) € (F+d) mitd € Z,
so dass der Fall |c| = 1 nicht eintreten kann.
Fall 2: c = 0. Wegen det(M) = ad = 1 giltdanna = d € {£1} und somit
w=M(z) =z+b.
Da z und w beide im Inneren von F liegen, folgt b = 0 und somit w = z.

Insgesamt folgt, dass z und w aus dem Inneren von F nur dann dquivalent sein konnen, wenn
sie libereinstimmen. O

Korollar 4.14. Die Gruppe SLy(Z) wird erzeugt von den Matrizen

0 -1 11
S_<1 0) und T_<0 1>.
Deren Namensgebunyg ist iiber ihre Aktion auf der oberen Halbebene motiviert. Es ist nimlich

¢s die Stiirzung mit S(z) = —1 fiir alle z € H und
@ die Translation mit T(z) = z + 1 fiir alle z € H.

Beweis. Sei (S, T) die von S und T erzeugte Untergruppe in SL»(Z) und z € H. Dann gibt es
ein M € (S, T) mit M(z) € F,

denn: Wie im Beweis von Bedingung (ii) in Satz 4.13 sehen wir ein, dass jede (S, T)-Bahn in H
Elemente maximalen Imaginirteils enthélt, und wahlen ein M € (S, T), fiir das M(z) maxi-
malen Imaginérteil hat. Wieder wie im Beweis von Bedingung (ii) in Satz 4.13 finden wir eine
nattirliche Zahl b mit

~ 1
[Re((T"M)(z))| < 5.
Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen kénnen, dass der Betrag von w := (T’ M)(z) mindes-
tens 1 ist. Nehmen wir dafiir an, es gilte |w| < 1. Dann erhielten wir nach Anwendung von

Se(S,T)

~ Im(w)
Im(S({w)) = Tol > Im(w),
was nicht sein kann, da ja der Imaginérteil von w als maximal in (S, T) (z) gewé&hlt war. #

Wir wihlen nun einen festen Punkt zy im Inneren von F und eine Matrix M € SL,(Z). Nach
der soeben gezeigten Behauptung gibt es dann ein M € (S,T) mit (MM)(z) € F.Da F
insbesondere Bedingung (iii) fiir Fundamentalbereiche erfiillt und z im Inneren von F gewéhlt
war, folgt (MM)(zy) = zo. Da es nach Proposition 4.11 und der Definition von F im Inneren
von F keine elliptischen Punkte gibt, folgt (MM) € {+£I,} nach Proposition 4.4 und somit

S2=——1
Me (~5,S,T) =" (s,1).
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Korollar 4.15. Fiir einen Punkt z € F ist der Stabilisator in SL,(Z.) gegeben durch

S)  fallsz =i,
ST) fallsz =y,
TS) fallsz = —J,
—I) sonst.

{
SLy(Z). = 2
{

Die Ordnung der erzeugenden Gruppenelemente ist hierbei 2 im Falle von —1I,, 4 im Falle von S und 6
im Falle von ST bzw. TS.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 4.13 und Proposition 4.11. O

4.3 Kongruenzuntergruppen

In diesem Abschnitt wollen wir eine besonders wichtige Klasse von Untergruppen der vollen
Modulgruppe SL»(Z) betrachten, die so genannten Kongruenzuntergruppen. Um diese ein-
zufiihren miissen wir ein wenig ausholen. Sei N € IN- o, und sei

. 7, — 7Z/NZ,
ln —7

die kanonische Projektion modulo N. Dann ist durch

a b\ , (a b
c d c d
ein Gruppenhomomorphismus - : SLy(Z) — SLy(Z/NZ) mit Kern

I'(N) :={M € SLy(Z) | M = I, mod (N)}

gegeben. Nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen ist so I'(N) ein Normalteiler und insbe-
sondere eine Untergruppe von SLy(Z).

Definition 4.16. Die oben eingefiihrten Gruppen I'(N) fiir N € I~ heiflen die Hauptkongruenz-
untergruppen von SLy(Z). Eine Untergruppe I C SL,(Z), die eine Hauptkongruenzuntergruppe
enthiilt, nennt man Kongruenzuntergruppe von SLy(Z.).

Beispiel 4.17. (a) Fiir jedes N € IN-q ist

To(N) 1= {(Z Z) € SLy(Z) | ¢ = 0 mod (N)}

eine Kongruenzuntergruppe.
(b) Fiir jedes N € IN-q ist

Iy (N) = {(i Z) ETo(N) |a=d=1mod (N)}

eine Kongruenzuntergruppe.
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Nach Ubungsaufgabe 4.2 haben Kongruenzuntergruppen endlichen Index”® in SL,(Z), es gibt
also fiir jede Kongruenzuntergruppe I' C SL,(Z) ein n € IN und Matrizen Ay, ..., A, € SLy(Z)
mit

n

SLy(z) = |- TA,. (4.4)

v=1

Da die negative Einheitsmatrix —I; trivial operiert, aber nicht in jeder Kongruenzuntergruppe
enthalten sein muss, ist es fiir viele Anwendungen von Vorteil, sich dieser Matrix zu entledigen.
Fiir eine beliebige Untergruppe G C SL,(Z) fithren wir daher die Notation

G:=G-{xh}/{+h}
ein. Hat G endlichen Index in SL,(Z), so folgt offensichtlich

e+ [SLa(Z) : G| = [SL2(Z) : G] mite € {1,2}.

Sei nun I' C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe. Statt der Zerlegung (4.4) von SL»(Z) in I'-
Nebenklassen betrachten wir nun eine Zerlegung von SL,(Z) in T-Nebenklassen

3

SLy(Z) = |-JTA, mitAy,..., Ay €SLa(Z), (4.5)
u=1

wobei in der oben eingefiihrten Notation m = n/e gilt.

Da die Kongruenzuntergruppen Teilmengen von SL,(Z) sind, miissen auch die zugehorigen
Mengen von elliptischen und parabolischen Elementen in den entsprechenden Mengen zu
SL,(Z) enthalten sein. Das trifft dann nach Definition auch auf die elliptischen bzw. paraboli-
schen Punkte zu. Tatsdchlich stimmt die Menge der Spitzen beziiglich einer Kongruenzunter-
gruppe mit derjenigen beziiglich SL,(Z) tiberein.

Proposition 4.18. Die Menge der Spitzen beziiglich einer beliebigen Kongruenzuntergruppe I' C
SL,(Z) ist durch Q U {oo} gegeben.

Beweis. Die eine Inklusion ist klar: Jede Spitze beziiglich I ist nach Definition insbesondere eine
Spitze beziiglich SL;(Z) und somit nach Proposition 4.9 in Q U {oo}.

Wir wollen nun zeigen, dass umgekehrt auch jedes s € QU {oo} tatsdchlich eine Spitze
beziiglich I ist. Da I" eine Kongruenzuntergruppe ist, gibt es ein N € IN-, fiir das die Haupt-
kongruenzuntergruppe I'(N) in I enthalten ist. Mit der selben Argumentation wie gerade eben
langt es dann zu zeigen, dass s von einem parabolischen Element aus I'(N) stabilisiert wird.
Sei M = (°}) € SLy(Z) eine Matrix mit M(co) = s. Dann gilt

-1
1 N 1 _[(a b 1 N\ (a b\ _ (1—Nac Na?
M'<O 1>'M _<c d>'<0 1>.<c d> _<—Nc2 1+Nuc>€r(N)’
wobei wir im letzten Schritt ad — bc = det(M) = 1 verwendet haben. Die Behauptung folgt, da
(10111 ) den Punkt oo stabilisiert. O

%Der Index [G : H| einer Untergruppe H in einer Gruppe G ist definiert als die Machtigkeit der Menge (sic!)
H\G der Rechtsnebenklassen.
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In Bemerkung 4.10 haben wir gezeigt, dass alle Spitzen in Q U {oo} in der selben SL,(Z)-Bahn
liegen. Fiir eine beliebige Kongruenzuntergruppe I' stimmt das nicht mehr: Hier kann die Men-
ge der Spitzen in mehrere I'-Bahnen zerfallen. Jede solche I'-Bahn nennt man eine Spitzenklasse
beziiglich T'.

Beispiel 4.19. Die Punkte oo und 0 liegen beziiglich T'y(2) nicht in der selben Spitzenklasse,

denn: Die Menge der Matrizen in SLy(Z), deren Mobiustransformationen oo auf 0 schicken, ist durch

{(i Z) € SLy(Z) | a = 0}

gegeben, und es ist offensichtlich, dass diese Menge leeren Schnitt mit To(2) hat. #
Proposition 4.20. Die Menge der Spitzenklassen in Q U {oo} beziiglich einer beliebigen Kongruenz-
untergruppe T ist endlich.

Beweis. Da der Index von I in SL,(Z) endlich ist, kénnen wir in der Notation von (4.5)

QU {eo} = ST2(Z) (e0) = | ) TA,(co)

schreiben. Offensichtlich enthilt also die Menge {A1(0), ..., A (o)} ein Vertretersystem der
Spitzenklassen beziiglich I', und die Proposition ist gezeigt. O

Bei den elliptischen Punkten kann verschiedenes passieren, bis dahin, dass es {iberhaupt keine
mehr gibt. Das sieht man gut an dem folgenden Beispiel.
Beispiel 4.21. Fiir N € IN~4 gibt es beziiglich T'(N) keine elliptischen Punkte,

denn: Nach Proposition 4.11 sind alle elliptischen Elemente von SLy(Z) zu einer der Matrizen

0 -1 0 -1 -1 -1
<00 =0 )=
konjugiert. Fiir N > 1 liegt keine dieser Matrizen in ' (N), denn sie sind modulo N nicht kongruent zur

Einheitsmatrix Ip. Die Behauptung folgt, da T (N) als Normalteiler von SL,(Z.) die SL,(Z)-Konjugate
seiner Elemente enthiilt. #

Fundamentalbereiche fiir die Aktion von Kongruenzuntergruppen kann man aus dem aus Satz
4.13 bekannten Fundamentalbereich F gewinnen. Tatsdchlich ist in der Notation von (4.5)

ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von T auf H.%*

MDie Schwierigkeit beim Beweis dieser Aussage liegt in der Wahl von Vertretern Ay, ..., Ay, die den Zusam-
menhang garantieren.
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Beispiel 4.22. Ein Rechtsvertretersystem von To(2) in SLo(Z) ist durch {I, S, ST} gegeben (Ubungs-
aufgabe 4.3). Folgende Abbildung stellt also einen moglichen Fundamentalbereich von T'o(2) dar.

.AY

f’

4.4 Modulkurven

Sei in diesem Abschnitt stets ' C SL,(Z) eine Kongruenzuntergruppe und H* := HU Q U
{co} die Vereinigung der komplexen oberen Halbebene mit der Menge der Spitzen von I" (vgl.
Proposition 4.18). Wir wollen nun den Quotienten® I'\IlH* mit einer Topologie versehen und
legen dafiir zunéchst eine solche fiir die erweiterte obere Halbebene HH* fest. Nach Bemerkung
1.3 kdnnen wir das tun, indem wir zu jedem Punkt von IH* eine Umgebungsbasis angeben. Wir
betrachten die Umgebungen

» offene Kreisscheiben in H mit Mittelpunkt z € H,
» offene Kreisscheiben in H mit Tangentialpunkt s € Q, vereinigt mit s selbst,

m H,:={z € C|Im(z) > e} U{oo} fiir alle positiven ¢ € R.

Wir erhalten so offensichtlich eine Hausdorff’sche Topologie auf H*.

%Zu der ungewdhnlichen Notation, T von links aus H* herauszudividieren, ist folgendes zu sagen: Vermoge
Proposition 4.3 haben wir H = SL,(R)/ SO, (R) eingesehen. Weil die Aktionen von I' und von SO, (RR) nicht
kommutieren, schreibt man also

I'\H 2 I'\ SLy(R)/ SO>(R).

Die Anordnung behélt man bei, wenn man statt H die erweiterte obere Halbebene H* studiert.
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Ly

L <.

~. -

Abbildung 4.1: Je eine Umgebung vonz € H, s € Q und oo.

Das erste grofle Ziel dieses Abschnitts ist, die Hausdorffeigenschaft von I'\IH* zu zeigen. Wir
ignorieren zundchst die Spitzen und studieren die Aktion von I" auf H genauer.

Lemma 4.23. Seien z1, zp zwei Punkte in H, und seien Uy bzw. U, offene Umgebungen von z; bzw. z;,
deren kompakte Abschliisse in H liegen. Dann gibt es nur endlich viele Matrizen M € T mit

M<U1> N U 75 .

Beweis. Offensichtlich gentigt es, das Lemma im Spezialfall I = SL,(Z) zu zeigen. Nach
Ubungsaufgabe 4.4 gilt fiir alle bis auf endlich viele teilerfremde Paare (c,d) € Z2 die
Abschitzung

sup{Im(M(z)) | M = <i 2) €SLy(Z)undz € U3} < Zieng2 Im(z).

Wir haben somit gezeigt, dass fiir alle bis auf endlich viele Wahlen fiir die untere Zeile einer
Matrix M € SL,(Z) der Durchschnitt M(U;) N U, grundsétzlich leer ist. Andererseits gilt fiir
eine beliebige aber fest gewéhlte untere Zeile (c, d)

{M = (j Z) € SLz(Z)} ={T" Mo |meZ} firMo:= <’z Z) € SLz(Z) beliebig,

denn: Fur je zwei Matrizen (gg), (‘Z/ Z) € SL,(Z) mit gleicher unterer Zeile gilt offenbar

d v\ (a b\'_(a ¥\ (d —b\_ (1 Va—ab
c d c d) \c d —c a) \O 1
und somit die Behauptung. #

Bekanntlich operieren Mobiustransformationen zu Matrizen aus SL;(R) als Homéomorphis-
men auf H. Mit U; hat daher auch My(U;) einen kompakten Abschluss in H. Da dies auch auf
U, zutrifft, gibt es nur endlich viele ganze Zahlen m mit

(MQ<U1> +m) NU, # .
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Fiir eine fest gewdhlte untere Zeile (c,d) gibt es also nur endlich viele Matrizen M € SL,(Z)
mit unterer Zeile (¢,d) und M(U;) N U, # &. Insgesamt haben wir das Lemma gezeigt. O

Korollar 4.24. Zu jedem Punkt z € H gibt es eine Umgebung U von z in I mit

I.={MeT|MU)NU#z}.

Beweis. Sei z € H und V eine offene Umgebung von z, deren kompakter Abschluss in H liegt.
Dann ist I'; in der nach Lemma 4.23 endlichen Menge

{MeT | M(V)NV # o}

enthalten. Nennen wir nun die Elemente dieser Menge {M, | v = 1,...,n}. Ohne Ein-
schrankung konnen wir dabei die M, so anordnen, dass es ein 1 < ng < n gibt mit M, € I,
fur alle v < ng und M, ¢ I, fir alle v > ny. Fiir jedes v > np wahlen wir nun eine offene
Umgebung V, von z und eine offene Umgebung W, von M, (z) mit V, N W, = 2% und setzen

u:=vn ( ﬁ (Vu N MV_1<WV>)> ,
v=np+1

Offensichtlich hat dann dieses U die gewiinschten Eigenschaften. O

Nun studieren wir die Spitzen genauer. Es gilt
I'w =SLy(Z) NT,

der Stabilisator wird also von einer Matrix der Form Ty := +T" mith € Z erzeugt. Fiir den
Rest dieses Abschnitts sei diese Notation festgehalten.

Lemma 4.25.
Im(z) - Im(M(z)) <1 fiirallez € H,M € T\ I's.

a b
M- (" Ber

Ist dabei ¢ = 0, so gilt nach Definition @p(c0) = o0, also M € T'e.. Fiir M € T \ T gilt also
¢ # 0, woraus mit I' C SL,(Z) die Abschétzung |c| > 1 folgt.

Beweis. Sei

Seinun M € I' \ I'e.. Dann gilt

Im(z) Im(z) Im(z) 1
Im(M(z)) = 107 = (Re(@) 7 2 + Am(EE = 2m(z)? = Im(2)
und somit die Behauptung. O

%Das geht, da M, (z) # z gilt und H Hausdorff’sch ist.
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Korollar 4.26. (a) Zu jeder Spitze s von I gibt es eine Umgebung U von s in H* mit

I,={MeT | MU NU+# o}

(b) Zu jeder Spitze s und jeder kompakten Teilmenge K C H gibt es eine Umgebung U von s in H*
mit U N M(K) = & fiiralle M € T

Beweis. Sei ohne Einschrankung s = co. Wir setzen U := H;j. Fiir M € I'y gilt dann offenbar
M{U) = U.Fuir M € T\Tyund z € U\ {co} gilt Im(M(z)) < 1 nach Lemma 4.25, also
M(z) ¢ U.Zudem bildet ein solches M den Punkt oo in die reellen Zahlen und somit ebenfalls
nicht in U ab. Insgesamt folgt Behauptung (a).

Zum Beweis von Behauptung (b) nehmen wir wieder s = co an. Fiir ein beliebiges Kompaktum
K gibt es ganze Zahlen A, B € Z~o mit & < Im(z) < B fiir alle z € K. Wir setzen

U:={zeH|Im(z) > max{A,B}} U {oo}.
Seinunz € K. Fiir M € I', gilt dann Im(M(z)) = Im(z) < B, fiir M € T \ T gilt Im(M(z)) <
A nach Lemma 4.25. Damit ist Behauptung (b) gezeigt. ]

Wir statten nun den Raum I'\IH* der Bahnen beziiglich der Aktion von I' auf H* mit der Quo-
tiententopologie zu der auf H* eingefiihrten Topologie aus. Deren offene Mengen sind durch

{Uu CT\H* | 7}(U) ist offen in H*}

gegeben, wobei 7 die kanonische Projektion von H* nach I'\IH* ist. Wie bei der analogen Kon-
struktion in Abschnitt 3.1 wird 7t so automatisch zu einer stetigen Abbildung.

Lemma 4.27. T'\IH* ist mit der oben eingefiihrten Topologie ein kompakter Hausdorffraum.
Beweis. Wir zeigen zundchst, dass I'\HH Hausdorff’sch ist. Seien dazu z1,z; € H zwei nicht I'-

dquivalente Punkte mit offenen Umgebungen U; bzw. U, deren kompakter Abschluss in H
liegen. Nach Lemma 4.23 ist die Menge

{M el | M) Nl # o}

endlich, wir nennen ihre endlich vielen Elemente {M;, My, ..., M,}. Da z; und z; als nicht
I'-dquivalent vorausgesetzt wurden, ist M, (z1) # zp fur allev € {1,...,n}, und wir finden
Umgebungen U, von M, (z1) und V, von zy, die disjunkt sind. Setzen wir nun

U=UnM YU N ... MY Uy)und V=UnVinN ... NV,

so ist M(U) N V fiir alle M € T leer. Es folgt, dass 7r(U) und 71(V) disjunkte Umgebungen
von 77(z1) bzw. 7(z;) sind. Die Behauptung in diesem Fall folgt, wenn wir zeigen konnen, dass
7(U) und 71(V) ohne Einschrankung offene Mengen sind. Dies gilt,
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denn: U und V sind offen. Fiir ein beliebiges M € I ist die zugehorige Mobiustransformation
ein Homdomorphismus und somit M(U) bzw. M (V) wieder offen. Es folgt die Offenheit von

7 HrU) = (J MU) bzw. 7} (n(V)) = |J M(V)
Merl Merl

und nach Definition der Quotiententopologie die von 7t(U) bzw. 7t(V) wie behauptet. #

Da I'\IH* die Vereinigung von I'\H und der Aquivalenzklassen der Spitzen ist, bleibt nur noch
zu zeigen, dass eine Aquivalenzklasse von Spitzen von einer Aquivalenzklasse von Punkten in
H und von einer anderen Aquivalenzklasse von Spitzen getrennt werden kann. Der erste Fall
ist mit der selben Argumentation wie in I'\IH gerade der (b)-Teil von Korollar 4.26.

Es bleibt also zu zeigen, dass wir die Aquivalenzklassen zweier -indquivalenter Spitzen s und
t trennen konnen. Hierbei setzen wir ohne Einschriankung ¢ = co. Sei wieder T, der Erzeuger
von I'e,. Weiter setzen wir mit einer positiven reellen Zahl u

L,={z€ H|Im(z) = u},
Ky, ={z € L, |0 <Re(z) <|hl},
Vy={z€ H|Im(z) > u}U{co}.

Da K, kompakt ist, gibt es nach Korollar 4.26 eine Umgebung U von s mit K, N I'(U) = @. Wir
konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass der Rand von U ein Kreis ist,
der die reelle Achse in s beriihrt. Dann ist auch V;, N IT'(U) leer,

denn: Wenn es nicht so wire, gibe es ein M € T mit V,, N M(U) # @. Wegen M(s) # t = co ist
der Rand von M(U) ein zu R tangentialer Kreis.”” Klar, dass dann auch L, N M(U) nicht leer
wiire, so dass es ein M € T gébe mit M(K,) N M(U) # &, also K, N M~!M(U) # &, was
nicht sein kann. #

Ly

N
),
M(s)

Abbildung 4.2: Schneidet der Rand von M(U) die Menge V,,, so auch deren Rand L,,.

97Nach Annahme ist der Rand von U ein Kreis in H, der die reelle Achse in s beriihrt. Weiter ist wegen M €
SLy(R) und s € R das Bild M(s) entweder reell oder gleich oo, nach Voraussetzung also eine reelle Zahl. Die iibrigen
Punkte auf dem Rand von U liegen in I und werden daher nach Teil (a) von Proposition 4.3 auch auf Punkte
in H abgebildet. Aus Funktionentheorie 1 wissen wir, dass Mobiustransformationen verallgemeinerte Kreise auf
verallgemeinerte Kreise abbilden. Der Rand von M(U) ist also ein verallgemeinerter Kreis, dessen Schnitt mit R
einelementig ist und der sonst in I liegt. Das zeigt die Behauptung.
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Damit lassen sich, wieder mit der Argumentation wie in I'\ H, die Klassen von s und oo durch
offene Umgebungen in I'\IH* trennen, und I'\IH* ist Hausdorff’sch wie behauptet.

Es verbleibt die Kompaktheit zu zeigen. Um dies zu tun stellen wir zunédchst fest, dass die
Menge F U {co} kompakt ist. Das ist so,

denn: Jede offene Uberdeckung von F U {co} enthilt eine Umgebung U von co. Nach De-
finition der Topologie von II* enthélt U, fiir ein geeignetes ¢ > 0 die offene Menge H; als
Teilmenge. Die Menge (F U {oo}) \ H, ist offensichtlich kompakt und wird somit durch ei-
ne endliche Teiliiberdeckung der urspriinglichen Uberdeckung von F U {co} iiberdeckt. Die
Kompaktheit von F U {oo} folgt, weil wir durch Hinzunahme von U, zu dieser endlichen
Teiliiberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung unserer beliebigen offenen Uberdeckung von
F U {oo} gefunden haben. #

Mobiustransformationen sind Homdomorphismen, so dass mit F U {oo} auch seine Bilder un-
ter Mdbiustransformationen kompakt sind. Durchlaufen die Matrizen A, mit y € {1,...,m}

ein Vertretersystem von I in SL,(Z), so ist daher die Menge

m

Jro= U A,,(.FU {c0})
u=1

als endliche Vereinigung kompakter Mengen selbst wieder kompakt. Es folgt, dass das Bild
von F unter der (stetigen) Projektion 7r : H* — I'\IH* kompakt ist. Die zu beweisende Kom-
paktheit von I'\IH* folgt also, wenn wir zeigen kénnen, dass die Einschrankung 7t surjektiv
ist. Das ist aber so, weil zum einen Fr := F{' N H offensichtlich ein Vertretersystem fiir die Ak-
tion von I auf H enthilt”®, und zum anderen wie im Beweis von Proposition 4.20 gesehen die
Menge {A1(o0), ..., Am(o0)} ein Vertretersystem der Spitzenklassen beziiglich I' enthalt. O

Lemma 4.28. T'\IH* ist eine kompakte eindimensionale komplexe Mannigfaltigkeit.

Beweis. Nach Lemma 4.27 und Korollar 1.14 geniigt es zum Beweis des Lemmas einen beliebi-
gen Atlas auf I'\IH* anzugeben. Fiir jedes zgp € H* gibt es nach Korollar 4.24 und Teil (a) von
Korollar 4.26 eine offene Umgebung U mit

I, ={MeT | MU NU+ o},

so dass wir eine natiirliche Einbettung I'; \U := {I'; (z) | z € U} — T'\H* haben und I';,)\U
eine offene Umgebung von 7t(zp) in I'\IH* ist. Auf dieser Umgebung definieren wir Karten wie
folgt.

Fall 1: zp € H* ist weder elliptisch noch parabolisch. Dann ist I’ trivial oder gleich {£L,},

denn: Da nach Proposition 4.18 alle Punkte in Q U {co} parabolisch sind, liegt nach Vor-
aussetzung zp schon in der oberen Halbebene H. Enthielte der Stabilisator I';, von zg ein
Element aus SL,(RR) \ {£L}, so hitte dies definitionsgemaf zy € H als Fixpunkt, wére
nach Proposition 4.4 also elliptisch. #

98Wie schon in Abschnitt 4.3 bemerkt, ist Fr im Allgemeinen kein Fundamentalbereich fiir die Aktion von I' auf
. Probleme bereitet hierbei jedoch lediglich der Zusammenhang, auf den wir hier getrost verzichten konnen.
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Somit operiert I';; trivial auf U, und die Abbildung 7 : U — I';,\U ist ein Homdomor-
phismus. Wir nehmen die Karte (T';,\U, (7|;;) ') in unseren Atlas von I'\IH* auf.

Fall 2: zy € H ist elliptisch. Dann betrachten wir die zum Stabilisator I';, gehorige Gruppe
L., o= (T - {£5})/{£1}

der Mobiustransformationen. Aus Funktionentheorie 1 wissen wir, dass die zu

L 1 —2Z0 . 1 —i . 1 i—Zo
w12 =6 7)) 6 )

gehorige Mobiustransformation ¢y eine konforme Abbildung von H auf die offene Ein-
heitskreisscheibe T ist, die zo auf 0 schickt. Ist T, von Ordnung 7, so besteht gT=, ¢y}
aus den n paarweise verschiedenen Transformationen

ZUI—>€kw mitk:0/1,~--,n—1und§:e2”i/”

von Ordnung n. Durch ¢(71(z)) := ¢um(z)" ist also ein Homdomorphismus ¢ : T, \U —
C mit offenem Bild gegeben; der wegen der n-ten Potenz wohldefiniert ist. Wir nehmen
auch (T;,\U, ¢) in unseren Atlas auf.

Fall 3: zp € QU {oo} ist eine Spitze von I'. Dann gibt es ein M € SL;(Z) mit M(zp) = co und

. 1 K"
ME,M ™ {fhy =+ (, 1) ImeZ

fiir eine positive ganze Zahl h. Wir kénnen einen Homéomorphismus ¢ von I';;\U in eine
offene Teilmenge von C definieren, indem wir ¢(71(z)) := ™M)/ setzen, und nehmen
(T;,\U, ¢) in unseren Atlas auf.

O]

Satz 4.29. T'\IH* ist mit dem oben eingefiihrten Atlas eine kompakte Riemann’sche Fliche. Wir nennen
dann T\H* auch eine Modulkurve.

Beweis. Zum einen ist unser Atlas konform,

denn: Bei genauerer Betrachtung stellen wir fest, dass samtliche Kartenabbildungen von der
Form f o 77~! mit einer konformen Abbildung f sind:

Fall 1: zy € II* ist weder elliptisch noch parabolisch. Die entsprechende Kartenabbildung ist
auf einer Umgebung U wie in Fall 1 durch 7! gegeben.

Fall 2: zy € H ist elliptisch. Die entsprechende Kartenabbildung ist auf einer Umgebung U
wie in Fall 2 durch ¢}, o 7! gegeben. Hierbei ist ¢%, als Potenz der zu einer Matrix
aus SL,(R) gehorigen Mébiustransformation auf einem Gebiet in H konform.

Fall 3: zp € QU {co} ist eine Spitze von I'. Die entsprechende Kartenabbildung ist auf einer
Umgebung U wie in Fall 3 durch M)/ o 7=1 gegeben. Hierbei ist die Abbildung
e2MM{) /I eingeschrankt auf U \ {zo} offensichtlich konform, die notigen Eigenschaften
fiir Konformitét auf ganz U lassen sich leicht nachpriifen.
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Zum anderen ist der Quotient I'\IH* zusammenhingend,

denn: Nehmen wir an, I'\IH* wére nicht zusammenhéingend, es gibe also offene Teilmengen
U, Uy C T\H* mit

MH* = U; UU; undsomit H* = 7~ 1(Up) U L (Up).

Wegen der Stetigkeit der Projektion 7 : H* — I'\IH* ist letzteres eine disjunkte Zerlegung von
H* in offene Teilmengen, die es gar nicht geben darf, weil H* als offensichtlich wegzusam-
menhédngende Menge auch zusammenhéngend ist. #

Insgesamt haben wir gezeigt, dass I'\H* tatsédchlich eine kompakte Riemann’sche Fldche ist.
O

4.5 Die Geschlechtsformel (x)

In diesem Abschnitt wollen wir etwas Differentialgeometrie betreiben und den Begriff des Ge-
schlechts einfiihren. Es bietet sich an, dies in einem etwas allgemeineren Kontext zu tun: Eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit mit (reell) differenzierbaren Karten-
wechselabbildungen. Lisst sich eine zusammenhéingende zweidimensionale differenzierbare
reelle Mannigfaltigkeit, etwa eine Sphire oder ein Torus, derart in den affinen Raum R? einbet-
ten, dass sie ihr Komplement in zwei Zusammenhangskomponenten zerteilt, dann nennen wir
sie orientierbar.”® Eine orientierbare zusammenhéingende zweidimensionale differenzierbare
reelle Mannigfaltigkeit nennen wir auch kurz eine orientierbare Fliche. In diesem Abschnitt
wollen wir kompakte orientierbare Flachen studieren.

Bemerkung 4.30. Die bisher von uns behandelten Riemann’schen Flichen C, C, C/ A fiir ein Gitter
A C Cund I'\H* fiir eine Kongruenzuntergruppe I C SL,(Z) sind allesamt orientierbare Flichen und
mit Ausnahme von C auch kompakt, wie wir in Beispiel 1.15, Satz 3.6 bzw. Satz 4.29 gezeigt haben.

Im affinen Raum R? ist der p-te Standardsimplex A, durch die konvexe Hiille von

(0,0) firp =0,
(0,0),(1,0) firp=1,
(0,0), (1,0), (0,1) fiir p = 2

gegeben. Fiir andere Werte von p ist kein Standardsimplex definiert.

Jede orientierbare Flache X ldsst sich triangulieren, das heifst, so mit homéomorphen Bildern
von A, tiberdecken, dass sich zwei solche Bilder entweder lidngs einer eindeutigen gemeinsa-
men Kante oder einer eindeutigen gemeinsamen Ecke beriihren oder disjunkt sind. Auf diese
Weise lasst sich X in Flachen (das Innere von Bildern von A;), Kanten (das Innere von Bildern
von A1) und Ecken (Bilder von Ag) zerlegen.

91n der Differentialgeometrie verlangt man formaler, dass sie ein so genanntes ,stetiges Einheitsnormalenfeld”
besitzt.
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Proposition 4.31. Sei X eine kompakte orientierbare Fliche. Dann ist die Zahl
X(X) = (Anzahl der Flichen) — (Anzahl der Kanten) + (Anzahl der Ecken)

unabhingig von der gewdihlten Triangulierung. Sie heifit die Eulercharakteristik von X.

Beweis. Zu je zwei Triangulierungen ldsst sich immer eine gemeinsame Verfeinerung finden,
das heifit, eine Triangulierung, deren Eckenmenge diejenige der urspriinglichen Triangulie-
rung umfasst. Wir miissen also zeigen, dass der Wert von x(X) beim Verfeinern einer Tri-
angulierung nicht dndert. Eine weitere Ecke muss aber entweder in einer bestehenden Drei-
ecksflache oder auf einer Kante zwischen zwei solchen liegen. In beiden Féllen sieht man die
Invarianz von x(X) leicht. O

Da Homoomorphismen eine Triangulierung erhalten, ist die Eulercharakteristik homomor-
pher kompakter orientierbarer Fliachen gleich. Das heifst im Umkehrschluss, dass zwei kom-
pakte orientierbare Flachen unterschiedlicher Eulercharakteristik topologisch verschieden sein
miissen. Daher nennt man letztere auch eine topologische Invariante.

Definition 4.32. Zu einer kompakten orientierbaren Fliche X heifit die ganze Zahl ¢ = g(X) mit
X(X) =2 —2g(X) das Geschlecht von X. Es ist wieder eine topologische Invariante.

Fiir zwei der drei Typen kompakter Riemann’scher Flachen, die wir bislang untersucht haben,
lasst sich das Geschlecht recht unkompliziert bestimmen.
Proposition 4.33. (a) ¢(C) =0.

(b) Fiir jedes Gitter A C C gilt g(C/A) = 1.

Beweis. Nach Funktionentheorie 1 ist C iiber die stereographische Projektion homdomorph zur
2-Sphire S%. Um zu zeigen, dass deren Eulercharakteristik 2 ist,!% geniigt es, eine Beispieltrian-
gulierung zu betrachten. Offensichtlich ist die Hiille eines Tetraeders homdomorph zur Sphare;
das gibt uns die gesuchte Triangulierung. Wegen

xX(8?)=4—-6+4=2

ist dann das Geschlecht ¢(S?) =1 — X(§2) =1—1 =0, und Behauptung (a) folgt.
Behauptung (b) zeigt man dhnlich. Dafiir braucht man allerdings schon eine Triangulierung

mit 18 Dreiecken. (Ubung!) O

Proposition 4.34. Es gibt zu jeder ganzen Zahl g > 0 eine kompakte orientierbare Fliche X mit
§(X) =g

100Dgs ist dquivalent zum Euler’schen Polyedersatz, der besagt, dass fiir jeden Polyeder die Wechselsumme der
Anzahl seiner Flichen, seiner Kanten und seiner Ecken immer 2 ist.
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Beweis. Nach Teil (a) von Proposition 4.33 hat die 2-Sphéare Geschlecht 0. Durch g-faches Ver-
kleben der Sphére mit jeweils einem Torus, also einer Fliche von Geschlecht 1, erhalten wir so
eine Flache von Geschlecht g. Verklebt wird hierbei jeweils entlang eines Dreiecks der Triangu-
lierung. Dabei bekommen wir

» Flichen = Flachen(Sphére) + g Flichen(Torus) - 2g,

s Kanten = Kanten(Sphére) + ¢ Kanten(Torus) - 3g,

» Ecken = Ecken(Sphire) + ¢ Ecken(Torus) - 3g.

Wie man leicht nachrechnet ist die Eulercharakteristik 2 — 2¢, das Geschlecht also g. ]

D

Abbildung 4.3: Anschaulich entsteht durch die Konstruktion im Beweis von Proposition 4.34
eine Spére mit ¢ ,Henkeln”. Im Bild eine Sphére mit einem ,Henkel”.

Man kann tatsdchlich zeigen, dass jede kompakte Riemann’sche Flache homdomorph zu einer
kompakten orientierbaren Flidche wie im Beweis ist.

Im Rest dieses Abschnitts wollen wir eine geschlossene Formel fiir das Geschlecht der Rie-
mann’schen Flachen I'\ H* mit Kongruenzuntergruppen I' C SL,(Z) herleiten. Dafiir studieren
wir die Verzweigungstheorie holomorpher Abbildungen zwischen kompakten Riemann’schen
Flachen (vgl. Abschnitt 1.4) genauer.

Satz 4.35 (Formel von Riemann-HURWITZ!!). Seien X, Y kompakte Riemann'sche Fliichen, und sei
f € Hol(X,Y) nicht konstant mit Grad ¢ und Gesamtverzweigungsordnung v¢. Dann gilt

(28(X) —2) = pyr (28(Y) = 2) + vy

Beweis. Wir triangulieren Y derart, dass alle Verzweigungspunkte von f unter den 0-Simplizes
sind und dass es zu jedem 1-Simplex eine Karte gibt, in der dieser zur Génze liegt. Das Ur-
bild dieser Triangulierung unter f ist nun eine Triangulierung von X. Seien nun cy, ¢1, ¢ bzw.
do,dy,d; die Anzahlen der 0-, 1- und 2-Simplizes in diesen Triangulierungen, so dass gilt

2-29(X)=co—c1+c2 und 2—-2g¢(Y) =dy—di +dy.

Dann gilt c; = Wy dy, c1 = Wy dyund ¢g = My do — s, und der Satz folgt. O

101 Adolf Hurwitz (1859-1919)
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Kehren wir nun in die spezielle Situation der Modulkurve I'\IH* mit einer Kongruenzunter-
gruppe I' C SL,(Z) zuriick. Unser Ziel ist es, eine geschlossene Formel fiir das Geschlecht
dieser Fliche anzugeben. Im Fall T = SL,(Z) ist dies leicht.

Lemma 4.36. SLy(Z)\H* hat Geschlecht 0.9

Beweis. Der aus Funktionentheorie bekannte Standardfundamentalbereich ldsst sich durch die
Translation T zu einem Zylinder mit federkielartigem unteren Rand und unendlich fernen obe-
ren Rand verkleben. Der untere Rand ldsst sich durch die Stiirzung S verkleben; das Resultat
hat offensichtlich Geschlecht 0.

s_:;” ________
d > Identifikation Identifikation
/< _— —
viaT via S
-1 0 1

O]

Satz 4.37 (Geschlechtsformel). Fiir eine beliebige Kongruenzuntergruppe I C SL,(Z) fiihren wir die
folgenden Bezeichnungen ein.

w j:=[SLy(Z) : T},
» vy bzw. v3 die Anzahl der T-indquivalenten elliptischen Punkte von Ordnung 2 bzw. 3 in H,

m Voo die Anzahl der T'-indquivalenten Spitzen in Q U co.

Das Geschlecht der Modulkurve zu T ist dann gegeben durch

oy 2 B Vs
gM\H") =1+ 5 -+ -3 — 5

Beweis. Offensichtlich ist die kanonische Projektion
f:T\H" — SL,(Z)\H*

eine nicht-konstante holomorphe Abbildung zwischen kompakten Riemann’schen Flachen
und hat Grad

yf = [SLz(Z) f] = u.

12Der hier angegebene Beweis beruht sehr auf der Anschauung. In Satz 4.75 werden wir explizit eine konfor-
me Abbildung (und somit insbesondere einen Homéomorphismus) zwischen SL,(Z)\H* und C angeben und so
zusammen mit Teil (a) von Proposition 4.33 einen exakten Beweis fiir das Lemma liefern.
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Anwenden der Formel von Riemann-Hurwitz 4.35 und von Lemma 4.36 liefert
v
(O\H*) =1—p+ ?f (4.6)

Zum Beweis der Geschlechtsformel miissen wir also zeigen, dass die Gesamtverzweigungsord-
nung vy von f den richtigen Wert annimmt. Betrachten wir dafiir das folgende kommutierende
Diagramm kanonischer Projektionen.

H* Identitat H*

|

I\ L~ SLy(2)\H*

Sei zp € H*. Wir wihlen ein xo € T\IH* mit f(xo) = 71(20) und ein wy € H* mit xo = 7tr(wp).
Gilt wy = M(zp) fiir ein M € SLy(Z), so gilt fiir die Verzweigungsordnung

7(z0)-ord(f; x0) = [SLa(Z)y, : Twy] = [SL2(Z),, : MT'TM N T,], 4.7)

denn: Die erste Gleichheit folgt unmittelbar aus der Definition der Verzweigungsordnung. An-
dererseits gilt

SLy(Z),, = MSLy(Z),, M™" und Ty, =TNMT,; M,
woraus die zweite Gleichheit folgt. #

Offensichtlich kann Verzweigung nur in den 7rr-Bildern der beziiglich I elliptischen oder pa-
rabolischen Punkte auftreten. Nach Abschnitt 4.2 miissen wir also die Verzweigung in den
Punkten aus f~!(7(i)) U f~1(7t(0)) U f~(7r(c0)) bestimmen. Es gilt

2(p — v
Y. (m(0)-ord(f;x) —1) = (;433),
xef~(n(e))
denn: Nach (4.7) und wegen |SL2(Z),| = 3 ist 7t(¢)-ord(f;x) € {1,3} ftiralle x € F (o).
Nach Definition des Grades von f gilt weiter

p=pp= Y (o) -ord(f;x). (4.8)
xef-1(r(q))

Die Anzahl der x € f~!(7(0)) mit 7(0)-ord(f;x) = 1 ist v3, die Anzahl derjenigen mit
nt(0)-ord(f; x) = 3 entsprechend k — v3. Aus (4.8) folgt sofort

u=1-v3+4+3-(k—v3) =3k —2vs.
Losen wir dies nach k auf und setzen es in (4.8) ein, erhalten wir die Behauptung. #

Analog zeigt man

Z (re(i)-ord(f;x) — 1) = i —21/2 und Z (r(o0)-ord(f;x) — 1) = Y — Veo.
xef~1(n(i)) xef~1(m(e0))
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Durch Zusammenzéhlen folgt

byt 13
FmTTe T T3 T
und somit nach Einsetzen in (4.6) die Geschlechtsformel. O

Beispiel 4.38. Im FallT = I'(N) mit N > 2 haben wir v, = v3 = 0 nach Beispiel 4.21 und Nve, =
u =3 [SLa(Z) : T(N)]. Es gilt daher
[SL»(Z) : T(N)] N—6

24 N
Mit Ubungsaufgabe 4.2 lisst sich dies leicht explizit berechnen. So ist etwa g3 = g4 = g5 = 0 und
86 = 1.

gn = g(I(N)\H") =1+

Eine interessante Feststellung ist, dass wir mit den bisher betrachteten Typen Riemann’scher
Flachen in gewisser Weise alle kompakten Riemann’schen Flachen untersucht haben.

Satz 4.39 (Uniformisierungssatz fiir kompakte Riemann’sche Flachen). Sei X eine kompakte Rie-
mann’sche Fliche vom Geschlecht ¢ € IN. Dann ist X konform dquivalent zu einer Riemann’schen
Fliiche Y aus der folgenden Liste.

n Y =Cfiirg=0,
n Y = C/A mit einem Gitter A C C fiir g =1,

n Y = I'\H kompakt mit einer geeigneten Untergruppe I C SL,(R) fiir g > 2.

Der Beweis dieser Aussage liegt aulerhalb der Moglichkeiten dieser Vorlesung: Mit Uber-
lagerungstheorie zeigt man zunichst, dass eine beliebige Riemann’sche Fliche X konform
dquivalent ist zu einem Quotienten X /G der so genannten universellen Uberlagerung X von X
nach einer eigentlich diskontinuierlich und frei operierenden!®® Untergruppe G der Automor-
phismengruppe Aut(X) von X.

Die universelle Uberlagerung einer Riemann’schen Fldche ist stets eine einfach zusammenhén-
gende Riemann’sche Fliche. Vermoge harmonischer Analyse zeigt man den Groflen Rie-
mann’schen Abbildungssatz, der besagt, dass es bis auf konforme Aquivalenz nur drei einfach
zusammenhdngende Riemann’sche Flachen gibt, ndmlich C, Cund H.

Die Automorphismengruppen dieser speziellen Riemann’schen Flachen lassen sich leicht be-
rechnen.

n Aut(C) = {¢m | M € GL,(C)}. Wir haben schon eingesehen, dass jede Mdbiustransfor-
mation auf C mindestens einen Fixpunkt hat, so dass es keine nichttriviale Untergruppe
von Aut(C) gibt, die frei auf C operiert. Als einzige konforme Aquivalenzklasse verbleibt
in diesem Fall die von C selbst.

18Eine Gruppe G operiert eigentlich diskontinuierlich auf einer Menge X, wenn zu jedem Element von X eine
Umgebung U existiert, fiirdie {g € G | U N go U # @} endlich ist. Die Aktion von G hei8t frei, wenn alle Elemente
von X trivialen Stabilisator haben.
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a b
01
diskontinuierlich und frei auf C operieren, sind von der Form

s Aut(C) = {om | M = < > € GL,(C)}. Untergruppen von Aut(C), die eigentlich

(z—>z4+Db)ymitb € C\ {0} oder {z+— wz|w € A} mitA C C Gitter.

Im ersten Fall erhalten wir keine kompakte Riemann’sche Flachen, im zweiten Fall gerade
die Tori aus Kapitel 3.

n Aut(H) = {¢m | M € GL2(R) " }. Untergruppen I' C Aut(H), die eigentlich diskontinu-
ierlich auf H operieren, gibt es viele; im Beispiel der Kongruenzuntergruppen hatten wir
das etwa in Abschnitt 4.4 gezeigt. Eine freie Aktion liegt vor, wenn I' keine elliptischen
Elemente enthilt. Der Quotient I'\IH ist kompakt, wenn I' zudem keine parabolischen
Elemente enthdlt. Das schliefSt die von uns genauer untersuchten Kongruenzuntergrup-
pen T C SL,(Z) aus, da wir in Proposition 4.18 gezeigt hatten, dass die Spitzenmenge
beziiglich einer beliebigen Kongruenzuntergruppe stets durch Q U {oo} gegeben ist.

Der Satz folgt, wenn man noch zeigen kann, dass alle Riemann’schen Flichen vom dritten Typ,
die Geschlecht 0 bzw. 1 haben, konform dquivalent sind zur Riemann’schen Zahlenkugel bzw.
einem Periodentorus.

4.6 Der Begriff der Modulfunktion

In Abschnitt 3.2 haben wir eingesehen, dass sich die meromorphen Funktionen auf einem gege-
benen Periodentorus C/ A eins zu eins iibersetzen lassen in doppeltperiodische Funktionen aus
M(C), die elliptischen Funktionen zum Gitter A. Letztere sind insofern leichter zugénglich als
sie sich mit den Methoden der Funktionentheorie 1 studieren lassen. Ziel dieses Abschnitts ist
es, fiir die meromorphen Funktionen auf einer gegebenen Modulkurve I'\IH* etwas Vergleich-
bares zu erreichen. Genauer wollen wir einen Eins-zu-eins-Zusammenhang zwischen den me-
romorphen Funktionen auf I'\IH* und einer Klasse von Funktionen aus M (IH) beweisen.

Sei also nun fiir den Rest des Abschnitts I' C SL,(Z) eine fest gewéhlte Kongruenzuntergrup-
pe. Jede Funktion F € M (T\H*) induziert eine Funktion f : H — C via f = (F o 71)|m, wobei
7 : H* — I'\H* die kanonische Projektion ist. Wir wollen nun die Eigenschaften von F unter-
suchen und in solche fiir f tibersetzen. Da F als Funktion modulo I' wohldefiniert ist, gilt zum
einen die Invarianzbedingung

F(M(z)) = f(z) firalle M € T.

Nach Satz 1.27 lasst sich andererseits die Meromorphie von F dahingehend {ibersetzen, dass
F € Hol(T\H*, C) \ {o0} gilt. Nach Definition heifit dies, dass fiir jedes Paar von Karten ¢ :
U— VvonT\H*und ¢ : U — V' von C mit F(U) C U’ die Funktion

poFop 1:V =V

holomorph ist. Betrachten wir nun speziell den Atlas von I'\IH*, den wir in Abschnitt 4.4 kon-
struiert haben; sei also zg € H* und W eine offene Umgebung mit

T, ={MeT|MW)NW # g},
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so dass wir eine natiirliche Einbettung I';,\W — T'\IH* haben und I';,\W eine offene Umge-
bung von 7(zp) in T'\IH* ist.

Fall 1: zp € I* ist weder elliptisch noch parabolisch. Dann ist ¢ durch die (identische) Abbil-
dung
(mlw) LU =T, ,\W = V:=W

gegeben, und die Meromorphie von F|y = F |FZO\W ist dquivalent dazu, dass fiir alle Kar-

teny: U — V' von Cmit f(V) = (Fom)(V) = F(U) C U die Funktion
pof=¢oFom:V =V

holomorph ist. Nach Satz 1.27 ist dies gerade die Meromorphie von f|y = f|w.1%

Fall 2: zy € H ist elliptisch. Mit der selben Argumentation zeigt man auch hier, dass die Me-
romorphie von F |Fz0\W dquivalent zur Meromorphie von f| ist.

Fall 3: zp € QU {oo} ist eine Spitze von I'. In diesem Fall ist die Argumentation etwas subti-
ler, weil wir die Funktion f als Funktion auf H (ohne die Spitzen) definiert haben. Seien
M € SL,(Z) eine Matrix mit M(zy) = oo und h die positive ganze Zahl mit

ML,M ' {£D} = {iTh’” |m e Z}.

Hierbei hdngt / nicht von der speziellen Wahl der Matrix M ab,

denn: Fiir eine weitere Matrix M’ € SL,(Z) mit M'(zy) = oo liegt offenbar M'M~! in
SL;(Z)«, es gibt also ein k € Z mit M' M1 =Tk Es folgt

M'T, (M)t {+hL} = MM IMT,, M 'M(M') ™1 {£D1}
= T* {iThm |m e Z} Tk

:{ﬂhm|mez}.

#
Sei weiter g, : HH — E die durch g;,(z) := exp(%) definierte Abbildung. Dann ist ¢
durch die Zuordnung
Uu:=r,\W —V:i=(@gyoem(W)CE,
AE - exp (3 M) (1) )

gegeben. Nach Satz 1.27 ist die Meromorphie von F|; dquivalent dazu, dass f auf W ~
{z0} meromorph ist und dass sich f o ¢;,' o g, ! meromorph nach (g;, o gum)(z0) = 0
fortsetzen lasst. Trifft letztere Eigenschaft zu, so sagen wir ab sofort auch einfacher, f sei
meromorph in der Spitze z;. Die Laurententwicklung von f o ¢/ o q, Lin 0 nennen wir
auch die FOURIERentwicklung'® von f in der Spitze z.

104 Aufgrund der lokalen Gestalt von 7t ist klar, dass mit F|;; auch f|V nicht identisch co ist und umgekehrt.
105Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
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Es ist nun klar, dass sich die Zuordnung F +— f umkehren ldsst. Da sie offensichtlich auch
C-linear ist, haben wir den folgenden Satz gezeigt.

Satz 4.40. Die Zuordnung F — (F o 17) | liefert einen Isomorphismus von C-Vektorriumen zwischen
M(T\H*) und dem Raum Vo(T) der Modulfunktionen beziiglich T,'% also dem Raum derjenigen
meromorphen Funktionen f € M(H) mit

(V1) f(z) = f(M(z)) fiiralle M €T.
(Va) f ist meromorph in allen Spitzen, das heifSt in allen s € Q U {oo}.

Abbildung 4.4: Die Situation im Spezialfall M = I, und h = 1. Zu tiberpriifen ist die Meromor-
phie von fo := fog; ' in0.

Beispiel 4.41. Offensichtlich sind alle konstanten Funktionen mit Werten in C Modulfunktionen. In
Abschnitt 4.11 werden wir mit der j-Funktion ein nicht-konstantes Beispiel einer Modulfunktion in
Vo(SL2(Z)) kennenlernen.

4.7 Fourierentwicklung

In Abschnitt 4.6 haben wir ad hoc die Fourierentwicklung einer meromorphen Funktion f €
M(H) eingefiihrt. Im Folgenden werden wir diesen Begriff noch besser verstehen miissen,
weshalb wir ihn hier ein wenig griindlicher studieren werden.

Seialso D C C offenund f : D — C eine beliebige Abbildung. In Analogie zu den elliptischen
Funktionen in Kapitel 3 nehmen wir nun an, f sei periodisch. Im Unterschied zu dort verlangen
wir jedoch nur, dass es eine Periode w € C \ {0} gibt mit

{z+w|zeD}CD und f(z+w)=f(z)furallez € D.

106 A s der Definition ist nicht ersichtlich, wieso man an dieser Stelle eine Null in den Index schreibt. In Abschnitt
4.8 werden wir sehen, dass es dafiir gewichtige Griinde gibt.
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Beispiel 4.42. ¢* hat Periode 27ti und sin z, cos z haben Periode 27t.
Bemerkung 4.43. Hat f : D — C Periode w € C ~\ {0}, so hat die Abbildung

1D =¢
g z — f(zw)

Periode 1, denn es gilt

gz+1) = f((z+Nw) = flzw + w) = f(2w) = g(2).

In diesem Abschnitt werden wir uns daher auf die Untersuchung 1-periodischer Funktionen be-
schrinken.

Betrachten wir nun fiir —co < g < b < o0 das Gebiet
D,y :={z€C|a<Im(z) <b}.

Die Abbildung

2711z

{Da,b — C,
K
z —q:i=e

bildet D, ; offensichtlich auf das Ringgebiet
DR:={geC|r:=e?" <|g| <e 2™ =: R}

in der komplexen g-Ebene ab, wobei wir die Rechenregeln e=2™ = 0 und e~2"(~®) = co ver-
wenden.

Bemerkung 4.44. Offenbar gilt Dy = H und q1(H) = U}. In diesem Spezialfall stimmt also die
Abbildung g1 mit derjenigen aus Abschnitt 4.6 iiberein.

Seinun f : D,;, — C speziell eine holomorphe, 1-periodische Funktion. Dann ist die durch
feo 0 g1 = f gegebene Funktion f. : DX — C wohldefiniert,

denn: Fiir z # Z mit e¥™2 = ¢2™2 gilt z — Z € Z und somit f(z) = f(Z). #
Auferdem ist f, auf DR holomorph,

denn: Fiir ein beliebiges o € DR untersuchen wir

feo(q) = foo(40)

lim .
q—40 qg—4qo

[ee]

Wir wihlen dafiir eine Folge (4,)5; in Df \ {qo}, die gegen ¢o konvergiert, und schreiben
gy = 2™ fiir alle v € IN mit je einem geeigneten z, € D, ;. Wegen

27z, eZniZO — eZnizo (EZm'(zvsz) o 1)

qv—4qo=¢
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geht 2™ (~%0) fiir v — oo gegen 1. Stetige Funktionen respektieren Grenzprozesse; nach
Anwendung des Hauptzweigs des Logarithmus geht also Loge?™(2~%) fiir v — oo gegen
Log1 = 0. Nach Definition des Logarithmus gibt es andererseits fiir jedes v > 1 eine ganze
Zahl m, mit

Log e2ilzi—z0) — 27i(zy — zo) + 27tim, = 27i(z, + m, ) — 27Tiz).

Ersetzen wir also z, durch Z, := z, 4+ m,, so geht Z, fiir v — oo gegen zo. Mit der 1-Periodizitat
von f und z s 2% folgt

lig Jo(@v) = foo(q0) _ . f(20) = f(20)

v—00 qv — 4o v—»00 eZT[iZV — 627'[1'20

i F@) = f(z0)
V00 p2MiZy _ p27izg
2-z  f(2)~ flz)

= lim T T —
vso0 2TiZy _ p2Tizo Z, — 2o

1 '
= Dmie?mizo | f'(z0)
und somit die komplexe Differenzierbarkeit von fo in go. #

Nach Funktionentheorie 1 hat f« also eine auf Kompakta in DX gleichméfig absolut konver-
gente Laurententwicklung um g = 0 von der Form

[ee]

folq) = Y. anq" furalleq € D}
n——oo
mit Koeffizienten
1 feo(q)

a

T g g dg fureino € (r,R),

wobei iiber die Kreislinie genau einmal im positiven Sinne integriert wird. Setzen wir in der
Koeffizientenformel die Parametrisierung der Integrationskurve ein, so erhalten wir

1! fe(ee™) ot g, [ 27ty ( 27ty 1
= 5 OW-ZmQ‘e dt—/ofoo(ge ) (0e”™") 7" dt.

Setzen wir zg := 1;’%1.9 so haben wir insgesamt den folgenden Satz gezeigt.

Satz 4.45. Gelte —oo < a < b < oo, undsei f : D, — C holomorph mit Periode 1. Dann hat f eine
Fourierentwicklung

(e o]

f2)= Y ane®™ = Y aug" = foolq) fiirallez € Dy

n=—oo n=-—oo

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a, € C.!%7 Die Reihe ist gleichmiifig absolut konvergent auf
Kompakta in D, j,, und es gilt die Formel

ay = / f(z)e 22 dz fiirallen € Z,
C

wobei C durch y(t) = zo + t mit t € [0, 1] gegeben ist.

197Wir werden manchmal diese Gleichungskette ausnutzen und etwas schlampig f(z) = Y50 _, anq" fiir die
Fourierentwicklung einer 1-periodischen Funktion f schreiben.
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Definition 4.46.  (a) Zu einer holomorphen, 1-periodischen Funktion f : D, — C gibt es nach
Satz 4.45 eine holomorphe Funktion fo : DX — Cmit fo 0 g1 = f, wobei wir die dort eingefiihrte
Notation benutzen. Wir nennen f holomorph bzw. meromorph in z = oo, wenn fo in g =0
holomorph bzw. meromorph ist.

(b) Sei h € Z~q. Zu einer holomorphen, h-periodischen Funktion f : D, — C ist nach Bemerkung
4.43 die Funktion (z) := f(hz) holomorph und 1-periodisch. Die Funktion f heifst holomorph
bzw. meromorph in z = oo, wenn dies im Sinne von (a) auf die Funktion g zutrifft.

(c) Sei nun speziell a = 0, und sei f : H — C eine meromorphe, h-periodische Funktion mit h €
Z~o. Wir nennen f holomorph bzw. meromorph in z = co, wenn

n die Menge
{y € R~y | es gibt eine Polstelle von f mit Imagindrteil y}

nach oben beschriinkt ist, so dass die Einschriinkung von f auf ein geeignetes Dy o holo-
morph ist,

w diese Einschrinkung f|p, ., im Sinne von (b) holomorph bzw. meromorph in z = oo ist.

Es ist eine leichte aber lehrreiche Ubung zu zeigen, dass diese Definition fiir k = 0 mit derjeni-
gen aus Abschnitt 4.6 tibereinstimmt.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir ein Beispiel studieren, das wir in Abschnitt 4.9
benotigen werden.

Beispiel 4.47. Sei k > 2 eine ganze Zahl, und sei Dy, = H die obere Halbebene. Dann gilt

Nk oo
Y (z—n)F= ((;2_7(115' Y- ukg" fiirallez € H. (4.9)
nez T on=1

Beweis. Die Reihe auf der linken Seite von (4.9) konvergiert gleichméafig absolut auf Kompakta
in C \ Z, wie wir in (2.3) fiir k = 2 eingesehen hatten und im allgemeinen Fall analog zeigen
konnten. Insbesondere stellt sie eine auf H holomorphe Funktion dar. Wegen der absoluten
Konvergenz konnen wir die Reihe auch umordnen und sehen so ein, dass die untersuchte
Funktion 1-periodisch ist. Nach Satz 4.45 hat daher die linke Seite von (4.9) als holomorphe,
1-periodische Funktion auf H eine Fourierentwicklung.

Nach der Partialbruchzerlegung 2.5 des Kotangens und deren absoluter Konvergenz gilt die
Gleichheit meromorpher Funktionen aus M (C)

1 1 1 1 &, 1 1
meot(mz) ==+ ). ( +)=-+Y( + )
Z ezqoy 2TM o1 z 2 Zz—n  z+n
Andererseits gilt fiir allez € H
eniz+€—niz 27Tz 1
7 cot(rtz) = 7w c.os(nz) 2 gt +
sin(7tz) e e e2miz — 1

2i
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:m.i(q—l)—i—sz. <1+2 )
q—1 q—1

= 71 (1—2 iq”) = 7ti — 27 iq",
n=0 n=0

wobei wir die Formel fiir die geometrische Reihe anwenden diirfen, da fiir z € I die Voraus-
setzung |q| < 1 erfiillt ist. Fligen wir diese beiden Resultate zusammen, so erhalten wir

l\l\b—\

- 1 ..
X:: o ) =mi— Zqu fiir alle z € H.

Da beide Seiten dieser Gleichung auf Kompakta in H gleichméfig absolut konvergieren, diirfen
wir sie beliebig oft ableiten. (k — 1)-maliges Ableiten nach z ergibt

(—1)k(k—1)!2(z_1n) (27ti)* i

nez n=1

wie behauptet (Nachrechnen!). O

4.8 Modulformen

Der Begriff der meromorphen Modulform ist eine Verallgemeinerung des Begriffs der Modul-
funktion. Man betrachtet hierbei nicht nur meromorphe Funktionen, die unter der Aktion ei-
ner Kongruenzuntergruppe I' invariant bleiben, sondern auch solche mit einem kontrollierten
Transformationsverhalten unter I" wie folgt.

Proposition 4.48. Fiir beliebiges k € Z ist iiber die Zuordnung (M, f) — f| M mit
(flkM)(z) := (cz +d) ™ f(M(z))

eine Aktion der Kongruenzuntergruppe I auf der Menge der meromorphen Funktionen in M (H) gege-
ben. Der zugehorige Operator - |y heifit der (k-te) PETERSSONsche Strichoperator.'’®

a b
v (t Ber
setzen wir j(M, z) := cz + d.!% Wie man leicht iiberpriift, gilt dann fiir beliebige M, M € T und
alle z € H die so genannte Kozykelbedingung

Beweis. Fiir ein beliebiges z € IH und

(MM, z) = j(M, M(z))j(M, z).

108 Hans Petersson (1902-1984)
109Djese Schreibweise ist in der Theorie der Modulformen etabliert und hat den Vorteil, ohne Namen fiir die
Eintrdge der Matrix M auszukommen.
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Es folgt fiir die selben Matrizen M, M und alle z € H

Da offensichtlich fiir alle z € H die Beziehung (f|cL)(z) = f(z) gilt, folgt die Proposition. []

Definition 4.49. Sei k eine beliebige ganze Zahl. Eine meromorphe Funktion f € M(IH) mit

_ . b
(Vi) f(2) = (cz 4 d) 50 () = (Fh)(2) graient = (2 1) e,
(Vo) (f|xM)(z) ist meromorph in z = oo fiir alle M € SL,(Z),
heifit eine (meromorphe) Modulform von Gewicht k beziiglich T. Ist fiir ein M € SL,(Z) die Funk-

tion (f|xM)(z) in z = oo holomorph bzw. meromorph, so sagt man auch, f selbst sei holomorph bzw.
meromorph in der Spitze M(co).

Bemerkung 4.50. Um Bedingung (V) in Definition 4.49 im Allgemeinen einen Sinn zu geben,
miissen wir nach Definition 4.46 zeigen, dass die dort vorkommenden Funktionen f| M fiir beliebige
M € SL,(Z) ganzzahlige Periode haben. Da wir (V4) voraussetzen kinnen, ist dies tatsichlich so,

denn: Sei M € SLy(Z) beliebig. Wegen der Endlichkeit von [SLy(Z) : T| enthiilt die unendliche Menge
{MT" | h € Z} zwangsliufig T-dquivalente Elemente; es gilt also

MMT"M = MT"  fiir ein M € T und hy, hy € Z.

Mit Proposition 4.48 folgt

(M) (z 4 2 =) = ((FEM)T) (2) = (fle(MT7m)) (2)
= (fl(MM))(2) ‘2 (FleM) (2)
und somit die Bemerkung. #

Definition 4.51. Sei f eine meromorphe Modulform von Gewicht k beziiglich T, sei s € Q U {co} eine
Spitze, und sei M € SLy(Z) eine beliebige Matrix mit M(co) = s. Dann heifit fiir alle wy € C

wo-ord(f;s) := wo-ord ((f|xM)e;0)
die wo-Ordnung von f inz = s.

Bemerkung 4.52. Der Begriff der wo-Ordnung in z = s einer meromorphen Modulform ist wohldefi-
niert, hingt also nicht von der speziellen Wahl der Matrix M mit M(co) = s ab,
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denn: Sei M' € SLy(Z) eine weitere Matrix mit M'(o0) = s. Nach Definition der Meromorphie in
z = s hat f dann zwei Fourierentwicklungen

f(z) = Z gn(M)eszM71<Z> — Z an(M )eZZZ(MI) Lz)
n=—N(M) n=—N(M')

mit geeigneten N(M), N(M ) € Z."'° Andererseits liegt offenbar (M') = M in SLy(Z), es gibt also
)1

ein k € Z mit (M')"'M = T*. Es folgt
f(Z) = Z an(M/)esz(Mfl(@-i-k) _ Z (ﬂn(M/) ka) eszM71<Z>_
n=—N(M') ne N

Aus der Eindeutigkeit der Laurententwicklung bekommen wir nun sofort
an(M) = a, (M’ )e s fiirallen € Z

und insbesondere N(M) = N(M') wie behauptet. #

Definition 4.53.  (a) Fiir den C-Vektorraum der meromorphen Modulformen von Gewicht k beziig-
lich T schreiben wir Vi(T).111

(b) Den Unterraum der auf ganz H* holomorphen Modulformen aus Vi(I') bezeichnen wir mit
My (T) und nennen seine Elemente die (ganzen) Modulformen von Gewicht k beziiglich T.

(c) Fiir den Unterraum der in allen Spitzen verschwindenden Modulformen aus My (T') schreiben
wir Sk(T'); seine Elemente heiflen die Spitzenformen von Gewicht k beziiglich T.

Bemerkung 4.54. Gilt —I, € T, so folgt Vi(T') = {0} fiir alle ungeraden Werte von k,
denn: Nach (V1) gilt dann fiir ein beliebiges f € Vi (T)

f(z) = (fle(=R)(z) = (0-2+ (=1)) * f((~L)(z)) = (-1)" f(z) fiirallez € H.

Fiir ungerades k folgt sofort f = 0, wie behauptet. #

Ein guter Grund solche Funktionen zu untersuchen, ist, dass sich die Eisensteinreihen aus Ab-
schnitt 3.3 leicht in solche Funktionen iibersetzen lassen, wie wir in Abschnitt 4.9 sehen werden.
Eine strukturelle Motivation ergibt sich aus der Theorie der Differentiale auf Riemann’schen
Fliachen.!1?

Eine fiir die Praxis interessante Fragestellung ist die, wie man einer meromorphen Funktion
f € M(H) ansehen kann, ob sie in Vi(T') liegt. Besonders schwierig ist hierbei die Meromor-
phie in den Spitzen zu {iberpriifen. Die folgende Beobachtung vereinfacht diese Uberpriifung
ganz erheblich.

110Dags die Zahl h nicht von der Wahl der Matrix M abhéngt, hatten wir schon in Abschnitt 4.6 eingesehen.

M Die in Abschnitt 4.6 eingefiihrten Modulfunktionen sind offenbar gerade die meromorphen Modulformen von
Gewicht 0. So rechtfertigt sich die Schreibweise Vy(I'), die zunéchst noch etwas rétselhaft war.

2Tatsichlich gibt es einen C-Vektorraumisomorphismus zwischen dem Raum Q! (T'\IH*) der holomorphen Dif-
ferentiale auf I'\IH* und dem Raum S,(T') der Spitzenformen vom Gewicht 2.
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Lemma 4.55. Sei f € M(H) eine meromorphe Funktion mit (V1). Dann sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent.

(i) f ist meromorph in allen Spitzen.

(ii) f ist meromorph in einem Vertretersystem der Aquivalenzklassen von Spitzen beziiglich T.1'3

Beweis. Zum Beweis geniigt es offenbar zu zeigen, dass (i) aus (ii) folgt. Seien also s,t € Q U
{co} zwei Spitzen mit M(t) = s fiir ein M € I'. Wir nehmen an, dass f in t meromorph ist, dass
es also ein M € SLy(Z) mit M(oo) = t gibt, so dass (f|yM)(z) in z = oo meromorph ist. Die
Meromorphie von f in s folgt sofort wegen

(fle(MM))(2) = (flxM)(2)
und MM (co) = s. O
Im fiir uns wichtigsten Fall T = SL,(Z) gibt es bekanntlich nur eine Aquivalenzklasse von

Spitzen. Nach Lemma 4.55 geniigt es in diesem Fall also, die Meromorphie einer meromorphen
Funktion f € M(H) in zyg = oo zu tiberpriifen.

4.9 Beispiele fur Modulformen

Wir wollen nun endlich nichttriviale Beispiele fiir Modulformen kennenlernen. Der Ubersicht-
lichkeit halber beschrianken wir uns dafiir auf Modulformen zu SL;(Z). Um die Notation ein-
fach zu halten schreiben wir ab sofort kurz Vi, My und Sy fiir Vi(SLy(Z)), M(SL2(Z)) und
Sk(SL2(Z)).

Definition 4.56. Sei k > 4 eine gerade ganze Zahl. Dann heifSt
Gi(z) := Z/ (mz+4n)"% fiirallez € H
(m,n)ez?
die Eisensteinreihe vom Gewicht k.

Bemerkung 4.57. In Proposition 3.26 haben wir schon einmal eine Eisensteinreihe definiert, damals
in Abhingigkeit von einem Gitter A = Zwy + Zwy mit R-linear unabhingigen wq, w2 € C. Im
Spezialfall w1 = z € H und w, = 1 erhalten wir die Eisensteinreihe aus Definition 4.56. Tatsichlich
ist bis auf Multiplikation mit einem a € C ~ {0} jedes Gitter A C C von diesem Typ,

denn: Wir setzen a := wy. Dann gilt

wy'A=2 17 =7 (—“”) + 7.
(0%)) wy
Wegen der R-linearen Unabhingigkeit liegt eine der Zahlen i—% in der oberen Halbebene. #

13Nach Proposition 4.20 ist dies eine endliche Menge.
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Wir miissen bei dieser Ubersetzung allerdings aufpassen, denn aus der Definition der Eisensteinreihe in
Proposition 3.26 ist unmittelbar klar, dass

Gi(ah) = a ¥ Ge(A)  fiirallea € €~ {0}

gilt. Die Eisensteinreihen sind also unter Drehstreckung des zugrundeliegenden Gitters nicht invariant.
Wir werden aber in Proposition 4.70 eine aus Eisensteinreihen zusammengesetzte Funktion kennenler-
nen, die tatsichlich invariant ist.

Lemma 4.58. Die Reihe Gy ist gleichmiifSig absolut konvergent auf Bereichen der Form
1
D, :={z € H|Im(z) > ¢ Re(z)* < E} fiir alle ¢ > 0.

Insbesondere ist die durch Gy gegebene Funktion auf H holomorph.

Beweis. Wegen k > 2, Lemma 3.21 und dem Majorantenkriterium geniigt es zum Beweis des
Lemmas zu zeigen, dass es ein § > 0 gibt mit

\mz 4 n|? > 8|mi +n|*> = 6(m* +n*) firalle z € D und alle m,n € Z.

Wenn wir wie iiblich z = x + iy schreiben, ldsst sich dies dquivalent umformen dazu, dass es
ein 6 > 0 gibt mit

(X +y* = 8)m* +2xmn + (1 —86)n*> >0 fiirallez € D, und alle m,n € Z.

Etwas algebraischer formuliert heifit das nichts anderes als, dass es ein § > 0 gibt, so dass fiir
alle z € D, die quadratische Form

(X +y* = 6)X? +2xXY + (1 —6)Y?

positiv semidefinit ist, also ausschliefllich Werte > 0 annimmt.”? Es gilt also zu zeigen, dass es
ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle z € D, die Matrix

x>4+y?—6  «x
x 1-0

positiv semidefinit ist, also fiir die Hauptminoren gilt

(i) x> +y*>—6>0,

(i) (2+y*—08)(1—=6) —x?=—0x2+ (1 -96)y*—5(1—-6) >0.
Nach Definition von D, geniigt es § < &2 zu setzen, um Bedingung (i) zu erfiillen. Fiir Be-
dingung (ii) nehmen wir nun ohne Einschrdnkung 6 < 1 an. Dann gilt fiir alle z € D, die
Abschitzung

02+ (1=0)y*—6(1—0)> —de L+ (1—-6)e> —5(1—-9),
und Bedingung (ii) folgt, wenn wir zeigen kénnen, dass es ein 6 € (0,1) gibt mit

14+ (1-9)
2558 TUTO) +( )
e>0 13

Das Lemma folgt, da die rechte Seite offensichtlich fiir § — 0 gegen Null geht. O
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Satz 4.59. Fiir jedes gerade ganze k > 4 liegt die Eisensteinreihe Gy in M.

Beweis. Nach Korollar 4.14 wird die Gruppe SL,(Z) erzeugt von der Stiirzung S und der Trans-
lation T. Da der Petersson’sche Strichoperator nach Bemerkung 4.48 tatsdchlich ein Operator
ist, gentigt es zur Uberpriifung der Modulform-Eigenschaft (V;) die Bedingungen

Gk’kSZGk und Gk‘kTZGk

zu zeigen. Tatsdchlich gilt fiir allez € H

Gz+1)= Y (m(z+1)+n)_k: Yy (mz+(m+n))_k:Gk(z)

(m,n)ez? (mn)ez?

und
/

(m(—l) +n)7k = Z/ (nz —m)™* = Gi(2).

kaGk(—l) =z
z (m,n)ez? z (m,n)ez?

Bei den Umformungen gilt zu beachten, dass mit (m, n) auch (m, m + n) und (n, —m) alle Ele-
mente von Z2 \. {(0,0)} genau einmal durchlaufen und dass die betrachteten Reihen absolut
also unbedingt konvergieren.

Es verbleibt die Holomorphie von Gy in den Spitzen zu zeigen. Nach Lemma 4.55 gentigt es
dafiir die Holomorphie in einem vollstindigen Vertretersystem der Spitzen von SL,(Z) zu
tiberpriifen, und nach Bemerkung 4.10 ist ein solches durch {oo} gegeben. Zu zeigen ist nach
der Definition von Holomorphie in oo und dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz, dass Gy o g7 !
in einer kleinen Umgebung von g = 0 beschrénkt ist. Das ist sicherlich richtig, wenn

. -1y __ 1:
lim(Geogy7) = lim Gi

existiert. Sei also (z,){_; eine Folge in H mit lim, . Im(z,) = co. Wegen Gy (z + 1) = Gi(z) fur
alle z € H kénnen wir ohne Einschréankung |Re(z,)| < 3 fiir alle v annehmen. Dann liegen alle
Punkte z, ab einem hinreichend grofien v in

D; = {z € H|Im(z) > 1,Re(z)* < 1}.

Nach Lemma 4.58 konvergiert die Eisensteinreihe G, auf D; gleichméfig, so dass wir den
Grenziibergang gliedweise vollziehen diirfen. Wir erhalten
lim (mz, +n)"F =0

V=00
(m,n)ez?

m=0
und somit
|
lim Gi(z,) =2 ) —,
n=1 n

vV—r00

womit der Satz gezeigt ist. O
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Satz 4.60. Die Fourierentwicklung der Eisensteinreihe Gy mit k > 4 ganz und gerade ist durch

(27ri)k

Ge(z) =2C(k)+2 k=11 i(fkﬂn)q” fiirallez € H

gegeben, wobei
= Z n_k
n=1
den Wert der Riemann’schen Zetafunktion an der Stelle k bezeichnet und

U'k,1(n) = Z dk_l
dn
d>0

die (k — 1)-te Teilersummenfunktion definiert.

Beweis. Da die Reihe nach Lemma 4.58 absolut konvergiert, diirfen wir sie in einen Teil mit
m = 0 und einen Teil mit m # 0 aufspalten und erhalten so

=Yt Y Y mz ) KBS cy 42 VY (mz4n) K,
nez meZ ne’ m=1n€Z

n7#0 m#0

Desweiteren gilt fiir alle ganzen k > 2

Z(w—kn)k:((kzmz k=1p2minw fijr alle w € H,

nez

wie wir in (4.9) eingesehen haben. Wenden wir dies mit w = mz an, erhalten wir
—2mi)k & &
Glz) =220 +2 20 3 g
| o=t =

Setzen wir nun t := mn, so durchlduft n alle positiven Teiler von ¢, und es gilt

-
Gi(z) = 2 {(K) +2 ((k 2_7111;' r|ze|d
a>0

Nach Definition der (k — 1)-ten Teilersummenfunktion haben wir somit den Satz bewiesen. [

Satz 4.61. Die BERNOULLIzahlen''* B, fiir n € N sind definiert durch die Taylorentwicklung von

= E % " fiiralle z € Uy (0).

Fiir sie gelten die folgenden Eigenschaften.

114]akob I. Bernoulli (1655-1705), wobei die Bezeichnung ,1.” zur Abgrenzung von seinem ebenfalls in der Ma-
thematik tdtigen GroBneffen Jakob II. Bernoulli (1759-1789) dient.
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(i) Bu € Q fiirallen € IN. Speziell gelten By = 1 und By = —1.

(ii) Es gilt die Rekursionsformel (—1)"B, = Yy_o (})B, fiirallen € IN.
(iii) Fiir ungerades n > 1 gilt B, = 0.
(iv) Fiir gerades n > 2 gilt B, = (Gl Z(n).

=T g
Beweis. Zuniéchst gilt es den Konvergenzbereich der Taylorreihe aus dem Satz zu bestimmen.
Dafiir betrachten wir die Funktion f(z) = z*5. Diese hat in zg = 0 eine hebbare Singularitat
und nimmt dort den Wert 1 an. Desweiteren hat sie Polstellen in den Punkten z, = 27iv fiir
alle v € Z ~ {0}. Das sind alle Singularititen von f. Nach dem Satz von Taylor konvergiert
also die Taylorentwicklung von f um z = 0 in Uy~ (0).

Sei also z € Upx(0). Dann gilt zum einen

1 =1lim
z=0e2—1  z50 y

Zum anderen haben wir

L, 1—¢* _, 1 _ e* _, 1 _ 1 _z  —z
- ez—1) ez—1 e2—1/) e2—1 1—e2) -1 e2-—1

= By, = 2By,
=y -y = L S
= n! =
n ungerade

so dass wir nach Koeffizientenvergleich

1
B = —5 und B, = 0 fiir alle ungeraden n > 1

und insbesondere (iii) erhalten. Daraus, aus By = 1 und aus der Rekursionsformel fir n + 1
folgt B, € Q fiir alle n € IN und somit Behauptung (i).

Die Rekursionsformel wiederum folgt mit Koeffizientenvergleich aus

n=0v=0 n=0v=0
(e o0 By +
=0 u=
(o] B v [ee] ZV
-(E%<)(553)
v=0 u=0
z
:ez—l.ez
—Z
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Es verbleibt Behauptung (iv) zu zeigen. Dafiir setzen wir z = 27riw. Fiir w € U;(0) gilt dann

> B 27iw
Y = Quiw)' = 5o = miw ————
n! e TIw __ 1 e TTIw __ 1

‘ eZm'w 11 eZniw -1 ' eniw 4 efm‘w
= TTiw =mnw | ———1

n=0

eZm’w -1 o eZniw -1 eniw _ efm‘w

= ntw (cot(rtw) — i).

Mit B; = —3 folgt

> (—=1)"?(2m)"B
mweot(mw) =1+ ) (=1) n(' )" By w"  furallew € Up(0).
nge:ra%de '

Andererseits gilt mit der Partialbruchzerlegung (2.5) des Kotangens

1 1 > 1 1
mwcot(mw) =1+w ) <+m>:1+w Z( +w—|—m)

mez~{oy \W — M m=1 \W =1
= 1 = 1 1
=1+ 2u? =1-2u? — -
i mgﬂ"z_mz ‘ mX::N”Z 1=()?
1 YA L (5L ) e
- mglﬁng) m) ng:o mZ::1m2n+2 N
=1-2 ) {(n) "
n=2
n gerade
Behauptung (iv) folgt aus einem weiteren Koeffizientenvergleich. O
Definition 4.62. Sei k > 4 eine gerade ganze Zahl. Dann heifit
Ey(z) == 1 Gi(z) fiirallez € H
T

die normierte Eisensteinreihe vom Gewicht k.

Nach Satz 4.61 ist die Fourierentwicklung der normierten Eisensteinreihen durch

2k &
Ex(z) =1~ By ox-1(n)q
n=1

n

gegeben. Mit By = — 4 und B = ;5 gilt also im Speziellen

E4(z) =1+240 ) o3(n)q" und Eg(z) =1—504 ) o5(n)q"

n=1 n=1
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Bemerkung 4.63. Da die Bernoullizahlen nach Satz 4.61 rationale Zahlen sind, trifft dies auch auf
die Fourierkoeffizienten der normierten Eisensteinreihen Ej mit k > 4 ganz und gerade zu. In den
Spezialfillen E4 und Ee sehen wir, dass die Koeffizienten sogar ganzzahlig sind.

Mithilfe der Eisensteinreihen lidsst sich ohne Miihe eine Vielfalt weiterer Modulformen einfiih-
ren. Wir beschrdnken uns auf zwei Beispiele.

Proposition 4.64. Die Diskriminante

Az) = 171728 (E2—E2) firallezcH

ist eine Funktion in S1y. Ihre Fourierentwicklung ist von der Form

A(z) = 0+ q — 24 g> + Terme hoherer Ordnung.

Beweis. Nach Ubungsaufgabe 4.5 sind Ei’ und Eé jeweils Modulformen in Mj;. Da M, ein
Vektorraum ist, folgt A € M. Der Rest der Proposition ergibt sich, wenn wir die explizit
bekannten Fourierentwicklungen von E4 und E¢ dazu benutzen, um ebensolche fiir Ei und Eg
zu bestimmen. In der Tat gelten

E3(z) = 1+ 720 q + 179280 g* + Terme hoherer Ordnung,
E%(z) = 1 — 1008 g + 220752 g* + Terme hoherer Ordnung.

O]

Die Diskriminante wird zusammen mit den Eisensteinreihen eine wichtige Rolle bei der Un-
tersuchung der Struktur der Rdume M in Abschnitt 4.10 spielen.

4.10 Die Valenzformel und Folgerungen daraus

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, die Valenzformel 4.65 zu zeigen und als Folgerung daraus
Basen fiir die C-Vektorrdume My mit k € Z angeben zu kénnen.

Satz 4.65. Sei f € Vi nicht konstant Null. Sei S(f) bzw. T(f) ein Vertretersystem modulo SL;(Z)
von Polstellen bzw. Nullstellen von f auf H*. Dann gilt die Valenzformel, oft auch kurz %-Pormel
genannt,

y O-ord(f;t) y coord(fis) _ k. ::{ s firz e,
teT(f) et seS(f) €s 12 1 furz eEQU {oo}

Bemerkung 4.66. Nach Lemma 2.16 ist eine Losung einer Cousin-Verteilung auf SL,(Z)\H* nichts
anderes als eine Losung einer geeigneten Null- und Polstellenverteilung ({us}scs, {ut}ier). In Hin-
sicht auf Satz 4.40 besagt nun die Valenzformel 4.65 angewendet auf Modulfunktionen aus Vy, dass eine
solche Null- und Polstellenverteilung nur dann eine Losung haben kann, wenn

Us Ut

gilt. Es lohnt ein Vergleich mit dem 4. Liouville’schen Satz 3.18.
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Beweis von Satz 4.65. Zunichst sei bemerkt, dass die Summen in der Valenzformel endlich sind,

denn: Die Menge F U {oo} ist kompakt, wie wir im Beweis von Lemma 4.27 eingesehen haben,
so dass eine meromorphe Funktion dort nur endlich viele Null- bzw. Polstellen haben kann. Die
Behauptung folgt, da F U {oo} bekanntermaflen ein Vertretersystem von SL,(Z)\H* enthélt. #

Sei also 0 # f € Vi gegeben. Die Beweisidee ist dann die folgende. Wir integrieren die Funk-
tion % entlang eines geeignet modifizierten Randes des Fundamentalbereichs F und werten
dieses Integral auf zwei verschiedene Weisen aus, zum einen mithilfe des Satzes vom Null-
und Polstellen zdhlenden Integrals und zum anderen unter Ausnutzung des Transformations-
verhaltens von f unter SL(Z).

Nehmen wir zundchst an, f habe auf dem Rand dF keine Null- und Polstellen mit der
moglichen Ausnahme der Punkte i und ¢ (und dann auch —p). Sei C die in der folgenden
Zeichnung rot dargestellte stiickweise glatte geschlossene Kurve. C werde dabei in mathema-
tisch positiver Richtung einfach durchlaufen.

A |\E

: D
Bl>’3/f DA~

»

e

1 0 11

Abbildung 4.5: Die Punkte A und E sind so gewdhlt, dass es (mit moglicher Ausnahme von
oo, das wir uns hier als lim,_, iy vorstellen sollten) keine Null- oder Polstelle von f mit Ima-
gindrteil groBer Im(A) = Im(E) gibt. Die Punkte By, B, bzw. Cy, C; bzw. Dy, D, sind so gewihlt,
dass das Kurvenstiick von ¢ bzw. i bzw. —g bis zu ihnen Lange ¢ > 0 hat. Hierbei ist € so klein
gewdhlt, dass im Inneren der Kurve C von jeder Null- und Polstelle von f (mit moglicher Aus-
nahme von ¢ und i) jeweils genau ein Vertreter modulo I' liegt.

Nach Konstruktion und dem Satz vom Null- und Polstellen zdhlenden Integral gilt

L flz) . ,

Tm/c 6 dz = z;}' (0-ord(f;z) — oo-ord(f;z))
z944,0

= Z 0-ord(f;s) — Z oco-ord(f;t) — Z (0-ord(f;z) — oo-ord(f;z)).

teT(f) s€S(f) ze{o,i,00}
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Wir wollen das Integral nun auch abschnittsweise per Hand ausrechnen und das Ergebnis mit
dieser Formel vergleichen.

(i) Die Geradenstiicke AB; von A nach B; und ED; von E nach D; werden unter Anwen-
dung der Translation T aufeinander abgebildet. Es folgt

YO PR Y (LT

2rti Jep; f(z)  2miJas f(T(z))
1 fl(z+1)

= 2 Jaw fz 1)
1 fE),

~ 2rti Jag, f(z)

(8% .
(ii) Der Kreisbogen BiB, von By nach B, wird parametrisiert durch z = ¢ + ee" fiir t €
[a(g), 5] mit einem geeigneten Winkel a(¢). In einer den Kreisbogen ganz enthaltenden
punktierten Kreisscheibe um ¢ konnen wir f nach dem Satz von der Laurententwicklung

schreiben als
f(z) =(z—0)"8(2)

mit m = 0-ord(f;0) — co-ord(f; 0) und einer in der ganzen Kreisscheibe holomorphen
Funktion ¢ mit ¢(¢) # 0. In dieser Notation gilt

f&_ m g

und somit

1 flz) .1 @ rm ¢(etee”)Y. 4
27i Juih, £(2) SR TN gloreen )
/

a(e) ity
:ﬂ(a(s)_z)_i_i/ Melfdt

27 27 2m (0 +ee')
e=0 m 7T 7T
27's 20

1
=% (0-ord(f; 0) — co-ord(f;0)),
denn der Integrand im zweiten Term ist beschréankt. Analog gilt

1R 1 .
577 Jor, o) &2 = —g (Oord(fig) —eoord(fie)),

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Ordnungen in —¢ wegen der Aquivalenz die selben
wie in ¢ sind, und

1) 1 y
57 Jece, oo B = 3 (0-ord(fii) - coord (i),
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(iii)

(iv)

&% (&2
Die Kreisbégen B,C; von By nach C; und D;C; von D; nach C; werden unter Anwendung
der Stiirzung S aufeinander abgebildet, denn auf die Einheitskreislinie eingeschrankt gilt

1 z ' '
S(z) = = —|ZZ’2 = —z, alsoS(x+iy) =—x+iy.

Es folgt
1 fl@) g, - 1 f1(5G) 4500y = 2 f'(5(z) <dz>. (4.10)

~ 2mi By Zkf(z) \ 22

21ti Ipie, f(z) 27 Jee, f(S(z))

Leiten wir die gerade schon benutzte Beziehung f(S(z)) = zff(z) ab, so erhalten wir

FsEN B = 2 g5y = k() + 2112,

Eingesetzt in (4.10) ergibt sich

L I L R (%)

27 Ine, Fz) C T 2m ZF-2f(z) 22
1 k. fz)
Y /132C1 ( f(z) > d
1 k 1 f'(z)
2 e = 3 e o

Fiir das erste Integral auf der rechten Seite gilt hierbei

1/ kdzsjf’k/gdt_k m_2my_ _k
27t Juie, 2 )Y T \27 3 )T 12

Die Abbildung ¢ : z + 2™ bildet das Geradenstiick EA auf eine genau einmal negativ
durchlaufene Kreislinie K um g = 0 ab, in deren Inneren, mit der moglichen Ausnahme
von g = 0, keine Null- und Polstellen von f o g; * liegen. Mit dem bekannten Zusammen-

hang _
=Y @™ =Y auq" = (foqr")(q)
n>N n>N
zwischen der Fourierentwicklung von f bei z = oo und der Laurententwicklung von
fog;! um g =0 gilt dann
fl(z) =2mi Y na,e®™ =2miq Y nanq" ' =2mig(foq; ") (9)
n>N n>N

und somit

L[ fa),, 1 f2ng(foq")(q) dq
27i Jea f(2) =5 s (o)) 2
1 /(fmh )'(q)

=3 S (Fogqr)(g)
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— — (0-ord(( 053 );0) ~ ewond((f 0 410))
= — (O-ord(f; oo) — OO-OI'd(f,' OO)) p

wobei das vorletzte Gleichheitszeichen mit dem Satz vom Null- und Polstellen zidhlenden
Integral folgt.

Offensichtlich haben wir hiermit die Valenzformel fiir den Fall bewiesen, dass f auf 0 F mit der
moglichen Ausnahme von i und ¢ keine Null- und Polstellen hat. Fiir den Fall, dass es doch
solche Null- und Polstellen gibt, modifiziert man die Integrationskurve wie in der Abbildung
angegeben und verfahrt entsprechend.

Ly
Zlf Zl+1

o

1 10 I 1

Abbildung 4.6: Die Punkte z; und z; reprédsentieren die beiden moglichen Typen von Null- bzw.
Polstellen, die nun noch hinzukommen. Man beachte, dass die jeweiligen Kreisbdgen unter T
bzw. S aufeinander abgebildet werden.

O

Eine wichtige Anwendung der Valenzformel ist, dass wir mit ihr und unserem Wissen iiber die
Eisensteinreihen eine Aussage tiber die Struktur der Vektorraume Mj und Sy treffen konnen.

{0} fiirk <0,

irk —
Satz 4.67. (a) Fiir gerades'' k gilt My = ?0} j:w r g'
iirk =2,

CE,® S, fiirk > 4.
(b) Die Abbildung f — f - A ist ein C-Vektorraumisomorphismus von My_1, nach Sy.

Beweis. Wir zeigen zunédchst Behauptung (a).

15Dass die Vektorraume M fiir ungerades k nur aus der Null bestehen, hatten wir schon in Bemerkung 4.54
eingesehen.
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k < 0. Gébe es fiir ein k < 0 eine ganze Modulform f € M ungleich 0, so wire aufgrund
der Holomorphie von f die linke Seite der Valenzformel nicht-negativ, die rechte nach
Voraussetzung jedoch negativ. Ein solches f kann es also nicht geben.

k = 0. Die Inklusion C C M ist klar. Die andere Inklusion ist ein Spezialfall von Korollar
1.38, kann aber wie folgt auch direkt aus der Valenzformel hergeleitet werden. Fiir jedes
f € My und jedes zg € H liegt auch g(z) := f(z) — f(zo) in My. Wegen g(zo) = 0 kann g
die Valenzformel nicht erfiillen. Es folgt ¢ = 0 und somit f = f(zo) konstant.

k = 2. Die Losbarkeit der Valenzformel in M ist gleichbedeutend damit, natiirliche Zahlen ,,
n; und ngongt zu finden mit

3 2 sonst—6~

Da es solche natiirlichen Zahlen nicht gibt, kann es auch keine nichttriviale Modulform
in M, geben.

k> 4. Sei f € M; mit Fourierentwicklung f(z) = Y, a,q", und sei weiter ¢ := f — agEy.
Nach Definition hat E; konstanten Fourierkoeffizienten 1, so dass g in Sy liegt. Es folgt
f = agE; + gc CE; & Sk.116

Zum Beweis von Behauptung (b) geniigt es, die Surjektivitit der Zuordnung f — f-A zu
tiberpriifen; die Injektivitat ist klar. Fiir eine beliebige Spitzenform g € S setzen wir f := g/A.
Es gilt

0-ord(A;0) =1 und 0-ord(A;z) =0 firallez € H, (4.11)

denn: Nach Proposition 4.64 ist der Koeffizient von q bei der Fourierentwicklung von A gera-
de 1; es gilt also 0-ord(A;00) = 1. Der Rest der Behauptung ist eine direkte Anwendung der
Valenzformel 4.65. #

Es folgt zum einen die Holomorphie von f auf H. Zum anderen folgt wegen g € S
0-ord(f; 00) = 0-ord(g; c0) — 0-ord(A; 00) = 0-ord(g;00) —1 >0

und somit die Holomorphie von f in co. Wegen ¢ € M und A € My, gilt f € My_1,, und wir
haben ein Urbild gefunden. O

5 ir k =2 mod (12),
Korollar 4.68. Sei k > 0 gerade. Dann gilt dim My = leZJ f " mod (12)
|55] +1 fiirk #2mod (12).

Beweis. Nach Satz 4.67 gilt
St = {0} undsomit M; = CE; firk € {4,6,8,10}.

Zusammen mit den im Satz explizit angegebenen Fillen k € {0, 2} folgt so die Behauptung fiir
0 <k <10.

116Dje Direktheit der Summe ist klar, da der konstante Fourierkoeffizient von Ey ja gerade 1 ist.
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Wieder nach Satz 4.67 gilt
dimM; =1+dim Sy =1+ dim My, furallek >4
und somit induktiv die Behauptung. O

Korollar 4.69. Sei k > 0 gerade. Dann bilden die ,,Monome” EZEg fiir a, B € IN mit 4a + 6p = k eine
Basis des C-Vektorraums M.

Beweis. Wir zeigen zundchst, dass die angegebenen Funktionen den C-Vektorraum My erzeu-
gen.

k < 6. Das haben wir bereits im Beweis von Korollar 4.68 eingesehen.

k = 8. Nach Korollar 4.68 gilt dim Mg = 1. Andererseits sind die konstanten Terme der Fou-
rierentwicklungen von Eg, EZ € Mg definitionsgemaf beide 1. Es folgt Es = E3 und somit
die Behauptung fiir k = 8.

k = 10. Nach Korollar 4.68 gilt dim M;p = 1. Andererseits sind die konstanten Terme der Fou-
rierentwicklungen von Ejg, E4sE¢ € Mg nach Definition beide 1. Es folgt E1p = E4E¢ und
somit die Behauptung fiir k = 10.

k > 12. In diesem Fall gibt es offenbar stets «, € IN mit 4x 4+ 68 = k, und die Fourierent-
wicklung der zugehorigen Modulform ¢ := E} Eg hat den konstanten Term 1. Sei nun
f € M eine beliebige Modulform mit Fourierentwicklung f(z) = Y57 a,4". Dann ist
f —aog € Sk, nach Teil (b) von Satz 4.67 gibt es also ein 1 € Mj_1, mit

f —aog = hA.

Nach Definition ist die Diskriminante eine C-Linearkombination von E; und EZ. Wir
konnen nun annehmen, schon gezeigt zu haben, dass sich h als C-Linearkombination
von ,Monomen” EZ Eg mit 4y 4+ 66 = k — 12 schreiben ldsst. Tatsdchlich stellt dieser Fall
den Schritt k — 12 = k eines Induktionsbeweises dar, dessen Anfang wir in den Féllen
k < 10 behandelt haben.

Nun wollen wir zeigen, dass die Menge
{ESEP | &, B € IN mit 4a + 68 = k}
C-linear unabhingig ist. Nehmen wir dazu an, es gelte

Z }\,X,ﬁEi‘Eg =0 mit gewissen A, 5 € C. (4.12)
«,BEN
da+6B=k

Wir nehmen zunichst an, es gelte k = 0 mod (4). Wegen 4a + 68 = k ist dann  gerade, es gibt
also ein ' € IN mit 8 = 2p'. Fiir dieses gilt dann &« = £ — 3’ und somit

K_ ’ ’ k E2 ﬁ,
EsEP — Ei P EX — E] (Eg) .
4
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Eingesetzt in (4.12) erhalten wir so

E§ E A (Eg)ﬁ/ 0
4 k_ 128/ = U.
pen ! W2\ E]

Nehmen wir nun an, es gidbe einen Koeffizienten ungleich Null in dieser Gleichung. Dann
wiire E2 / E§ Nullstelle eines von Null verschiedenen Polynoms aus C[X] und somit gleich einer
Konstanten,

denn: Die meromorphen Funktionen M (H) bilden nach Bemerkung 1.28 einen Korper, der C
enthilt. Ein von Null verschiedenes Polynom P € C[X] hat also in M (IH) hochstens deg(P)
Nullstellen. Da nach dem Fundamentalsatz der Algebra bereits deg(P) Nullstellen von P in C
liegen, sind folglich alle Nullstellen von P in M (H) konstant. #

Diese Konstante wire gleich Null,
denn: Zum einen gilt
N 1 ,
Eo(i) = i °Ee(—~) = —Eo(i)
und somit E4 (i) = 0. Zum anderen gilt nach Satz 4.60 und Normierung
Es(i) =1+240 ) o3(n)e ™ > 0.
n=1
#

Es folgte Es = 0, was nicht sein kann. Es gibt also keinen Koeffizienten ungleich Null, und wir
haben die lineare Unabhéngigkeit im Fall k = 0 mod (4) bewiesen. Die Behauptung im Fall
k =2 mod (4) beweist man dhnlich (Ubung!). O

4.11 Die j-Invariante
Wir haben immer noch kein Beispiel fiir eine nicht-konstante Modulfunktion gefunden. Diesen
Missstand wollen wir nun beheben.

Proposition 4.70. Die j-Invariante oder auch absolute Invariante

3 z
j2)i= 42

ist eine Funktion in Vy. Ihre Fourierentwicklung ist von der Form

j(z) = g1 + 744 + Terme hoherer Ordnung.

Beweis. Sowohl Ei als auch A liegen in M. Analog zu Ubungsaufgabe 4.5 folgt j € V. Die
Fourierentwicklung von j berechnet man leicht aus den explizit bekannten Fourierentwicklun-
gen von E und A. O
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Bemerkung 4.71. Rechnen wir die Normierungen von E4 und Ee wieder heraus, so gilt

20 G3(z)
20 G3(z) — 49 G2(z)

j(z) = 1728 fiir alle z € H.

Auf diese Weise liisst sich die j-Invariante zu einer Funktion auf der Menge der Gitter A C C fortsetzen,
so wie wir dies fiir die Eisensteinreihen schon in Bemerkung 4.57 eingesehen hatten. Das heifSt, es gilt

20 G3(A) —49 GZ(A) S (A) —27 g2(A)

i(A) = 1728

Mit den Rechenregeln fiir die Multiplikation des Gitters mit einer komplexen Zahl a € C ~ {0} aus
Bemerkung 4.57 folgt die Invarianzeigenschaft

jlaA) = j(A) fiiralle Gitter A C Cundallea € C ~ {0}.

Das ist gleichzeitig der Grund fiir die Benamung dieser Funktion.

Proposition 4.72. j(H) = C.

Beweis. Zu j € Vj ist wie in Abschnitt 4.6 tiber
j= (Jom)|m mitderProjektion 7t : H* — SLy(Z)\H"

eine (nichtkonstante) Funktion

] € M(SLao(Z)\H*) 'C Hol(SL,(Z)\H*, T)

assoziiert. Da die Riemann’sche Flache SL,(Z)\IH* nach Satz 4.29 kompakt ist, folgt mit Satz
1.36 die Surjektivitdt von J. Die Proposition folgt, da die Projektion 7t ebenfalls surjektiv ist und
die Funktion | o 77 in z = oo eine Polstelle hat. O

Aus der Surjektivitdt der j-Invarianten folgt ein Existenzsatz, den wir in Abschnitt 3.6 schon
benutzt haben.

Korollar 4.73. Zu je zwei komplexen Zahlen g, und g3 mit g3 — 275 # 0 gibt es ein Gitter A C C
mit g2(A) = g und g3(A) = gs.

Beweis. Seien also g, und g3 zwei komplexe Zahlen mit g3 — 27¢3 # 0. Nach Proposition 4.72
gibt es dann ein z € I mit

<
] = 1728 —2<
/@) 883—275%'

und nach Bemerkung 4.71 gibt es ein Gitter A C C mit

$
j(A) =1728 ——°2
8 —27¢3
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Da jede komplexe Zahl eine 12-te Wurzel besitzt, gibt es ein a € C mit

3 _ 27 2
Aan) = a72a(n) = 2088,

Hier haben wir das Transformationsverhalten benutzt, das wir fiir die Diskriminante erhalten,
wenn wir sie wie die Eisensteinreihen und die Invariante als Funktion auf der Menge der Gitter
A C C betrachten. (Dies zu zeigen ist eine Ubung.) Wegen j(aA) = j(A) konnen wir also ohne
Einschrankung annehmen, es gelte

$(A) =g und g5(A)=g3

Wegen g(iA) = i *¢(A) = g(A) und ¢3(iA) = i %¢3(A) = —g3(A) kénnen wir sogar
annehmen, es gelte
$(A) =g und gs(A)=gs.

Sei nun { eine 6-te Einheitswurzel. Dann gilt g2({A) = {*¢2(A) und g3(CA) = % g3(A) =
¢3(A). Wenn ( alle 6-ten Einheitswurzeln durchlauft, so durchlauft offenbar =% = {2 alle
dritten Einheitswurzeln. Nach geeigneter Wahl von { kénnen wir daher

§2(A) =g und g5(A) =gs
annehmen. 0
Proposition 4.74. Fiir z,zo € H gilt

j(z) =j(z0) <= esgibtein M € SLy(Z) mit M(z) = z.

Beweis. Fiir ein beliebiges aber festes zy € H ist die Funktion f := j — j(zo) offensichtlich in V.
Nach (4.11) hat f in z = oo einen Pol erster Ordnung und keine Polstelle in IH. Insbesondere ist
f # 0, so0 dass die Valenzformel gilt. Fiir f besagt diese

D

teT(f)

0-ord(f;t)

€t

—1=0.

Unsere Funktion f hat also modulo SL,(Z) nur die offensichtliche Nullstelle bei z = zj. Die
Proposition folgt sofort. O

Satz 4.75. Die durch j induzierte Funktion | € M (SLy(Z)\H*) ist konform.

Beweis. Nach Satz 1.27 gilt | € Hol(SL,(Z)\H*, C). Nach den Propositionen 4.72 und 4.74, und
weil jin z = oo einen Pol hat, ist | aufierdem bijektiv. Mit dem Konformitatskriterium 1.34 folgt,
dass | eine konforme Abbildung zwischen SL,(Z)\H* und C ist, und somit der Satz. O

Bemerkung 4.76. Satz 4.75 erklirt mathematisch befriedigend, warum das Geschlecht der kompakten
Riemann’schen Fliche SLy(Z)\IH* Null ist (vgl. Lemma 4.36).

Korollar 4.77. Die Menge V ist identisch mit dem Korper der rationalen Funktionen C(j) in j.
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Beweis. Nach Satz 4.75 ist die Abbildung | : SL,(Z)\IH* — C konform und induziert somit
tiber die Zuordnung

fr=fo]
einen Isomorphismus zwischen den C-Algebren M (SL,(Z)\H*) und M (C). Andererseits ist
fo]rr foj

nach Satz 4.40 ein Isomorphismus zwischen den C-Vektorraumen M (SL,(Z)\H*) und Vj. Es
ist leicht zu zeigen, dass sie die in Ubungsaufgabe 4.5 eingefiihrte Multiplikation respektiert
und so ebenfalls zu einem C-Algebrenisomorphismus wird (Ubung!). Das Korollar folgt, weil
wir in Korollar 2.5 bereits gezeigt hatten, dass M (C) mit dem Koérper C(X) der rationalen
Funktionen in einer Variablen identisch ist. O

Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1. Sei s € C, und sei M € SLy(Z) hyperbolisch mit M(s) = s. Zeigen Sie, dass dann
sc R\ Qgilt.

Aufgabe 4.2. Zeigen Sie die folgenden Aussagen, um zu zeigen, dass fiir ein beliebiges N € IN~ der
Index [SLy(Z) : T(N)] endlich ist.

(@) Der Gruppenhomomorphismus mod (N) : SLy(Z) — SL,(Z/ NZ.) ist surjektiv, und es folgt

[SL»(Z) : T(N)] = |SL2(Z/NZ)|.
Sei N = [T, pyim p'? die Primfaktorzerlegung von N. Nach dem Chinesischen Restsatz gilt dann

|SLy(Z/NZ)| = [] |SL2(Z/p*rZ)].
p prim

(b) |GLo(Z/p"Z)| = p*r(1—p (1 —p~2).
(© |SLo(Z/prZ)| = p*r(1—p~2).

Insgesamt haben wir sogar etwas mehr gezeigt, nimlich

[SLy(Z) : T(N)] = N°- H (1—p2).
p prim
pIN

Auferdem folgt nun leicht:

(d) Jede Kongruenzuntergruppe I C SLy(Z) ist von endlichem Index.
Aufgabe 4.3. Zeigen Sie, dass {1, S, ST} ein Rechtsvertretersystem von T'(2) in SLy(Z) ist.
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Aufgabe 4.4. Zeigen Sie, dass fiir alle bis auf endlich viele teilerfremde Paare (c,d) € 7?2 die
Abschitzung

sup{Im(M(z)) | M = <: 2) €SLy(Z)undz € Uy} < Zierg2 Im(z)

gilt.
Aufgabe 4.5. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Seien k, ¢ € 7, und sei f € Vi bzw. g € V; eine Modulform vom Gewicht k bzw. £. Dann ist
durch
(f-8)(z) = f(2)-&(2)
eine Modulform aus Vi, definiert.
(b) Liegen schon f € My und g € My, so gilt f - ¢ € M.

(c) Ist in der Situation von (b) eine der Funktionen eine Spitzenform, so trifft dies auch auf f - g zu.
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