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KAPITEL O

Einleitung

Am Ende des 19. Jahrhunderts wurden die aus der Funktionentheorie bekannten Modulformen
entdeckt. Diese lassen sich als komplexwertige Funktionen auf der komplexen oberen Halbe-
bene H verstehen, deren Quotienten meromorphe Funktionen auf dem Faktorraum I'\H einer
festen diskreten Untergruppe I' von SL, (IR) sind. Lange Zeit war nur wenig tiber Verallgemei-
nerungen auf Funktionen mehrer komplexer Verdnderlicher bekannt, bis in den 30er-Jahren
des 20. Jahrhunderts CARL LUDWIG SIEGEL' Modulformen n-ten Grades einfiihrte, die heute
nach ihm benannten Siegel’schen Modulformen. Siegel entdeckte diese beim Studium quadrati-
scher Formen. Die in diesem Kontext auftauchenden Thetareihen werden unser erstes Beispiel
fiir Modulformen vom Grad n > 1 sein.

Beginnen werden wir in Kapitel 1 mit einem ganz anderen Thema, ndmlich mit dem Studium
der symplektischen Gruppe Sp, (Z), einer Verallgemeinerung der Gruppe Sp,(Z) = SLy(Z).
Wir werden ein Erzeugendensystem von Sp, (Z) bestimmen und ihre Aktion auf dem Sie-
gel’schen Halbraum H,, untersuchen, einer Verallgemeinerung der oberen Halbebene IH. Hier-
bei wird die Bestimmung eines Fundamentalbereichs der Aktion deutlich aufwandiger sein als
im bekannten Spezialfall n = 1.

Erst in Kapitel 2 werden wir uns den Modulformen widmen. Nachdem wir diese definiert
haben, werden wir als ein Beispiel zundchst die Thetareihen einfithren, um dann den Sie-
gel’schen ®-Operator und damit auch den Begriff der Spitzenform einzufiihren. Mithilfe des
®-Operators lasst sich der Raum der Modulformen als eine direkte Summe von Rdumen KLIN-
GEN’scher? Eisensteinreihen schreiben. Um das einzusehen, zeigen wir fiir groe Gewichte die
Surjektivitat des Siegeloperators und fiihren das PETERSSONskalarprodukt® ein.

In Kapitel 3 fiihren wir noch die HECKEalgebra* der symplektischen Gruppe ein und wagen
einen Ausblick in die daraus entstehende Hecketheorie.

Carl Ludwig Siegel (1896-1981)
2Helmut Klingen (* 1927)
3Hans Petersson (1902-1984)
4Erich Hecke (1887-1947)



KAPITEL 1

Die modulare Gruppe

1.1 Die symplektische Gruppe

Wir wollen zuerst ein paar praktische Notationen einfiihren. Sei dafiir R ein beliebiger Ring
und n € INy.

n Fiir je zwei Matrizen A, B € RZ™2n gchreiben wir kurz

A[B] := 'BAB.

» Sind die Abmessungen aus dem Kontext heraus klar, schreiben wir kurz ,,0” fiir die Null-
matrix in R"*" und ,,1” fiir die Einheitsmatrix in R"*".

Definition 1.1. Sei R ein Ring und n € INg. Dann heif$t die Teilmenge

Sp, (R) = {M € GLan(R) | j[M] = j} € GLa(R) mitj = <_1 :

0 1> € GLZn(R)

die symplektische Gruppe vom Grad n iiber R.

Dass Sp,, (R) tatsachlich eine Gruppe ist, tiberpriifen wir leicht mit dem Untergruppenkriteri-
um: Offensichtlich ist I, € Sp, (R), und fiir My, M, € Sp, (R) gilt

jIMiMy ] = (MM ) (MIM ) = MG (VM) My T = MG My =,
wobei die letzte Gleichung folgt, wenn wir auf j[Ma] = j die Transformation [M, '] anwenden.

Bemerkung 1.2. Fiir M € GLy,(R) gilt M € Sp,(R) <= 'M € Sp,(R),

denn: Wie wir gerade eingesehen haben, gilt

M€ Sp,(R) <= M 'eSp,(R) = j=jM =M

4
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1

Nun ist aber j—* = —j, so dass folgt:

MeSp,(R) < j=—M1 M = —(MjM) "
= j=Mj'M=j['M]
<~ 'M € Sp,(R),

was die Behauptung zeigt. #

Um die Bedingung j[M] = j fir M € GLy,(R) besser zu verstehen, ist es sinnvoll, die Matrix
M in (n x n)-Blocke zu zerlegen. Wir schreiben von nun an immer

_ (amMm bM _(a b
m= (000 = (2]), (1)
wobei wir die Indizes - ) weglassen werden, wenn keine Verwechslungsgefahr besteht. Es gilt
nun
M) = j ‘ac —fea ‘'ad —'cb\ [0 1
IR =1 e —'da 'bd —'db) ~ \~1 0 (1.2)

<= 'ac,'bd symmetrisch und ‘ad — 'cb = 1.
Wegen Bemerkung 1.2 kénnen wir dquivalent auch ‘M statt M betrachten. Es gilt
j'M] = j <= a'b, ¢'d symmetrisch und a'd — b'c = 1. (1.3)

Eine erste Folgerung daraus ist eine Formel fiir das Inverse einer symplektischen Matrix.

tg ¢
Bemerkung 1.3. Fiir eine Matrix M = (Zt Z) €Sp,(R) gilt M~ = (—{c tab),

denn: Es gilt offensichtlich
‘d =\ (a b\ _ ('da—="bc 'db—'bd \ 12 (1 0
—fe g c d)  \-lea+'ac —fcb+'ad) — \O 1)’
a b\ d =\  (a'd—blc —a'b+bla\ a3 (1 0
c d —lc fa ) \cdd—dc —cb+da)  \O 1)’
was die Behauptung zeigt. #

Mit der Rechnung aus dem Beweis der Bemerkung sehen wir auch, dass jede Matrix aus RZnx2n
die (1.2) bzw. (1.3) erfiillt, automatisch eine inverse Matrix hat, also in GL,,(R) liegt. Diese
beiden stellen also jeweils einen kompletten Satz an Bedingungen fiir die Symplektizitit einer
Matrix aus R?"*?" dar.

Beispiel 1.4. Die bisher aufgezihlten Eigenschaften von Sp, (R) wirken vage vertraut. In der Tat er-
halten wir im Spezialfall n = 1

Sp,(R) = {M € GLy(R) | j[M] = j} " {M € GLa(R) | ad — bc = 1} = SLy(R).

Bemerkung 1.2 besagt dann, dass die Determinante einer Matrix aus GLy(R) sich unter Transponieren
nicht dndert, und Bemerkung 1.3 liefert die bekannte Formel fiir das Inverse in SLp(R).
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Bekanntlich wird die Gruppe Sp,(Z) = SL»(Z) von den zwei Matrizen

0 -1 1 1
S_<l 0) und T—<O 1)

erzeugt. Fiir viele Fragestellungen gentigt es dann, Eigenschaften der gesamten Gruppe SL;(Z)
nur fiir diese beiden Erzeuger nachzupriifen, etwa um festzustellen, ob eine gegebene Funktion
eine Modulform beziiglich SL,(Z) ist. Eine analoges Resultat ist natiirlich auch fiir Sp, (R) mit
beliebigem 1 € IN und einem beliebigen Ring R wiinschenswert. In voller Allgemeinheit wird
uns das nicht gelingen. Wir betrachten daher die folgende Unterklasse von Ringen.

Definition 1.5. Ein EUKLIDischer Ring’ ist ein Paar (R, @) aus einem nullteilerfreien kommutativen
Ring mit Eins R und einer Division mit Rest, also einer Funktion ¢ : R~ {Or} — Ny mit der
Eigenschaft, dass es zu je zwei Elementen a,b € R mit b # O zwei Elemente q,r € R gibt mit

a=bg+r und ¢(r) < ¢(b)oderr =0g.
Vereinfachend schreiben wir auch R statt (R, ¢).

Beispiel 1.6.  (a) Bekanntermaflen sind die ganzen Zahlen 7. zusammen mit dem gewohnlichen Ab-
solutbetrag ein euklidischer Ring.

(b) Jeder Korper K zusammen mit der Funktion ¢(a) = 1 fiir alle a € K ist ebenfalls ein euklidischer

Ring,
denn: Die Bedingung bedeutet dann, dass es fiir jedes a € K und jedes b € K* ein q € K gibt mit
a = bq. Wir wiihlen q = b~'a und sind fertig. #

Im Rest dieses Abschnitts zeigen wir nun den folgenden Satz.
Satz 1.7. Fiir einen euklidischen Ring R und n € IN wird die Gruppe Sp,,(R) von den Matrizen
oy . (0 —1 ) _ (1D P nxn
S:=5"" (1 0> und Ty :=T, " : 01 mit'’b =b € R
erzeugt.
Korollar 1.8. Fiir einen euklidischen Ring R haben Matrizen in Sp, (R) Determinante +1.
Fiir den Beweis holen wir ein wenig aus. Zundchst konstruieren wir Erzeugendensysteme fiir
die Speziellen Linearen Gruppen SL,(R). Ahnlich wie in (1.1) wird es gelegentlich von Vorteil

sein, Matrizen aus R"*" in folgender Weise zu zerlegen. Fiir ein beliebiges x € R"*" und ein
beliebiges 0 < r < n schreiben wir

(r) ()
RS I)

X3~ Xy

mit xgr) € R™7, xgr) e Rrx(n-r), xér) e Rn=r)xr xir) e R=1x(=1) Wenn die GroRe aller
beteiligten Teilmatrizen aus dem Kontext klar ist, werden wir dabei die Indizes -(") weglassen.

5Euklid von Alexandria (ca. 3. Jahrhundert v. Chr.)
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Proposition 1.9. Fiir einen euklidischen Ring R und n > 2 wird die Gruppe SL,,(R) von den folgenden
Matrizen erzeugt

() 1+ rejj mit einem r € R und einer Elementarmatrix
j-te Spalte

0
0

eij 1= o --- 010 ---0 < i-te Zeile

mitl <i<j<mn,
(i) pr:= diag(sgn(o),1,...,1) - p, mit einem o € S, und p, der Permutationsmatrix mit
01 ’0(771(1) 01
po| 1| = 3 fiirallev=1 : | € R",

Un Uo—1(n) Un

(iii) d, := diag(r,r~1,1,...,1) mit einem r € R*.

Bemerkung 1.10. In (ii) geniigt es, Permutationen o aus einem Erzeugendensystem von S, zu be-
trachten, denn es gilt popr = Poor fiir alle o, T € S.

Beweis (Proposition 1.9). Wir wollen zeigen, dass SL, (R) gleich der von den in der Proposition
aufgelisteten Matrizen erzeugten Untergruppe G, C SL,(R) ist.

Sei dafiir zunichst v € R" \ {0}. Da die modifizierten Permutationsmatrizen p, in G, ent-
halten sind, gibt es ein ¢ € G, und ein w € R" mit gv = w, dessen erste Komponente w;
von Null verschieden ist. Wir wihlen dabei g derart, dass ¢(w) minimal ist. Dann gilt fiir alle
i€{2,...,n} entweder w; = 0 oder ¢(w;) > ¢(w1). Nun sind die Matrizen der Form

1 0 --- --- 0
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mit g2, ...,9, € Rin G, enthalten, und es gilt
w1
w2 + oW1
hygv =
wy + qnW1
Da R als euklidisch vorausgesetzt war, konnen wir die g; so wihlen, dass fiirallei € {2,...,n}

¢(w; + giwy) < (wy) oder w;+ qw; =0

gilt. Nun konnen wir das selbe Verfahren auf diesen Vektor anstelle von v anwenden. Nach
endlich vielen Iterationsschritten erhalten wir

Fiir alle v € R" gibtes ¢ € G, ¥ € Rmit gv =(r,0,...,0). (1.5)

Sei nun u € SL,(R). Nach (1.5) gibt es eine Matrix ¢ € G, so dass die erste Spalte von gu
von der Form (r,0,...,0) ist. Wegen det(g) = det(u) = 1 ist dabei r € R*. Wir kénnen ohne
Einschrankung r = 1 annehmen und sonst mit d, ! multiplizieren. So erhalten wir

1 =
su = (0 u/) (1.6)

mit einem u’ € SL,_1(R). Da fiir n = 2 schon u’ = 1 gelten muss, ist also die Proposition in
diesem Fall schon bewiesen.

Wir beweisen nun die Proposition per Induktion nach 7, und nehmen dafiir an, es gelte bereits
SL,_1(R) = G,_1. Dann ist die Matrix u’ aus (1.6) bereits in G,,_; und daher ((1) 2,) € G,.% Der
Induktionsschritt und damit die Proposition folgt mit

LN (1 k)
0 u 0 ) \0 1,4 "

Offenbar wird die Lineare Gruppe GL,(R) von den Matrizen aus SL,(R) und den Diagonal-
matrizen erzeugt. Es folgt

O

Proposition 1.11. Fiir einen euklidischen Ring R und n > 2 wird die Gruppe GL, (R) von den fol-
genden Matrizen erzeugt.

() 1+rejmitr e Rund1 <i<j<mn,
(ii) py mito € Sy,
(iii) d, := diag(r,1,...,1) mitr € R*.

6Um dies einzusehen setzt man fiir 1’ nach und nach alle Erzeuger von G,,_ ein und zeigt die Behauptung.
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Korollar 1.12. Fiir einen euklidischen Ring R und n > 1 wird die Gruppe GL,,(R) von der Teilmenge
der symmetrischen Matrizen erzeugt.

Beweis. Fiir n = 1ist die Aussage trivial. Zum Beweis der Behauptung im Fall n > 2 betrachten
wir das System von Erzeugenden von GL,(R) aus Proposition 1.11 und stellen jedes seiner
Elemente als Produkt symmetrischer Matrizen dar:

» Fiir Transpositionen T € S, ist offensichtlich die Permutationsmatrix pr symmetrisch.
Wegen Bemerkung 1.10 und weil S,, von Transpositionen erzeugt wird, sind also alle p,
mit ¢ € S, Produkt symmetrischer Matrizen.

» Man iiberpriift leicht, dass (1 + re;;) p(;;) symmetrisch ist. Da nach der vorherigen Uberle-
gung auch p;j) symmetrisch ist, ist 1 + re;; = (1+ Veij)P(ij))P(ij) ein Produkt symmetri-
scher Matrizen.

» Die Diagonalmatrizen d, sind bereits symmetrisch.

O]

Beweis (Satz 1.7). Wir bezeichnen die von den im Satz erwdhnten speziellen Matrizen erzeugte
Untergruppe von Sp,, (R) mit G,,.

Wir zeigen zunachst (§.)—1) € G, fiir ein beliebiges u € GL,(R). Wegen Korollar 1.12 geniigt
es, dabei symmetrische Matrizen u zu betrachten. Fiir diese gilt

wo 0N (u 0N (1 u\[0 —1\/1 w2\ /0 -1\ /1 u\ /0 —1\"
0 wl)—\o ut) N0 1/\1 0 0 1 1 0 01 1 0 !
was offensichtlich die Behauptung zeigt.
Seinun v € R*" \ {0} beliebig. Dann gibt es ein G € G, mit

Gv =1(1,0,...,0), (1.7)

denn: Um ein G € G, zu finden, so dass die erste Komponente von Gv ungleich Null ist, unter-
teilen wir v in zwei Vektoren vy, v, € R". Wegen

(o) ()= ()

konnen wir ohne Einschrankung v, # 0 annehmen. Nun betrachten wir

u 0 U1\ Uuvq|
0 ) \vy)  \tulo)"
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Wie im Beweis von Proposition 1.9 finden wir ein u € SL,(R) mit uv; = /(1,0,...,0). Setzen
wir nun

—w1 + Z?:Z wj —wy - —Wy
—w, 0o --- 0
b= : : .|
— Wy o - 0
so folgt
1 ({u 0
ST,S™! <0 fu1> v =141,0,...,0).
Da alle beteiligten Matrizen in G, liegen, zeigt dies die Behauptung. #

Seinun M € Sp,(R). Mit (1.7) wahlen wir ein G € G, mit GM = ({ Z), wobei in der Notation
von (1.4)

(1) (1) (1)

a;’=1,a3" =0, ¢ =0, c(l)

=0

gelte. Fiir n = 1 heifst das gerade GM = ((1) 1), so dass der Satz in diesem Fall bewiesen ist. Fiir
n > 2 zeigen wir die Behauptung per Induktion iiber 1. Die Matrix’

M, = <a4 b4> € R2(n=1)x2(n-1)
C4 d4

ist symplektisch, also in Sp, _;(R),
denn: Man rechnet leicht nach, dass
a4tb4 = (atb)4 und C4td4 = (Ctd)4

symmetrisch sind und
a4td4 — b4tC4 = (atd — th)4 =1

gilt. Die Behauptung folgt mit (1.3). #
Es folgt sofort, dass auch
1 0 0 O
~ . [0 as 0 by 2nx2n
My = 00 1 0 € R
0 C4 0 d4

symplektisch ist, also in Sp,,(R) liegt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt My € Sp, ;(R) =
Gn-1. Es folgt Ms € G,

denn: Fir My = Té”_l) mit symmetrischem b ist dies trivial. Fiir My = §n=1) gilt

1 0 0 o0
0 0 0 0
0 Oy O =l [ ) g 4, e (o e )
00 1 0 0, 1, 0 1, | J\ 00| 1.
0 111—1 0 On—l

"Wie in (1.4) angekiindigt, schreiben wir die Indizes -(!) jetzt nicht mehr mit.
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Da * ein Gruppenhomomorphismus ist, geniigt es, die Behauptung fiir My aus einem Erzeu-

gendensystem von G,_1 zu zeigen, und wir sind fertig. #
Es gilt nun
1 0 0 0 1 ap by by 1 a «
o 0 dy 0 - 0 ag by ba|la2 | 0 1, "
1 _ 4 4 4 b3 04 (12 n—1
M4 GM = 0 0 1 0 0 o dl dz o 0 Co %
0 —tC4 0 tﬁl4 0 Cy4 d3 d4 0 Onfl "

Da dies eine Matrix in Sp,,(R) ist, gilt auch

* C2\ 1 an 0 (8} (1.2) 4 0 Co 1 an ([ * 0
x x/)  \0 1,.¢/\0 0,1/  \O 0,-1/\0 1,1/ \x %)’

also c; = 0. Wieder mit der Symplektizitit folgt

1 ar %
1—1 0 1,4 "
M, GM = T 5
O —lay 1,4
1 an
N T o Lo |0 ) o G
0 1 0 On ‘ 1n "
" —lay 1,4
und also M € G,,. O

1.2 Der Siegel’sche Halbraum

Aus der Funktionentheorie ist bekannt, dass Sp; (R) = SL,(R) via MOBIUStransformationen®

z> M{z) = sz:fl mit M = (i Z) (1.8)

auf der oberen Halbebene H = {z € C | Im(z) > 0} operiert, was Anlass zur Definition des
Begriffs der Modulform beziiglich Sp,(Z) = SL,(Z) gibt. Wir wollen dies auf n > 1 verallge-
meinern.

Definition 1.13. Sei n eine positive ganze Zahl. Die Menge der Matrizen
H, := {z € C"" | z symmetrisch, Im(z) positiv definit }

heif$t dann der Siegel’sche Halbraum vom Grad n. Hierbei ist der Imagindrteil von z eintragsweise zu
verstehen. Um auszudriicken, dass eine Matrix w € C"*" positiv definit bzw. positiv semidefinit ist,
schreiben wir von nun an auch w > 0 bzw. w > 0.

8August Ferdinand Mobius (1790-1868)
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Beispiel 1.14. Offensichtlich gilt H; = {z € C | Im(z) > 0} = H.

Eine Matrix z im Siegel’schen Halbraum I, ist symmetrisch und also bereits durch ihre Ein-
trage zxy mit 1 < k < ¢ < n gegeben. Auf diese Weise ist I, eine offene Teilmenge des Vektor-
raums

Symm, (C):={ze€ C"" |z =2z} = C2nt),

Da fiir je zwei positiv definite symmetrische Matrizen y;, > € R"*" und jedes r € [0,1] auch
ry1 + (1 — r)yz positiv definit ist, ist H,, des Weiteren konvex und insbesondere einfach zusam-
menhédngend.

Wir werden nun zeigen, dass H,, in der Tat eine Operation von Sp,, (R) zulédsst, die eine direkte
Verallgemeinerung derjenigen von Sp, (R) = SLy(R) auf H; = H ist.

Proposition 1.15. Sp, (R) operiert auf H,, via

z+ M(z) := (az+Db) - (cz+d)™? mitM:<i Z)

Genau wie schon fiir n = 1 heifst diese Abbildung dabei die M zugeordnete Mobiustransformation.

Beweis. Seien M = (“!) € Sp, (R) und z € H,,. Wir schreiben kurz
p=az+b und g:=cz+d.

Wir wollen zunichst zeigen, dass g eine reguldre Matrix ist und also M(z) in C"*" liegt. Dafiir
langt es zu zeigen, dass das komplexe lineare Gleichungssystem qv = 0 nur die triviale Losung
hat. Sei also v € C" ein Spaltenvektor mit gv = 0. Wegen

'vg—"Yqp = (z'a+")(cz+d) — (z'c +'d)(az + b) W@, z=0i Im(z) (1.9)

gilt dann
bt

0 (2i-Im(z)) -9 = "o ('pg —'qp) - © = o'p(qv) — (qv)p7 "= 0.

Wegen Im(z) > 0 folgt daraus wie gefordert v = 0.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass M(z) tatsdchlich in H, liegt. Die Symmetrie von M(z)
folgt aus

-1 -
(M(z)) = M(z) <= "q 'p=pg~' <= "qp ="pq (1.10)
< (Zla+'b)(cz+d) = (zlc+'d)(az + b)
und der Symplektizitdt von M. Untersuchen wir also den Imaginérteil von M(z). Es gilt

1

Im(M(z)) = 5 (M<Z> - M<Z>)
a1, 5
= 5 () —p7 ) (1.11)
1 t,—1(ty,=_ t,5 1
= 59 (' —"4p)

(L9 g1 . Im(z) -5 L.
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Da g7! - Im(z) - 77! als hermitesche Form &quivalent zu Im(z) ist und Im(z) > 0 gilt, folgt
M(z) € H,,.

Es bleibt zu zeigen, dass durch (M, z) — M(z) wirklich eine Gruppenaktion von Sp,(R) auf
H,, gegeben ist. Aber genau wie im Fall n = 1 gilt

1ou(z) =z und MM(z) = M(M(z)) fiiralle M,M € Sp,(R), z € H,.

Beispiel 1.16. Fiir die Erzeugenden S, T}, von Sp, (R) gilt
S{z) = —z' und Ty(z) =z+0.

Auflerdem gilt fiir alle u € GL,(R)

(g tuo_1> (z) = z[tu].

Proposition 1.17. Zwei Matrizen M, M € Sp, (R) definieren genau dann die selbe Mobiustransfor-
mation, wenn sie sich hochstens um das Vorzeichen unterscheiden.

Beweis. Betrachten wir ein M € Sp, (R) mit M(z) = z fiir alle z € H,,. Dann gilt offensichtlich
az+b=z(cz+d) firallez € H,, (1.12)

insbesondere fiir alle Matrizen irl, mit r € R~o. Das Polynom cX? + (a — d)iX + b hat daher
unendlich viele reelle Nullstellen, und damit auch jedes der Polynome

X+ (a—d)jiX + by € C[X]

fur 1 < j,k < n. Es folgt sofort c = b = 0 und d = a. Laut (1.12) gilt nun auflerdem noch
az = za fir alle z € HH,. Betrachten wir auf beiden Seiten der Gleichung den Imaginarteil, so
folgt alm(z) = Im(z)a fir alle z € H,,, also ay = ya fiir alle symmetrischen, positiv definiten
y € R™*". Nach Ubungsaufgabe 1.3 trifft dies genau auf die Matrizen der Form r1, mitr € R
zu. Da andererseits symplektische Matrizen immer Determinante +1 haben, folgt r € £1 und
damit die Behauptung. O

Man kann den Siegel’schen Halbraum IH,, auch als Quotientenraum der symplektischen Grup-
pe Sp, (R) auffassen. Hierzu betrachten wir die Abbildung

- Sp,(R) — H,,
M = M(il,).

Diese ist surjektiv,
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denn: Sei z = x 4 iy € H,, beliebig. Nach dem Struktursatz fiir selbstadjungierte Endomorphis-
men lésst sich y als symmetrische Matrix in R"*" als Produkt y = u'u mit einem u € R"*"
schreiben. Da y auflerdem positiv definit ist, muss u sogar in GL, (R) liegen. Es gilt dann

1 x\/u 0 u xtu=! .
™ \lo 1 0 -l =7 0 -l =x+1wy=2z

Wir sehen, dass schon Matrizen M mit c); = 0 ganz H,, erreichen. #
Eine unmittelbare Konsequenz ist
Bemerkung 1.18. Sp, (R) operiert transitiv auf Hy, es gibt also fiir je zwei Elemente z, w € H, eine
Matrix M € Sp, (R) mit M(z) = w.
Offenbar ist

Kp:={MeSp,(R) | M(il,) = il,}

eine Untergruppe von Sp, (R). Diese misst in folgender Weise, ,wie sehr” die Abbildung 7
nicht injektiv ist.

Lemma 1.19. Fiir zwei Matrizen M, M € Sp, (R) sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) (M) = (M),
(i) M~'M € K,,,
(iii) MK, = MK,.

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt aus

(M) = (M) <= M(il,) = M{il,)
— (M'M)(i1,) = i,
— M Meck,

und die Aquivalenz von (ii) und (iii) ist klar. O
Wenn wir wie tiblich mit Sp,, (R) / K,, die Menge der Rechtsnebenklassen MK, mit M € Sp, (R)
bezeichnen, folgt sofort

Korollar 1.20. 7t induziert eine Bijektion

Sp,(R)/Ky — H,,
MK, = M(il,).

Einer Mobiustransformation z +— M(z) entspricht unter dieser Bijektion die Linksmultiplikation
MK, — (MM)K,,.

Lemma 1.21. Es gilt
ICn - Spn (R) N OZn (R).

Beziiglich der von R>"*2" geerbten Topologie auf Sp,,(R) ist K, daher kompakt.
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Beweis. Fiir alle M € Sp, (R) gilt

M e K, <= M(il,) =il,
—ia+b=id—c
< (a=d)N (b= —c).

Nach Bemerkung 1.3 ist das gleichbedeutend zu ‘M = M™!, also zur Orthogonalitit von M.
Das ist zum einen eine abgeschlossene Bedingung. Zum anderen folgt daraus, dass die Zeilen
und Spalten der Matrizen in K, Lange 1 haben, also die Beschréanktheit von X,,. O

Wir betrachten Sp, (R) von nun an immer mit dieser Topologie. Andererseits ist H, standard-
mafiig mit der Einschrankung der Standardtopologie auf C"*" versehen. Es gilt dann

Satz 1.22. Die Abbildung t ist eigentlich, Urbilder kompakter Mengen unter 7 sind also wieder
kompakt.

Beweis. Es gentigt offenbar, Folgendes zu beweisen: Sei (M;) eine Folge von Matrizen in
Sp,(R), so dass die Folge (M;(il,)) in H, konvergiert. Dann besitzt (M;) eine konvergente
Teilfolge. Passend zum Beweis der Surjektivitdt von 77 machen wir dabei den Ansatz

Mj<i1n> =: Zj = x]' + iujtuj fir alle ]

- 1 «x: u; 0
e ] ]
M= <0 1) (0 fu].—1>’

so dass es ein P; € K gibt mit M; = MjP]-. Da K, kompakt ist, besitzt (P;) eine konvergen-
te Teilfolge. Wir konnen daher ohne Einschrankung annehmen, (P;) konvergiere. Nach Vor-
aussetzung konvergiert (zj), also auch (x;) und (u;'u;). Dann muss auch (u;) beschrankt sein
und deshalb eine konvergente Teilfolge besitzen. Wieder ohne Beschrankung der Allgemein-
heit konnen wir annehmen, (u;) konvergiere gegen ein u € R"*". Nach Voraussetzung ist
der Grenzwert von (z;) in H, enthalten, so dass u'u positiv definit sein muss. Hieraus folgt
det(‘u) # 0, so dass auch (tuj’l) konvergiert. Es folgt die Konvergenz von (M;) und damit

diejenige von (M;) = (M;P;). O

Dann ist M;(il,) = M;(il,) mit

Definition 1.23. Eine Untergruppe I C Sp, (R) heifit diskret, wenn der Durchschnitt von T mit
einer beliebigen kompakten Teilmenge KC C Sp, (R) endlich ist.

Beispiel 1.24. Das wichtigste Beispiel fiir eine diskrete Untergruppe ist die Siegel’sche Modulgruppe
I, :=Sp,(Z).

Definition 1.25. Eine Untergruppe T C Sp, (R) operiert eigentlich diskontinuierlich, falls fiir je
zwei Kompakta K, K C H,, die Menge

{MeT | MK)NK +# @}

endlich ist.
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Satz 1.26. Eine Untergruppe T’ C Sp,,(R) ist genau dann diskret, wenn sie eigentlich diskontinuierlich
auf H,, operiert.

Beweis. Sei zundchstT' C Sp, (R) diskret. Da nach Satz 1.22 die Abbildung 7 eigentlich ist, sind
die Urbilder )
K:=nm1K) und K:=nYK)

zweier beliebiger kompakter Teilmengen K, K C H, kompakt in Sp, (R). Als Bild der kompak-
ten Menge K x K unter der stetigen Abbildung (M, M) — MM ! ist dann auch die Menge

KK t:={MM'|MecK,MecK}

wieder kompakt. Sei nun ein beliebiges M € T mit M(K) N K # @ gegeben. Fiir dieses gibt es
ein z € K mit M(z) € K und damit auch ein N € K mit MN € K. Jedes solche M liegt also
im (endlichen!) Durchschnitt des Kompaktums K/ ~! mit der diskreten Gruppe T. Letztere
operiert daher eigentlich diskontinuierlich auf dem oberen Halbraum H,,.

Seinun I' C Sp, (R) nicht diskret. Dann gibt es eine kompakte Teilmenge I C Sp, (R), die
unendlich viele Matrizen aus I' enthélt. Wegen der Stetigkeit der Mobiustransformationen ist
dann 71(KC) kompakt. Nach Konstruktion enthélt nun

{MeT | M(ily) € n(K)} = {M eT | M({il.}) N 7(K) # O}
unendlich viele Elemente; I operiert also nicht eigentlich diskontinuierlich auf H,,. O
Korollar 1.27. Sei I' C Sp, (R) eine diskrete Untergruppe. Dann ist der Stabilisator
I,:={MeT|M(z)=z}°

eines Punktes z € I, eine endliche Gruppe.

Diese Eigenschaft ist bei der Definition eines Fundamentalbereichs fiir die Aktion von I' auf H,,
unverzichtbar. Das werden wir im nichsten Abschnitt im Fall I' = I',, untersuchen.

1.3 Der Siegel’sche Fundamentalbereich

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass die Siegel’sche Modulgruppe I';, eigentlich dis-
kontinuierlich auf dem Siegel’schen Halbraum H,, operiert. Das erste grofie Ziel dieser Vor-
lesung soll nun sein, einen geometrisch einfach beschreibbaren Fundamentalbereich fiir diese
Aktion zu finden, also eine Teilmenge von H,, wie folgt.

Definition 1.28. Eine Teilmenge 7 C H,, heifit Fundamentalbereich fiir die Aktion von I', auf I,
wenn die folgenden Eigenschaften gelten.

(i) F ist abgeschlossen.

9Die Notation fiir die volle Modulgruppe I', und den Stabilisator I'; eines Punktes z € I, in einer diskreten
Untergruppe I' C I', dhneln sich. Aus dem Kontext sollte jedoch stets klar sein, welche Gruppe gemeint ist.
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(ii) Fiiralle z € H, gibt es ein M € T, mit M(z) € F.
(i) H{M e, | M(F)NF # D} < o0.

(iv) Fiir je zwei z,w aus dem offenen Inneren F von F mit w = M(z) fiir ein M € T, gilt M €
{£12,} und also w = z.

Im Fall n = 1 konstruiert man den Standardfundamentalbereich
1
Fi={z€H||Re(z)| < E,\z] > 1},

indem man zeigt, dass in jeder I';-Bahn ein Element z maximaler Héohe h(z) := Im(z) liegt,
und dass diese Punkte maximaler Hohe dadurch charakterisiert sind, dass fiir alle M € I'q die

Abschitzung |cpz + dp| > 1 gilt. Da die Hohe unter der Wirkung von Matrizen der Form ((1] 111)

invariant ist, kann man die zusitzliche Forderung |Re(z)| < % erzwingen. Schnell sieht man
ein, dass der so beschriebene Bereich zum einen die Forderungen (i) und (ii) aus der Definition

erfiillt und zum anderen zu F; identisch ist.

Fiir n > 2 ldsst sich diese Konstruktion mit /(z) := det(Im(z)) im Prinzip genauso ansetzen.
Jedoch dndert sich die Hohe nicht nur unter den Transformationen z +— z + b mit symmetri-
schem b € Z"*" nicht, sondern bleibt auch unter z — z[u| mit u € GL,(Z) invariant. Wir
miissen daher zusétzlich eine Forderung an die Imaginérteile der Matrizen in F, stellen. Wir
untersuchen dafiir die Aktion von GL,(Z) auf der Menge

P,:={y|z=x+iy € H,}.
Es gilt
Lemma 1.29. GL,(R) operiert via
y = ylu]

auf P,. Zwei Matrizen u, i in GL,(RR) operieren genau dann gleich, wenn sie sich hichstens im Vor-
zeichen unterscheiden.

Beweis. In Beispiel 1.16 haben wir gesehen, dass GL,(R) via z — z['u] auf H, operiert. Da
GL,(R) offenbar die Aufspaltung in Real- und Imaginérteil respektiert, operiert es auf die selbe
Weise auch auf P,. Damit u € GL,(R) trivial operiert, muss fiir alle y € P, die Bedingung
y = y['u] = uy'u gelten, insbesondere fiir y = 1,, was die Orthogonalitit ‘u~—! = u impliziert.
Die Bedingung ist also dquivalent zu uy = yu fiir alle y € P,. Die Behauptung folgt mit der
selben Argumentation wie im Beweis von Proposition 1.17. O

1.3.1 Der Raum PP,

Wir konnen P, als die Teilmenge der positiv definiten Matrizen in

n(n+1)

Symm,(R) 2R
auffassen. Als solche ist IP,, offen und enthélt mit einem y € P, immer auch die gesamte vom

Ursprung ausgehende Halbgerade durch y. Insgesamt ist IP,, C R"2" also ein offener, konve-
xer Kegel mit Spitze im Ursprung.
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Lemma 1.30. Jedes y € P, lisst sich eindeutig in der Form y = diag(dy, . ..,d,)[b] mit einer unipo-

tenten oberen Dreiecksmatrix
1 b - bin

0 bn—l,n
1

schreiben. Dies nennt man die JACOBIzerlegung™® von y.

Beweis. Fiir die Existenz der Jacobizerlegung geniigt es mit einem Induktionsargument zu zei-
gen, dass sich y fiir jede Partitionn = p +gmit 0 < p,g < nals

=0 o)1 )]

mit y' € Py, y” € P, und b € RP*1 schreiben lasst. Das ist wiederum gleichbedeutend damit,
dass es ein b € RP*1 gibt mit

1, b\ * ’0
16 0] D) mrewrmsrawe
q

denn wie man leicht tiberpriift, liegt die linke Seite in (1.13) in IP,;, so dass y’ € P, und y” € P,

zwangsldufig gelten miissen. Nun ist aber ygp ) invertierbar, da y als positiv definit vorausge-

setzt war. Wir konnen also b = y; 'y, wihlen und erhalten dann

/ [<1OP ylllqm) _1] B (%1 Ya _;1_1[y2]>

und somit die Existenz der Jacobizerlegung.

Wir wollen nun die Eindeutigkeit der Jacobizerlegung zeigen und betrachten dafiir zwei Jaco-
bizerlegungen diag(d;, ..., d,)[b] und diag(d},...,d,)[t'] einer gegebenen Matrix y € P,. Da
fiir n = 1 nichts zu zeigen ist, konnen wir ohne Einschrankung n > 2 annehmen. Es gilt dann

diag(dy,...,d,)[b] = diag(dy,...,d,)[t']
<= diag(dy,...,d,) = diag(d},...,d,)[P'b71].

Schreiben wir nun kurz B := b’b~!, so erhalten wir durch eintragsweises Vergleichen der ersten
Zeilen links und rechts

di=d; und 0=dpyfuralleje{2,...,n}.
Wegen di = y; > 0 folgt daraus f;; = O fiir alle j € {2,...,n}. Insbesondere gilt

diag(da, ..., du) = diag(ds, ..., ;) [(B1)}"]-

10Car] Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)
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Induktiv konnen wir die Dimension der betrachteten Matrizen auf n = 2 reduzieren; hier gilt

(5 -0 D6 D6 M)W
0 dy Bu1n 1 0 d, 0 1 Ay 1 Bu-in Ay 1B, t+dn)”
Wir lesen sofort d,_1 = d!,_;, Bn—1,,» = 0 und d,, = dj, ab. Insgesamt erhalten wir also

di = d;- furallej € {1,...,n} und B=0bb"1=1, alsob=1""

Das ist die behauptete Eindeutigkeit der Jacobizerlegung. O

Korollar 1.31. Fiir alley € P, gilt die HADAMARD-Ungleichung'!

det(y) < [ Jvj-
=1

Beweis. Betrachten wir eine Jacobizerlegung y = diag(ds, ..., d,)[b] von y wie in Lemma 1.30.
Dann gilt fiiralle1 <j <n

j—1
yjj =dj+ ) dibf; > dj,
k=1
woraus sofort die Hadamard-Ungleichung folgt. O
Satz 1.32. Fiir ein beliebiges y € IP,, existiert die Zahl

m(y) = min (o))

und erfiillt die HERMITE-Ungleichung'?

==

m(y) < <3) det(y)’.

Beweis. Die Menge M, := {v € R" | y[v] < c} fiir ein ¢ > 0 ist kompakt,

denn: Mit y = fuu gilt

M, = {v € R" | {uv)(uv) < ¢} = Bild unter ! von {v € R" | 'vv < c}.

Da Z" diskret ist, ist der Durchschnitt M. N Z" endlich. Hieraus folgt die Existenz von m(y).

Wir zeigen die Hermite-Ungleichung per Induktion. Offenbar stimmt die Aussage fiir n = 1.
Wir nehmen also die Wahrheit der Aussage fiir n — 1 an und betrachten eine Matrix y € P,,.

11]acques Hadamard (1865-1963)
12Charles Hermite (1822-1901)
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Ein beliebiges w € Z" ~ {0} lasst sich schreiben als w = mv mit einem m € IN und einem
v="%vy,...,04) € Z" mit ggT(vy,...,v,) = 1. Dann gilt

y[w] = m*y[v] > y[o].

Offensichtlich wird also das Minimum m(y) bei einem Vektor v € Z" \ {0} mit teilerfremden
Eintrdgen angenommen. Solch ein v kommt stets als erste Spalte einer Matrix u € GL,(Z) vor,

denn: Nach (1.5) gibt es eine Matrix ¢ € SL,(Z) mit gv = (r,0,...,0), wobei r € Z bis auf das
Vorzeichen der grofite gemeinsame Teiler der Eintrdge von v ist, in unserem Falle also 1. Die
Behauptung folgt nach Linksmultiplikation mit ¢~ !. #

Da fiir den ersten Standardbasisvektor e; von Z" gerade ue; = v gilt, folgt leicht

m(y[u]) = m(y).

Andererseits gilt natiirlich auch det(y[u]) = det(y), so dass wir fiir unsere Uberlegung anneh-
men diirfen, dass v = e; und m(y) = y11 gelten. Wir fithren eine Zerlegung

= (% )10 )

zur Partition n = 1 + (n — 1) durch wie wir sie im Beweis der Jacobizerlegung studiert haben.
Wenn wir ein beliebiges w € Z" als w = (;’,/,) mit w’ € Z und w” € Z"~! schreiben, gilt

0 / b 1
y[w] _ <y61 y//> [(w —zl;//w )] :yu(w’+bw”)2+y”[w/’].

Wir wéhlen nun w = ( x,,,) wie folgt:

= Zum einen gelte ' [w”] = m(y"),

» zum anderen |0’ + bw”| < 1.

Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung

yn=m(y) <ylw] < -yn+my”) < i -m(y) + (é) T det(y")h

und somit

Nehmen wir beide Seiten zur (1 — 1)-ten Potenz'® und multiplizieren mit y11, so erhalten wir

iz (§)  aen= ()7 -detwﬁ)n

und damit die Behauptung. O

n(n—1)
2

13 Alle beteiligten Grofen sind positive reelle Zahlen.
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1.3.2 Verbesserung der Hermite’schen Ungleichung (x)

Die Hermite’sche Ungleichung und das Studium der Werte y[v] tiberhaupt ist urspriinglich ein
Problem aus der Theorie der Gitter in reellen Vektorraumen. Mit Methoden aus dieser Theorie
lasst sich die Hermite-Ungleichung dann auch substantiell verbessern.

Definition 1.33. Eine Teilmenge L C TR™ heifit (vollstindiges) Gitter, wenn es eine Basis
{v1,..., 04} von R" gibt mit
L=Zv1®Zv,®...P Zv,.

Diese Basis heif$t dann eine Basis von L. Die Matrix, deren Spalten die Koordinaten von vy, ..., v,
sind, heift die Matrix von {vy,...,v,}.

Nach Definition gilt fiir die Matrix ¢ einer Basis eines Gitters L
{g9|0€Z"} =L
und insbesondere ¢ € GL,(R). Ist § die Matrix einer anderen Basis von L, so gilt
§=gqu mitu € GL,(Z). (1.14)
Definition 1.34. Fiir ein Gitter L C R" und eine Basis {v,...,v,} von L heifit
Foi={rnvi+... 410, |0<r; <1fiirl <j<n}

die Fundamentalmasche von L beziiglich {vy, ...,v,} und
vol(L) := vol(.Z) ::/ dx = | det(g)|
z

mit dem LEBESGUE-Maf8'* dx auf R" das Volumen des Gitters L.

Satz 1.35 (MINKOWSKI’scher Gitterpunktsatz'®). Sei L C R" ein Gitter und K C R" nichtleer,
kompakt, konvex und zentralsymmetrisch.'” Ist dann

vol(K) > 2" vol(L),
so enthiilt K N L einen Punkt v # 0.

Bemerkung 1.36. Der Gitterpunktsatz spielt eine wichtige Rolle in der Algebraischen Zahlentheorie,
wo man mit ithm die Endlichkeit der Klassenzahl einer algebraischen Korpererweiterung zeigen kann.

Beweis. Fiir 1K = {3v | v € K} gilt nach Voraussetzung

vol(%K) = 2""vol(K) > vol(L) = vol(.%),

14Henri Léon Lebesgue (1875-1941)

15Wegen (1.14) ist vol(L) unabhingig von der Basiswahl.

16Hermann Minkowski (1864-1909)

7Eine Teilmenge M C R" ist genau dann zentralsymmetrisch, wenn fiir alle v € M auch —v € M gilt.
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wobei .7 eine Grundmasche von L sei. Wir nehmen nun an, alle Translate 3K + o mitv € L
wiren paarweise disjunkt. Da 1K kompakt und L diskret ist, gélte dann

K= (R = (300 U -0 = U (Grne -0) = J(Gr e -9)

veL veL j=1

mit einer endlichen Teilmenge {v1,...,v,,} C L. Es folgte

vol Zvol( - Uj))

=) vo ( ( N(F — v]-)) > (Translationsinvarianz von vol)
j=1
:ZV01<< +v]>ﬂ§5>
j=1
= —|— v | NF (Translate (1K) + v; paarweise disjunkt)
j 2 iP )
< Vol( )

Da dies im Widerspruch zur umgekehrten Abschatzung weiter oben steht, muss es also Gitter-
punkte v; # vy € L geben, so dass ( K) + v1 und ( K) + v, nichtleeren Durchschnitt haben.
Das bedeutet, dass es Punkte v; # v, € L und wy, wo € K gibt mit

1w +v —lw +0
W1 T U= 5W2 T 02

und somit , ,
FWI— 5w =01 =0y € L~ {0}.
Wegen der Zentralsymmetrie liegt mit w;, auch —w; in K, und wegen der Konvexitit auch jeder
der Punkte Aw; + (1 — A)(—w2) mit A € [0, 1]. Insbesondere gilt

1

1
S W1 = 512 € KN (L ~ {0})

und somit der Satz. O
Beispiel 1.37. Fiir r > 0sei K, := {v € R" | ||o|| < r} mit ||0||* = (v | v) die abgeschlossene

n-Kugel von Radius r. Dann erfiillt K, die Voraussetzungen des Gitterpunktsatzes, ist also nichtleer,
kompakt, konvex und zentralsymmetrisch. Es gilt

7T2
vol(K;) = r"vol(Ky) = 1" - T+ D)
Korollar 1.38. Gilt fiir ein Gitter L C R"
rn > n, VO](L)
- VO](Kl) !

so enthiilt K, einen Punkt aus L ~. {0}.
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Beweis. Fiir 1)
VO
n on,
TS olK)
folgt das Korollar sofort aus dem Minkowski’schen Gitterpunktsatz 1.35. Gelte nun also
rn — 271 . VO](L)

vol(Ky)'

Dann enthdlt nach dem bereits Bewiesenen K rel einen Punkt aus L \. {0}. Da K rrl kompakt
ist, besteht der Durchschnitt K rl N L aus nur endhch vielen Punkten 0, vy, ..., vy, die ohne
Einschrankung die Anordnung

0 < loall < floaff < ... < ol

erftillen. Nehmen wir nun an, die v; lagen alle bereits in K, 1 \ K;. Dann folgte sofort r < ||v1 |
2
und also r < ||v1]| — ¢ fiir ein geeignetes ¢ > 0. Zusammen mit der Voraussetzung ergébe sich

vol(L)

. n l’l: n,
(|loal| =€) >r" =2 vol(K,)’

insbesondere enthielte nach dem Bewiesenen K, |_. C K, +1 einen Punkt aus L \ {0}. Das ist

ein Widerspruch zur Minimalitdt von v, so dass eines der v; schon in K; liegen muss, was zu
Zeigen war. O

In offensichtlicher Verschiarfung der Hermite’schen Ungleichung 1.32 folgt hieraus

Korollar 1.39. Fiir ein beliebiges y € IP,, gilt
n 1
m(y) < (1+ Z) -det(y) .

Beweis. Als positiv definite symmetrische Matrix in R"*" lasst sich jedes gegebene y € P,
schreiben als y = 'gg mit einer geeigneten Matrix ¢ € GL,(R). Wir betrachten nun das ein-
deutig bestimmte Gitter L C R”, fiir das die Spalten der Matrix g eine Basis bilden. Fiir je zwei
Gitterpunkte v = g0 und w = g in L mit §, @ € Z" und fiir das Standardskalarprodukt (- | -)
auf R" gilt

(v | w) =w = ("gg)w = toyd

und insbesondere
(v|v) =y[0] furallev e L.

Wir erhalten somit

m(y) = ﬁerzgy\n{o}(y[v]) = Uer{gr{lo}@ | 0).

-+ (3)'

Nach Korollar 1.38 mit
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gibteseinv € L\ {0} mit

was uns die Abschdtzung

<0 (A2 o ()

liefert. Die Behauptung folgt, da mit der STIRLING’schen'® Formel fiir die T-Funktion fiir alle

n € IN die Asymptotik
4'V01(K1)7'27 ~ 2

und in Folge sogar die Abschdtzung

4-vol(Ki) % <1 +g

gilt. O

1.3.3 Minkowski’sche Reduktionstheorie

In diesem Abschnitt wollen wir die Aktion von GL,(Z) auf P, genauer studieren. Dabei soll
GL,(Z) ab sofort auch kurz die unimodulare Gruppe U, heifen.

Definition 1.40. Der Bereich R, der Minkowski-reduzierten Matrizen ist gegeben durch diejenigen
y € Py, die folgende Bedingungen erfiillen.

(i) Fiiralle1 < j < ngilt: y[v] > yjj fiirallev € 7" {j:e]-} mit ggT(v]-,. o) =1,
(ii) Fiirallel <j<mn—1gilt: Yjj+1 2 0.

Das Ziel dieses Unterabschnitts ist es, folgenden Satz zu zeigen.

Satz 1.41. Die Menge R, ist ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von U,, auf P, in folgendem Sinne.

(i) Ry ist abgeschlossen.
(ii) Fiiralley € P, gibt es ein u € U, mit y[u] € Ry,
(i) #{u € U, | Ru[u| "Ry # D} < oo,

(iv) Gehen zwei y, ij aus dem offenen Inneren Ry, von R, durch § = y[u] mit einem u € U, ineinan-
der iiber, so folgt u € {£1,} und also j = y.

Wir fiithren keinen eigenen Beweis fiir den Satz sondern zeigen die vier Eigenschaften 1.41 (i)
- (iv) in gesonderten Lemmata. Bevor wir dies tun, ist es niitzlich, uns zu tiberlegen, wie das
Innere R, und der Rand dR, von R, aussehen.

18James Stirling (1692-1770)
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Proposition 1.42. Das Innere und der Rand von 'R, sind wie folgt gegeben.

Ry = {y € P, | y erfiillt die Ungleichungen in Definition 1.40 mit ,>" statt ,>"},
IR, = {y € P, | y etfiillt die Ungleichungen in Definition 1.40 mit mindestens einem ,="}.

Beweis. Es geniigt offensichtlich zu zeigen, dass die Mengen auf der rechten Seite in 2, bzw.
dR,, enthalten sind.

Erfiille also y € P, die Ungleichungen in Definition 1.40 mit ,>" statt ,>". Bezeichnen wir
nun den kleinsten Eigenwert von y mit A > 0 und wihlen ein 0 < ¢ < A. Dann definieren wir
eine Umgebung

U:={jeP,|§—y>—ely, |§jj—yjjl <e 7jj+1 > 0 fiir alle passenden j}.

vony. Es gilt U C R, und somity € R,
denn: Bedingung (ii) von 1.40 ist fiir jedes §# € U trivialerweise erfiillt. Fiir alle 7 € U, alle
1 <j<nundallev € Z" \ {£e;} mit ggT(v;,...,v,) = 1 gilt zudem

glol = gjj = ylol + (T —y)[v] — y; — (7 —y5) > (A —&)'oo —yj; — .

Der Ausdruck rechts hdngt nicht von i ab und ist positiv fiir alle bis auf endlich viele v. Durch
die Wahl eines neuen, moglicherweise kleineren & konnen wir erreichen, dass es keine Ausnah-
mevektoren mehr gibt und fiir alle # € U auch Bedingung (i) von 1.40 gilt. #

Damit haben wir die erste Behauptung der Proposition gezeigt.

Erfiille nun y die Ungleichungen in Definition 1.40 so, dass mindestens eine dieser Unglei-
chungen eine Gleichheit ist. Klar, dass es dann in jeder noch so kleinen Umgebung von y einen
Punkt in IP,, gibt, fiir den gerade diese Ungleichung nicht gilt. Das zeigt auch die zweite Be-
hauptung. O

Aus Proposition 1.42 folgt sofort die Abgeschlossenheit von R,; das ist Eigenschaft 1.41 (i). Als
néchstes wollen wir zeigen, dass sich jedes y € P, durch ein unimodulares u € U, nach R,
transportieren lasst; also Eigenschaft 1.41 (ii). Dies untersuchen wir zunédchst in einem Beispiel.

_1—%)
(s

ist offensichtlich symmetrisch und positiv definit, liegt also in Py. Mit y1o = —3 < 0 verletzt sie jedoch
Bedingung (ii) von Definition 1.40, so dass y nicht in R liegt. Fiir u = ((1) j) € Uy gilt aber

ylu] = G %) € Ra.

Beispiel 1.43. Die Matrix

2

Wir wollen nun zeigen, dass dies kein Zufall ist und zeigen das folgende
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Lemma 1.44. Fiir alle y € P, gibt es ein u € U, mit y[u] € R,. Es gilt also
P, = U Rnlu].

uely,

Beweis. Sei y € P, beliebig aber fest. Wir werden nun y =: y(®) in n Reduktionsschritten zu
einer Matrix y(”) € R, machen. Dabei setzen wir flirk =0,...,n —1

y(k—H) — (k) [u(k-i-l)]
mit einer geeigneten unimodularen Matrix u**1) € U, der Form

51

1% 0

ukl) = ok mit ggT(sky1,...,51) = 1.
Sk+1

0 : *

Sn

Dann wird zum einen bei der Zuordnung
y(k) — y(k+1) — y(k) [u+D)]
(k)

die Teilmatrix (y®)){") nicht verandert; insbesondere hat y+1)

die Eigenschaften

Furallel <j < kgilt: y(k“)[v] > y](]l.cﬂ) fur alle v € Z" \ {£e;} mit ggT(vj,...,v,) =1,
. . e, (k41)
Firallel <j <k —1gilt: Y1 >0,

wenn y*) sie hat. Zum andern kommen fiir die Spalte s in u(**1) tatsichlich alle Vektoren mit
der genannten Teilerfremdheitsbedingung infrage,

(k)

denn: Offensichtlich ist u**1) genau dann in U,, wenn (u**1)" in U, ; liegt. Zu zeigen ist
also, dass fiir m € Z jeder Vektor aus Z" mit teilerfremden Eintrdgen als erste Spalte einer uni-
modularen Matrix vorkommt. Das haben wir aber schon im Beweis der Hermite-Ungleichung
1.32 gezeigt. #

Wegen der positiven Definitheit von y(*) und der Ganzheit von s kénnen wir daher immer ein
s finden, das fiir y**1) die Bedingung

yF D[] = y® [ g] > 4B [s] = y,((]j:?k)ﬂ fiir alle v € Z" mit ggT(vgy1,...,04) =1

erzwingt. Um zusitzlich die Bedingung

(k+1)

Kkt = 0
zu erreichen, ersetzen wir gegebenenfalls s mit —s, was offensichtlich nichts an der Unimodu-
laritat der Matrix u(**1) &ndert und keine der zuvor gezeigten Eigenschaften von y**1) zer-
stort. [



Kapitel 1. Die modulare Gruppe 27

Beispiel 1.45. Wir wollen den Algorithmus aus dem Beweis des Lemmas auf die Matrix
1 -3
y= < 3 2)
-3 5

Wir suchen also fiir den ersten Reduktionsschritt eine unimodulare Matrix u"), fiir deren erste Spalte s
die Zahl y[s| minimal ist. Das ist gleichbedeutend mit der Suche nach teilerfremden sy, s,, fiir die

y[<51>] = s% — 35187 + 55%
52

aus dem letzten Beispiel anwenden.

minimal ist. Offensichtlich gilt y[(é)] = 1. Da y ganzzahlige Eintriige hat und positiv definit ist, ist das
eine magliche Wahl von s. Eine mogliche Wahl einer unimodularen Matrix u") mit erster Spalte ((1)) ist
uV) = 1,, was natiirlich y") = vy nach sich zieht.

Als niichstes suchen wir eine unimodulare Matrix u), deren erste Spalte durch den Vektor ((1)) gegeben
ist (damit die gerade erreichte Eigenschaft nicht zerstort wird) und fiir deren zweite Spalte s die Zahl
yM[s] = yls] minimal ist. Das ist gleichbedeutend mit der Suche nach einem s; € 7 und einem s, €
{*1}, sodass y[(3})] minimal ist. Da mit s immer auch —s eine Losung dieses Minimierungsproblems
ist, kinnen wir ohne Einschriinkung s, = 1 annehmen und s3 — 3sy + 5 minimieren. Der Scheitelpunkt
dieser Parabel liegt in s1 = 3, so dass ein mogliches Minimum in s; = 1 angenommen wird. Mit

u® = ((1) %)folgt
b) ( 1 —§>
y = ,
_% 3

welches noch nicht in R liegt, da wir negative Nebendiagonaleintrige haben. Ersetzen von s durch —s

behebt dieses Problem, und mit u(?) = ((1) j) erhalten wir die schon zuvor angegebene Matrix

(2) — (1 ;> R
y - 1 3 € 2.

2

Insgesamt haben wir y[u] = y?) € Ry mit u = uMu?) = (; 1) erreicht.

Wir machen nun weiter mit dem Beweis des Satzes. Das folgende Lemma impliziert Bedingung
1.41 (iv).

Lemma 1.46. Seien y,j € R, mit ij = y[u] fiir ein {+1,} # u € U,,. Dann liegen y und § in OR,,.

Beweis. Nehmen wir zundchst an, u sei eine Diagonalmatrix. Ohne Einschrankung kénnen wir
dann annehmen, dass fiireinj € {1,...,n —1}

Uil =...= Ll]] =1 und M]'+1’]'+1 = -1

gilt. Wegen § = y[u] folgt dann #; ;.1 = —y; ;1. Da #;;11 und y; ;41 nach Bedingung (ii) von
1.40 beide nicht negativ sein konnen, folgt

Fij+1 =0=yjj+1,
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und y liegt nach Proposition 1.42 in dR,,.

Sei nun u keine Diagonalmatrix. Wenn wir sy, . ..,s, fiir die Spalten von u schreiben, gibt es
also ein kleinstes j € {1,...,n}, fiir das sj nicht von der Gestalt s; = +e; mit dem j-ten Stan-
dardbasisvektor e;j ist. Wegen u € U, gilt det(u) € {£1}, nach LAPLACE-Entwicklung!? {iber
die ersten j — 1 Spalten sogar

det(u{ ") € {£1}.
Insbesondere folgt ggT((s;);, - --,(5j)») = 1, und nach Bedingung (i) in 1.40 erhalten wir
Fij = ylsil = yjj-
Andererseits gilt mit § = y[u] auch y = §[u~!]. Analog zur obigen Argumentation erhalten wir
Yjj = ¥;j und somit
y[sj] =9;; =y;; fureins; # +e; mit ggT((s;),...,(s;)n) =1,

so dass auch in diesem Fall y in 0R;, liegen muss. O

Bevor wir auch 1.41 (iii) zeigen konnen, miissen wir den Bereich R, noch etwas genauer stu-
dieren.

Proposition 1.47. Seiy € R;. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Fiiralle0 <r < n gelten y%r) € R, und yf}r) € Ry

(b) m(y) =y < ... < Y.

(©) 2lyi| < yj; fiir alle j # k.

(d) ITiZ1yjj < cu - det(y) mit ¢y € Ro unabhingig von y. (Minkowski-Ungleichung)

Beweis. Mit y ist auch y; symmetrisch und positiv definit; fiir letzteres betrachte man die jewei-
ligen fithrenden Hauptminoren. Andererseits ist nach Lemma 1.29 mit y auch

(s, o)1= (0 )

symmetrisch und positiv definit. Mit der selben Argumentation wie fiir y; folgt nun die Sym-
metrie und die positive Definitheit von y4. Bedingung 1.40 (i) fiir y; bzw. y4 folgt nun aus der
Reduziertheit von y und

ol =y [(8)] firallev € Z" bzw. vl =y [(S)] furallev € Z"".

Da y; und y4 offensichtlich Bedingung 1.40 (ii) erfiillen, haben wir damit Aussage (a) gezeigt.

Das Gleichheitszeichen in Aussage (b) folgt, da nach Definition y1; das Minimum tiber die y[v]
fiir die v mit teilerfremden Eintragen ist und das Minimum m(y) nach einer Uberlegung aus

19Pierre Simon Marquis de Laplace (1749-1827)
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dem Beweis der Hermite-Ungleichung in solch einem Vektor angenommen wird. Die Unglei-
chungen folgen sofort, wenn man als v die Standardbasisvektoren {ey, ..., e,} von R" einsetzt
und sich tiberlegt, welche Teilerfremdheitsbedingungen diese erfiillen.

Offensichtlich erfiillt v = e; & e; mit j # k die Bedingung ggT(vy, ...,v,) = 1. Es gilt daher

yie < ylej Eer] = yjj & 2y + vk
und somit Aussage (c).

Es bleibt die Minkowski-Ungleichung (d) zu zeigen. Fiir n = 1 stimmt diese offensichtlich mit
c1 = 1. Wir nehmen daher an, die Konstanten cy, ..., c,_1 seien bereits konstruiert, und zeigen
die Existenz der Konstanten ¢, per Widerspruchsbeweis. Dafiir nehmen wir an, es gebe eine
Folge (y;) in R, mit
[Tz ()
det(y]-)

Wegen (y;)11 = m(y;) und der Hermite’schen Ungleichung 1.32 kénnen die Verhéltnisse

— oo fiir j — oo.

[(yj)k+1,k+1 : (y])kk] mit k = 1, N (e 1

fiir j — oo nicht alle beschréankt sein. Sei also k maximal unter denjenigen Zahlen in {1,...,n}
mit unbeschranktem Verhaltnis [(y;)is1+1 © (j)ik| - Dann kénnen wir nach eventuellem Uber-
gang zu einer Teilfolge ohne Einschrankung

(V) kk

—0 flurj— oo
(yj)k+1,k+1

annehmen. Wie im Beweis der Jacobizerlegung 1.30 schreiben wir
(y'), 0 1 b; . i
Yi= ( (]) (y],)// 0 1n]_k mit (yj)’ € Py, (yj)” €P, rundb; €R x(n—k)

Nach (a) gilt hierbei sogar (y;)" € Ry. Fiir jedes v = (;’/l/) mit v’ € ZF und v’ € Z"* gilt dann

(yi)le] = (v)' T’ + bo"] + ()" ["]-

Wir wihlen fiir jedes j ein v; mit

M ()" [(0))"] = m((y;)"),

(i) die Eintrage von (v;)' + bj(v;)" liegen zwischen —3 und 3.

Da y; reduziert ist und (v;)” nach den Uberlegungen im Beweis der Hermite-Ungleichung 1.32
automatisch teilerfremde Eintrdge hat, gilt

Wkrenr < il 2 () [(0)) +b;(0)"] + m((y;)").



30 1.3. Der Siegel’sche Fundamentalbereich

Auflerdem ist () > 0 der betragsméafig grofite Eintrag von (y;)’, da letztere Matrix ebenfalls
reduziert ist. Mit (ii) folgt
k2 "
(Widksaen < o (et ml(y))"),

()

Nach Voraussetzung gilt —="=— — 0, so dass mit der Hermite-Ungleichung 1.32 fiir (y;)" die
] /

Abschitzung
(Yj)k+1k+1 < c-det((y;)” )ik mit einem geeigneten ¢ > 0 unabhéngig von |

folgt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt weiter

Wi Wiee < cx - det((y;)').

Da aufierdem die Verhiltnisse

[(yj)k+2,k+2 i(yj)k+1,k+1}/~-r [(yj)n—l,n—l i(yj)nn]

als beschrankt angenommen waren, gibt es eine Konstante ¢ mit

W11 (i) < cx - det((y;)') - - det((y;)") = cx - €+ det(y)).
Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme, so dass die Proposition bewiesen ist. O

Korollar 1.48. Es gibt eine nur von n abhingige Konstante d, > 0, so dass jede reduzierte Matrix
y € Ry, der Ungleichung

d;;l : diag(]/lll ce /ynn) > y >d, - diag(yn, ce z]/nn)
geniigt.

Beweis. Sei d := diag(,/y11,--.,1/Ynn)- Die Behauptung ist 4quivalent dazu, dass die Eigen-
werte von d~!yd~! nach oben und unten durch positive Schranken beschrinkt sind, die nur
von n abhidngen.

Dazu gilt zunachst zu bemerken, dass offensichtlich die Hauptminoren von d~'yd ! alle posi-
tiv sind, so dass d _1yd “linp, liegt. Insbesondere sind natiirlich alle Eigenwerte von d -1 yd‘l
positiv. Weiter gilt

Yik
N
so dass die Diagonaleintrdge von d~1yd ! alle gleich 1 sind. Die Summe aller Eigenwerte von
d~lyd~1, also die Spur, ist somit gleich n. Da alle Eigenwerte positiv sind, zeigt das die erste
Ungleichung.

(dtyd ") =

Andererseits ist die Determinante von d~'yd~! mit der Minkowski-Ungleichung 1.47 (d) durch
¢, ! > 0 nach unten beschrénkt. Da sie mit der obigen Uberlegung nach oben beschrénkt sind,
miissen die Eigenwerte von d~1yd~! daher auch nach unten beschrénkt sein, was die zweite
Ungleichung zeigt. O
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Bemerkung 1.49. Unser Beweis der Minkowski-Ungleichung 1.47 (d) ist indirekt, so dass wir keinerlei
Informationen iiber mogliche Konstanten c,, haben. Fiir kleine Werte von n kann man solche Konstanten
jedoch ,,zu Fuf3” bestimmen. So ist 1 der bestmogliche, also kleinste, Wert fiir cq; hier gilt sogar ,=" in
der Minkowski-Ungleichung 1.47 (d). Der bestmigliche Wert fiir ¢y ist 3.

denn: Dafiir betrachten wir die Menge
Ry={y € P2 |0 <y <y, 2y12| <y} D Ra.

Fiir alle y € Ry (und insbesondere fiir alle y € R,) gilt
2 1 2 L, 3
det(y) = ynyz —yi2 = yuy2 — 7 2yl)” 2 yuy2 — v 2 Jyuyz2.

Daraus folgt, dass § ein moglicher Wert fiir ¢, ist. Andererseits gilt

4 1, 4 o !
yym = 1= 31— ()% = 3detty) firy=(; 3)eRa

—_

N

Das zeigt die Behauptung. #

Zum Beweis von Satz 1.41 fehlt uns immer noch Bedingung 1.41 (iii). Diese ergibt sich aus dem
folgenden Lemma.

Lemma 1.50. Sei g € Z"*" eine Matrix mit 0 < |det(g)| < t € Ry, fiir die es zwei Matrizen
Y, € Ry gebe mit §j = y[g|. Dann sind die Eintriige von ¢ durch eine Konstante beschriinkt, die nur
von n und t abhingt.

Beweis. Wir beweisen den Satz per Induktion nach n. Fiir n = 1 gilt nach Voraussetzung 0 <
|g| <t € Ry, so dass die Behauptung ist trivialerweise erfiillt ist.

Sei nun n > 1. Wir schreiben
y=d[b] und 7§ =d[b]

fiir die Jabobizerlegungen von y und 7 und unterscheiden zwei Félle.
Fall 1: géj) =0 fiirkeinj € {1,...,n}. Dann gibt es fiiralle j € {1,...,n} Zahlen s() < j < ¢U)
mit g,),;) 7 0. Nach Korollar 1.48 gibt es ein t;, das nur von n abhéngt, und fiir das
tldlg] <ylgl =7 < hd
gilt. Insbesondere gilt fiir die Diagonaleintrage
n
Z dggg%k < t%cfkk furallel <k <n. (1.15)
=1

Da fiir alle j der Eintrag g,(),;) in Z ~ {0} liegt, folgt jeweils d, ()
Reduktionsbedingungen d; < dop < ... < dy,und dyp < dp < ..
1<j<n

t%js(j)s(j). Da nach den

<
. < dyy gilt, folgt fiir alle

di; < t3d. (1.16)
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Wegen det(g) # 0 gilt fiir die Adjunkte
¢ = ((—1)F det(zﬁlkl));l:1 mit Ay, = A ohne k-te Zeile und I-te Spalte
von ¢ bekanntlich ¢* = det(g) - g~! € Z"*". Mit §j = y|g] folgt sofort
718"l = ylgg"] = det(g)* - v.
Wendet man die obige Argumentation auf diese Gleichung an, so erhilt man analog
dj < tidj; firallel <j<n (1.17)

mit einer nur von n abhidngigen Konstanten f,. Mit den Reduktionsbedingungen folgt aus (1.16)
und (1.17) die Beschranktheit der Verhiltnisse [d]-]- : dig] fir alle 1 < j, k < n. Die Behauptung
tiir den ersten Fall ergibt sich schliefslich aus (1.15).

Fall 2: géj) =0fiireinje {1,...,n}. Es gilt
d=glb~"] = (ylgN)[b7'] = ylgb™"] = (d[b])[gD "] = d[bgh™"].

Da d und d diagonal sind, kénnen wir

d="!(d})d2 mitd? .= diag(\/dy, ...,

d="4d2)d? mitd? := diag(\/df, : \/7

und also
§:=dz2bgb™ (d2) € Oy (R).
Andererseits ist mit géj ) auch g§ = 0, wie man leicht nachrechnet. Mit der Orthogonalitit folgt

géj )=, g~§j ) e O;(R) und gif ) e O,—j(R). Zurtickiibersetzt nach g bedeutet das
di[ig1] = di[b1],  da[bags] = da[bs], 1182 + brgs = br1g1b; 'bo. (1.18)

Die ersten beiden Gleichungen in (1.18) lassen sich umschreiben zu

gl =5 und yalgd] = fa.
Nach 1.47 (a) gelten hierbei y1, 71 € R;und yy, 74 € Ry ;.

Wegen t > |det(g)| = |det(g1)] - | det(ga)| und der Ganzzahligkeit der Eintrdge von g kon-
nen wir die Induktionsvoraussetzung auf g; und g4 anwenden und sehen, dass deren Eintrage
durch Konstanten beschrankt sind, die nur von j bzw. n — j (also letztlich von #n) und t abhén-
gen. Die Beschrianktheit der Eintrdge von ¢» folgt aus der dritten Gleichung in (1.18),

denn: Nach Korollar 1.48 sind die Eintrdge von b und b durch eine Konstante beschrinkt, die
nur von n abhéangt. Die Behauptung folgt, da wir ja die Beschranktheit der Eintrdge von g; und
g4 gerade eingesehen hatten. #

O



Kapitel 1. Die modulare Gruppe 33

1.3.4 Siegel’sche Reduktionstheorie

Wie zu Beginn des Abschnitts angekiindigt, wollen wir unsere Erkenntnisse tiber Minkowski-
reduzierte Matrizen nun dazu nutzen, einen Fundamentalbereich fiir die Aktion von I';, auf H,,
zu konstruieren.

Definition 1.51. Ein Punkt z = x + iy € H,, heifst Siegel-reduziert, wenn er folgende Bedingungen
erfiillt:

(i) |det(cmz +dm)| > 1fiiralle M € T,
(ii) y ist Minkowski-reduziert,

(iii) x ist reduziert modulo 1, das heifSt

|x]-k| < % fiirallel1 < j,k < n.

Satz 1.52. Die Menge der Siegel-reduzierten Matrizen ist ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von
I'y auf H,, im Sinne von Definition 1.28 und wird auch der Siegel’sche Fundamentalbereich F,, der
Modulgruppe I, genannt.

Wie im letzten Unterabschnitt werden wir wieder die Beweise fiir die vier zu iiberpriifenden
Eigenschaften 1.28 (i)-(iv) einzeln fiihren. Eigenschaft 1.28 (i), also die Abgeschlossenheit von
Fn in Hy, ist hierbei trivialerweise korrekt, da F;, in H, durch abgeschlossene Bedingungen
definiert ist.

Bevor wir nun die tibrigen Eigenschaften tiberpriifen, zeigen wir, dass F; auch als Teilmen-
ge von Symm, (C) abgeschlossen ist; dies benotigen wir spater im Beweis von Lemma 2.26.
Hierfiir schatzen wir zunéchst die Imaginérteile von Matrizen in ¥, nach unten ab.

Lemma 1.53. Es gibt eine nur von n abhingige Zahl e, > 0, so dass jedes z = x +iy € F, die
Ungleichung y > €,1, erfiillt.

Beweis. Nach Bedingung 1.51 (ii) ist y Minkowski-reduziert, so dass wir Korollar 1.48 anwen-
den diirfen; es gilt also y > d, - diag(y11, - - ., Yun ). Andererseits gilt auch

> @ furallel <j<mn, (1.19)
Yii = J

denn: Fiir eine Elementarmatrix e;; wie in Proposition 1.9 ist

<1—e]-]- %‘)
—eji 1-—¢j

symplektisch. Nach Bedingung 1.51 (i) gilt daher
1< |det(—€j]'Z + (1 — e]-j))] = |X]']‘ + iyjj‘-
Wegen Bedingung 1.51 (iii) ist |x;;| < %, woraus sofort die Behauptung folgt. #

Das Lemma folgt mit e, = @. O
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Proposition 1.54. F,, ist abgeschlossen in Symm,, (C).

Beweis. Die Menge F, liegt in einem vertikalen Streifen positiver Hohe d
Va(d) ={z=x+iy e H, | tr(xz) <d1 y>dl,},

denn: Fiir ein beliebiges z = x + iy € F, sind nach Bedingung 1.51 (iii) die Eintrdge von x
betragsmifig durch § beschrankt. Es gilt daher

"
1

=

n n
tr(x?) = ) xj < )
k= k=

Jk=1 Jk=1

Nach Lemma 1.53 gilt weiterhin y > ¢,1,, fiir ein geeignetes ¢,, das nur von n abhangt. Die
Behauptung folgt nun mit d := min{e,, -5 }. #

Da F, durch abgeschlossene Bedingungen als Teilmenge des in Symm,, (C) abgeschlossenen
Bereichs V,,(d) definiert ist, ist damit auch die Proposition gezeigt. O

Wir wollen nun als néchstes Eigenschaft 1.28 (ii) zeigen, dass es also fiir alle z € H,, ein M €
'y, gibt mit M(z) € F,. Dafiir fithren wir, wie zu Beginn des Abschnitts angedeutet, einen
Hohenbegriff fiir Matrizen in H,, ein und zeigen, dass jede I',-Bahn ein Element maximaler
Hohe enthalt.

Fiir eine beliebige Matrix z = x + iy € H, nennen wir h(z) := det(y) > 0 ihre Hohe. Fiir jedes
M eT, gilt

n(M(z)) "L det({cz+d) - Im(z) - (cz+d) ) = | det(cz+d)| 2 h(z). (1.20)

Offensichtlich erfiillt also ein Punkt z € ;, Bedingung 1.51 (i) genau dann, wenn er unter allen
Punkten seiner I';-Bahn maximale Hohe hat. Durch Einsetzen in (1.20) sehen wir aufSerdem,
dass sich die Hohe eines Punktes z € H,, nicht durch Transformationen vom Typ

z > z[u] fureinu € Uy,
z—>z+b fir ein b € Symm, (R)

andert. Da sich die Bedingungen 1.51 (ii) und (iii) auf diese Weise erzwingen lassen, gentigt
es zum Beweis von Eigenschaft 1.28 (ii) zu zeigen, dass in jeder I',-Bahn auch tatsdchlich ein
Punkt mit maximaler Hohe liegt. Das ergibt sich mit dem folgenden

Lemma 1.55. Fiir feste z = x + iy € H,, und ¢ > 0 gibt es nur endlich viele Zahlen hy mit

(i) ho > ¢,
(i) ho = h(M(z)) fiirein M € T,.
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Beweis. Sei hy = h(M(z)) > e fiir ein M = (*}) € T,. Da die Hohe unter M(z) +— M(z)[u]
mit u € U, invariant bleibt, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass Im(M(z))~!
Minkowski-reduziert ist. Wenn wir nun die Diagonalelemente von Im(M(z)) ™! mit ry,...,7,
bezeichnen, dann gilt mit der Minkowski-Ungleichung 1.47 (d)

F1eeee Ty < Cp - det(Im(M(z)))_1 <cp-e L. (1.21)
Andererseits ist
mm(M(z) " 2 (c(x —iy) +d) -y He(x +iy) +d) =y [Hex + )] + y[le],

so dass fiir einen Diagonaleintrag r; mit1 < j < n

rj =y~ [ (sj(c)) + (s;(d)] + yl'(si(c))] (1.22)

gilt, wobei s;(c) bzw. s;(d) die j-te Zeile der Matrix ¢ bzw. d bezeichne. Es gibt dann fiir die
Diagonaleintrédge r; eine positive untere Schranke, die nicht von ¢ und d abhéngt,

denn: Mit y ist auch y~! symmetrisch und positiv definit. Nach (1.22) ist also r; die Summe
der zwei nichtnegativen reellen Zahlen y~*['x'(s;(c)) + (sj(d))] und y['(sj(c))]. Da (sj(c) s;(d))
eine Zeile einer invertierbaren Matrix ist, konnen s;(c) und s;(d) nicht beide verschwinden, so
dass mindestens eine der beiden Zahlen echt positiv sein muss. Die Behauptung folgt mit der
Ganzzahligkeit der Eintrége von (s;(c) s;(d)). #

Deshalb und wegen der Beschrédnktheit des Produkts der Diagonaleintrdge nach oben, die wir
schon in (1.21) eingesehen hatten, ist jedes einzelne r; sowohl nach unten als auch nach oben
durch eine von ¢ und d unabhingige Konstante beschrankt. Damit gibt es fiir jedes feste j nach
Abgleich mit (1.22) nur endlich viele mogliche Wahlen fiir die Vektoren s;(c) und s;(d), so dass
insgesamt ¢ und d je eine endliche Menge durchlaufen. Nach Definition der Hohe ist somit das
Lemma bewiesen. O

Wir miissen nun Eigenschaft 1.28 (iii) beweisen, also

Lemma 1.56. #{M € T, | M(F,) N F, # D} < co.

Beweis. Die Idee des Beweises ist, die Behauptung in die entsprechende Aussage im Raum P>,
zu libersetzen und die Ergebnisse der Minkowski’schen Reduktionstheorie anzuwenden. Sei
dafiir z = x + iy eine Matrix aus IH,,. Dann ist durch

prz=rtiye 7= <y(_)1 3) Kcl) ?)]

eine Bijektion von H, in den Raum Sp, (R)~o der symmetrischen, positiv definiten Elemente
von Sp, (R) gegeben,

denn: Zunichst einmal liegt fiir jedes z € H, ihr Bild tatsédchlich in Sp,(R)~o, denn die Sym-
plektizitait ist klar und die Symmetrie und die positive Definitheit von Z folgen aus den ent-
sprechenden Eigenschaften von y.
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Die Injektivitdt von ¢ ist offensichtlich. Wir miissen also noch die Surjektivitit zeigen. Sei dafiir
Z € Sp,(R)>g beliebig. Dann sind az und dz symmetrisch und positiv definit, und es gilt
c7 = 'bz. Daher konnen wir Z umformen zu

2= (% ay—apa) [0 )]

das rechnet man von rechts nach links leicht nach. Da Z symplektisch ist, ist a,'b; symme-
trisch, und es gilt

dy — aZl[bz] =dy — tbzt(ﬂilbz) = dztaztﬂil — Cztbztﬂlzl = t(aztdz — bZtCZ)tllgl = tagl = {/'lgl.
Mit
—aglbz + iag1
ist also ein Urbild von Z gefunden, und die Zuordnung ist surjektiv. #
Die Gruppenoperation von Sp, (R) auf H, tibersetzt sich unter ¢ wie folgt:
p(M(z)) = ¢(z)[M'] fiiralle M € Sp, (R), (1.23)

denn: Es gentigt, die Aussage fiir M aus einem Erzeugendensystem von Sp, (R) zu iiberpriifen,
denn wenn zwei Matrizen M, M € Sp,,(R) sie erfiillen, so gilt sie auch fiir ihr Produkt:

p((MM)(z)) = p(M(M(z))) = (M(z))[M™"] = (¢(z)[M~'])[M™"] = g(z) [(MM)~"].

Als Erzeugendensystem wahlen wir wie in Satz 1.7 die Menge {S} U {T, | b € Symm, (R)}.
Leicht nachzurechnen ist

¢(Ty(2)) = ¢(z+b) = ¢((x + ) +iy)

(o Dle )
I

Das Uberpriifen der Behauptung fiir S ist schwerer. Nach (1.11) und wegen der Symmetrie von
z gilt

Im(S(z)) =z lyz! und Re(S(z)) = S(z) —ilm(S(z)) = —z !t —iz lyz 1,

Hieraus folgt

o(S(2)) = (Zyo1z 2_1221> [((1) zl—{—ii1y2_1>}

B zy iz zZy t+ily,
T \z7lzy Tz + iZ‘lyzflzyflz z7lzy 4+ iZ‘lyz”Eyfl +iz71
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Dies konnen wir vereinfachen, wenn wir mit der Symmetrie von ¢(S(z)) argumentieren, dass
zZy~' 4+ i1, und z7'zZy 'z + iz 'yz~'zy~ 'z zueinander transponiert sind, und dies an zwei Stel-
len einsetzen. Wir erhalten dann

= -1 T .
_ zy 'z zy  +1l,
(P(S<Z>) - <t(zy1 + Z 1 ) t(zyfl _|_ Z 1n)271 + izl>

Xy~ x + y xy !
*1xz*1 +iz1

Xy~ x + y xy
y 1 (x+iy)z!
X

(*y
(*y
5 G )
(

W ) 7))

(z)[S71].

Bezeichne w die Matrix

Wenn y die Jacobizerlegung y = d[b] mit einer Diagonalmatrix d und einer unipotenten oberen
Dreiecksmatrix b hat, so ist auch

o0 (5 D)= 9[6 )G )]
(0 9 )]

G0 6 )
- E DGO (e M)

(e )

Sei nun z eine Siegel-reduzierte Matrix. Dann gibt es ein t > 0, das nur von n abhangt, mit

9(2) [(73’ (m € Rau(t) (1.25)

wieder eine Jacobizerlegung.

Ru(t) :={y =d[b] € Py | djj < tdji111, |bj| < tfurallel <j <k <n}, (1.26)
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denn: Die Eintrdge von w sind trivialerweise durch 1 beschrankt, die von x nach Definition
durch % und die von b nach Korollar 1.48 durch eine Konstante, die nur von n abhédngt. Damit
ist die Bedingung an die Eintrdge von b aus (1.26) fiir die obere Dreiecksmatrix rechts in (1.24)
erfullt.

Die Diagonalmatrix rechts in (1.24) hat als Eintrdge die Zahlen d;nl, s, dﬂl, di1,...,du. Dawir

z € F, angenommen haben, wissen wir, dass dies mit der moglichen Ausnahme der n-ten
Stelle eine monoton wachsende Folge ist. Aber nach (1.19) gilt d11 = y11 > ? und deshalb
dj' < 3dy1, so dass fiir diese Diagonalmatrix die Bedingung an die Eintrége von d aus (1.26)
erfullt ist. #

Wir haben das Lemma mit (1.23) und (1.25) auf Lemma 1.50 aus der Minkowski-Reduktions-
theorie fiir R, (t) statt fiir R,, zuriickgefiihrt. In Ubungsaufgabe 1.5 sehen wir ein, dass die im
Beweis dort bendtigten Eigenschaften von R, problemlos durch diejenigen von R, (t) ersetzt
werden kénnen. O

Zuletzt wollen wir Eigenschaft 1.28 (iv) zeigen, dass also fiir je zwei Punkte z, w & F, nur dann
tiber w = M(z) miteinander verbunden sein kénnen, wenn schon M € {£1,,} gilt. Wir zeigen
etwas mehr, namlich

Lemma 1.57. Seien z, w € F, mit w = M(z) fiir ein M # +1y, € T',. Dann liegen z und w in oF,,.

Beweis. Es gentigt offenbar z € d.F, zu zeigen. Die Argumentation fiir w ist die allerselbe.

Da z und w in derselben I',-Bahn liegen und beide maximale Hohe haben, gilt
|det(cpmz +dum)| =1

Daraus folgt, dass z € d.F, oder c)r = 0 gilt,

denn: Im Fall z € F, gibees furallej < k € {1,...,n} einr > O mitz+ ajxejx € JFp fur alle
aj € U,(0), wobei €jk die Elementarmatrizen wie in Proposition 1.9 bezeichne. Auf diese Weise
konnten wir det(cpz + du) als holomorphe Abbildung in der Variablen a; € U, (0) betrachten.
Wire zusitzlich cpr # 0, so gidbe es dabei offensichtlich eine Wahlvon j < k € {1,...,n}, furdie
die zugehorige holomorphe Abbildung nicht konstant wére und somit dem Minimumprinzip
auf dem Gebiet U, (0) gentigte, das besagt, dass | det(cymz + dpr)| auf U, (0) nicht das Minimum
1 annehmen kann. Es gébe also ein Z = z +djkejx € J, mit | det(cyZ +da)| < 1, was Bedingung
1.51 (i) widerspricht. #

Wir konnen also ohne Einschrankung c); = 0 annehmen. Dann erfiillen nach (1.11) die Imagi-
nirteile Im(w) = Im(z)[dp]| mitdpy € U,,.

Fall 1: dy; ¢ {£1,}. Nach Lemma 1.46 gilt dann Im(z) € 0R, und somit z € 0.F,,.

Fall 2: d); € {£1,}. Dann ist zunidchst Im(w) = Im(z). Andererseits gilt ay; = dp nach (1.2)
und wegen M ¢ {£1,,} ist M somit eine nichttriviale Translation mit ganzzahligen Eintragen.
Wegen Bedingung (1.51) (iii) folgt auch hier z € 9.F,. O
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Bemerkung 1.58. (a) Man kann zeigen, dass die vertikalen Streifen V,(d) aus Proposition 1.54,
und somit auch F, beziiglich des in (2.17) eingefiihrten MafSes endliches Volumen haben. Da
der Fundamentalbereich JF, nach Proposition 1.56 durch nur endlich viele algebraische Flichen
berandet wird, ist er sogar RIEMANN-messbar.”’ Sein Volumen wurde 1943 von Carl Ludwig
Siegel bestimmt und ist

vol(Fy) = 202" ﬁ(k —1)17(2k), (1.27)
k=1

wobei { die Riemann’sche Zetafunktion bezeichne.

(b) Eine sehr interessante Anwendung der Ergebnisse dieses Abschnitts ist die folgende®* Zu F,
konstruiert man zuniichst eine geeignete Kompaktifizierung, die SATAKE-Kompaktifizierung,*
und versieht diese anschlieflend mit einer Struktur als projektive algebraische Varietit. Auf die-
se Weise kann man starke Siitze aus der algebraischen Geometrie verwenden, um Aussagen iiber
den Vektorraum der Siegel’schen Modulformen zu treffen. Wir werden dies jedoch in dieser Vor-
lesung nicht weiter verfolgen und den Vektorraum der Siegel’schen Modulformen ausschliefSlich
mit analytischen Methoden studieren.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1. Eine reelle Matrix heif$t projektiv rational, wenn es ein r € R* gibt, fiir das die
Eintriige von ra alle rational sind. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(@) Zu jeder projektiv rationalen Matrix a € R"*" gibt es eine Matrix u € GL,(Z), fiir die ua eine
obere Dreiecksmatrix ist.

Hinweis: Benutzen Sie (1.5).

(b) Zu jeder projektiv rationalen Matrix M € Sp,(R) gibt es eine Matrix N € Sp, (Z), fiir die
cnm = 0 gilt und anp eine obere Dreiecksmatrix ist.

Hinweis: Benutzen Sie (1.7).

Aufgabe 1.2. Eine Untergruppe I' C Sp, (R) heift zu ', kommensurabel, wenn der Durchschnitt
I' N T, sowohl in T als auch in '), endlichen Index hat. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Jede zu T'y, kommensurable Gruppe ist diskret in Sp, (R), operiert nach Satz 1.26 also eigentlich
diskontinuierlich auf H,,.

(b) Fiir ein beliebiges N € IN ist der Kern der kanonischen Projektion
Sp, (%) — Sp,(Z/NZ)
eine zu T, kommensurable Gruppe. Sie heifst die Hauptkongruenzuntergruppe I',(N) von Stufe

N.

20Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
21Nachzulesen beispielsweise in Kapitel II von [Fre2]
221chird Satake (1927-2014)
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(c) Fiir N > 3 hat jedes M € T',(N) \ {12, } unendliche Ordnung.
Aufgabe 1.3. Zeigen Sie fiirn > 1

{a € R™" | ay = ya fiir alle symmetrischen positiv definiten y € R"*"} = {rl, | r € R}.

Aufgabe 1.4. Sei n € IN. Zwei Matrizen y,j € P, heiflen unimodular dquivalent, wenn es ein
u € U, gibt mit
g = ylul.
Die Aquivalenzklasse von y € P, unter dieser Relation bezeichnen wir mit y[U,|. Zeigen Sie, dass die
Anzahl
hyg :=#{y[U,] |y € P,NZ"" und det(y) =d}

fiir alle d € IN endlich ist.

Aufgabe 1.5. Fiirn € N und t € R sei R, (t) wie in (1.26) gegeben und R, |t] als die Menge aller
y € Py, mit

(i) Yij < tyj+1,j+1 fiil’ allel < ] <mn,
(ii) |yjx| < tyw fiiralle1 <j <k <mn,
(iii) H}qzl yji < tdety
definiert. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(a) Es gibt eine nur von n und t abhingige Konstante d,,; > 0, so dass fiir alle R, (t) die folgenden
Ungleichungen gelten.
() dppyji < dj < d,;}y]-]-fiir allel1 <j<mn,
(B) dupd <y < d, d.
Hinweis: Vergleichen Sie mit dem Beweis von Korollar 1.48.

(b) Es gibt eine von n und t abhiingige Konstante f € R~ mit
Rau(t) € Ralf].

(c) Fiir beliebige y € Ry[tjund j € {1,...,n} gilt ygj) € Rj[t] und yflj) € Ru—j[t].

Hinweis: Fiihren Sie eine Zerlegung wie in (1.13) durch und benutzen Sie, wie im Beweis der
Hadamard-Ungleichung 1.31 gezeigt, y;; > d, fiir alley = d[b] € IP,,.

(d) Es gibt eine nur von n und t abhingige Konstante | € R~ mit

Rault] C Ru(f).

(e) Seig € Z"*" eine Matrix mit 0 < |det(g)| < t € Ry, fiir die es zwei Matrizen y,j € R, (t)
gebe mit §j = y[g|. Vervollstindigen Sie den Beweis von Lemma 1.56, indem Sie zeigen, dass dann
die Eintrige von g durch eine Konstante beschriinkt sind, die nur von n und t abhingt.



KAPITEL 2

Siegel’sche Modulformen

Wir wollen in diesem Kapitel Modulformen zur Modulgruppe I, fiir beliebiges und fiir den
Rest des Kapitels festes n € IN einfiithren. Wie schon fiir n = 1 sollen Modulformen insbeson-
dere holomorphe Funktionen auf H, sein. Wir werden daher zunéchst in Abschnitt 2.1 einen
Holomorphiebegriff auf offenen Teilmengen D C C" einfiihren und studieren.

2.1 Holomorphe Funktionen mehrerer Variabler

Analog zum Begriff der (totalen) reellen Differenzierbarkeit auf offenen Teilmengen in R" de-
finieren wir

Definition 2.1. Sei D C C" offen. Dann heifst eine Funktion f: D — C holomorph, wenn es zu
jedem zg € D eine C-lineare Abbildung L(%0): C* — C gibt mit

- (f(ZO +h) — f(z0) — L<Z°><h>> o

h—0 ||k]|

Dies ist im Allgemeinen schwer zu tiberpriifen; angenehmer ist das folgende Kriterium.

Lemma 2.2. Sei D C C" offen. Eine Funktion f: D — C ist genau dann holomorph, wenn sie stetig
und beziiglich jeder Variablen separat holomorph ist.

Beweis. Sei f: D — C holomorph. Dann folgt wie in der reellen Analysis, dass f auf D stetig
ist und fiir jedes 1 < j < n die partielle Ableitung aa—zfj existiert, so dass f als Funktion in zj

holomorph ist.

Sei andersherum f: D — C eine stetige Funktion, die in jeder der Variablen zj, ..., z, separat
holomorph ist. Dann zeigen die Cauchy’schen Integralformeln fiir

af

Z]"—> 7(,2],)
0z;

41
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zusammen mit der Stetigkeit von f auf D, dass alle partiellen Ableitungen % auf D stetig sind.

Mit dem selben Argument wie in der reellen Analysis folgt dann die Holomorphie von f.

Bemerkung 2.3. Nach dem Satz von HARTOGS? ist die Forderung der Stetigkeit in Lemma 2.2 un-
notig.

Im Rest dieses Abschnitts wollen wir noch einige leichten Eigenschaften auf D C C" holomor-
pher Funktionen festhalten. Unmittelbar aus den bekannten Rechenregeln im Fall n = 1 folgt
etwa, dass die Menge der holomorphen Funktionen f: D — C die Struktur einer C-Algebra
tragt. Zudem gelten die folgenden, aus der Funktionentheorie einer Veranderlichen bekannten
Resultate.

Satz 2.4 (Identitdtssatz). Sei D C C" ein Gebiet. Stimmen zwei holomorphe Funktionen f: D — C
und g: D — C auf einer nichtleeren offenen Teilmenge von D iiberein, so auch auf ganz D.

Beweis. Es gibt eine grofite offene Teilmenge U C D, auf der f mit g {ibereinstimmt. Neh-
men wir nun an, U wire von D verschieden. Da D zusammenhingt, gidbe es dann einen
Randpunkt a € oU N D. Zum Beweis des Identitdtssatzes gentigt es nun zu zeigen, dass
dann die Funktionen f und g fiir jedes solche a auf einer geeigneten offenen Teilmenge
a € (D1 x Dy x...x D,) C D mit Gebieten D; C Cfirj € {1,...,n} iibereinstimmten,
da dann die Maximalitdt von U verletzt wire. Das wire aber tatsidchlich der Fall,

denn: Gegeben sei eine offene Teilmenge a € (D1 x Dy X ... x D,) C D mit Gebieten D; C Ctir
j € {1,...,n}. Nach Konstruktion gibe es dann fiir jedes j € {1,...,n} eine offene Teilmenge
u; € D;j, fur die f und g bereits auf Uy x U X ... X U, tibereinstimmten. Betrachten wir nun
f und g fiir ein beliebiges aber festes (by, b3, ...,b,) in Up x Uz X ... x U, als Funktionen in
z1 € D, so lieferte der Identitidtssatz fiir n = 1 die Identitit

f(z1,ba,...,by) = g(z1,b,...,b,) furallez; € Dy
und somit
f(z1,22,...,2n) = g(21,22,...,2,) furalle (z1,22,...,24) € D1 x Uy X ... X Uy.

Die Behauptung folgt durch sukzessives Anwenden des Identitédtssatzes fiir n = 1 in den Va-
riablen z; mit j € {1,...,n}. #

O]

Satz 2.5 (Maximum- und Minimumprinzip). Sei D C C" ein Gebiet und f: D — C eine holomor-
phe Funktion, die auf D nicht konstant ist. Dann gilt

(a) Die Funktion f hat auf D kein lokales Betragsmaximum.
(b) Besitzt f ina € D ein lokales Betragsminimum, so gilt f(a) = 0.

23Friedrich Moritz Hartogs (1874-1943)
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Beweis. Sei f: D — C holomorph, und seia = (ay,...,a,) € D ein Punkt, in dem f ein lokales
Betragsmaximum annimmt. Betrachten wir nun den offenen Polyzylinder

U:=U, (1) x Uy, (a2) x ... x Uy, (a,) mit ri € Ry flir alle j € {1,...,n}.

Dieser ist offen, enthilt offensichtlich den Punkt 2 und liegt fiir hinreichend kleine r; ganz in
D. Ohne Einschriankung kdnnen wir zudem annehmen, die ; seien so klein, dass f in keinem
Punkt von U einen groferen Funktionswert annimmt als f(a). Wir konnen nun das Maximum-
prinzip fiir n = 1 sukzessive in den einzelnen Komponenten von U anwenden und erhalten
bei Variation nur einer Komponente die Konstanz der Funktionswerte von f. Es gilt daher fiir
alleb = (by,...,by) €U

f(b) = f(a1,bo,b3,...,b,) = fay,a2,b3,...,b,) = ... = f(a).

Es nimmt daher die auf dem Gebiet D holomorphe Funktion f in der offenen Teilmenge U C D
den Funktionswert f(a) an, stimmt dort also mit der konstanten Funktion f(a) tiberein. Nach
dem Identitédtssatz 2.4 folgt die Konstanz von f auf D. Insgesamt haben wir so das Maximum-

prinzip (a) gezeigt.

Das Minimumprinzip (b) folgt analog aus dem Minimumprinzip fiir n = 1, wenn wir anneh-
men, f besitze in a ein lokales Betragsminimum ungleich 0. O

2.2 Der Vektorraum der Modulformen

Fiir ein beliebiges M € Sp, (R) schreiben wir kurz
j(M,z) := det(cmz + dm).
Genau wie im Fall n = 1 zeigt man dann die Kozykelbedingung
J(MiMy,z) = j(M1, Ma(z)) - j(Ma,z) furalle M;, M, € Sp,,(R).
Definition 2.6. Eine Funktion f: H, — C heifit Siegel’sche Modulform von Grad n € Ny und
Gewicht k € 7, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt.
(i) f ist holomorph,

(i) f(z) = j(M,z)""f(M(z)) =: (f[xM)(z) fiir alle M € T,
(iii) f ist im Siegel’schen Fundamentalbereich F,, beschrinkt.

Bemerkung 2.7. Offensichtlich geniigt es, Bedingung (ii) fiir ein Erzeugendensystem von I, nachzu-
priifen. Nach Satz 1.7 ist das

(ii') f(—'z71) =det(z)*- f(z) und f(z+b)= f(z) fiirb € Z"" symmetrisch.
Bemerkung 2.8. Fiir eine Siegel’sche Modulform f von Grad n € INg und Gewicht k € Z gilt

f(zu]) = j( (tg u01) ,2)5- f(z) = det(u Nk f(z) = det(u)*- f(z) fiiralleu € U,.
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Offensichtlich bilden die Modulformen von Grad n € INy und Gewicht k € Z einen Vektor-
raum; diesen wollen wir mit M;! bezeichnen. Dabei setzen wir

0 C furk >0
My = y
{0} furk <DO.
Bemerkung2.9. (a) fe M}, ge M) = f-ge M,
(b) Wegen —15, € Iy gilt fiir ein f € M} insbesondere

f(2) = f(=1an(z)) = det(=1,)" - f(z) = (1) f(2).
Im Fall nk = 1 mod (2) gilt also M} = {0}.

Wir wollen nun Siegel’sche Modulformen in FOURIERreihen? entwickeln. Dafiir brauchen wir
den folgenden Begriff.

Definition 2.10. Eine symmetrische Matrix t € R"*" heifit halbganz, wenn fiir ihre Eintriige die
folgenden Eigenschaften gelten.

[ tijZfﬁi’lgjén,
mtp€3-Zfirl<j<k<n.

Offensichtlich ist durch die Zuordnung

n
to— te(tz) =Y tizp+2- Y tazp
j=1 1<j<k<n
eine Bijektion zwischen der Menge der halbganzen Matrizen und der Menge der ganzzahligen
Linearkombinationen der Variablen zj mit 1 < j < k < n gegeben.

Seinunn € Nund f: H, — C eine holomorphe Funktion, die fiir alle symmetrischen Matrizen
b € Z"" die Bedingung f(z + b) = f(z) erfiillt, also zum Beispiel eine Modulform von Grad
n und beliebigem Gewicht k. Dann ist f 1-periodisch in Variablen z mit 1 < j < k < n
und lésst in all diesen Variablen eine Fourierentwicklung zu. Da die moglichen ganzzahligen
Linearkombinationen der Variablen Zjk mit 1 < j < k < n gerade die Ausdriicke tr(fz) mit
halbganzen Matrizen ¢ sind, ldsst also f eine Fourierentwicklung

f(z) = Y a0 = Y e, (t2)
f !

zu, wobei t tiber die halbganzen (n x n)-Matrizen lduft. Diese ist absolut gleichméfsiig konver-
gent auf Kompakta in ,;, und es gilt die Formel

=l (Uf(z)en(—tz) dx, (2.1)

n(n+1)
2

wobei dx := J];<; dxjx das euklidische Volumenelement in R bezeichne.

24Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
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Proposition 2.11. M}' = {0} fiir k < 0.

Beweis. Nach Definition ist jedes f € M} im Siegel’schen Fundamentalbereich F, beschrénkt.
Im Fall k < 0 gilt dies dort aber auch fiir det(Im(z)) 2,

denn: Nach Lemma 1.53 gibt es ein ¢, > O mity > ¢, 1, fiir alle z = x + iy € F,,. Damit sind
alle Eigenwerte von y grofier oder gleich ¢,; es folgt

det(y)= J] A=e>0

A Eigenwert
von y

und wegen k < 0 auch

[det(y)?| = det(y)? < e,
was die Behauptung zeigt. #
Weiter ist nach (1.20) und der Modularitdt von f der Term

det(y)? - |f(2)]

invariant unter I'; und somit nach dem Obigen auf ganz H,, durch eine Konstante ¢ > 0 be-
schrankt. Fiir die Fourierkoeffizienten von f gilt nach (2.1)

_ L(—t dx = 27Ttr(ty)/ a(—t d ,
ot x mod (1)f(z>e ( Z) * ¢ x mod (1)f(Z>e ( x) *
also
ol <7 [ () dr < 2T sup [f(2)] < ¢ @7 det(y) .
x mod (1) x mod (1)

Dies gilt nicht nur fiir y sondern analog auch fiir alle ey mit ¢ > 0. Im Grenziibergang ¢ — 0
folgt a; = 0. O

Lemma 2.12. Sei f: H, — C eine holomorphe Funktion mit

m f(z+0b) = f(z) fiir b € Z"*" symmetrisch,
w f(z[u]) = det(u)* - f(z) fiir alle u € U, und ein festes k € Z.

Dann besitzen die Fourierkoeffizienten von f(z) = Y, ase,(tz) das Transformationsverhalten

Ay = det(u)*-a; fiiralle u € U,.

Beweis. Es gilt

det(u)* - f(z) = f(z[u]) = Xt:ﬂfen(tZ[u]) = thaten(t[tu]Z),
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wobei wir fiir die letzte Gleichheit die Konjugationsinvarianz der Spur ausgenutzt haben. Nun
durchlduft mit t auch t['u] alle halbganzen Matrizen. Nach der entsprechenden Substitution

erhalten wir
Y (det(u)*a;)en(tz) = det(u)* - f(z) = Zt:ﬂt[tu—l]en(tz).

t

Aufgrund der Eindeutigkeit der Fourierentwicklung und wegen det(u) = det(‘u~!) folgt die
Behauptung. O

Wir benutzen Lemma 2.12 nun, um zu zeigen, dass fiir n > 2 die Beschrédnktheit einer Modul-
form vom Grad 7 in F;, bereits aus den anderen Bedingungen der Definition folgt.

Satz 2.13 (KOECHER-Prinzip®). Sein > 2 und f: H, — C eine holomorphe Funktion mit

s f(z+0b) = f(z) fiir b € Z"" symmetrisch,
w f(z[u]) = det(u)*- f(z) fiiralle u € U,,.

Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Die Fourierentwicklung von f hat die Gestalt
fz) = ¥ men(t2),
teA,
wobei A\, die Menge der positiv semidefiniten halbganzen (n X n)-Matrizen bezeichne.
(b) f ist in Bereichen der Art Im(z) > c¢1, > 0 beschriinkt.

(c) f istim Siegel’schen Fundamentalbereich J, beschrinkt.

Beweis. Die Fourierentwicklung f(z) = Y, a;e,(tz) konvergiertin z = i 1,,, so dass es ein v > 0
gibt mit

las] < r-e¥ ") fiir alle halbganzen ¢. (22)

Wir wollen nun zeigen, dass fiir t # 0 der zugehorige Fourierkoeffizient a; immer verschwin-
det. Sei also t eine nicht positiv semidefinite halbganze Matrix. Ohne Einschriankung ist dann
der erste Diagonaleintrag ¢;; von t negativ,

denn: Es gibt ein v € Z" mit teilerfremden Eintrégen, so dass t[v] < 0 gilt. v kann zu einer
unimodularen Matrix u vervollstindigt werden, die v als erste Spalte enthélt. Wegen Lemma
2.12 konnen wir ohne Einschrankung ¢ durch t[u] ersetzen, was die Behauptung zeigt. #

Betrachten wir nun die Matrix

Z>Max Koecher (1924-1990)
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Mit Lemma 2.12 und (2.2) gilt

2] = lagy| < r- ) = 2t (t) +inb?+2hab)

Wegen t;; < 0 geht das fiir b — oo gegen Null, so dass a; schon selbst Null sein muss, was
Aussage (a) zeigt. Offensichtlich ist die soeben benutzte Wahl von u nur fiir n > 2 moglich;
hier geht also die Voraussetzung ein.

Fiir den Beweis von Aussage (b) benutzen wir die Fourierentwicklung

f(z) — Z ateZm'tr(tz) — Z at62nitr(tRe(z))efZHtr(tIm(z))

teA, teA,
aus Aussage (a). Fiirjedes t € A, und Im(z) > ¢ 1, gilt
tr(tIm(z)) = tr(t(cl, — (Im(z) — cl,))) > tr(ct) = ctr(t) + tr(t(Im(z) — cl,)).

Als Produkt symmetrischer und positiv semidefiniter Matrizen hat ¢(Im(z) — c1,) nichtnegati-
ve, reelle Eigenwerte und somit eine nichtnegative Spur. Es folgt

tr(tIm(z)) > ctr(t).
Im Bereich Im(z) > c 1, l4sst sich daher der Betrag von f abschétzen zu

|f(Z)| < Z |ﬂt| |e—2ntr(tlm(z))| < Z |at|e—2nctr(t).

teA, teA,

Die rechte Seite ist eine innerhalb des durch Im(z) > c1, gegebenen Bereichs von z unab-
héngige Majorante und konvergiert, da die urspriingliche Fourierreihe im Punkt ic 1, absolut
konvergiert.

Aussage (c) folgt schliefllich aus Aussage (b) und Lemma 1.53. O

2.3 Thetareihen

Wir wollen nun erste Beispiele fiir Modulformen hoheren Grades kennenlernen. Das kanoni-
sche Beispiel sind die Thetareihen, die wie folgt definiert sind.

Definition 2.14. Fiir a € P, heifst die Reihe
0,(z) := 195”) (z):= ) en(%a[g]z) fiir alle z € H,
geZW’XVI
eine Thetareihe.

Satz 2.15. Die Reihe 0,(z) konvergiert gleichmifSig absolut in Bereichen der Form Im(z) > yo > 0
und stellt daher in H,, eine holomorphe Funktion dar. Bezeichne A, die Menge der positiv definiten
Matrizen in Ay, Fiir a € 2N\, und t € A, heifit dann

w(t) = |{g € 2" | Jalg] = 1)
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die Darstellungsanzahl von t durch a. Dann ist v,(t) < oo, und 9, hat die Fourierentwicklung

= Y va(t)en(tz) fiirallez € Hy.
te\,

Beweis. Fiir jedes z = x + iy € H, gilt
en (yalgz)| = o)

Wegen 1y > 0 gibt es ein reelles ¢ > 0 mity > yo > e1,. Daraus folgt wie im Beweis des

Koecher-Prinzips 2.13
et tr(algly) < e Tetr(alg])

Es gilt tr(a[g]) = Y7 a[¢®)], wobei ¢®) die k-te Spalte von ¢ bezeichne. Daher wird fiir y > yo

die Thetareihe 9, durch
n
( Z e—nstr(u[v]))
veZm

absolut majorisiert. Die Konvergenz von 9, folgt nun mit Ubungsaufgabe 2.3.

In der Notation von oben folgt aus 1a[g] = t sofort 1a[g(¥)] = ;. Wegen der positiven Defi-

nitheit von a ist jede der Mengen
1
{vezZ™]| Ea[v] =tyt mitl <k<n

endlich, so dass auch v,(t) endlich sein muss. Die Fourierentwicklung von 9, folgt dann aus
der absoluten Konvergenz der Reihe. O

Satz 2.16 (Thetatransformationsformeln).

(@) Ya(z+Db) = 04(2) fiir a € 2A\};, und b € Symm (Z),
(b) Va(z[u]) = 8.(z) fiira € Py, und u € U,,
(@  Bap(2z) = %(z) fiira € Py undu € Uy,

(d) 8,1(—z"1) =det(a)2 det(2)28,(z) fiira € Py, mit m gerade.
Beweis. Zum Beweis von (a) betrachten wir

1 1 1
(2 +b) = Len(zals])(z + ) = Lea(zalslz)en (32l5lh) = L ealz0lslz) = ba(z),
wobei das vorletzte Gleichheitszeichen gilt, weil mit 2 € 2A;, und b € Symm (Z) die Spur
tr(3a[g]b) in Z liegt.
Um (b) und (c) zu beweisen benutzen wir die Konjugationsinvarianz der Spur. Es gilt

bolelu]) = ¥ eGaglld) = ¥ alpelgus) = ¥ el = dl)
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wobei das jeweils vorletzte Gleichheitszeichen gilt, weil mit ¢ auch g¢'u bzw. ug alle Matrizen
in Z"*" durchlauft.

Aussage (d) ist mehr Arbeit. Fiir festes z € H, und w = u +iv € C"*" definieren wir die Reihe

flw)i= ¥ enlzalg+al2)

gEZmX‘Vl

Diese konvergiert genau wie ¢, gleichméfig absolut auf kompakten Teilmengen von C"*".
Wegen f(w + h) = f(w) fur alle h € Z™*" hat f eine Fourierentwicklung

fw)=")_ ayen('w)

heZm>n

ah:/l---/lf(w)en(—thw)du
_/ / g+w]z—thw)d

geZWlXVl

mit Koeffizienten

Wegen der absolut gleichméfsigen Konvergenz diirfen wir Integration und Summation vertau-
schen. Ersetzen wir dann w — w — ¢ fiir jedes g, so erhalten wir?®

ah—/ / w)z — hw) du

_ t,—1t
— Rmxnen(z(wawz wh — 'z Mhwz)) du

= en (1 ((w —z7Mh'a Ya(w —a thz )z — z 7 Mha 1h)) du

= en(—%a’l[h]z’l) / - en(ia[w —a'hz Yz)du

wobei wir im letzten Schritt v = Im(a~'hz™!) gewéahlt und u durch u — Re(a'hz™!) ersetzt
haben. Es gilt nun weiter

m

/’”X" en(%a[u]z)du:det() det( )72,

denn: Sei zundchst n = 1. Dann gibt es eine Matrix b € GL,,(R) mit a = 'bb. Nach Substitution
u — b~ tu gilt also

/m el(%a[u]z) du = det(b) ™! / § 61(; tuz) du = det(a) 2 </_o:o g7tz dt)m

26Dieses Vorgehen heifit auch der POISSON’sche Summationstrick.”’
%’Siméon Denis Poisson (1781-1840)
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Betrachten wir nun z = iy auf der positiven y-Achse und substituieren wir ¢ — (Tty)_%t, SO
erhalten wir

oo mit?z _ 1 /oo —2
dt = —— dt
/—oo ¢ V7Y J—oo ¢
1
1 2 2 2
= —(H+8) 4t dt >
e 14tz
7 (e
1 2w oo %
= — re " drdf
s () e o)

1 1 27002
= (2n[—Ze"
VY ( 2 >
= y _% .

Dies konnen wir offensichtlich durch (%)*% auf ganz I; analytisch fortsetzen, was mit dem

Identitadtssatz die Behauptung fiir n = 1 zeigt.

Sei nun n > 1 beliebig und zunéchst z eine Diagonalmatrix. Wenn wir ull) fiir die j-te Spalte
von u schreiben, gilt dann mit dem Fall fiir n = 1

1 1
/ en(zalulz) du = / e - Y a[u]z;) du
=1

N

- 1 . .
[T, e Golelz) du?

—

und somit die Behauptung fiir Diagonalmatrizen z. Daraus wollen wir nun die Behauptung
fiir beliebiges z € 1, herleiten. Nehmen wir dafiir an, es gebe eine Matrix b € GL,(R), so dass
z[b] = x[b] + iy[b] eine Diagonalmatrix ist. Dann gilt nach dem soeben gezeigten

z[b]

det(b) ™" det(a)~2 det(?)_% = det(a)~? det(T)_% = / en(la[u]z[b]) du

— det(b) ™" / en(y0lu]z) du

mxn

und somit die allgemeine Behauptung. Es verbleibt zu zeigen, dass es immer ein b € GL,(R)
gibt, so dass z[b] diagonal ist. Als positiv definite symmetrische Matrix hat y eine Jacobizerle-
gung, so dass es eine obere Dreiecksmatrix b(y) gibt mit y[b(;)] = 1,. Wir konnen nun

Z[b(l)] = x[b(l)] + iln
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schreiben mit x[b;)] € Symm, (R). Es gibt also weiter eine orthogonale Matrix b(,), so dass
x[b)][b(2)] =: d diagonal ist. Mit der Orthogonalitit von b(,) folgt

Z[b(l)b(z)] =d + iln

und damit die Behauptung. #

Es folgt nun

1 n m
ap = en(—iafl[h]zfl) det(a)" 2 det(?)*7
und somit
— - — -4 Z\-u I T
8.(z) = f(0) = h Z’;X”ah = det(a) 2 det(i) 2 gmen( 54 [h]z™1)
€Z hez
— det(a)"? det(?)*%ﬂaq(—zfl).
Damit ist der Satz vollstandig gezeigt. O

Die Sétze 2.15 und 2.16 legen nahe, dass es fiir geschickte Wahlen von m und a Thetareihen
gibt, die Modulformen beziiglich der vollen Modulgruppe I'; sind. Das zu zeigen ist unsere
ndchste Aufgabe. Dafiir studieren wir zunédchst, wann a und a1 unimodular dquivalent sind,
denn wenn dies erfiillt ist, wird nach Thetatransformationsformel 2.16 (c) aus der Transforma-
tionsformel 2.16 (d) schon so etwas dhnliches wie die Invarianz unter der Operationvon S € T,
via dem Strichoperator. Wegen der Transformationsformel 2.16 (a) gentigt es dabei natiirlich,
den Fall a € 2A}}, zu betrachten.

Lemma 2.17. Seia € 2A;},. Dann gilt

a und a~ " sind unimodular dquivalent <= det(a) = 1.

Beweis. Wir nehmen zunichst an, es gebe eine Matrix u € U, mit 2 = a~![u]. Dann gilt
det(a)? = det(a—!)? = 1. Da a als positiv definit vorausgesetzt war, folgt sofort det(a) = 1.

Sei umgekehrt det(a) = 1. Dann ist a in SL,,(Z) C U,, enthalten, und mit der Symmetrie von a
gilt

t,,—1

a="'aa "a,

so dass das Lemma gezeigt ist. O

Lemma 2.18. Wenn es ein a € 2\, mit det(a) = 1 gibt, so ist notwendig schon 8 ein Teiler von m.

Beweis. Nehmen wir dafiir an, 8 teile m nicht. Indem wir gegebenenfalls a2 durch diag(a, a) oder
diag(a, a,a,a) ersetzen, konnen wir ohne Einschrankung m = 4 mod (8) annehmen. Nach Vor-
aussetzung und Lemma 2.17 sind dann 4 und 2! unimodular dquivalent. Nach Thetatransfor-
mationsformel 2.16 (c) gilt also

8™ — 8" fir alle n.

a
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Betrachten wir nun fiir n = 1 die Transformationsformel 2.16 (d). Diese lautet dann

)

wobei wir fiir die letzte Gleichung m = 4 mod (8) benutzt haben.

m,_1y_z
82 ( Z) (i

m

oM (z) = —z% 6" (2), 2.3)

NIF

Wir nutzen nun aus, dass fiir k € Z der Strichoperator | tatsdchlich ein Operator ist, dass also
fiir jede Funktion f: H — C die Beziehungen

f’klz = f und (f‘kM)‘kM = f’k(MA?D fir alle M,M S Fl = SLZ(Z)
gelten. Mit S = (} 7)) und T = (1) gilt dann nach Transformationsformel 2.16 (a)

23

(015 (79))(2) = (84"18) (2) = = ¥8{V(—2) = —oll)(2)

z
Wegen (TS)? = —1, folgt
5 = 8]y (—12) = (-1 = -0,

so dass 1951) schon konstant Null sein muss. Das ist aber ein Widerspruch, denn der konstante

Fourierkoeffizient .
v,(0) = {v e Z™ | Ea[v] =0}

ist offensichtlich 1. Daher muss m durch 8 teilbar sein, und das Lemma ist bewiesen. ]
Wir konnen das bisherige zusammenfassen zum folgenden
Satz 2.19. Sei a € 2/}, mit det(a) = 1 gegeben. Dann ist 8 ein Teiler von m, und es gilt
ol e M3, fiirallen € IN.
Beweis. Nach Satz 2.15 miissen wir nur noch die Modularitdt von ¢, zeigen.
Nach Thetatransformationsformel 2.16 (a) gilt
ﬂén)]%Tb =0/ firalleb € Symm, (7).

Nach Lemma 2.18 gilt 8 | m und somit i> = 1. Nach Thetatransformationsformel 2.16 (d) gilt
dann

(88155) (2) = det(z)~# 0" (—=") = det(a) ¥ det(Z) 01" (—=7") = 01" (2).
Der Satz folgt nun, da nach Satz 1.7 die angegebenen Matrizen I';, erzeugen, und da
(n) ) — (9" Y
00" |y (MM) = (8" [y M) |y M

gilt. O
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Endlich haben wir also erste Beispiele fiir Modulformen vom Grad n > 1. Allerdings haben
diese den Haken, dass die Matrizen a fiir unsere Thetareihen einer Reihe von Bedingungen ge-
niigen miissen und es nicht klar ist, ob es solche Matrizen tiberhaupt gibt. Um diesen Missstand
zu beheben werden wir zum Abschluss dieses Abschnitts Beispiele fiir passende Matrizen a an-
geben.

Beispiel 2.20. Sei m = 8k mit k € IN, und sei
Ly :={v=" " 1Z Zlm 7 fiirallel <j,k <
mi={v="v1,...,0m) €Q" | vj € 52, 0= €Z, EZ;UJ- €7 fiirallel <j,k<m}.
]:
Man kann zeigen, dass Ly, ein (vollstindiges) Gitter in Q™ ist. Schriinkt man die quadratische Form
Q" —Q
v L0

auf Ly, ein, so erhilt man eine quadratische Form auf Ly, deren Darstellungsmatrix a = (wjwy) beziig-
lich irgendeiner Basis w1, . .., wy, von L, Determinante 1 hat und gerade und positiv definit ist.

Im Fall m = 8 kénnen wir als Basis die Elemente

1 .
E((el +eg) —(e2+---+ey)), er +erundej—ej_ fiiralle2 <j<7

nehmen, wobei e; den j-ten Standardbasisvektor in Q™ bezeichne. Die Matrix a sieht dann wie folgt aus.

2 0 -1 0 0 0 0 O
o 2 0 -1 0 O 0 O
-1 0 2 -1 0 0 0 O
g — o -1 -1 2 -1 0 0 O
o o o0 -1 2 -1 0 O
o o o0 o -1 2 -1 0
o o0 o0 o0 0 -1 2 -1
o o o0 o o0 o0 -1 2

Offensichtlich ist diese Matrix symmetrisch und das Doppelte einer halbganzen Matrix. Dass sie auch
positiv definit ist und Determinante 1 hat, lisst sich leicht mit Mitteln der Linearen Algebra iiberpriifen.

2.4 Der Siegeloperator und Spitzenformen

In diesem Abschnitt wollen wir Spitzenformen einfiihren. Durch den Spezialfall # = 1 moti-
viert stellen wir uns darunter Modulformen mit einer besonders einfachen Fourierentwicklung
vor, und wir werden bald sehen, dass diese Intuition auch im Allgemeinen richtig ist. Defi-
nieren werden wir Spitzenformen allerdings als Modulformen, die im Kern einer bestimmten
Projektion ® von M” auf M}~ liegen, denn das liefert mehr Informationen iiber den Raum der
Modulformen.
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Wir fithren nun die Abbildung ® ein. Sei dafiir f: I, — C eine Funktion, fiir die der Grenzwert

lim f (Z 3) mitz € H, 1

r—oo” \ 0

existiert. Dann ist durch

(o)) = limf (5 )

r—r00

eine Funktion f|®: H,_; — C gegeben. Der so definierte Operator ® heifit der Siegel’sche
®-Operator. Offensichtlich definiert dann fiir jedes 1 < j < n die j-fache Anwendung

(fl®))(z) = limf<g 0 >

r—00 irlj

eine Funktion f|®/: H, ;— C.

Man kann & auf in I, absolut konvergente Fourierreihen f(z) = ) ;c, a:ex(tz) gliedweise
anwenden, da diese Reihen auf Bereichen der Art Im(z) > yo > 0 gleichmé&Big konvergieren.
Offensichtlich gilt

. z 0Y), ..
}g&e"(t <O ir>) =0 fiirt,, > 0.

Lemma 2.21. Sei t € Symm, (R) eine positiv semidefinite Matrix mit t,, = 0. Dann gilt

(n-1)
b= (0 " O ) mirdY > 0.
0 0

Beweis. Alle Unterminoren von f sind nichtnegativ. Insbesondere gilt
tjtan — £5, > 0 fiiralle1 < j <n.

Mit t,,, = 0 folgt die Behauptung. O

Fiir den ®-Operator erhalten wir daraus

(fl®)(z) = ) agoen-1(tz) firallez € Hy_y. (2.4)
teN, 1

Da diese Reihe Teilreihe der Fourierreihe von f ist, konvergiert sie gleichméfiig absolut auf
Bereichen der Art Im(z) > yo > 0 und ist dort eine holomorphe Funktion.

Proposition 2.22. Der Siegel’sche ®-Operator definiert eine lineare Abbildung ®: M} — Mg’l.

Beweis. Sei f € M. Wie gerade eben argumentiert ist dann f|® holomorph in H,_;.

Die (absolute) Beschréanktheit von f|® in F,_; folgt aus der Fourierentwicklung, wenn man
berticksichtigt, dass die Imaginérteile von Matrizen dort nach unten beschrankt sind; siehe
Lemma 1.53.
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Zeigen wir nun die Modularitit von f|®. Sei dafiir

(a1 b
M; = <C1 dl) el,1.

Dann liegt die Matrix
aq 0 b1 0
01 0 O
M= C1 0 d1 0
0 0 0 1

offensichtlich in I';,. Wegen der Modularitédt von f gilt daher fiir alle z € H,

j(M,2)75 Y aren(bM(2)) = j(M,2) *f(M(2)) = (fleM)(z = ) men(tz).

teA, teA,

Wihlen wir nun z = (' g) mit einem beliebigen r € R, so folgt

j(My,z1) 7" tEZA:n agen <M1(§21> i(;)) = teZA,, agen (t (?)1 zS))

Nach Anwenden des Siegeloperators auf beide Seiten erhalten wir wie in (2.4) fiir alle z; €
Hy—

((F1®) kM) (z1) = j(M1,z0) ™ Y apojen1(tMi(z1)) = 3 apoen-i(tzr) = (f1®)(z1)-

teN, 1 teN, 1

Da M; € I',_; beliebig gewahlt war, folgt die Behauptung. O

Beispiel 2.23. Sei 1951") € M%. Dann gilt
(0 |®)(z1) = 08" V(z1) fiirallezy € Hy_1,

denn: Es ist
1951”)(2) = Y va(t)en(tz) fiirallez € H,

teA,

und somit

(19((111)’@)(21) = Y <t()1 8) en—1(t1z1) fiirallezy € Hy_1.

t]GA;171

Die Behauptunyg ist bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass
tp 0) 4 tp 0 1 1 d
v, <01 0> ef#{ c Zmxn ‘ [ ] (5 O)} — #{g c gm> (n—1) ’ Ea[g] — tl} jva(h)

gilt. Dem ist aber so, weil aus Ya[g] = (110) fiir dze n -te Spalte g'") von g schon 3a[g™)] = t,, =0
und somit mit der positiven Definitheit von a auch g") = 0 folgt. #
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Definition 2.24. Fiir n € IN und k € Z schreiben wir S} := Kern(®) und nennen eine Modulform
f € S} eine Spitzenform. Fiir n = 0 setzen wir

Q0. C fiirk >0,
710 fiirk <o.

Lemma 2.25. Seien n € Ny und k € Z. Eine Modulform f(z) = Y jcp, aren(tz) € M} liegt genau
dann in S}, wenn ihre Fourierentwicklung von der Gestalt

flz) =} aen(tz)

teAS;
ist.
Beweis. Wenn fiir alle t € A, . A,} der Fourierkoeffizient a; verschwindet, folgt offensichtlich
f € Kern(®).

Sei also umgekehrt f € Kern(®). Fiir t € A, . A} ist 0 ein Eigenwert der Matrix t € Q"*". Es
gibt also einen Eigenvektor 0 # v € Q" mit tv = 0. Nach eventueller Multiplikation mit einem
Skalar kénnen wir annehmen, dass die Eintrdge von v ganzzahlig und teilerfremd?® sind. Nach
den Uberlegungen im Beweis der Hermite-Ungleichung 1.32 wissen wir, dass es ein u € U, mit
letzter Spalte v gibt. Dann ist die letzte Spalte von #[u] Null, und ¢[u] ist nach Lemma 2.21 von

der Gestalt .
_ ((tul)r O
tu] = ( 0 E
Wegen f|® = 0 gilt a,,; = 0, und mit Lemma 2.12 auch a; = 0. O

Die Dimensionen von Rdumen von Spitzenformen lassen sich vergleichsweise leicht bestim-
men, woraus man auch Riickschliisse auf die Dimensionen von Raumen von Modulformen
ziehen kann. Dafiir betrachten wir zunichst das folgende Lemma.

Lemma 2.26. Seien n € Wy und k € Z. Fiir jedes f(z) = Y ycp, aten(tz) € M} ist die Funktion

g(z) == det(Im(z))? - | f(2)|

invariant unter I'y,. Ist f eine Spitzenform, so besitzt g in H,, ein Maximum.

Beweis. Die Invarianz von g ist wegen des bekannten Transformationsverhaltens der Hohe
(1.20) gleichbedeutend mit der Modularitét von f.

Sei also f eine Spitzenform. Wegen der Invarianz gentigt es zu zeigen, dass ¢ im Fundamental-
bereich F;, ein Maximum annimmt. Nun ist die Menge

Fale)={z=x+iy € F, | det(y) < c}

fiir jedes geeignete ¢ > 0 kompakt,

2Nicht zwangslaufig paarweise teilerfremd!
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denn: Da nach Proposition 1.54 der Siegel’sche Fundamentalbereich F, in Symm, (C) abge-
schlossen ist, gilt dasselbe fiir F,(c). Wir zeigen also die Beschrianktheit von F;(c). Zum einen
sind nach Bedingung 1.51 (iii) die Eintrdge von x beschrdnkt, zum anderen ist nach Voraus-
setzung det(y) < ¢, und nach Hadamard-Ungleichung 1.31 und Minkowski-Ungleichung 1.47
gilt

det(y) <[ Jyjj < cn-det(y)
=1

mit einer Konstanten ¢, die nur von n abhéngt. Wegen der Positivitit der Diagonaleintrédge von
y sind somit diese, und damit auch alle anderen Eintrage der Minkowski-reduzierten Matrix y,
durch eine Konstante beschrénkt, die nur von n abhingt. Insgesamt folgt die Behauptung.  #

Es gentigt also

lim g(z) =0 mitz e F, (2.5)
det(y)—oo0

zu zeigen. Wir nutzen aus, dass fiir z € F;, der Imaginérteil y Minkowski-reduziert ist. Nach
Korollar 1.48 gibt es dann eine Konstante d,,, die nur von n abhangt, mit

y —dydiag(yi1,. .., Ynn) > 0.

Andererseits ist fiir alle n € IN die Spur des Produkts zweier positiv semidefiniter Matrizen aus
Symm, (R) nichtnegativ,

denn: Fiir eine positiv semidefinite Matrix s € Symm, (R) gibt es eine Matrix u € O,(R)

mit s[u] = diag(dy,...,d,) > 0. Fiir eine beliebige weitere positiv semidefinite Matrix ¢ €
Symm, (R) folgt dann mit der Konjugationsinvarianz der Spur

tr(st) = tr(‘usulutu) = tr(diag(dy, ..., d,) utu) = idj(t[u])jj = idjt[sj(u)] >0,
j= j=

wobei s;(u) die j-te Spalte von u bezeichne. #

Fiir ein beliebiges t € A; gilt daher

tr(t(y — dn diag(ya1,.. ., Ynn))) > 0.

Mit der Hadamard-Ungleichung 1.31 folgt

2
det(y)%e*ZTEtr(ty) < (ﬁyjj) . o 27ty tr(t diag(yi1,--ynn))
j=1

Da die Matrizen t € A, positive ganze Diagonaleintrdge haben, gilt fiir solche ¢

n n
tr(tdiag(y1s, ..., Yun)) = Y Li¥ii = Y Vi
j=1 j=1
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und somit

k
n 2 n k
k-2 —27tdn Y yjj 1. ,—2mdnyj;
det(y)2e mir(ty) < (qyj]) e 2mdn Y Yji — H <y]2j L2 y]]> )
]:

j=1

Bekanntlich lisst sich die reelle Funktion x?2 fiir positive x durch ¢, - e™n* gbschitzen, wobei
¢y > 0 nur von n abhiangt. Wir schlieffen daraus

n
det(y)%efzntr(ty) < cy- Heiﬂd"yﬂ =Cy- eiﬁd" tr(y)
j=1

und somit

18(z)| < cp- e WV gy

teAS

Andererseits war ja y als Minkowski-reduziert angenommen, so dass mit det(y) auch y,, und
somit tr(y) gegen unendlich geht. Da g in F,, gleichmifig konvergiert, erhalten wir wie er-
wiinscht (2.5) und also das Lemma. O

Korollar 2.27. Fiirn € N gelten S§} = {0} und Mj} = C.

Beweis. Sei f € Sjj beliebig. Nach Lemma 2.26 gibt es dann ein w € H, mit |f(w)| > |f(z)| fur
alle z € H,. Nach dem Maximumprinzip 2.5 gilt somit?’

f(z) =c¢ fureinc € Cundallez € H,.

Da f Spitzenform ist, gilt
lim f(irl,) =0

r—o0

und folglich ¢ = 0.

Die Aussage iiber M zeigen wir iiber Induktion nach dem Grad. Die Modulformen in M)
sind nach Definition alle konstant; das ist unser Induktionsanfang. Sei nun f in M fiir irgend-
ein n € IN. Dann liegt nach Proposition 2.22 die Funktion f|® in M{~!, ist nach Induktions-
voraussetzung also gleich einer Konstanten ¢ € C. Es folgt (f —¢) € Sj = {0} und somit
f=ceC. O

Der letzte Satz in diesem Abschnitt beschreibt das Wachstum der Dimensionen von S,’j und Mﬁ
fir festesn € IN und k — oo.

Satz 2.28 (Endlichkeitssatz). Seien n,k € IN fest vorgegeben.

29Wie schon in Abschnitt 1.2 eingesehen ist H,, als offene und konvexe Teilmenge ein Gebiet in
Symmn(C) o~ C%~n(71+1)/

so dass wir das Maximumprinzip anwenden kénnen.
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(a) Es gibt eine Konstante y,, > 0, die nur von n abhingt, mit

{f(z) = Y aen(tz) € S{ | ar = 0 fiir alle t mit tr(t) < :n} = {0},

teA;T

(n+1)

(b) dim(S}) < e, i=#{t € A [ tr(t) < £} < (4E +1)75,

n(n+1)

(c) Es gibt eine nur von n abhingige Konstante ¢, mit dim(Sy), dim(M}) < ¢,k 2

Beweis. Nach Lemma 1.53 gibt es ein nur von n abhédngiges ¢, mit y > ¢,1, > 0 fiir alle

z = x+iy € Fy. Insbesondere gilt A; > ¢, fiir alle Eigenwerte Ay, ..., A, von y. Wir setzen nun

Un = 47"8,1 und erhalten

tr(y ) =) A" <

n
= an fir alle z € F,. (2.6)
j=1

n

En Hn

Angenommen, es gébe ein nichttriviales f € S} mit Fourierkoeffizienten a; = 0 fiir alle t € A;}
mit tr(t) < % Sei w € F;, wie in Lemma 2.26 gewihlt, so dass die Funktion

k
$(z) = det(Im(z))" - | f(2)]

ihr Maximum in z = w annimmt. Fiir { € C mit Im({) > —e¢, gilt dann w+ {1, € H, wegen

Im(w) > €, 1,. Mit der Fourierentwicklung von f konnten wir

F(Q):=flw+q1y) = Y me,(tw+10) =Y ae?™® mit ay= Y aseq(tw)
teAT (=1 teA;
tr(t)=¢

schreiben. Die Anzahl der t € A;} mit tr(t) = ¢ wire dabei endlich,

denn: Zum einen gilt offensichtlich ¢;; < tr(t) = (furallej € {1,...,n}, zum anderen sind alle
Unterminoren von t € A;l positiv, es gilt also tij < ttjj fir alle 1 < k # j < n. Insgesamt
sind daher alle Eintrdge von t betragsmafiig durch ¢ beschrankt, was mit der Halbganzheit die
Behauptung zeigt. #

Nach Annahme wire jaa; = 0 fiiralle t € A;} mittr(t) < N := [%ﬂ und somit auch
ap=0 furalle/ < N.
Unter diesen Bedingungen gébe es zu jedem 0 < & < ¢, ein {; € C mit
f(w)| = [F(0)] < e ™ |F(Ze)| = e™™ | f(w + elu)] und Im(e) = —¢,
denn: Wir schreiben kurz g := ¢>™¢. Nach Konstruktion ist die Funktion G(q) := ¢~ NF() fur

lg| < e*™ holomorph und nimmt daher nach dem Maximumprinzip 2.5 ihr Maximum im
Bereich |g| < ¢?™ auf dem Rand an.*” Es gibt also ein g, = €% mit

7] = ™ und  [F(0)] = [G(1)| < |G(qe)| = (™) ~N[F(Ze)l-

30Dasg gilt so nattirlich erst einmal fiir nicht-konstantes G. Aber nattirlich nimmt auch eine konstante Funktion ihr
Maximum auf dem Rand an.
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#

Andererseits giltja aber auch Im(w) > ¢, 1, > €1, und somit det(Im(w) — e 1,1)% > 0. Es folgte

(ST

[f ()] - det(Im(w) — e1,)2 < e ™| f(w + £ 1)| - det(Im(w) — e1,)
= e 7N f(w + 1) - det(Im(w + {, 1))
< e ™| f(w)| - det(Im(w))*,

[NTE

wobei sich die letzte Abschidtzung hierbei aus der Wahl von w als lokalem Maximum von g(z)
ergibt. Wegen f # 0 und dem Identitdtssatz 2.4 gilte f(w) # 0, so dass wir durch |f(w)| teilen
diirften und

det(Im(w) — e1,)2 < e 2™N¢ . det(Im(w))?

erhielten. Da auch det(Im(w)) und e~2™N¢ positiv sind, ist das dquivalent zu

2™Ne det(1, — eIm(w) )2 < 1
und somit zu

e™Ne det(1, — eIm(w) 1)F < 1. (2.7)
Dies gilte fiir alle 0 < € < ¢,,. Entwickeln wir die linke Seite von (2.7) nach ¢, erhalten wir

eP™Nedet(1, — eIm(w) ¥ = 14 (4N — ktr(Im(w) ~1))e + Oc0(€?),

denn: Fiir das charakteristische Polynom einer beliebigen Matrix a € GL,(C) gilt
det(a —1,X) = (—1)"(X" —tr(a) X" ' £...+ (—1)"det(a))

1

Setzen wir X = ¢~ ein und multiplizieren mit (—¢)", so erhalten wir

det(1, —ea) =1 —tr(a)e + O _0(¢%).
Speziell fiir 2 = Im(w) ! folgt
e™Nedet(1, — eIm(w) 1)F = (1 +47Ne + Oe0(e?)) - (1 — ktr(Im(w) e £ Opsyo(€?))
und damit die Behauptung. #
Lassen wir ¢ gegen Null gehen, folgte demnach aus (2.7)
47N — ktr(Im(w) 1) <0
und also der Widerspruch

Dk Am_ K

< = — < N.
4 py Un

N < 4];_[ - tr(Im(w) 1)

Es folgt, dass es mit den gegebenen Voraussetzungen nur die triviale Modulform f = 0 geben
kann, und damit Aussage (a).
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Die erste Abschiatzung in Aussage (b) folgt direkt aus Aussage (a), denn die Abbildung

St Com

f = (ﬂt)fe/\;mittr(t)gﬁ

ist C-linear und hat trivialen Kern. Im Beweis der Endlichkeit von {t € A}/ | tr(t) = ¢} haben
wir desweiteren eingesehen, dass sdmtliche Eintrége einer Matrix t € A;} betragsmiBig durch
die Spur tr(t) beschrénkt sind. Mit dem bereits Bewiesenen folgt daher

HEe AT < Y < (o + D)™
n

n
und somit auch die zweite Abschitzung in Aussage (b).

Es verbleibt Aussage (c) zu zeigen. Die Aussage fiir dim(S}}) ist mit (b) trivial, die fiir dim(M})
folgt induktiv, denn es gilt
dim(M}) = dim(Kern(®)) + dim(Bild(P))
< dim(S}) +dim(M}; 1)
k n(n+1) (n=1)n

LV.
<@+ ok T,
HUn

was sich fiir ein geeignetes ¢, nach oben durch c,k 7 abschitzen lisst. Als Induktionsanfang

nehmen wir hierbei dim(M}) =1 = k. O

2.5 Die Surjektivitat des Siegeloperators und Eisensteinreihen

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes.
Satz 2.29. Der Siegel’sche Operator ®: M!' — M}~ ! ist fiir gerades k > 2n surjektiv.

Bemerkung 2.30. Satz 2.29 gilt nur fiir Modulformen mit (relativ zum Grad) grofiem Gewicht.

w Im Jahr 1986 konnte WEISSAUER®! in [Wei] mit der so genannten Hecke'schen Summation die
Voraussetzung von Satz 2.29 auf k > n + 1 abschwiichen.

» Man kann die entsprechende Aussage auch fiir Modulformen mit (relativ zum Grad) kleinem
Gewicht zeigen: FREITAG®? (1977) und RAGHAVAN®® (1978) fanden unabhiingig voneinander
Beweise fiir k < ”Tfl, siehe zum Beispiel in [Frel].

Diese Unterscheidung in Modulformen ,,groflen” und , kleinen” Gewichts ist fiir die Theorie der Sie-
gel’schen Modulformen typisch. Wir werden diesen Aspekt jedoch nicht explizit studieren.

31Rainer Weissauer (*1954)
32Epberhard Freitag (* 1942)
33Raghavan Narasimhan (1937-2015)
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Eine erste Erkenntnis ist, dass dieser aus
S;; C M} ®" fiir geradesk > 2nund 0 < j < 1, (2.8)
folgt. Das stimmt,
denn: Wir zeigen per Induktion nach j, dass
" M — M£ fir geradesk >2nund 0 <j<n

surjektiv ist. Der Induktionsanfang fiir j = 0 ist trivial, da jede Modulform aus M{ = C defini-
tionsgeméf eine Spitzenform aus S{ = C ist und somit nach (2.8) in M} |®" liegt.

Seinun 0 < j < n—1.Fiirjedes f € M{:rl liegt f|® in M{;. Gilt die Behauptung fiir j, ist also
"I My — M
surjektiv, dann liegt f|® schon in M} |®"~/. Es gibt folglich ein F € M/ mit f|® = F|®"/, also
(f — F®" 1) = 0,

Damit ist f — F|®" /! eine Spitzenform in S;{H und liegt nach (2.8) in M!|®"~/~1. Es folgt
f € MI|®"/~1, also die Behauptung fiir j + 1. #

Unser néchstes Ziel ist es, fiir gerades k > 2n und 0 < j < n eine Spitzenform f € S{; Zu einer
Modulform in M} zu liften, um in (2.8) ein geeignetes Urbild angeben zu kénnen. Setzen wir

H, C,
L5 { :f<z§”>,

so gilt zwar f = [f]} |®"~J, aber der Lift [f i ist nur in den wenigsten Fillen eine Modulform
beziiglich I';,. In Lemma 2.32 werden wir zeigen, dass er die Modularitdtsbedingung 2.6 (ii)
immerhin fiir die in Lemma 2.31 eingefiihrte Untergruppe I, CTy erfullt.

Lemma 2.31. Sei R ein beliebiger Ring, n € INund 0 < j < n.
(a) Die Menge Sp,, ;(R) aller Matrizen der Form

(/) 0 b ) béj

; G) 40
W) ) 0
a a
M=% % B P cgy (R
RUBFRFORON R
)

1 |
0 0 0 dV

ist eine Untergruppe in Sp,,(R). Ist speziell R = 7Z, so schreiben wir kurz I'y j := Sp,, .(Z).

(b) Die Zuordnung
. (aM)(J) (bM)(])
M — M := ( %].) %.)

definiert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus von Spn’]-(R) nach Sp ]-(R).
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Beweis. Fur M, M € Sp, .(R) gilt

(am)r 0 (bm)r (bm)2\ [ Hdyh 0 by —'(bg)s
-l — | (@) (am)a (bm)s (m)a | | (i) s —'(big)2 —"(byr)a
(em)i 0 (dm)r (@m)a| | ey O ag)r  Yag)s
0 0 0 (dm)s 0 0 0 (ay)s 2.9)
(am)1(dg)1 — (ba)i'(ep)r 0 —(am) 1’ (b1 + (bmi'(app)r  * '
| (emn(d)r — [@da)if(eg)r O —(em)r'(bg)r + (darf(ag)r =
0 0 0 *

und somit Aussage (a).

Fiir den Beweis von Aussage (b) betrachten wir zunéchst ein beliebiges M € Sp,, ; (R). Mit dem
Symplektizitatskriterium (1.3) gilt

'd
cld = <C1* ! :) symmetrisch,

t
a1'by x :
a'b = < 1A *) symmetrisch,

*

t _ t
1oy = a'd — blc = <”1 4 . bi'ey a4fd4> . (2.10)

Wenden wir (1.3) auf M; an, erhalten wir M; € Sp j (R) und somit die Wohldefiniertheit unserer
Abbildung. Die Homomorphie entnehmen wir (2.9), wenn wir nur das zweite Gleichheitszei-
chen betrachten. Die Surjektivitdt gilt, weil offensichtlich zu jeder Matrix M; € Sp]-(R) die
Matrix
am, 0 bM] 0
0 1,05 0 0,
My iXn—j 12(,1,]-) = e 76 ] dMl 76 ]
0 0wy 0 1,

in Spn,j(R) liegt.3* O

Lemma 2.32. Seienn € IN, 0 < j < n und k € Z gerade. Fiir ein beliebiges f € S{; gilt dann
[fI7 M = [f]}  fiir alle M € Ty ;.

Beweis. Sei M € Spn/j(]R). Dann gelten fiir alle z € H,

j(M,z) = det(cz +d) = det (61210+ 4 Clzzdj d2> = j(My,z1) - det(ds)

34Fiir j = n — 1 hatten wir dies schon im Beweis von Proposition 2.22 eingesehen.
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und
1
_ mz1+by mzp+ by c1z1 +dy c1z2 +d
<M<Z>)1 o ( (61321 + asz3z azzp + (Z4Z4> < d4 1
_ mzy+br @z +bo (c1z1 + di)™' —(c1z1 +d1) ez + do)dy !
a3z1 + aaz3  aszzo + a4z4 d;l 1
= (a121 + b])<C1Z1 + dl) M >

Daraus folgt nach Definition von |, und [-]7 fiir ein beliebiges f € S{;

([ kM) (2) = j(M,2)"*[f]} (M(z)) = det(ds) ™ j(My, z1) " f(Mi(z1)).

Sei nun speziell M € T, ;. Nach (2.10) gilt dann det(dy) € {£1}, und nach Voraussetzung ist k
gerade. Daher gilt mit der Modularitidt von f

(fIi1eM)(2) = f(z1) = [f]} (2),

was zu zeigen war. O

Als Folge dieses Lemmas kénnen wir [f ]7 als Funktion auf den Linksnebenklassen T’ ;M mit
M € T, auffassen. Das inspiriert zu folgender Definition.

Definition 2.33. Seien n € IN, 0 < j < n und k € Z gerade. Dann heif$t die Funktion

EZ’j(f;z):Z Z (1} 1M (z) = Z [f];?(M(z>)det(cMz+dM)_k

Mel"n,]-\l"n MEF,I’]-\I"”

die KLINGENsche EISENSTEINreihe® zur Spitzenform f € S{;. Die Summe geht dabei jeweils iiber
ein beliebiges Vertretersystem von Iy, j in T,. Diese Notation ist auch kiinftig so zu verstehen und wird
nicht mehr erliutert werden.

Bemerkung 2.34. Diese Eisensteinreihen sind eine echte Verallgemeinerung der aus der Funktionen-
theorie bekannten Eisensteinreihen. Setzt man niamlich j = 0 und f = 1, so erhilt man als Spezialfall

von EZ’j (f;z) die so genannte Siegel’sche Eisensteinreihe

Ef(z) = ), det(cuz +dy) 7K,
MEFn,O\F,,

wobei die Gruppe T, o durch {M € T, | cpr = 0} gegeben ist. Fiir n = 1 gilt nun in der Tat

Ez)= )} detlemz+dm) ™ =E(2).
MESLy(Z)o\ SL2(Z)

S Helmut Klingen (* 1927), Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823-1852)
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Offensichtlich l4sst sich nun der Beweis von (2.8) und damit Satz 2.29 darauf reduzieren zu
zeigen, dass fiir n € IN, 0 < j < n und gerades k > 2n die Klingen’schen Eisensteinreihen

EZ’j (f;z) Modulformen in M} sind und

EV(f;)|@" T = f 2.11)

erfiillen. Offensichtlich gilt

EJ(f2M= Y. ()} [{MM)(z) = E(f;2) firalle M € T,
Mel"n,]v\l",,

so dass es gentigt Proposition 2.35 zu zeigen, um einzusehen, dass die Klingen’schen Eisen-
steinreihen Modulformen sind. Die Liftungseigenschaft (2.11) zeigen wir in Proposition 2.42.

Proposition 2.35. Seienn € N, 0 < j < n und k € Z gerade. Dann konvergiert fiirk > n+j+1
die Eisensteinreihe E,” (f; ) zu einer beliebigen Spitzenform f € S} absolut und in vertikalen Streifen

Vod) ={z=x+iy c H, | tr(x?) <d7}, y>d1,} mitd € Rsg
gleichmiif3ig.

Wir zeigen Proposition 2.35, indem wir eine konvergente absolute Majorante konstruieren. Un-
ser Kandidat fiir eine solche absolute Majorante ist

Lemma 2.36. Seien n € IN, 0 < j < nund k € Z gerade. Die Funktion hi(z) := det(Im(zgj)))*g
besitzt das Transformationsverhalten

|( kM) (2)| = | det((dm)s)| - |h1(2)| fiiralle M € Sp,,,;(R) und z € Hy.

Die Reihe
Yo [(mlM)(2)]

MeT, \T,
ist eine absolute Majorante der Eisensteinreihe EZ’j (f;z2).

Beweis. Mit den im Beweis von Lemma 2.32 gezeigten Rechenregeln und dem aus (1.20) be-
kannten Transformationsverhalten der Hohe gilt wie gewiinscht

(1 eM)(2)] = [j(M, z) 5 (M(z))]
= |det((du)s)| ™ - [j(My,z1)[ ¥ - | det(Im(My (z1))) |~
= | det((dp)s)| ¥ - | det(Im(z1))|
= |det((dp)a)|7F- |1 (2)].

Der Rest des Lemmas folgt, da es nach Lemma 2.26 eine Konstante ¢ € R~ gibt mit

NI

(2.12)

> ]det(Irn(z))]% |f(z)| firallez € Hy,

o=
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und also
Yo kM) (z) = Y (M) (M)
MeT, \T, MEeT,, \Ty
— Y |det@m(M{z))| 75 - | det(cmz + dur)|
MEeT,\I'y
>co Y [A((MED)] -] det(emz + dar)| 7
MEeT, \T',
=c- Y, (M) (2)].
MEeT, \Ty

O]

Nun reduzieren wir die Frage der gleichméfiigen Konvergenz in Vertikalstreifen auf die der
Konvergenz in einem einzigen Punkt.

Lemma 2.37. Seienn € IN,0 < j < n und k € 7 gerade. Konvergiert die Reihe

Y, |(mlM)(z)]

MeT, \T,

in einem einzigen Punkt zo € H,, so konvergiert sie fiir jedes d € R~ gleichmifig im Bereich V,,(d).

Beweis. Der Beweis von Lemma 2.37 zerfallt in drei Schritte.

Schritt 1: Wir zeigen die Existenz eines ¢ > 0 mit
e-|det(cpmzo +dm)| < |det(cmz +dym)| firallez € V;,(d) und alle M € Sp, (R).  (2.13)

Es gentigt, dies fiir Matrizen M € Sp, (R) mit invertierbarem ¢y zu zeigen,

denn: Zujedem M € Sp, (R) gibt es eine Diagonalmatrix x = diag(x11,. .., Xus) mit betragsma-
3ig beliebig kleinen Eintrdgen, fiir die in der Matrix

am bM 1,1 0 . * *

cv dm/) \x 1,)  \em+dux x
der Block cpr 4 dpx invertierbar ist. Das liegt daran, dass die Koeffizienten des Polynoms
det(cp + dpx) in den Variablen xiy,...,x,, aus den n-spaltigen Unterdeterminanten von
(cm dum) gebildet werden und wegen rk(cyr dyr) = n also nicht alle verschwinden kénnen.

Die Menge der M € Sp, (R) mit invertierbarem c), liegt also dicht in Sp, (R), was die Behaup-
tung zeigt. #

Fir invertierbares cj; schreiben wir sy, := c;/}d M = 's)°® und reduzieren (2.13) zu

e-|det(zo+sm)| < |det(z+spm)l. (2.14)

36Die Symmetrie von sy ergibt sich aus c&l dy = c;,ll ththCX/Il = (dptlem) [tcx,ll] und (1.3).
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Ohne Einschrankung diirfen wir nun weiter annehmen, es gelte zop =i 1,,

denn: Ein beliebiges zy € H, koénnen wir schreiben als zy = x + iyg = xo + i'uguy mit einem
up € GL,(R). Auf diese Weise lasst sich (2.14) dquivalent umformen zu

e |det(il, + gt (sm + xo)uo’l)‘ < |det(‘uy ' (z — xo)tg T+ fug (sm + xo0)ug ) .

Die Matrix ‘uy ! (sp + xo)uy * ist offensichtlich symmetrisch. Die Behauptung folgt also, wenn
wir zeigen konnen, dass es ein d’ € R gibt mit

(z—x0)[uy '] € Vu(d') fiir alle z € V,,(d).

Das ist aber klar, wenn man einsieht, dass ein z = x + iy genau dann in V;,(d) liegt, wenn fiir
alle v € Z" \ {0} die Bedingung y[v] > d'vv gilt und die Eintrdge von x geeignet beschrankt
sind. #

Schreiben wir nun z = x + iy. Die Matrix
(z+sm)y " (Z+sm) = ((x+sm) +iy)y ' ((x +sm) — iy)
= (x+sm)y " (x+sm) + (x+sm)y~ (—iy) + (iy)y " (x+sm)
+ (iy)y~ ' (—iy)
=y 'x+sul+y

ist offensichtlich reell und positiv definit, da mit y auch y~! positiv definit ist, wie man leicht
der Diagonalisierung von y abliest. Fiir beliebige f,¢ € GL,(R) mit

y ' ="ff und (z+sm)y (24 sm) =g g
gilt daher

det(il, + sm)
det(g~tg™ ! (z+sm)1f 1)
= |det(g(ily +sm)'f)| - [det(f(z +sm)'g)|
= |det(g(i 1y +sm)'f)

wobei wir fiir die letzte Gleichheit ¢(z + sp)'f f(Z + sm)'¢ = 1, benutzt haben.

det(i1, + sm)
det(z + sm)

4

Offensichtlich langt es also zum Beweis von Schritt 1 zu zeigen, dass die Eintrdge der Matrix
¢(il, +spm)'f fiir alle z € V,(d) durch eine Konstante beschrankt sind. Dafiir betrachten wir

pr=g(x+sm)if und q:=gf "
Diese sind beschrinkt,

denn:

p'p+q'q = g(x+sm)'ff(x+sm)'g+gf f Vg
=g(x+sm)y " (x+sm)'s + gv'g
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g((x+iy+sM)y’1(x+sM) —i(x+sm) +y)t8

(e +iy+sm)y™ (x — iy +sm) +i(x +iy +sm) —i(x+sm) +y)'g
g

1

((z+sm)y " (z+sm))'g

7

#

Mit z = x + iy € V,(d) sind auBerdem f f = y~! und x beschrankt. Es folgt die Beschranktheit
von

gsm+ily)f =p+qf(il, —x)'f furallez=x+iy € V,(d)
und somit die Behauptung von Schritt 1.

Schritt 2: Wir zeigen, dass es zu je zwei Punkten z,w € H, ein M € Sp,, (R) gibt mit
M(z) = idiag(dy,...,d,) mitd; > 1firallel1 <j<n und M(w)=il,. (2.15)

Ohne Einschrankung kénnen wir w = i1, annehmen, so dass M im Stabilisator von i 1, liegt,
nach Abschnitt 1.2 also in C;; = Sp,,(R) N O, (R). Die Abbildungsvorschrift

a —b .
M_<b a)'—)ﬂ—f—bl—.uM

definiert einen Gruppenisomorphismus von K, auf die unitire Gruppe U,,,*”
denn: Die Injektivitat ist klar, die Surjektivitat folgt sofort aus

Hipup = (fa —'0i)(a+ bi) = 'aa + 'abi — bia +'bb =1, <= ‘ab='baund'aa +'bb = 1,,.

Wegen
a —b\ (@ —b ad —bb —ab — ba . 7 Y (s | T
<b . ) (E 3 > = (ba+al§ —bE+aﬁ> +—> (ad — bb) 4 (ab + ba)i = (a + bi)(a+ bi)
ist die Abbildung auch ein Gruppenhomomorphismus. #

Wir nutzen diese Identifikation, um statt der Aktion von K, auf H,, diejenige von U,, auf dem
verallgemeinerten Einheitskreis

E, := {w € Symm,,(C) | 1, — ww > 0}

zu betrachten. Dafiir ist Folgendes wichtig. Die Mobius-Transformation3®

1 /1, —il
R 3 : -1 : _ - n n
z— My(z) == (z—il,)(z+i1y) mit My = Nt <1n i, >

37Nicht zu verwechseln mit der unimodularen Gruppe U,,.
3B Definiert wie in Abschnitt 1.2, mit der offensichtlichen Einschrédnkung, dass My nicht in Sp, (R) liegt und die
Transformation H,, nicht auf sich selbst abbildet.



Kapitel 2. Siegel'sche Modulformen 69

definiert eine biholomorphe® Abbildung des Siegel’schen Halbraums H,, auf den verallgemei-
nerten Einheitskreis E,;,

denn: Zundchst einmal ist die Abbildung auf ganz H,, definiert und dort holomorph, da mit z
auch z + i1, in H, liegt und somit invertierbar ist. Aulerdem gilt fiir w = My(z) mitz € H,

Li—ww=1,—(z—il,)(z+ily) ' ((z+ils) —2iy) (2 —il,) "
=1,— ((z—ily) +2iy)(z—ily) '+ (z—ily)(z+ily) 2iy(z—il,) "
= 2iy(z—ily) '+ ((z+ily) —2i1,) (z +i1,) 2iy(z —ily) ™
= (z+i1,) Myz +il,) >0,

das Bild liegt also in IE,. Ganz dhnlich tiberpriift man, dass die durch die Inverse von M, gege-
bene Mobius-Transformation den verallgemeinerten Einheitskreis holomorph nach H, abbil-
det, so dass z — My(z) eine Bijektion ist. #

Die symplektische Substitution z — M(z) tibersetzt sich via dieser biholomorphen Identifika-
tion in die Substitution

w— wlliy] = apw'iy  firallew € E,,
denn: Fur alle M € K, und alle z € H,, gilt

Mo

( amz — b)) (byz + ap) —iln) . ((aMz — b)) (byz + ap) —I—i1n>71
((amz — by) — i(byz + an)) - ((apz — bag) + i(byiz + ap))

((an — bai)z — (byg + and)) - ((ang + bagi)z — (b — api)) ™

= (am — bumi)(z = i1,) (2 +i10) " (am + bari) ™

= (ap —bypi)(z —i1,)(z +i1,) " (tap — i)

((z—zl (z+i1y)” )[tﬂM]

= (Mo(z))["pm]-

#

Nach Ubungsaufgabe 2.4 ist Mo(M(z)) genau dann eine Diagonalmatrix mit nicht-negativen
Eintrdgen, wenn M(z) eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen id; mit d; > 1 ist. Schritt 2
folgt demnach, weil es zu jeder Matrix w € Symm,, (C) eine unitdre Matrix u gibt, so dass w|u]
eine Diagonalmatrix mit nicht-negativen reellen Diagonaleintrdgen ist. Letzteres gilt,

denn: Da @ww hermitesch ist, existiert eine unitire Matrix u, so dass d := 'iwwu eine reelle
Diagonalmatrix ist. Wegen d = 'iwwu = ‘uwu'uwu kénnen wir ohne Elnschrankung anneh-
men, dass bereits @ww eine reelle Matrix ist. In diesem Fall sind die beiden Matrizen Re(w) und
Im(w) vertauschbar und lassen sich daher durch eine reelle orthogonale Matrix u simultan

P'Wie fiir n = 1 heiflt eine Abbildung biholomorph, wenn sie bijektiv ist und sie selbst sowie ihre Umkehrabbil-
dung holomorph sind.
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diagonalisieren. Insbesondere ist ‘uwu diagonal. Mithilfe einer geeigneten unitdren Diagonal-
matrix erzwingen wir die Bedingung an die Vorzeichen. #

Schritt 3: Wir zeigen die Existenz einer Konstanten ¢ > 0 mit
(M [M)(z)| <c-|(mkM)(z0)] fiirallez € V,,(d) und alle M € Sp, (R). (2.16)

Wegen des Transformationsverhaltens aus Lemma 2.36 gentigt es, dies fiir ein Vertretersystem
der Nebenklassen von Sp, .(R) in Sp, (R) zu zeigen. Fiir ein beliebiges z € H, gibt es ein

M € Sp, ;(R) mit
h(M(z)) < h1(M(z0)),

denn: Mit (2.15) fiir j statt fiir n erhalten wir die Existenz einer Matrix M; € Sp].(IR) mit

det(Im(M; (z1))) % < det(Im(N((z0)1))) %

Nach Teil (b) von Lemma 2.31 gibt es dann ein M € Sp,,;(R) mit (M); = M;. Wie im Beweis

von Lemma 2.32 gilt fiir dieses M;(z1) = (M(z)); fiir alle z € H,. Die Behauptung folgt mit
der Definition von h(z). #

Es besitzt also bei gegebenen z jede Nebenklasse von Sp,, ;(R) in Sp,, (R) einen Vertreter M mit
dieser Eigenschaft. Es folgt

| (11 [kM) ()] = 71 (M(z)) - |det(emz + du)| " < 1y (M(zo)) - |det(cmz + d)|

fuir dieses Vertretersystem. Ist nun speziell z € V,(d), so diirfen wir (2.13) anwenden und
erhalten so die Behauptung. O

Fiir den Beweis von Proposition 2.35 verbleibt die Konvergenz der absoluten Majorante in
einem einzelnen Punkt zg € H, zu zeigen. Dafiir wahlen wir eine nichtleere offene Teilmenge
U C H,, mit den Eigenschaf’cen40

(a) der Abschluss U von U in H, ist kompakt,
(b) furalle M € T, ~ {£1p,} gilt M(U) N U = g,

und betrachten ein beliebiges zg € U. Fiir z € U beliebig ist der Quotient

det(Im(M(zop)))
det(Im(M(z)))

beschrankt,

denn: In Lemma 1.55 wurde gezeigt, dass die Funktion

max det(Im(M(z))) furz e H,
MeT,

40Ein Beispiel fiir eine solche Menge U ist etwa {z € F;, | det(Im(z)) < ¢} mit einer Konstanten ¢ > 0.
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existiert. Es ist leicht zu sehen, dass sie stetig ist und somit auf dem Kompaktum U ein Maxi-
mum und ein (positives) Minimum annimmt. #

Fiir ein beliebiges z € U und ein beliebiges M € T, gibt es daher und wegen der Kompaktheit
von U Konstanten ¢y, ¢, c3 > 0 mit

[(h|eM) (z0)| = |11 (M{z0))j(M, z0) "]

| det(tm((M za) 1) |- | A &) o
< det(yo) " - ¢1 - | det(Im((M{z))1))| " - ¢z - | det(Im(M(z)))|?
det(Im(M(z))) |?

=S | det(Im((M(2))1))

Wir fithren nun ein Volumenelement dw := det(y) ~(**1) . dx dy mit

dx = dekg und dy = dek( (2.17)
k<t k<t
auf H,, ein. Dieses erfiillt
vol(U / dw = / det(y)~"*Y . dxdy > c- / dxdy >0 mitc > 0 geeignet,

da die stetige Funktion det(y)~**1) auf dem Kompaktum U beschrankt und das Lebesguemaf
dx dy regular ist. Mit dem Obigen folgt daher

) det(Im(M(z))) ) *
|<h1\kM><zO>|—— S M) zo)] o < o) /u<det<1m<<M<z>>1>>> e

Fiir die Konvergenz der absoluten Majorante in zg gentiigt es also, die Konvergenz der Reihe

- det(Im(M(z))) :
ri= Y, /u(det(lm((M<Z>)1))) e

Mern,]'\rn

zu zeigen. Letztere lasst sich mit dem folgenden Lemma noch etwas vereinfachen.
Lemma 2.38. Das Volumenelement dw ist invariant unter Substitutionen mit M € T',,.
Beweis. Um dies beweisen zu kdonnen, miissen wir die Funktionaldeterminante des durch

z — M(z) induzierten Koordinatenwechsels und damit auch die Ableitung dieser Abbildung
bestimmen.

Sei dafiir allgemein D C C" ein Gebiet und f: D — C™ eine holomorphe Funktion.*! Unter
der Ableitung von f in einem Punkt zg € D verstehen wir dann analog zur reellen Analysis die

durch die Jacobimatrix
of
](f/ZO) Ca <aZk> 1<j<n

1<k<m

41 Also eine Funktion, deren m Koordinatenfunktionen allesamt holomorph im Sinne von Definition 2.1 sind.
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induzierte lineare Abbildung
cr —Cm,
z = J(f 20)z

Diese Abbildung ist dadurch gekennzeichnet, dass in der Potenzreihenentwicklung von

f(z) = f(z0) —df(20)(z — zo0)

df(ZQ): {

keine linearen Terme auftreten.

Speziell ist die Ableitung der zur Matrix M € T’ gehorigen Mobius-Transformation im Punkt
zo € H, durch die Abbildung

n(n+1) n(n+1)
Tz = C 7,

z > t(CMZO%—dM)*lZ(CMZO—I—dM)*l

gegeben, die Determinante det(cyszo + dy)~"+Y) hat,

denn: Dies miissen wir nur fiir die Erzeugenden der symplektischen Gruppe zeigen, also nur
tiir die Matrizen S und T, mit symmetrischem b. Da die Aussage fiir die Matrizen Ty, trivial ist,
bleibt uns, die Aussage fiir S zu zeigen. Dann lautet die behauptete Ableitung

z > Hemzo +dm) Yzlemzo +dy) L = zo_lzzo_l.

Wir miissen also zeigen, dass die partiellen Ableitungen der Funktion
S(z) — S{z0) — 25 (z —z0)zp ' = —z 1 4+ 2251 — z5 12z,
=—(z' —zgz(z7 — 75"

im Punkt zo verschwinden. Das ist mit der Produktformel fiir Ableitungen offensichtlich. Die
Aussage tiber die Determinante der Ableitung folgt direkt aus Ubungsaufgabe 2.5. #

Seinun f: H, — C irgendeine holomorphe Funktion, so dass das Integral len f(z) dw konver-
giert. Dann gilt

[ f)dw = [ F(M()) det(y) "D dxdy

= |, f(M(z)) (M, 2) 2D det(y) =D [j(M, 2)| 20 dxedy

"2 [ F(M(z)) det(im(M(z))) (M, )| 0 dxdy
= Ju F(M(z)) det(Im(M(z)))~"*1) dRe(M(z)) dIm(M(z))
:/ f(2) det(y)~ V) dx dy

= |, fz)dw,

wobei wir im vorletzten Schritt ausgenutzt haben, dass die durch M gegebene Mobius-
Transformation eine biholomorphe Selbstabbildung des Siegel’schen Halbraum:s ist. Dies zeigt
das Lemma. O
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Nach Lemma 2.38 gilt unter der Variablensubstitution z — M~!(z) mit M € T, beliebig

et(Im(M(z))) > et(y) \?
Afﬁ@L&ZmQ‘WZAMQE&de

und damit

/(;;t )dw mitd= || M), (2.18)

MeT, \Iy
Offensichtlich sind je zwei Punkte aus u indquivalent unter der Aktion von T, ;.
Lemma 2.39. Sei V C Hy, eine beliebige offene Menge mit Uper,, M(V) = Hy, und sei
Vie)={z=x+iy e V|det(y) <c}
mit einer Konstanten ¢ > 0, die
det(Im(M(z))) < ¢ fiirallez € U und alle M € T,

erfiillt.*> Dann gilt fiir jede T, j-invariante integrierbare Funktion f: H, — R

Jf@dws [ fe)dw

Beweis. Zu jedem Punkt zg € U gibtes ein M € I,,j mit M(zg) € V. Da V offen ist, gibt es auch
eine kleine offene Umgebung Uy von zg mit M(Up) C V. Die Aussage ist klar, wenn der Trager
von f in Uy enthalten ist. Der allgemeine Fall folgt, da sich jede stetige Funktion beliebig gut
durch endliche Summen von Funktionen mit beliebig kleinem Trdger approximieren lasst. [J

Wir betrachten nun fiir alle 1 < j < n den Bereich F,, ; als den Abschluss in H,, der Menge aller

Punkte z = x + iy in I, mit
AR
O y/l 0 1117].

die folgende Bedingungen erfiillen.

Wz € 7
(ll) ]/N € Ri’l—jl
(iii) b ist reduziert modulo 1,

(iv) x ist reduziert modulo 1.

“Die Existenz einer solchen Konstante ergibt sich analog zu den Uberlegungen bei der Konstruktion von 7,
weil die nach Lemma 1.55 existente Funktion maxcr, det(Im(M(z))) im kompakten Abschluss von U in Hj ein
Maximum annimmt.
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Lemma 2.40. F;, ; ist ein Fundamentalbereich fiir die Aktion von Ty, j auf H,.

Beweis. F, ; ist nach Konstruktion abgeschlossen, und Bedingung (i) von Definition 1.28 somit
erfiillt. Wir zeigen nun nur noch Bedingung (ii) von Definition 1.28, dass es ndamlich fiir alle
z € Hy ein M € T, ; mit M(z) € F,; gibt. Der Rest ist Ubungsaufgabe 2.6.

Wie in Lemma 2.31 sei M; = (2 Zi) aus I';. Aus dem dortigen Beweis wissen wir, dass

a1 0 bl 0

0 1,.; 0 0,

1 0 dl 0

0 0,; 0 1,

M= My To(n—j) =

in T, ; liegt. Offensichtlich gilt hierbei (M(z))1 = M;(z1). Wegen z; € H; kénnen wir M; so
wihlen, dass M (z1) in F; liegt, dass also Bedingung (i) erfiillt ist.

1,0

Seiu = (0 o

) mit u” € U, _;. Dann gilt

(5 ) (==l

so dass offensichtlich Bedingung (i) erhalten bleibt. Diese Aktion ldsst sich auf den Imaginérteil

einschrinken, wobei wir
(7) ‘ .
0 b 1. 0
= (4 0) (522 )] (8 )
(Y 0 1 0 1 b
= 0 y// tu// 0 1n—j

_ yij) 0 1j bty
- 0 y//[tu//] 0 1n_],

erhalten. Auf diese Weise konnen wir auch Bedingung (ii) erzwingen.

o~

o

Aus der gerade durchgefiihrten Rechnung ist klar, dass bei Anwendung der Matrix (" u,ol) fir
U = ((1) ll’) mit passendem b die Bedingungen (i) und (ii) erhalten bleiben und Bedingung (iii)

erreicht werden kann.

Schlielich sind Matrizen der Form (3"1:) mit s € Symm, (R) in T, ;, und die Substitutionen
z — z + s zerstoren offensichtlich die Bedingungen (i)-(iii) nicht. So erreichen wir Bedingung
(iv) und insgesamt die Behauptung. O

Nach den Lemmata 2.39 und 2.40 und (2.18) reduziert sich nun der Beweis von Proposition
2.35 darauf, die Konvergenz des Integrals

Foy det(y")2dw mitc >0
det(y)<c
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fiir k > 2n zu zeigen.*> Dieses schreiben wir dafiir um. Zum einen ist mit z € ¥, ; auch v\ e
(/)

R, so dass in diesem Fall det(y;’) nach Lemma 1.53 durch eine positive Konstante nach unten

beschrankt ist. Es ist daher det(y) = det(ygj ) ) - det(y”) genau dann nach oben beschrénkt, wenn
das auch auf det(y") zutrifft. Die Proposition folgt also, wenn wir die Konvergenz des Integrals

Foj det(]/’)g dw mitc>0
det(y”)<c
tir k > 2n zeigen konnen.

Dafiir betrachten wir das Differential genauer. Es gilt

dw = det(y) "V dx dy = det(y) "tV dx dy! dy dy /.
Andererseits gilt ja yﬁ” = yY)b und yf{ ) = ygj ) [b] +y”, so dass wir die Funktionaldeterminante

zu
1 0 0

(0 G) ) (/) (/) , ,
det oy 2 1¥s ) (")yz Vi) _ det | * Lgi 0 | =de tagi e aay‘ll, = det(ygf))”*]
Ayy",b,y") R Y
y//

berechnen. Es folgt, dass wir zum Beweis der Konvergenz der Eisensteinreihen fiir ¢ > 0 und
k > 2n die Konvergenz des Integrals

7y det(y( ))” j=(n+1) det(y")g’(”“) dx dygj) dbdy”
det(y")<c
—/ det(y;”)~U+D dx()dygj)- R det(y”)g’(”“) dy”
det(y")<c
:VOI(E) . R det(y//)gf(i%kl) dy”
det(y”)<c

zeigen miissen. Nach (1.27) ist vol(F;) endlich, so dass wir nur noch den zweiten Faktor zu
untersuchen brauchen. Fiir den Exponenten dort kommen alle ganzen Zahlen grofier als —1
infrage. Die Konvergenz folgt also aus dem folgenden

Lemma 2.41. Sei ¢ > 0 beliebig. Dann konvergiert fiir k > —"L das Integral

/yeRn det(y)* dy.
det(y)<c

Beweis. Nach der Hadamard- und der Minkowski-Ungleichung 1.31 bzw. 1.47 (d) lasst sich

det(y) ja in beide Richtungen durch eine positive Konstante mit dem Produkt der Diagonalein-

trédge y11 - . . . - Ynn abschitzen. Zum Beweis des Lemmas geniigt es also, fiir alle k > — 1 und

“3Wir nutzen hier aus, dass wir nach Lemma 2.40 in Lemma 2.39 fiir V eine beliebige offene Obermenge von Fnj
wihlen diirfen und dass der Rand von V(c) eine Nullmenge ist.
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¢ > 0 die Konvergenz des Integrals

I:= /yeRn (11 yun)* dy
Hyj]'<C

zu zeigen. Wie wir wissen, ist I eine positive reelle Zahl, die wir wie folgt nach oben abschitzen
konnen. Da y Minkowski-reduziert ist, gelten

il < 5 " Yii furallej # ¢ und y11 <... <Y

Integrieren wir in I iiber die Nichtdiagonalvariablen, so erhalten wir daher

et
= /H%J<C Hyn ]]n —j dy11 ... dyun.

Y11= ZYun j=0
Wir substituieren nun
Y2 Yun
tliz 11°---" ,tz:zi,...,t = .
Y Y Y1 ! Y1
Die entsprechende Funktionaldeterminante lautet
141 Yjj [Tjzn yjj
22 1
0 0
(F1,. .. t) S -
(t1, ..., tn . . . . _
det —————"—~ = det : 0 IR : = nyy{" jjs
a(y111-~~1ynn) ' ' Y1 gy]]
: e T 0
— Y ce 1
Vi1 0 0 yn

was man leicht durch eine Laplaceentwicklung nach der ersten Zeile errechnet, und die Inte-
grationsgrenzen dndern sich ab auf

O<th<c 1<tpL<...<t,.

Fiir die Abschitzung von I folgt dann
. n—1 ' n—1 . 1
I<n - /(H yn_]',n_j) (I y]n—j,n—j) (yiit; ) dtr...dty
7 j=0 j=0
n—1 .
=nt /tlfflﬁl(n y{yzfj,nfj) dty ... dty
n—1

_ k+271 j—ntd
=n 1./1‘1 yll Hyn]n]dtl .dt,

711171 ntl
n /tHZ I )Ty,
yn —jn—j
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1 k+n 1 n L*l_]‘
- / dt; - / £7 7 dby. . dt,,
0 1<h<.<tyj 5 )

wobei wir im vorletzten Schritt n = ;“ “o (+1 — j) und im letzten Schritt die Definition der neu-

en Variablen f»,...,t, benutzt haben. Das zweite Integral berechnet man leicht mit partieller
Integration und stellt fest, dass es konvergiert. Das erste Integral konvergiert fiir k + 51 > —1,
was das Lemma zeigt. 0

Nachdem wir nun die Konvergenz der Klingen’schen Eisensteinreihen vollstindig bewiesen
haben, miissen wir zum Beweis von Satz 2.29 nur noch (2.11), also die folgende Proposition,
zeigen.

Proposition 2.42. Fiir jede Spitzenform f & S{; gilt
EV(f; )| @" = f.

Beweis. Der zur Nebenklasse T, ; gehorige Term in E;”(f;z) ist gerade | f]?(z) = f(z1). Da
wir aufgrund der gleichméfiigen Konvergenz den Siegel-Operator gliedweise anwenden diir-
fen, gentigt es uns also zu zeigen, dass alle anderen Terme der Eisensteinreihe annulliert wer-
den. Andererseits haben wir im Beweis von Lemma 2.36 insbesondere gezeigt, dass fiir jede
Linksnebenklasse T, ;M die Funktion |(h1|xM)(z)| eine absolute Majorante des entsprechen-

den Summanden ([f ]7 |xM)(z) von EZ’j (f;z) ist. Die Proposition folgt also, wenn wir

0

: 21 P ,
rh_f{,‘owl‘kM) <0 irlnj> =0 furalleM €T,

zeigen konnen. Es gilt

Z1 0
’(h”kM) (0 irln_j)

mit P(r) := det(p/(r) + p”(r)) und

2 = det(Im(z1)) *P(r)~*

P (7) r((em)sza + (dm)s) Im(z1) " H((cm)sz1 + (dm)3),
(r) = (ir(em)a + (dum)a) ‘(ir(cp)s + (dm)a),

denn: Sei zunéchst y ein beliebiges Element von P,,. Genau wie im Beweis der Jacobizerlegung
gibt es dann ein y” € P,,_; und eine symmetrische Matrix b mit

(40 [G )

det(yy) - det(y) " = det(y") ! = det(ys — y; '[y2]) .

und mit
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ORE
y=Im <M<< 0 irln]->>> :

so folgt die Behauptung mit dem Transformationsverhalten von Im(z) und k; unter I, ;, siche
(1.11) und (2.12). #

Setzen wir nun

Offenbar ist P ein Polynom in . Unsere Behauptung lautet lim,_,. P(r) ! = 0. Mit dem Wachs-
tumslemma fiir Polynome ist das dquivalent dazu, dass P fiir M ¢ T, ; nicht konstant ist.
Nehmen wir also an, P(r) = P(0) sei konstant. Fiir » > 0 sind p/(r) und p”(r) positiv semide-
finite Hermite’sche Matrizen. Da die Determinante von p’(r) 4+ p”(r) nicht verschwindet, ist
p'(r) + p”(r) als Summe positiv semidefiniter Matrizen sogar positiv definit. Es folgt

0 < det(p'(r) + p"(r)) = det(p'(0) + p"(0)) = det(p" (0)).

Da fiir positive r die Ungleichung p” (r) < p’(r) + p” (r) gilt, erhalten wir fiir solche r

det(p"(r)) < det(p'(r) + p"(r)) = det(p"(0)).

Das Polynom det(p”(r)) ist somit fiir positive r beschrankt, nach dem Wachstumslemma fiir
Polynome also konstant fiir alle r. Aus der Gleichung

0 < det(p'(r) +p"(r)) = det(p”(0)) = det(p"(r)) (2.19)

folgt p'(r) = 0 und damit c3 = d3 = 0,

denn: Da p'(r) als Polynom in r nur aus einem linearen Term besteht, geniigt es zum Beweis
der ersten Behauptung offenbar p’(1) = 0 zu zeigen; die zweite Behauptung folgt dann aus
der genauen Form des Koeffizienten.

Da p/(1) positiv semidefinit ist, gibt es eine unitire Matrix u, so dass ‘iip/(1)u gleich einer
Diagonalmatrix 4 ist. Aus (2.19) folgt dann

det(d + w) = det(w) mitw :="tap”(1)u.

Seien s1(d),...,su(d) die Spalten von d und s;(w), ...,s,(w) die Spalten von w. Dann gilt na-
turlich
d+w= (s1(d) +s1(w),...,sn(d) + su(w)).

Da die Determinante linear in den Spalten ist, folgt

det(d + ZU) = E Z dil,il .t di]-,i]- . det(wil,._,i].),

j=0 1§i1<...<i/§n

wobei Wiy,...,i diejenige Matrix ist, die man erhélt, wenn man in w die Spalten mit den Indi-
zes iy, .. .,i; durch die jeweiligen Standardbasisvektoren ¢;, .. ., €j; ersetzt. Aus det(d + w) =
det(w) folgt dann

n

Z Z dil,il et di],,i], . det(wilwij) =0.

]:1 1<ip <<1]SI’I
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Da wegen (2.19) die Matrix p”(1) und damit auch w positiv definit ist, sind die Zahlen
alle nicht-negativ

~~~~~ c In,n

sind, folgt

diiy=...=d;; =0,

Z‘1ri1 il/lriﬂ
und somit d = 0, also p’(1) = 0 wie verlangt. #

Mit c'd = d'c folgt daraus c4'ds = ds'c, und daher
p(r) = dyldy + rPcyley.
Insbesondere gilt dann
det(ds'ds + r*cslcs) = det(p”(r)) = det(p”(0)) = det(ds'dys),

also
det(1,_; + rPcilesfld)']) =1

beziehungsweise
det(r 21, + cales['d; 1) = (r2)" .

Daraus kénnen wir das charakteristische Polynom
charpoly(—csfeq['d; 1], X) = X"

ablesen. Offensichtlich sind alle Eigenwerte dieser Matrix Null. Da symmetrische reelle Matri-
zen immer eine Basis aus Eigenvektoren besitzen, muss sogar die Matrix selbst Null sein. Nun
ist wegen det(p”(0)) > 0 die Matrix d4 invertierbar, so dass wir cs’cy = 0 und somit ¢4 = 0
folgern konnen.

Mit den Symplektizitatskriterien (1.2) und (1.3) zeigt man leicht, dass dann auch a, = ¢, = 0
gilt. Insgesamt haben wir also bewiesen, dass M in Sp,, ;(R) liegen muss, wenn P(r) als Poly-
nom in r konstant ist. Die Proposition folgt. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts zeigen wir noch ein Korollar von Satz 2.29.

Korollar 2.43. Fiir gerades k > 2n spannen die Eisensteinreihen

{E(F) | fes 0<j<n}
den Vektorraum M auf.
Beweis. Sei f € M beliebig. Dann liegt f|®" in S) = MY, so dass es eine Eisensteinreihe E,’:’O
gibt mit E}"°|®" = f|®".

Es folgt, dass (f — E,’:’O) |®"~1 eine Spitzenform vom Grad 1 ist, so dass es eine Eisensteinreihe
E}! gibt mit E}![®"! = (f — E}0)|®" 1
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Nun folgt, dass (f — Ej* — Ej*')|®"~2 eine Spitzenform vom Grad 2 ist, so dass wir eine Eisen-
steinreihe EZ’Z finden, usw. Iterativ erhalten wir

n—1 .
F- Y B et
j=0

Die Behauptung folgt, da jede Spitzenform in S} als Eisensteinreihe vom Typ E;" angesehen
werden kann. O

2.6 Das Petersson-Skalarprodukt und die Zerlegung von M}

Im letzten Abschnitt haben wir eingesehen, dass der Raum der Modulformen von Eisenstein-
reihen aufgespannt wird. Das Ziel dieses Abschnitts ist nun, die Eisensteinreihen besser ken-
nenzulernen, um eine etwas feinere Aussage zeigen zu konnen, wie etwa die aus dem Fall
n = 1 bekannte Zerlegung

M =Sl&C-E}

fiir k > 4. Hierzu fiihren wir auf M} ein Skalarprodukt ein.

Definition 2.44. Seien f und g Modulformen aus M}, von denen mindestens eine eine Spitzenform
ist. Dann heif$t der Wert des Integrals

/ £(2)3(2) det(y)* dw
das Petersson’sche Skalarprodukt von f und g.

Diese Definition ist in folgendem Sinne sinnvoll.

Satz 2.45. (a) Das Integral (f, g) konvergiert absolut, und es gilt

f(2)g(z) det(y)* dw = f( )8(z) det(y)* dw

Fn

fiir jeden beliebigen Fundamentalbereich F), fiir die Aktion von T\, auf T,,.

(b) Die Abbildung (-, -) ist sesquilinear und definiert auf den C-Vektorraum S} eingeschriinkt ein
Skalarprodukt, was den Namen rechtfertigt.

Beweis. Nach Voraussetzung ist fg in S7;,. Nach Lemma 2.26 ist daher

£(2)8(2)| det(y)* = | f(2)g(z) det(y)"|

invariant unter I';, und auf H,, beschrinkt. Weiter ist nach Lemma 2.38 das Differential dw
invariant unter I',. Die Konvergenz des Integrals folgt mit der Endlichkeit des Volumens von
Fa.
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Wir miissen noch zeigen, dass das Integral unabhéngig vom Fundamentalbereich ist, iber den
integriert wird. Wir zeigen dafiir allgemeiner die folgende

Behauptung Seien f eine Lebesgue-messbare, I' ,-invariante Funktion und Gy und G, zwei Fundamen-
talbereiche, deren Riinder messbar und Nullmengen sind. Falls | g, [ dw absolut konvergiert, konvergiert

auch [, fdw, und es gilt
dw = / dw,
g1 / G2 f

denn: Sei Ty, := T,/ {£12,}. Da G; und G, Fundamentalmengen sind, gilt

n—UM UMgz

Mel"n Mern

Da G, ein Fundamentalbereich ist, gilt M(G1) N M(G,) = & fiir alle M # M in T,,. Betrachten
wir nun fiir ein festes M € T, die Durchschnitte M(G;) N M(Q1> mit irgendwelchen M € T,.
Da G; ein Fundamentalbereich ist, gibt es nur endlich viele M, fiir die diese Durchschnitte nicht
leer sind, und wegen dem gerade Erlduterten liegen die Schnittpunkte alle auf dem Rand von
G1, also in einer Nullmenge. Die selbe Argumentation gilt natiirlich fiir G, statt G;. Es folgt

dw:/ z)dw
Q1f UMgfn(glﬂM<g2>)f( )

= z) dw.
Mgn /glﬁM<gz> f( )

Wir substituieren nun in jedem (der endlich vielen) Summanden z durch M ~1(z). Da sowohl f
als auch dw invariant unter I';, sind, d&ndert sich dabei am Integranden nichts, und wir erhalten

[ fdw= 2/ dw= [ fdv

“1(Gy) ﬂgz

Wir haben nun Behauptung (a) gezeigt.
Behauptung (b) ist leicht nachzurechnen (Ubung!). O

Wir konnen nun das Petersson-Skalarprodukt dazu verwenden, das Orthokomplement
()" = {g € M | {f,g) = Ofiiralle f € S}}
von §/ in M} zu definieren. Da M}’ endlichdimensional ist, gilt wie in der Linearen Algebra
Mf =Sl (Sp)"

Die beiden Summanden unterscheiden sich darin, wie der Siegel’sche ®-Operator auf ihnen
operiert: Einerseits annulliert ® nach Definition S}. Andererseits ist ® auf (S}')* injektiv,
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denn: Falls @ ein f € (S!)* auf Null schickt, so ist f € S} senkrecht auf sich selbst. Da (-, -)
eingeschrankt auf S} positiv definit ist, muss dann f die Nullabbildung sein. #

Im Jahr 1951 entdeckte MA Ass* eine Verfeinerung dieses Resultats (siehe [Maa]). Diese wollen
wir nun herleiten und fiihren dafiir eine Reihe von Untervektorrdumen von M} ein.

Definition 2.46.

M S¢ - fur0<j=mn,
. {fe@ ptfloem ™} firo<j<n

Mit der Surjektivitat 2.29 von & fiir gerade k > 2n konnen wir die folgende Zerlegung des
Raums der Modulformen zeigen.

Proposition 2.47. Fiir n > 0 und gerades k > 2n gilt
n .
My = my
j=0

Beweis. Wir zeigen die Proposition per Induktion nach n. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei
also n > 1. Da ® nach Voraussetzung und Satz 2.29 surjektiv ist, gilt

n—1 n—1
11V —1,j def. ¥
O((SH)H) =M =P M= o).
j=0 j=0

Da @ auf (S})* eingeschrénkt injektiv ist, folgt daraus
n—1 .
()" = @My
j=0
und zusammen mit S} = M;" also die Proposition. O

Wir kénnen diese Teilrdume von M} durch die im letzten Abschnitt eingefiihrten Klin-
gen’schen Eisensteinreihen beschreiben. Wir folgen dabei dem Beweis von Klingen aus dem
Jahr 1968, siehe [Kli1] und [KIi2].

Proposition 2.48. Sein > 1,0 <j <nundk > n+ j+ 1 gerade. Dann gilt
My = {E(f:) | £ € 5.
Beweis. Unter den Voraussetzungen der Proposition gilt fiir eine beliebige Spitzenform f € S{;

EFM(f) fir0<j<n,

2.20
0 tirj =n, (2.20)

Eﬁmuwz{

#Hans Maaf (1911-1992)
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wobei wir Eg’o (f;-) als f definieren,

denn: Im Fall j = n gilt nach Definition E,”"(f;-) = f € S}, so dass hier die Behauptung tri-
vialerweise stimmt. Fiir n = 1 miissen wir dann nur noch j = 0 betrachten. Nach Definition
ist Eg’o (f;-) = f, so dass wir die Behauptung in diesem Fall schon in Proposition 2.42 gezeigt
haben.

Sei von nun an also 1 < n und j < n. Wir schreiben wieder

EV(fir)= Y f((ME)Y)j(M,z)7*

Mern,j\rn

n—1
0 ir

um den Siegeloperator anzuwenden. Wegen der unbedingten Konvergenz der Reihe kénnen
wir das wieder gliedweise tun. Wir unterscheiden zwei Fille.

und betrachten

Fall 1. I, ;M N T, 1 # 9. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, M liege in I'; , 1.
Nach Ubungsaufgabe 2.8 ist der Summand

(n—1) . (n—1)
f((M<<Zlo 9>>>§”)]'<M/<Zlo 9))"

r

unabhédngig von r und bleibt so unter Anwendung von ® unverandert erhalten.

Fall 2.T,, ;M NT; -1 = &. Wir wollen zeigen, dass ® diese Reihenglieder annulliert. In Lem-
ma 2.36 haben wir eine Majorante der Klingen-Eisensteinreihe gefunden, so dass es fiir diese
Behauptung geniigt, fiir alle infrage kommenden M zu zeigen, dass

(n—1) . (n—-1)
0\ - z 01,2
det(ImM( | %1 j(Mm, [ A1 2.21
et(Im << 0 ir>>1) I ( 0 ir>) 2.21)
tir r gegen unendlich beliebig grofs wird. Man kann (2.21) berechnen zu
r - det (ygn_l)) -det <h + ré4ley + rld~4td~4> , (2.22)

wobei hier mit den Zerlegungen

* * * *
CM = (53 54) und dM = <J3 d~4>

mit &, ds in Z(—)*(n=1) gearbeitet wird und

o=yl + ) e+ )

gilt. Da der Rang von dydy hochstens 1 ist, der Determinantenterm also schlimmstenfalls einen
Faktor 71 beitrdgt, muss (2.22) schon ein Polynom in r sein. Wenn der Grad dieses Polynoms
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positiv ist, so ist mit dem Wachstumslemma fiir Polynome die Behauptung gezeigt. Wir wollen
nun also zeigen, dass sein Grad nie Null werden kann, und nehmen dafiir letzteres an.

Hitte die Matrix (&3 d3) Maximalrang, so wire h positiv definit (Ubung!) und lieRe sich via
Jacobizerlegung als ein Produkt i = #,'t; mit einer oberen Dreiecksmatrix t; schreiben. Es
folgte

det(h + ) = det(1,_; + k[t ']) - det(t;)* = det(1,_; + dj) - det(h) > det(h),

wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass fiir positives r der Aus-
druck /i := ré&yfés + rdstdy positiv semidefinit ist und sich daher die symmetrische Matrix
h[t;l] mit orthogonalen Matrizen zu einer positiv semidefiniten Diagonalmatrix d; umformen
lasst.

Nach Voraussetzung ist (2.22) eine positive reelle Zahl. Diese kann nach der obigen Uberlegung
durch

r-det(y{" V) - det(n)

nach unten abgeschétzt werden. Daraus folgt det() = 0, da ansonsten die untere Schranke mit
groflem r beliebig grofl werden konnte. Es folgt, dass (&3 d3) keinen Maximalrang haben kann,
wenn das Polynom Grad Null hat.

Durch Linksmultiplikation von M mit Matrizen aus T, ; konnen wir (&3 d3) von links um ei-
ne beliebige unimodulare Matrix abdndern. Ohne Einschrankung kénnen wir also annehmen,
dass die letzte Zeile von (&3 d3) Null ist. Es folgt

o (da)n—j=ds- (Ca)nj,

denn: Nach dem Symplektizitatskriterium (1.3) ist die Matrix cpr'dp symmetrisch und somit
auch der untere rechte Teil &'ds + &'d, in ihrer Zerlegung. Ist die letzte Zeile von (&3 d~3) Null,
so gehen die (1 — j)-te Zeile und die (n — j)-te Spalte von &'d; durch Transponieren ineinander
tiber, was die Behauptung zeigt. #

Ware hierbei (¢;),; ungleich Null, liefSe sich (2.22) also

) (e 4 (89) )

darstellen. Wegen det() = 0 hétte dieses Polynom in r die Nullstelle

im Widerspruch zur Annahme, dass es Grad 0 hat. Es muss also (54)n_j = 0 gelten. Mit dem
Symplektizitatskriterien (1.2) und (1.3) zeigt man leicht, dass M dann in I',, ,_ liegen muss, so
dass I';, jM N T}, ,—1 nicht leer ist und wir also nicht in Fall 2 sind.
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Die Fille 1 und 2 zusammengenommen folgt wie im Beweis von Proposition 2.22

. (n—1) (n—1) ) (n—1)
E?'“f;(Zlo 3)>!<I>= f(<M<<ZlO .")>>§f’)]‘<M/<zlo -0>>-k

= Y AMz))j(My,z)

1"n—l,j\rn—l

(rn,jmrn,nfl)\rn,n—l

und damit die Behauptung. #
Andererseits gilt firn > 1,0 <j<nundk>n+j+1

EV(f;7) € (5] (2.23)

denn: Fiir eine beliebige Spitzenform ¢ € S} gilt

(E"(f;),8) :/fn EM (f;2)5(2) det(y)* dw
= ¥ [ AMEDD) M, 2) ) detly) du

MeT, AT, 7 Fn

= ) / g(z) det(y)F dw

Mel“n]\l“n

2.40/ f det( ) dw

(2.24)

Die Vertauschung von Summation und Integration ist legitim, da die Eisensteinreihe gleich-
méaBig auf F, konvergiert und g(z) det(y)* beschrankt ist. Des weiteren sind die Integrale
tiber die einzelnen Summanden defininiert, da nach (2.16) neben g(z) det(y)* auch die Terme

f((M<Z>)§j))j(M, z) ¥ beschrankt sind.

Wir wollen nun zeigen, dass das Skalarprodukt (2.24) Null ist. Nach dem Satz von FUBINI*
()

geniigt es dafiir zu zeigen, dass die Teilintegration iiber x,’ verschwindet. Da das Argument
von f nicht von xfﬁ ) abhéangt, konnen wir diesen Faktor aus dem Integral ziehen und miissen
zeigen, dass
dx4 X1,%2,Y / e,—i(—taxy) dxy
/x4mod( ) g)g x4 mod (1) ! ]( )
Null wird. Aber das gilt, da ja nach Annahme g eine Spitzenform ist, so dass in seiner Fourier-
entwicklung nur Koeffizienten zu positiv definiten halbganzen Matrizen t vorkommen, und da

tiir solche Matrizen immer auch tij )'> 0 gilt. #

Per Induktion tiber n konnen wir nun fiirn € No, 0 <j<nundk >n+j+1

E,'(”(f )€ M”]

45Guido Fubini (1879-1943)
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zeigen,

denn: Fiir den Induktionsanfang stellen wir fest, dass offensichtlich Eg’o (f;)=finS) = M,?’O
liegt. Nehmen wir nun also an, die Behauptung sei fiir n — 1 gezeigt. Wir betrachten nun

El'z'f (f;-). Fur j = n liegt dies nach (2.20) in S} = M,"". Fiir j < n liegt die Eisensteinreihe

nach (2.23) im Komplement (S)+, und nach (2.20) gilt

EV(f; )@ = EfV(f; ),

was nach Induktionsvoraussetzung in szl’]‘ liegt. Damit liegt EZ’j (f;-) definitionsgemasf in
M7 #
Mit Proposition 2.42 folgt, dass

"I M — 8]

surjektiv ist. Andererseits ist &/ fiir j < n auf MZ’j C (S})* bekanntermafen ja auch injektiv.
Die Proposition folgt, da wir hiermit gezeigt haben, dass die Zuordnung

fr=E(f)
unter den gemachten Annahmen die Umkehrabbildung von &"~/: MZ’j — S{( ist. O

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen in folgendem

Satz 2.49. Seien n > 0 und k > 2n gerade. Dann gilt folgendes Diagramm von Riaumen von Modul-
formen.

M =M oM @ ... oMY eM”
Mt =M eM M e L M
v v
M =M eMm!
0 _ 0,0
M =M

Hierbei bestehen die Riume M;(’j aus den Klingen'schen Eisensteinreihen E,i(’j (f; ) mit den selben Indizes
und geeigneten Spitzenformen f. Jeder Pfeil ist ein Isomorphismus via ®. Die Umkehrabbildung von

" M — MY

ordnet jedem f € M{;’j = S{( die Eisensteinreihe EZ’j (f,*) zu.
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1 (Approximationssatz von Weierstraf). Sei D C C offen und (f;)jc eine Folge von
Funktionen f;: D — C", die punktweise gegen eine Funktion f: D — C" konvergiert. Die Konvergenz
sei gleichmdflig auf jeder kompakten Teilmenge von D, und alle f; seien auf D holomorph. Zeigen Sie,
dass dann f auf D holomorph ist.

Aufgabe 2.2. Sei f € M} eine Modulform mit Fourierentwicklung f(z) = Y, aren(tz). Zeigen
Sie die folgenden Aussagen.

(a) Esgilt fiir alle 0 < r < n die Fourier-Jacobi-Entwicklung

f(z) = 2 Onr(z1,20;ta)en—r(taza) fiirallez € Hy,

t46An—r
mit

Pnr(z1,205ts) =) e (tizy + 26'23).

ty, ta
teA,

(b) Es gilt fiir alle M € T, die Transformationsregel
P (M(21), (cmz1 + dum) "' 22 t4)
= j(M, z1)en—r(ta'za(crz1 + dur) " Temz2) - Pur (21, 225 ta).
Hinweis: Betten Sie M geeignet in I',, ein und nutzen Sie die Modularitiit von f aus.
Aufgabe 2.3. Zeigen Sie: Fiir m € IN, e > 0 und a € P, konvergiert die Reihe

Z e—nsa[v]'

UGZHZ
Aufgabe 2.4. Wie im Beweis von Lemma 2.37 sei durch

1 »
z2 Mo(z) i= (z—ily)(z+i1,)"" mit My = T G" 1,111”)
n n

eine biholomorphe Abbildung von H,, auf die verallgemeinerte Einheitskreisscheibe IE,, gegeben. Zeigen
Sie, dass Mo(M(z)) fiir z € H, und M € IKC,, genau dann eine Diagonalmatrix mit nicht-negativen
Eintrigen ist, wenn M(z) eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen id; mit d; > 1 ist.

Aufgabe 2.5. Zeigen Sie, dass fiir ein beliebiges a € H,, die Determinante der Abbildung
z +— z|a]
gleich det(a)" 1 ist.

Aufgabe 2.6. Zeigen Sie den Rest von Lemma 2.40.
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Aufgabe 2.7. Ein Paar (c,d) von Matrizen in Z"*" heifit symmetrisch, falls c'd = d'c gilt, und
teilerfremd, falls jede Matrix u € Z"*" mit det(u) # 0 und ule,u=td € Z"" oder cu=!,du~! €
777" bereits unimodular ist.

Je zwei symmetrische, teilerfremde Paare von Matrizen (c,d) und (¢,d) in Z"*" heiflen dquivalent,
wenn es eine unimodulare Matrix u € U, mit

(¢,d) = (uc,ud)

gibt. Fiir die Aquivalenzklasse von (c,d) schreiben wir {c,d} und fiir die Menge aller solcher Aquiva-
lenzklassen A,,.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(a) Die Zuordnung

I—‘n,O\Fn — An:
Fn,O M {CM,dM}

ist eine Bijektion. Fiir die Siegel’schen Eisensteinreihen gilt insbesondere

Ef(z)= )  det(cz+ d)™%  fiir alle z € H,.
{cd}en,

(b) Die Aufspaltung

n
Ap=||An; mitA,j:={{c,d} € A, | 1k(c) = j}
j=0

ist wohldefiniert, und mit U, ; := {u € U, | ugj) =0} gilt

c; 0 d 0 1
S R R Ire——)

(c) Fiir die Teilreihe
(Ef)j(z):= ), det(cz+ d)~* fiirallez € H,
{C,d}EAnJ‘

der Siegel’schen Eisensteinreihe E}! (z) gilt

EDiz)= ¥ EDi()).

we Uy, / un,j

Fiir ein beliebiges 0 < j < n sei nun die Fourierentwicklung von E{;(z) gegeben durch

El(z) = Y aj(t)e(tz) fiiralle z € H;.
tEA]'

Zeigen Sie damit weiter
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(d) ( =) a(te(tz) =—) ;kak_l(n)ezmnzﬁir alle z € H;.
k

teAf n>0

Hinweis: Nutzen Sie die bekannte Fourierentwicklung von E} (z) aus.

(e) a;(t) = an((é 0>)furallet €A

Hinweis: Benutzen Sie (2.20).
t 0 t 0 ..
6 (Ep)j(2) = Lweu,/u,, Zte/\j* an( (0 0) [fw)])en ( <0 0) ("w]z) fiir alle z € Hy,.

Hinweis: Fiihren Sie den Beweis iterativ und unter Verwendung von (e). Der Induktionsanfang
ist dabei offensichtlich durch (d) gegeben.

(g) Die Abbildung
Af x Uy = {te Ay | 1k(t) = 3,

()M (3 0)

ist surjektiv, und fiir je zwei Paare (t1,w) und (¥, @) aus AJr x Uy, gilt

<t01 8) [w] = (% 8) o] < @ 'we Uyjundt (@ w)lf)] =f.

Hinweis: Unterscheiden Sie im (iterativen) Beweis der Surjektivitit die Fiille, ob t einen ver-
schwindenden Diagonaleintrag hat oder nicht.

Insgesamt haben wir nun

(EDi(z) = Y. au(t)en(tz) fiirallez € Hy,
tEA,
rk(t)=j
gezeigt.

Aufgabe 2.8. Sein > 1,0 < j < nund k > n+j+ 1 gerade, und sei f € S;( eine beliebige
Spitzenform. Zeigen Sie, dass fiir M € I'y, ,_1 der Ausdruck

(n—1) ; (n—1)
f(<M<(Zl0 3>>>§”>J'<M,(Zlo F)))-k

r

unabhiingig von r ist.



KAPITEL 3

Hecketheorie

3.1 Die Heckealgebra

Nachdem wir im vergangenen Kapitel mit dem ®-Operator eine Abbildung von M! nach M} *
kennengelernt haben, und dieser uns Informationen {iber den Raum der Modulformen geliefert
hat, wollen wir in diesem Kapitel die so genannten Heckeoperatoren studieren. Diese sind
Operatoren auf einem festen Raum M} von Modulformen und ermdglichen unter anderem
das bessere Studium der Fourierentwicklungen seiner Elemente.

Es wird in diesem Abschnitt niitzlich sein, nicht nur symplektische Matrizen in Sp, (R) sondern
etwas allgemeinere Matrizen zu betrachten.

Definition 3.1. Eine Matrix M € R"™ " mit j|M] = rj fiir ein r > 0 heifit symplektische Ahnlich-
keitsmatrix.

Die Menge derselben ausgestattet mit der Matrizenmultiplikation trdgt die Struktur einer
Gruppe, die via Mobiustransformation auf dem Siegel’schen Halbraum operiert (Ubung!); ins-
besondere gilt auch fiir symplektische Ahnlichkeitsmatrizen die Rechenregel

fle(MM) = (f[xM)[M.

Es bleibt noch festzuhalten, dass sich jede als Mobiustransformation zu einer symplektischen
Ahnlichkeitsmatrix M definierte Substitution schon als Mébiustransformation zu einer sym-
plektischen Matrix schreiben ldsst, da es ein r € R~ gibt mit

rIMeSp,(R) und M(z) = (r :M)(z).

Sei nun M eine Menge symplektischer Ahnlichkeitsmatrizen, die unter Linksmultiplikation
mit I'; invariant bleibt. Dann ist 9t die disjunkte Vereinigung von Nebenklassen I'; M mit M €
M. Uns interessieren im Folgenden nur solche Mengen, die nur endlich viele Nebenklassen
enthalten.

90
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Lemma 3.2. Sei 9 eine Menge symplektischer Ahnlichkeitsmatrizen, die sich als disjunkte Vereinigung

endlich vieler I'y-Nebenklassen schreiben lisst. Ist f € M eine Modulform, so hiingt

t
fleTon ==Y fleM;
i

nicht von der Wahl des Vertretersystems ab. Ist 9 auch unter Rechtsmultiplikation mit ', invariant,
so gilt
(flkTon) kM = f|xTon  fiir alle M € T'.

Fiir n > 1 wird Ty so zu einem Operator auf M.

Beweis. Die Vertreterunabhdngigkeit folgt sofort aus der Modularitdt von f. Die Modularitat
von f | Ton folgt, da mit der Rechtsinvarianz von O

t
M=MM = | |T,M;M fiiralle M € T,
j=1

gilt und so die Zuordnung
I‘nMj — I“nMjM

nur eine Permutation der Linksnebenklassen ist. O
Proposition 3.3. Sei M eine rationale symplektische Ahnlichkeitsmatrix. Dann gibt es eine Zerlequng
t
I,ML, = | | TuM,;
j=1

der zugehorigen Doppelnebenklasse in endlich viele Linksnebenklassen. Hierbei konnen wir das Vertre-
tersystem { M} so wiihlen, dass ay, fiir alle j eine obere Dreiecksmatrix ist. Durch Ty := Tr,mr, ist
dann fiir alle k € Z ein Operator auf dem Raum M;! gegeben.

Beweis. Offensichtlich gentigt es, die Aussage fiir eine ganze Matrix M zu zeigen; da wir sonst
mit dem Hauptnenner durchmultiplizieren konnen. Fiir ein solches M kommt offensichtlich
als Konstante r in der symplektischen Ahnlichkeitsgleichung nur eine natiirliche Zahl infrage.
Betrachten wir also fiir ein festes r € IN die Menge

I,(r):={Mc¢€ 72<2n | j[M] =7}
Diese zerfallt in endlich viele I',-Linksnebenklassen, von denen jede einen Vertreter M mit

cyt = 0, ay; obere Dreiecksmatrix und ‘aydygy = rly,
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hat,

denn: Wie im Beweis von Satz 1.7 kann man zeigen, dass es in jeder I',-Linksnebenklasse einen
Vertreter M vom behaupteten Typ gibt. Hierbei kann man natiirlich erreichen, dass die Diago-
naleintrdge von a,;, und damit auch die von djy, positiv sind. Gehen zwei solche Matrizen M
und M’ durch Linksmultiplikation mit einer Matrix

u 0 . .
0 -l mit unipotentem u
ineinander tiber, so definieren sie offenbar die selbe Linksnebenklasse. Dadurch konnen wir
fiir unseren Vertreter M also immer

0< (QM)jk < (am)kk furalle1l < ] <k<n

erzwingen. Wegen j|M] = rj gibt es daher nur endlich viele Moglichkeiten fiir a,;. Uber
fa wdy = rly ist dann auch dj; festgelegt. Weiter konnen wir nun von links mit einer Trans-
lationsmatrix aus I', multiplizieren. Auf diese Weise lassen sich je zwei Linksnebenklassenver-
treter M und M’ mit d; = d; identifizieren, wann immer

(byt = by )y
eine ganzzahlige Matrix ist. Fiir festes d; gibt es also nur endlich viele Moglichkeiten fiir by
und damit insgesamt auch nur endlich viele Nebenklassen. #

Sei nun M eine beliebige ganze symplektische Ahnlichkeitsmatrix. Dann gibt es ein r € IN mit
M €T, (r). Wegen

jlAMB| = j[MB| =rj[B| =rj furalle A,BeT,

gilt in diesem Fall sogar 'y MT, C T,,(r). Da offenbar mitjedem M € ', MT,, auch die gesamte
Linksnebenklasse I', M in T, MT, liegt, folgt mit dem oben gezeigten die Proposition. O

Definition 3.4. Die Operatoren Tyy aus der Proposition und ihre Linearkombinationen heiflen (verall-
gemeinerte) Heckeoperatoren.

Um die Relationen zwischen den Heckeoperatoren studieren zu konnen, fithren wir mit Shi-
mura (siehe [Shi]) eine abstrakte Algebra, die Heckealgebra, ein. Dies ist ein recht allgemeines
Konzept, das wir zunéchst in grofierer Allgemeinheit behandeln wollen.

Seien dafiir R C S Gruppen, fiir die fiir alle s € S die Doppelnebenklasse RsR aus nur endlich
vielen R-Linksnebenklassen besteht. Wir schreiben . (R, S) fiir den C-Vektorraum aller forma-
len endlichen C-Linearkombinationen von R-Linksnebenklassen von S und .##(R, S) fiir den
C-Vektorraum aller formalen endlichen C-Linearkombinationen von R-Doppelnebenklassen
von S. Nach Voraussetzung ist jede Doppelnebenklasse 9t die disjunkte Vereinigung von end-
lich vielen Linksnebenklassen

M= U...uUM, mitMN; = Rs; fiir ein geeignetes s; € S.
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Wir ordnen der Doppelnebenklasse 9t das Element
jn) =Y M € Z(RS)

zu und setzen j zu der eindeutig bestimmten C-linearen Abbildung
j: #(R,S) = Z(R,S)

fort. Offensichtlich ist diese injektiv; wir wollen nun ihr Bild studieren. Die Gruppe S operiert
per Rechtsmultiplikation auf der Menge ihrer R-Linksnebenklassen und in C-linearer Fortset-
zung auf .Z(R, S). Den Untervektorraum der R-Invarianten unter dieser Aktion bezeichnen
wir mit .Z(R, S)R. Dann ist

j: #(R,S) > Z(R,S)R

ein Isomorphismus von C-Vektorraumen,

denn: Offensichtlich ist ein Element

Y aRs € Z(R,S)
SER\S

genau dann R-rechtsinvariant, wenn fiir alle s, mit RsR = RtR die Koeffizienten as und a;
ubereinstimmen. Genau dann kénnen wir

Z asRs = Z Z asRs; = Z asj(RsR):j< Z asRsR> (3.1)

SER\S s€R\S/R sj€S s€R\S/R s€R\S/R
Rs]-QRsR

schreiben. #
Wir werden von nun an .Z (R, S)R mit .s# (R, S) identifizieren.

Wir definieren ein Produkt
V4 /
(RsR)(Rt) := (|_| st)(Rt) = Zstt € Z(R,S) (3.2)
j=1 j=1

von Doppelnebenklassen mit Linksnebenklassen. Dieses hdngt offensichtlich nicht von der
Wahl der Vertreter s; und ¢ ab und lésst sich C-bilinear zu einer Verkniipfung

H(R,S) x Z(R,S) — Z(R,S)
fortsetzen.
Lemma 3.5. Diese Verkniipfung ist in dem Sinne assoziativ, dass
(MM)L = M(ML)  fiir alle M, M € (R, S) und L € £(R,S)

Qilt. Auflerdem ist das Produkt zweier Elemente aus 7¢ (R, S) wieder in 7 (R, S) enthalten.
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Beweis. Das Produkt zweier Doppelnebenklassen RsR = | |Rsj und RtR = | | Rty wird durch
die Formel
(RsR)(RtR) ZRs]tk

gegeben. Die Assoziativitdt ist nun klar. Rechtsmult1p11kat1on mit einem Element r € R per-
mutiert nur die Linksnebenklassen Rt;, das Produkt bleibt also invariant und liegt somit in
Z(R,S)R = # (R, S) wie behauptet. O

Es folgt sofort, dass .#°(R,S) mit der obigen Verkniipfung ausgestattet eine assoziative C-
Algebra mit Einselement R = RegR ist, die so genannte Heckealgebra des Heckepaares (R, S).
In dieser wollen wir nun das Produkt noch ein wenig besser kennenlernen.

Lemma 3.6. Das Produkt zweier Doppelnebenklassen RsR = | | Rs; und RtR = | | Rty wird durch die
Formel
(RsR)(RtR) =Y _a,RuR
jk
gegeben. Dabei durchliuft u ein Vertretersystem derjenigen Doppelnebenklassen, die in RsRtR enthal-
ten sind, und es gilt
ay = [{(j,k) | Ru = Rsjt}|.

ay, hingt nicht von der Wahl der Vertreter Sj, t und u ab und ist von 0 verschieden, wenn RuR in
RsRtR enthalten ist.

Beweis. Mit den Uberlegungen von (3.1) ist das trivial. O

Bemerkung 3.7. Man kann die Koeffizienten a, des Produkts in Lemma 3.6 auch wie folgt beschreiben.
Sei deg(u) die Anzahl aller in RuR enthaltenen Linksnebenklassen. Dann gilt

deg(u)a, = |{(j k) | RuR = Rs;jt;R}|.
Definition 3.8. Ein Antiautomorphtsmus des Paares (R, S) ist eine Abbildung
S — S,
s — 5.
mit den Eigenschaften
n(s) =5, (Involutoriszitiit)
n (st) =19, (Antihomomorphie)
msceR=s R (R-Abgeschlossenheit)

Sei M = RsR = | | Rs; eine Doppelnebenklasse. Dann ist
M :={seS|s €M} =R'R=]||Rs]

offensichtlich wieder eine Doppelnebenklasse. So konnen wir die Abbildung 9t — 9’ linear
zu einer Abbildung auf # (R, S) fortsetzen. Diese Fortsetzung ist nicht zwangsldufig antilinear,
aber es gilt
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Lemma 3.9. Fiir das Heckepaar (R, S) besitze jede Doppelnebenklasse RsR mit s € S ein simultanes
Vertretersystem der Rechts- und Linksnebenklassen

V4 V4
RsR = |_| st = |_| sz.
j=1 j=1

Dann definiert jeder Antiautomorphismus s — s’ des Heckepaares (R, S) einen Antiautomorphismus
auf (R, S).

Beweis. Seien
M =RsR=| |Rsj=| |sjR und 9 =RtR=| |Rty =| |#R.
Dann gilt nach Bemerkung 3.7
MM =) a,RuR mit deg(u)a, = [{(j,k) | RuR = Rs;t;R},
MM = (|_|Rs))(|_|RE) =) buRuR mit deg(u)by = [{(j, k) | RuR = Rt;siR}.
Die Behauptung folgt nun mit (Rs;tR)" = R#;s;R und deg(u') = deg(u). O

Bemerkung 3.10. Die Voraussetzung von Lemma 3.9 ist schon erfiillt, wenn fiir alle s € S die Anzahl
der Rechts- und Linksnebenklassen in RsR iibereinstimmt,

denn: Gelte RsR = |_|]€:1 Rsj = |_|]€:1 t;R. Die Behauptung ist offensichtlich gezeigt, wenn wir fiir jedes
j ein u; finden kinnen mit
Rsj = Ru; wund t;R =u;R.

Nach Voraussetzung ist s; € RsR = Rth, also
rs; = t;¥ mitr, 7 € R.

Eine magliche Wahl fiir u; ist also uj := rs; = t;7. #

Besitzt der Antiautomorphismus die Eigenschaft
RsR = Rs'R fiiralles € S,

so ist er die Identitit auf #(R, S). Insbesondere stimmt die Anzahl der Rechts- und Linksne-
benklassen iiberein, so dass wir Lemma 3.9 anwenden kénnen. Es gilt dann

MR — (M)’ — FWM — o,
also

Satz 3.11. Besitzt das Heckepaar (R, S) einen Antiautomorphismus s — s’ mit der Eigenschaft RsR =
Rs'R fiir alle s € S, so ist die Heckealgebra 7 (R, S) kommutativ.
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Beispiel 3.12. Nach Ubungsaufgabe 3.1 ist (R, S) = (GL,(Z), GL,(Q)) ein Heckepaar; es liisst sich
also jede Doppelnebenklasse als disjunkte Vereiniqung endlich vieler Linksnebenklassen schreiben. Die
zugehorige Heckealgebra 70 (GL,(Z), GL,(Q)) ist kommutativ,

denn: Offensichtlich ist hier das Transponieren ein Antiautomorphismus. Zu einer beliebigen Matrix
a € Z"*" mit Determinante ungleich 0 gibt es unimodulare Matrizen u, il mit

uaii = n(a),

wobei n(a) die Elementarteilernormalform von a bezeichne. Durch Transponieren der Gleichung ergibt
sich

ita'u = 'n(a) = n(a)
und somit n(a) = n('a) mit der Eindeutigkeit der Elementarteilernormalform. Es folgt, dass die Dop-
pelnebenklassen

GL.(Z)a GLy(Z) = GL,(Z)'a GL,(Z)

iibereinstimmen. Das gilt dann offensichtlich auch fiir ein beliebiges a € GL,(Q), so dass tatsichlich
die Heckealgebra 7 (GL,(Z),GL,(Q)) kommutativ ist. #

Wir wollen den Beweis des Beispielfalls auf den uns interessierenden Fall einer Heckealgebra
zu I', tibertragen und benoétigen dafiir eine Entsprechung des Elementarteilersatzes in diesem
Setting.

Satz 3.13 (Elementarteilersatz fiir die symplektische Gruppe). Sei r € IN eine natiirliche Zahl.
Dann ist fiir jedes M € T, (r) in der Doppelnebenklasse T, MT,, ein eindeutig bestimmter Vertreter der
Form

a1 0

n(M) = | ° finn p mit % >0 adi =1 fbfr L<j<n,
" 0 Ann | dun, ajj | ajr 1 filr1<j<n

enthalten. Die Zahlen a1y, . .., 4y, d11, . . ., Ann heiflen die Elementarteiler der Matrix M.

Beweis. Fiir eine beliebige von Null verschiedene Matrix m € R**! setzen wir

p(m) := ger{?,i.?s}{‘mij’ | m;; # 0},

je{l,...t}

Sei nun r € N eine natiirliche Zahl, und sei M € T,(r). In der Doppelnebenklasse I', MI',
wihlen wir einen Vertreter M mit minimalem y(M). Ohne Einschrinkung kénnen wir dabei
eine Reihe von Annahmen zur Gestalt von M treffen.
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(i) Indem wir gegebenenfalls M durch jM, Mj oder jMj ersetzen, erreichen wir, dass ein
Eintrag minimalen Betrags von M bereits in a,; enthalten ist, also

(M) = p(ag)-

(ii) Indem wir M gegebenenfalls durch

(16 tu01> M (8 t001> = (uiv :) mit geeigneten u, v € GL,(Z)

ersetzen, erreichen wir sogar
(M) = (ay)un und (ay)ij = (ay)a = Ofirallei,j e {2,...,n}. (3.3)

(iii) Indem wir M gegebenenfalls durch

M <(1) i) = (af[ uMS:bM) mit geeignetem s € Z"*"

ersetzen, erreichen wir
|(byi)1jl < |(axg)11| und somit (by)1; = 0 farallej € {1,...,n} nach (3.3).
Vermoge a,;'by = by 'ay folgt daraus
(byp)n =0 furalleie {1,...,n}.
(iv) Analog zu (iii) erhalten wir durch Linksmultiplikation mit einer geeigneten Matrix
(cy)j =0 furalleje{1,...,n} und (cy)q =0 faralleiec {1,...,n}.
(v) Vermoge ay;'dy — byp'cyy = 11y und fayydy — e sbw = 1, erhalten wir schliefilich

(dy)1j= (dy)a =0 firallei,je {2,...,n}

und

Diese Form der Matrix M wird nicht gedndert, wenn wir M von links oder von rechts mit
Matrizen der Form

1 0 0 O
0 ag 0 b
1o1xy—1Ag = 0 61 1 04
0 Cyq 0 d4

multiplizieren.

Wir wollen durch Induktion nach 7 schliefSen. Der Induktionsanfang fiir n = 1 ist durch den
klassischen Elementarteilersatz abgedeckt. Per Induktionsvoraussetzung nehmen wir im all-
gemeinen Fall nun an, M, sei bereits eine Diagonalmatrix vom verlangten Typ. Dann gelten

insbesondere by; = ¢y = 0 und a Mtd a1 = 1y, so dass insgesamt M eine Diagonalmatrix ist
und folgende Eigenschafen erfiillt.
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1) (am)]‘j > 0 und (HM)jj(dM)jj = r fir allej € {1,...,11},
(i) (ag)nn | (dgg)nn und (ayg)jj | (@) (j41)41) firallej € {2,...,n =1},

(i) (ag)11 = mingcr, yr, #(A).

Zum Beweis des Satzes verbleibt (a;;)11 | (a;7)22 zu zeigen. Dies stimmt aber,

denn: Nach Eigenschaft (iii) teilt (ay;)11 alle Eintrdge von uay;v fiir beliebige u,v € GL,(Z).
Insbesondere teilt (a M)ll den kleinsten Elementarteiler von ay;, der als grofiter gemeinsamer
Teiler aller Eintrage von ay; wiederum ()2 teilt. #

O

Satz 3.14. Sei A, die Gruppe der rationalen symplektischen Ahnlichkeitsmatrizen vom Grad n. Dann
ist (T'y, Ay) ein Heckepaar, und die zugehorige Heckealgebra 7 (T, Ay) ist kommutativ.

Beweis. (I'y, An) ist ein Heckepaar nach Proposition 3.3. Dass die zugehorige Heckealgebra
kommutativ ist, folgt wie im Beweis von Beispiel 3.12, da nach Bemerkung 1.2 das Transpo-
nieren auch hier ein Antiautomorphismus ist und

M, =T,'M[,, fiiralle M € A,

gilt. O

Sei nun End(M}) der Vektorraum aller C-linearen Endomorphismen von Mj. Wir haben je-
der Doppelnebenklasse I'yMI', mit M € A, einen Operator Ty aus End(M}') zugeordnet
und dehnen diese Zuordnung C-linear aus. So erhalten wir einen Ringhomomorphismus von
(T, Ay) nach End(M}),

denn: Weil die Zuordnung durch C-lineare Fortsetzung entstanden ist, gentigt es zu zeigen,
dass fiir zwei I',-Doppelnebenklassen 9, M von A,

Tongn = Ton Ty

gilt. Schreiben wir 9 = LI T'nM; und 9t = | |, T, My, so haben wir wie im Beweis von Lemma
3.5
MM =) T, M;M,.
il

Wenden wir dies auf eine beliebige Modulform f € M} an, so erhalten wir

flkTongie = Y fle(M;My) = Z(Zﬂij)\kMe = (flxTon) [x Ty = f1x(TonTy)
j

il ¢

und damit die Behauptung. #

Hieraus folgt nun unmittelbar ein Korollar zu Satz 3.14.

Korollar 3.15. Die Heckeoperatoren Tag und Ty fiir beliebige M, M aus A, kommutieren.
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3.2 Die Struktur der Heckealgebra der symplektischen Gruppe

Lemma 3.16. Gilt fiir M, N € A, eine der Bedingungen

(@) N=aly, mita€eR,
(b) M,N € 7" mit ggT(det(M),det(N)) =1,

so gilt
(rnMrn) . (rnNrn) - rnMNrn iTl %(rn, An).

Beweis. In Fall (a) ist die Behauptung klar, da N dann mit beliebigen Matrizen in A, kommu-
tiert.

In Fall (b) seien fiir X € {M, N, MAN} mit einem beliebigen A € T, die Elementarteiler mit

() 0 400

all e dun’, 11 7+ --s%nn
bezeichnet. Nach Ubungsaufgabe 3.2 gilt dann

(N) _ ,(MAN)

so dass MN und MAN in der selben I',-Doppelnebenklasse liegen. Da A € T, beliebig war,
folgt daraus die Behauptung. O

Bemerkung 3.17. Schreiben wir in der Situation von Teil (b) von Lemma 3.16

[,MT, = | |TuM; und T,NT, =| |T.N,
j k

so gilt
rnMNrn — |_| rnM]Nk,
jk
denn: Nach Lemma 3.16 (b) gilt

T,MNT, = ([,MT,) - (T,NT,)) = (|| TuM;) - (|| TuDNy).
i k

Fiir ein beliebiges aber festes k ist nun

(| JTuM;) - TuNg = [ J(TaMTy) - N = [ JTnMTy) - Ne = (T, MiTy) - Ng = | | TuM; Ny
i j j j

Die Behauptung folgt also, wenn wir zeigen konnen, dass die jeweiligen Mengen auf der rechten Seite
fiir verschiedene Werte von k disjunkt sind. Nehmen wir dafiir an, es gebe ein A € T, mit

M;jNi = AM;N;  fiir geeignete j, 7,k k.
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Das ist gleichbedeutend zu
Ne(Np) ™ = (M) ' AM.

Die Nenner der Eintriige auf der linken Seite sind Teiler von | det(N;)| = | det(N)|, die auf der rechten
Seite Teiler von | det(M;)| = | det(M)|. Wegen der Teilerfremdheit von det(M) und det(N) sind also

alle Eintriige ganze Zahlen und somit j = jund k = k. #

Satz 3.18. Die Heckealgebra des Paares (I'y, Ay, ) ist das Tensorprodukt46

H T, A) = Q) AT, Bap)
p prim

ihrer p-Komponenten. Hierbei ist die Gruppe Ay, definiert als der Durchschnitt

App = Dy NGLou (Z[p™1)).

Beweis. Wir konnen fir (T, A;) und fiir jede seiner p-Komponenten 7 (T, A, ) die je-
weilig passenden Doppelnebenklassen als Basis wéhlen. Jede Doppelnebenklasse I'; MI';, mit
M € T, (r) fur ein v € N besitzt nach dem Elementarteilersatz 3.13 einen eindeutig bestimmten
Vertreter der Form

an 0

nmy=| 0 it {020 @i =r  farl<j<n,
un | duny 4 | a1 fir 1 <j<n

Jede solche Matrix ladsst sich eindeutig als Produkt von ebensolchen Matrizen schreiben, deren
Eintrége jeweils nur Potenzen einer festen Primzahl sind. Der Satz folgt daher mit Teil (b) von
Lemma 3.16. ]

Offenbar gentigt es also zum Studium der Heckealgebra die einzelnen p-Komponenten zu be-
trachten. Dazu fithren wir die Teilmengen

LT, By) C LT, M),
(T, D) C ATy, Ay)

46Das Tensorprodukt einer gegebenen Menge von C-Vektorraumen {Vy | p prim} mit jeweils zugehdrigen Basen
By kann als der C-Vektorraum mit Basis

®rn- U (IIs)
p prim I endliche Menge \p€l
von Primzahlen

interpretiert werden.
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der C-Linearkombinationen von Linksnebenklassen I'; M beziehungsweise Doppelnebenklas-
sen I, MT,, mit ganzen symplektischen Ahnlichkeitsmatrizen M ein. Man {iberpriift leicht, dass
A (T'y, Ay) ein Unterring der Heckealgebra ist (Ubung!). Weiter setzen wir

LT, Dpp) = LT, Bup) VL (Tu, Ay),
(T, D) i= (T, Bp) N A (T, A).

Nach Teil (a) von Lemma 3.16 gilt dann

~

H(Tn, Duyp) = H(Tp, Dnp) [ X7 mit X = Ty(plan)Ty,

so dass es offensichtlich geniigt /7 (T'y,, Ay, ) zu studieren, um # (T, Ay, ,) kennenzulernen. Im
Rest dieses Abschnitts wollen wir daher den folgenden Satz beweisen.

Satz 3.19. Die C-Algebra H (T, Ay,p) wird von den n + 1 Elementen

1, 0
J
1n 0 0

(1) () (1) (2 . 0 plaj
TV (p) : Fn<0 P1n>rn und  T;7(p”) := Ty 0 210 Ty

mit 0 < j < n erzeugt. Diese Erzeuger sind algebraisch unabhiingig.

Fiir den Beweis benotigen wir einen geeigneten Homomorphimus
¢ AT, Bp) = A (L1, By1,p)

von Heckealgebren, den wir nun konstruieren wollen. Fiir r € IN und M € T',(r) betrach-
ten wir die Linksnebenklasse I'; M. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass M die
Bedingungen

. a:())n—l) _ 0’

e a;, reduziert modulo a,, fir allei € {1,...,n — 1} und insbesondere a;, = 0 im Fall

|ann|:1/
e c=0,
-1

° dén ):0.

erfillt. Im Fall |a,,,| = 1 folgt dann
(n=1)  p(n=1)
M1 = (al %n1)> S A]’Zfl/
1

und wir konnen
|det(d)|‘1Fn_1M1 fur \ann\ =1,

I',M):=
d ) {0 fur [a,,| #1
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definieren. Wir dehnen dies linear zu einer Abbildung
@ j(rn/ An) — j(rn—ll An—l)

aus. Unmittelbar aus der Definition der Multiplikation von Doppel- und Linksnebenklassen in
(3.2) ergibt sich

o(T-L)=(T) (L) firalleT € (T, Ay), L€ LTy, An). (3.4)
Hieraus und mit Ubungsaufgabe 3.3 folgt
Proposition 3.20. Die Abbildung ¢ definiert einen Homomorphismus der Heckealgebren
@ Tn,Ny) — A Ty1,0n ).

Es gilt

(@) M =0mod (a) fiireina € Nog = ¢(I',,MI',) =0,

1 0 0 0
(b) ad=rl,.1=¢ <Tn <<0 r> 1Xn—-1 (g d)) Tn) =TIy (g d> o1

Bemerkung 3.21. Aussage (a) impliziert natiirlich, dass alle Doppelnebenklassen I',, MI',,, fiir die der
kleinste Elementarteiler von M von 1 verschieden ist, auf Null abgebildet werden. Aus dem symplek-
tischen Elementarteilersatz 3.13 folgt, dass der Homomorphismus ¢ durch (a) und (b) vollstindig be-
schrieben ist.

Proposition 3.22. Die Abbildung ¢ definiert einen Homomorphismus
@ H(Tn, Dup) — A (Tu1, Due1,p)

mit den Eigenschaften

(a) ker(¢) = (Typly, ) < %Z(F,Z,An,p).

(b) Fiir beliebige k € IN und <Z Z) € Ny1,p gilt

(5 (0 &) von6 D)) 5o e

Beweis. Das ergibt sich sofort aus dem symplektischen Elementarteilersatz 3.13 und Propositi-
on 3.20. ]

Beweis von Satz 3.19. Dass die aufgezdhlten Elemente der Heckealgebra diese erzeugen, zeigen
wir per Induktion nach 7. Der Induktionsanfang n = 1 folgt (mit der offensichtlichen Notation)

A (T1, B1,p) = A (GLa(Z), GLa(Z[p ™))
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und Ubungsaufgabe 3.4. Sei nun also n > 1, und sei fiir ein gegebenes ¢ € IN

0<ki <...<ks <3,

T :=T,diag(p",...,p, p"=%, ., p"~%)I, mit {kl 4k minimal
oot ky

eine I',-Doppelnebenklasse in T, (p’), die nicht im Erzeugnis

(T (p), T (1) | j € {0,...,n = 1})q

enthalten ist. Sei ¢ unter diesen Voraussetzungen minimal. Es ist dann notwendigerweise k; =
0, da wir sonst durch p teilen konnten. Nach Teil (b) von Proposition 3.22 gilt dann

o(T) =T, diag(ka, e, pk”, pf_kz, e, pz_k”)l”n_l.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein Polynom P € C[Xj, ..., X;] mit

¢(T) = P(T" D (p), 1"V (p?),..., TV ().

Wir setzen nun

und also T — T € ker(¢). Nach Teil (a) von Proposition 3.22 ist T — T somit eine C-
Linearkombination von I';,-Doppelnebenklassen I'; AT, mit A = 0 mod (p). Fiir jede dieser
Doppelnebenklassen hat die Matrix p ' A ganze Eintriage. Wegen der Minimalitit von / ist die
durch p~!A gegebene Doppelnebenklasse im Erzeugnis

(T (p), T (p?) | j € 40,....n = 1})e

enthalten. Nach Teil (a) von Lemma 3.16 trifft dies dann auch auf I'; AT';, und insgesamt auch
auf T zu, womit der erste Teil der Proposition gezeigt ist.

Schwieriger ist der Beweis der algebraischen Unabhéngigkeit, fiir den man einen injektiven
Homomorphismus

AT, Dnp) — CIX, .., X5 (3.5)

in den Polynomring in n + 1 Variablen und ihren Inversen findet und dessen Bild als eine
geeignete Invariantenalgebra erkennt. Dies fithren wir hier nicht durch. ]
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3.3 Vertauschbarkeit von Heckeoperatoren und dem Siegeloperator

Der Siegel’sche ®-Operator war durch die Formel

(f|®)(z) = lim f (g O>

r—>00 ir

definiert worden. Hierbei war f : I, — C irgendeine Funktion, fiir die dieser Grenzwert exis-
tiert, etwa eine Siegel’sche Modulform f € M oder allgemeiner eine Siegel’sche Modulform
zu einer Hauptkongruenzuntergruppe.?” Es ist fiir unsere Zwecke vorteilhaft, den modifizier-
ten Siegeloperator

oo = tim 7 (g 9)

zu verwenden. Auch dieser Operator ist auf Modulformen zu beliebigen Hauptkongruenzun-
tergruppen von I', anwendbar. Im Spezialfall einer Siegel’schen Modulform f € M} gilt sogar

f1® = fl®o,
denn: Offensichtlich ist fiir ein beliebiges j € {1,...,n} die Matrix

0 1nj>
u .=

(1]' 0
u 0
(0 er.

Unmittelbar aus der Definition der Modularitét folgt dann fiir ein beliebiges f € M} und ein

beliebiges j € {1,...,n}
f Z(]) 0 _ f Z(]) 0
0 Z(]) 0 Z(])

und somit im Spezialfall j = 1 die Behauptung. #

unimodular und somit

Jeder Linksnebenklasse L := I';M mit M € A, konnen wir einen Operator

M} — {f:H,— C}
f = flL:=fM

zuordnen. Im Allgemeinen ist dabei f|L keine Modulform zur vollen Modulgruppe T, wohl
aber zu einer geeigneten Kongruenzuntergruppe. Der Operator @ ist also auf f|L anwendbar,
und es stellt sich die Frage nach einem Vertauschungsgesetz der Art

(fIL)|®o = (f|®o)|L mit einem geeigneten L.

Wir wihlen den Vertreter M mit (ay) g1) =0,cp = 0und (dp) él) = 0, so dass insbesondere

47Vgl. Ubungsaufgabe 1.2. Den Begriff der Siegel’schen Modulform beztiglich einer solchen Hauptkongruenzun-
tergruppe fiihrt man komplett analog zu Definition 2.6 ein.
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gilt. Die Linksnebenklasse Ly := T, _1Mj ist durch L eindeutig festgelegt. Fiir M € T,,(p?) gilt
(fIL)(z) = (det(dm))~*f (p~" (zl'am] + br'an))

ir 0\ o _ (i((am)1)?*r +z[(am)a]  (am)2z'(am)
(O z) [am] = ( A?[l]l\/[)zlzt(aM)ZM i IZVI[t(ZﬂM)ﬁI 4) '
Hieraus ergibt sich

(fIL|®o)(2) = (det(dar)) " (f|Po) (p~* (z['(ant)a] + (bar)s'(an)4))
= (det(dn)) " det((dr)s)"(f|Po|Ls) (2).

und

Wie gewiinscht gilt also

k
. a
fIL|®o = f|Po|L mit L := <( 1;1211> Ly.

Wir dehnen die Zuordnung L + L zu einer (von k abhéngigen) linearen Abbildung
L(Tn,Anp) = ZL(Tn-1,Dn-1,p)

aus. Das Bild von 7 (T, Ay, ) unter dieser Abbildung ist in #°(T',_1, A, _1,p) enthalten,

denn: Sei

T=Y LY

eine in 77 (T, An,p) enthaltene Linearkombination von Linksnebenklassen. Das bedeutet, dass
T unter Rechtsmultiplikation mit Matrizen N € I', invariant bleibt. Wenden wir dies speziell
auf Matrizen der Form N = 15 1X,,_1 N4 an, so erhalten wir

Ty = (TN)y = T4Ny

und somit
T4E%( n— 1/ n— 1,p)-

Daraus folgt sofort die Behauptung. #
Proposition 3.23. Fiir eine beliebige Modulform f € M gilt

FIT™ (p)|@ = (1+p" ) fl@| T (p).
Beweis. Nach dem soeben Gezeigten und mit f|T") (p) € M} gilt
AT (p)|@ = flo|T.

Hierbei ist T eine Linearkombination von Doppelnebenklassen in I',_1(p). Andererseits ist
T, 1(p) gerade mit der Doppelnebenklasse T("~1)(p) identisch; wir erhalten also

f’T(”)(p)]cp —c- f\CIDIT(”*l)(p) mit einer Konstanten ¢ € C.

Diese Konstante kann man durch Abzihlen der in T, (p) und I';,_1 (p) enthaltenen Linksneben-
klassen ermitteln. O
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Bemerkung 3.24. Sei M C I',(r) mit r € IN eine endliche Vereinigung von Doppelnebenklassen, und
sei f € M} eine Eigenform des entsprechenden Heckeoperators, erfiille also

flTon = Af  mit einem A € C.
Wenn der 0-te Fourierkoeffizient ag von f nicht Null ist, so gilt

A= Z det(dM)_k,
MeTl,\m

im Spezialfall M = T, (p)

A=TJa+p"",

v=1

denn: Wir schreiben
M= | |T,MY) mit ¢y = 0 fiir alle v.
v

Der 0-te Fourierkoeffizient von Af ist A - ag, der von f|Top
lim (f|Tan) (it1,) = lim (;(f MM (it1,))
=) det(dyw) Lim FMWit,))
I —00
= (Zdet(dM(y))fk) - 4.

Fiir ag # 0 folgt offenbar die erste Behauptung.

Fiir den Beweis der zweiten Behauptung schlieffen wir induktiv mit Proposition 3.23 und erhalten
. . Y (n) .
tim (f|Ton) (i#1,) = lim (F|T") (p) ) (it1,)
= fIT" (p)|®"
=[Ta+pHfle"

wie verlangt. #

Proposition 3.25. Die Siegel’sche Eisensteinreihe aus Bemerkung 2.34

Ef(z)= ) det(cmz +dy)F mitk>n+1
Merﬂ,()\rn

ist eine simultane Eigenform aller Heckeoperatoren T € (T, Ay). Wegen
g _
tll>n;> E{(itl,) =1

sind die jeweiligen Heckeeigenwerte durch die Formeln aus Bemerkung 3.24 gegeben.
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Beweis. Sei 9 eine endliche Vereinigung von Doppelnebenklassen rationaler symplektischer
Ahnlichkeitsmatrizen. Schreiben wir

Ef= ). 1M mitk>n+1,
MET,0\Ty

so folgt

EflTm= Y, Y, 1iMN= Y 1M.
NeT,\M MeT,o\T' MeT, 0\M

Wir zerlegen nun 90t in I',-Rechtsnebenklassen

m=| |[MYT, mitcyw =0 firalle v.
v

Es gibt eine Untergruppe I' C I';, o von endlichem Index mit
(MYN)=ITMW) C T, fiir alle v.
Diese Gruppe operiert auf den einzelnen Rechtsnebenklassen

rMWr, ¢ MWr,,.

Es folgt
El|Ton = [Tho:T] - Y 1M
MeT\m
=[To:T] - Y 1M
v MeTr'\M®T,
= [Tho:T] - Y MY M
v Me(MW)~ITMWN\T,
= [Tho:T] ' Y det(dy0) y 1M
v Me(MM))=ITMUN\T,
und somit die Behauptung. O

Lemma 3.26. Sei MM C T, (r) eine endliche Vereinigung von T ,-Doppelnebenklassen und d(9) die
Anzahl der in 9 enthaltenen T ,-Linksnebenklassen. Sei weiter f € S} ~. {0} eine Eigenform des Ope-
rators Top mit Eigenwert A € C. Dann gilt

nk

Al <72 -d(om),
im Spezialfall M = T, (p) also
nk n

Al <p7 2 - TTA+p").

v=1
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Beweis. Da f eine Spitzenform ist, besitzt die Funktion

(ST

|f(2)] det(Im(z))

nach Lemma 2.26 ein Maximum in IH,,. Es gibt also ein zy € H;, mit

@) < () o).

Fiir ein beliebiges M € 9t mit cj); = 0 gilt dann analog zu (1.11) insbesondere

N>

F(M{zo))| < (r~" det(dm)?)? - |f (z0)]-
Es folgt
Af(z0)] = |(fFITm)(z0)| < Y | det(da) *f(M{zo))| <7~ % -d(IM) - |£(z0)]-
e

Das Lemma folgt, da nach Voraussetzung f nicht verschwindet, so dass |f(zo)| nach Wahl
von zg grofer als Null sein muss und wir also die obige Ungleichung durch |f(zo)| dividieren
diirfen. O

Proposition 3.27. Fiir gerades k > n + 1 ist die Eisensteinreihe E} die einzige Modulform f € M}
mit

() limye f(itl,) = 1,
(i) fIT™ (p) = A(p)f mit A(p) € C fiir unendlich viele Primzahlen p.

Insbesondere ist nach Proposition 3.25 jede Modulform mit diesen Eigenschaften simultane Eigenform
aller Heckeoperatoren T € (T, Ay).

Beweis. Wir wollen die Proposition per Induktion nach n beweisen. Fiir n = 0 ist die Aussage
trivial. Wir nehmen nun an, die Aussage sei fiir n — 1 gezeigt, und leiten daraus die Aussage
fiir n her. Seien dafiir f, ¢ € M} mit den Eigenschaften (i) und (ii) gegeben. Nach den Rechen-
regeln des Siegeloperators erfiillen f|® und g|® dann ebenfalls Eigenschaft (i), und wegen
Proposition 3.23 auch Eigenschaft (ii). Nach Induktionsvoraussetzung gilt somit

fl®=E" =g|®

und also f — ¢ € S}. Nach Bemerkung 3.24 sind die Eigenwerte von f, ¢ und somit auch f — ¢

von der Form
n

AMp)=TTa+p").

v=1

Andererseits haben die Eigenwerte einer nicht verschwindenden Eigenform nach Lemma 3.26
eine echt kleinere Grofienordnung. Es folgt f = ¢ und somit die Behauptung. O
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Eine Vertauschbarkeit von Heckeoperator und Siegeloperator wie in Proposition 3.23 ldsst sich
auch allgemeiner zeigen. Genauer gilt

Proposition 3.28. Es gibt einen surjektiven Ringhomomorphismus

t%p(rn/An,p) — f~%ﬂ(rn—11An—l,p)/
T — T

mit der Eigenschaft
fIT|® = f|®|T fiiralle f € M}.
Hieraus folgt dann unmittelbar

Satz 3.29. Sei f € M} eine simultane Eigenform aller Heckeoperatoren T € 7 (I'y, Ay), gelte also
fIT = Arf mit einem geeigneten A € C

fiir alle solchen Operatoren T. Dann ist auch f|® eine simultane Eigenform aller Heckeoperatoren.

Proposition 3.28 hat aber noch eine andere bedeutende Folgerung. Denn wegen
fIT|® = f|®|T =0|T =0 firalle f e S;,Te ATy App)

lassen Heckeoperatoren offenbar den Raum der Spitzenformen S} fest. Da man zeigen kann,
dass Heckeoperatoren zu Doppelnebenklassen symplektischer Ahnlichkeitsmatrizen beziig-
lich des Petersson-Skalarprodukts selbstadjungiert sind, folgt daraus einerseits, dass S eine
Basis aus simultanen Heckeeigenformen hat, und andererseits die Heckeinvarianz des Kom-
plementraums (S} )*. Nun kann man den ®-Operator anwenden und erhilt wegen der Vertau-
schungsregel und der Injektivitdt von ® einen invarianten Raum ®((S})*). Dies reduziert den
Grad und ermoglicht uns einen induktiven Beweis fiir die Existenz einer Basis aus simultanen
Heckeeigenformen von ganz M.

3.4 Die Wirkung von Heckeoperatoren auf Thetareihen

Die Wirkung von Heckeoperatoren auf Thetareihen kann explizit angegeben werden. Der Be-
weis hierfiir beruht auf dem Darstellungssatz 3.32 fiir singuldre Modulformen. Letztere fithren
wir im Folgenden ein und leiten den genannten Darstellungssatz her.

Definition 3.30. Eine Siegel’sche Modulform

f(z) = Z acen(tz) € M}

teAy
heifSt singulir, falls ihre Fourierkoeffizienten fiir alle t € A;} verschwinden.

Bemerkung 3.31. (a) Die singuliren Modulformen bilden das Gegenstiick zu den Spitzenformen,
die ja dariiber charakterisiert sind, dass ihre Fourierkoeffizienten fiir alle t € Ay, . A;[ verschwin-
den.
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(b) Im Fall n = 1 ist eine singuliire Modulform wegen Aq ~ A = {0} stets konstant. Fiir n > 2
gibt es jedoch nichttriviale singulire Modulformen. Um ein solches Beispiel zu finden betrachten
wir ein beliebiges m € N, fiir das ein a € 2}, mit det(a) = 1 existiert. Nach Satz 2.19 ist dann
m durch 8 teilbar, und die Thetareihe

195:”)(2) = Y wilt)en(tz) fiirallez € H,
teA,

ist eine Modulform in M?,. Der Fourierkoeffizient
2

wlt) = |{s € 2" | Jalg] = 1}

zu einem t € Ay, kann nur dann von Null verschieden sein, wenn der Rang von t nicht grofler als

m ist. Fiir m < n ist ﬁgn) daher eine singuliire Modulform.

Satz 3.32. Fiir eine von Null verschiedene singulire Modulform f € M} gelten die folgenden Aussagen.

(a) Esgelten4 | kund k < 5.

(b) f ist eine Linearkombination von Thetareihen 19[(,") zu Matrizen a € 25, mit det(a) = 1.

Beweis. Sei

0#f(z)= Y awea(tz) €My

FEALNA;T

eine singuldre Modulform. Wir wéhlen unter den von Null verschiedenen Fourierkoeffizienten
a; einen aus, fiir den r := rk(#) maximal ist. Dann gibt es eine unimodulare Matrix u € U, und

eina € 2A;" mit
00
2t[u] = <O a> .

Wir wihlen jetzt t und u so, dass die Determinante det(a) minimal ist. Dann gilt
r=2k und det(a) =1, (3.6)

denn: Wir betrachten die in Ubungsaufgabe 2.2 eingefiihrte Fourier-Jacobi-Entwicklung von f

f(z) = Z Gnn—r (zgn_r),zén_r);t4)e,(t4zin_r)) fiir alle z € H,,

tieN,

¢n’n7r (Zfinir), Zénir);tzl) = Z atenfy(tlzgnir) + 2t2tZ£n7r)).
ty, tp
teA,

Schranken wir diese auf den Teilraum

{zeH, | " =0}.
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ein, so sind nach Teil (b) von Ubungsaufgabe 2.2 die Koeffizientenfunktionen

‘Pnn r leo t4 Z atey—y tlzl
ty, tp
teA,

Modulformen von Gewicht k beztiglich I';, ;. Im Spezialfall t4 = 5 gilt

(Pn,nfr (le 0; %)

(n—r)
= ﬁﬂ (Zl)/
09

N o

denn: Wenn der Koeffizient a; von Null verschieden ist, so gilt nach Wahl von r

2t = <8 ao> [u] fur geeignete a* € 2A,,u € U,.

Eine einfache Rechnung ergibt
a=a"[ul""

und insbesondere deta* % 0. Nach Wahl von a erhalten wir deta* > deta. Die Matrizen a und
a* sind also unimodular dquivalent, und wir erhalten

a n—r
¢n,n7r(zl/ 0; E) = a(g é)) Z €n7r<t12§ ))

Die in der Summation auftretenden Matrizen sind von der Form

1 (‘gag ‘ga , rx(n—r)
2 ( ag p mit g € Z ,

so dass die Behauptung folgt. #

Nach Teil (b) von Ubungsaufgabe 2.2 gilt insbesondere 195(1”4) (z1) € M};™". Die Behauptung
folgt nun mit Lemma 2.17 und Satz 2.19. #

Behauptung (a) folgt direkt aus (3.6),

denn: Zum Einen folgt aus r = 2k und r < n sofort k < 4. Zum Anderen erhalten wir 4 | k aus
det(a) = 1 und Lemma 2.18. #

Seinunty,...,t; ein Vertretersystem der unimodularen Aquivalenzklassen in
{a € 2AJ, | det(a) = 1}.
Wir betrachten dann die Funktion

a.o
©

v, (te)

Diese ist wieder singuldr und hat daher eine Fourierentwicklung der Form

flz)= Y deqtz).

tEALNAT

h
F(z) = f(z) - ; c8\"(z) mitc, =
=1
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Nach Konstruktion und Lemma 2.12 gilt

doo =0 firallea€ 2A5, mit det(a) = 1.

Oa

Andererseits gibt es nach (3.6) fiir jede von Null verschiedene singuldre Modulform einen von
Null verschiedenen Fourierkoeffizienten dieser Art. Es folgt daher f = 0 und somit Behaup-
tung (b). O

Bemerkung 3.33. Man kann zeigen, dass eine Modulform aus M} genau dann singulir ist, wenn
k < 5 gilt. Wir fiihren dies nicht durch, ein Beweis findet sich etwa in Anhang A.IV in [Fre2].

Bemerkung 3.34. Sei
f(z) =) meu(tz) €My

teAy,

eine Siegel’sche Modulform vom Gewicht k = 0 mod (4), die sich als Linearkombination
h
fz) =Y C(ﬂt(;)(z) mit t, € 2\, mit det(t;) =1 (3.7)
=1

von Thetareihen wie in Abschnitt 2.3 schreiben lisst. Gilt dann k < 7, und sind t, ..., t, paarweise
unimodular indquivalent, so sind die Koeffizienten dieser Linearkombination eindeutig durch

a.n o
)

= fiiralle ¢ € {1,...,h}

B 47 (tf )
bestimmt,

denn: Durch Koeffizientenvergleich der Fourierentwicklungen beider Seiten von (3.7) erhalten wir
h
a; = Z covy, (t)  fiirallet € Ay.
=1
Im Spezialfall t = (% tf) bedeutet dies wegen der vorausgesetzten Iniquivalenz von tq, ..., ty

h
00
a — Cc,V —
B g;un(ﬁw)

und somit die Behauptung. #

h
Cth,A(fz‘) = cpvy,(te) fiirallet € A,
u=1

Definition 3.35. Eine Modulform f € M heifit stabil, wenn es eine singuliire Modulform f € M
gibt mit

(i) 7> n,

(i) f = flo™.
Satz 3.36. Durch

M,Zw = {f € M} | f ist Linearkombination von Thetareihen 195”) € M} zu Matrizen a € 2A5;

ist offensichtlich ein Untervektorraum von M, definiert. Fiir diesen gelten die folgenden Aussagen.
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(a) Mf’ﬁ besteht genau aus den stabilen Modulformen in M.

(b) M,’Z’ﬂ wird durch Heckeoperatoren T € 5 (T, Ay ) in sich iiberfiihrt.

Beweis. Wir zeigen zundchst Behauptung (a). Nach Teil (b) von Bemerkung 3.31 und Beispiel
2.23 sind beliebige Thetareihen 195") € M} mita € 2A}, singuldr und erfiillen die Beziehung

oo = 0"V,

Hieraus folgt, dass solche Thetareihen, und somit auch alle Elemente von M,':’&, stabil sind.

Umgekehrt gibt es zu jeder stabilen Modulform f € Mj' nach Definition 3.35 eine singuldre
Modulform f € M mit#i > nund f = f|®"". Nach Satz 3.32 lasst sich f als Linearkombi-
nation geeigneter Thetareihen darstellen, so dass nach Beispiel 2.23 die stabile Modulform f in
MZ’19 liegt. Insgesamt haben wir so Behauptung (a) gezeigt.

Wir zeigen nun Behauptung (b). Seien dafiir f € M,’;’ﬂ und T € (T, Ay). Nach Teil (a) ist
dann f stabil, so dass es ein i > n und eine singuldre Modulform f € M gibt mit

fIT = (fl@"M)T.
Nach Proposition 3.28 gibt es dann ein T € 7 (T, Aj) mit

FIT = (FIT)[@™".
Nach Bemerkung 3.33 ist f|T mit f wieder singular und somit f|T nach Teil (a) stabil. Das zeigt
den Satz. ]

Wir wollen nun konkrete Formeln fiir die Wirkung von Hecke-Operatoren auf Thetareihen
herleiten. Allgemein gilt zunéchst der folgende Satz.

Proposition 3.37. Sei k < %, und sei ty,...,t; € 2A§§( ein Vertretersystem unter unimodularer
Aquivalenz mit det(t;) = 1 fiiralle ¢ € {1,...,h}. Sei weiter

by
T = ECanMj mit Cj € Cund M]' = <ﬂg/{/ dM]> SAW
] ]

ein Element der Heckealgebra 7 (T, Ay) C £ (Ty, Ay). Dann gilt

h
0, |T =) cou(T)0, fiiralle1 <L <h
u=1
mit 00
vi, (g (0 ,)801,) , (<0 0) )

bum.).

CgH(T) = ch(dethi)_k
]
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Beweis. Nach Teil (b) von Satz 3.36 liegt 9, | T in MZ"Q, lasst sich also als Linearkombination der
Thetareihen ¢, ..., ¢, schreiben. Ist die Fourierentwicklung von 9, |T durch

l9t€|T = Z age)en(tz)
te,

gegeben, so gilt nach Bemerkung 3.34 genauer

h
% ‘T = Cy (T>19t, mit ¢y (T) = .
¢ yZ:—l H 1 M Vt},(ty)

Den hier vorkommenden Fourierkoeffizienten von ¢;,|T konnen wir in Termen der Fourierko-
effizienten von ¢;, ausdriicken. Es gilt

). at(g)en(tz (9:,|T)(2) = )¢5 (detdy;)~ kﬁtz(waZ + be)dX/&)
teA, ]
= ch(deth -k Z v, (t ﬂMZ+bM)dM1)
i tGAn ]
:Ecj(deth -k Z vy, (t ”Mz+bM))
]' teA,

wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen die Konjugationsinvarianz der Spur ausgenutzt
haben. Durch die Substitution t — d M].ta;/ﬁ erhalten wir schliefSlich

) at en (tz) Zc] deth) ) vt[(deta;,é)en(tz+ta;,éij)

teA, j t mit
de. taXA;EAn
= ch(deth].)’k Y. vt[(deta;/é)en(tax/éij)en(tz).
j teSymm,, (Q) pos. semidef.

d M ta;/ﬁ, halbganz

Die Proposition folgt nun durch Koeffizientenvergleich. O

Im Spezialfall k = 2 und T = T()(p) mit p prim lasst sich die Formel aus Proposition 3.37
stark vereinfachen. Hierzu bezeichnen wir fiir jedes j € {0,...,n} mit &; ein Vertretersystem
der in der Doppelnebenklasse

L, 0
Clal2) < o b

)cLz)

enthaltenen Linksnebenklassen GL,(Z)d und schreiben

In dieser Notation gilt
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Korollar 3.38. Sei p eine Primzahl, und sei ty, ..., t, € 2A;} ein Vertretersystem unter unimodularer
Aquivalenz mit det(t,) = 1 fiiralle ¢ € {1,...,h}. Dann gilt

&, | T ( Z cou(T , fiirallel1 < £ <h

" (L, 1)
n ]+1 n) Vtg 7t]l d
CZ;{ Z p Z —

j=t ey, Vi ()

Beweis. Nach Ubungsaufgabe 3.5 gilt

r, (161 pl) n_dezg;rn< Z),

wobei b fiir jedes feste d € 2 ein Vertretersystem in der Menge
{b € Z"™" | bd~! symmetrisch}
beziiglich der Aquivalenzrelation
b1 2by = (b —b)d ez

durchlduft. Fiir beliebige d € Z"*" und t € 2/, setzen wir nun
b

wobei b das gleiche Vertretersystem durchlaufe wie gerade eben. Dann gilt nach Proposition
3.37

v () 4

e (T0(p)) = Y (detd) o(d, ). (39)

de9 Vty(t}l)

Es gilt nun die Summe o(d, %ty !d]) zu berechnen. Dafiir betrachten wir zunéchst allgemein

Summen der Form o(d, ) mitd € Z"*" und t € 2A,. Nach dem Elementarteilersatz gibt es
Matrizen u, i € GL,(Z) und ganze Zahlen dy, . ..,d, mit

udii = diag(dy,...,d,) =:n(d) und d;|d;qfurallel <j<n
und also mit

t) :;en(tbd Zen (tbiin(d Zen (" "bi)n(d) ™) = o (n(d), t[tu)).

Wir konnen daher bei der Berechnung von o(d, t) ohne Einschrankung annehmen, dass d in
Elementarteilernormalform vorliegt. Fiir eine Elementarteilermatrix d = diag(ds, ..., d,) und
ein beliebiges t € 2A,, gilt

Zd]\t]]unddj|tz]furalle1§1§]§n :>0'( )750

3.9
— o(d,t) = dpd®_,...d7, (39)
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denn: Die Voraussetzungen bedingen
En(tbd_l) =e, (d_ltb) _ e2m‘tr(d—1tb) -1

tiir eine beliebige Wahl einer ganzen Matrix b. Insbesondere folgt die erste Teilbehauptung.
Die Matrix bd ! ist offenbar genau dann symmetrisch, wenn
dj ) .
bij = d—l bﬁ firallel1 <i,j<n

gilt. Ein beliebiges System {b;; | 1 < i < j < n} ganzer Zahlen lasst sich daher eindeutig
zu einer Matrix b mit bd~! € Symm (Z) ergidnzen. Ein Vertretersystem modulo d erhilt man
durch die Forderung

0< bi]' <d; furallei < ]

Dieses Vertretersystem enthilt genaud,d>_; ...d7} Elemente, so dass die zweite Teilbehauptung
folgt. #

Hieraus konnen wir nun

jzg und (detd)ﬁa(d,;ty[fd]):p’“*é”’

schliefen, sobald die in (3.8) auftretende Zahl v, (%ty ['d]) fiir ein d € Z; von Null verschieden
ist,

denn: Wie oben schon angemerkt konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass d in Ele-
mentarteilernormalform vorliegt. Hat die Matrix

1
ti= —t,[ld
py[]

ganzzahlige Eintrége, so gilt wegen det(t,) = 1 bzw. d € Z;
p" | (detd)®> = p? und tij) = 0 mod (p).

Nun ist zum Einen die erste Teilbehauptung klar; zum Anderen sind die Voraussetzungen fiir
(3.9) erfiillt. Daraus folgt

in jU+1) j(+1=n)

(de’td)_ga(d,;ty[td]) — (p]')—% . (}7 . P2 '..-'Pj s 1n) =p 2-pz =p 2

und somit die zweite Teilbehauptung. #

Offensichtlich folgt nun das Korollar. O

Die Koeffizientenformel aus Korollar 3.38 ldsst sich noch vereinfachen. Dazu zeigen wir den
folgenden Zusammenhang zwischen den Fourierkoeffizienten der Thetareihe ¢, .
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Proposition 3.39. Sei p eine Primzahl, und sei ty, ..., t, € 2\;[ ein Vertretersystem unter unimodula-
rer Aquivalenz mit det(t,) = 1 fiiralle ¢ € {1,...,h}. Fiir beliebige £, u € {1,...,n} und 1<j<n
gilt dann
1 .

> ve(Stul'd]) = a(p,jon) - vi, (pty)

de_@]- p
mit ' ‘ .
(P =D T =1).. . (p2 - 1)

(P=D(p*=1)...(P 1 =1)

a(p,j,n) =

Beweis. Fiir ein beliebiges j € {1,...,n} setzen wir
e (L O
djr_( 0 P%)’

telg] = pt, miteinem g € Z"*"

Ist eine Darstellung

gegeben, so gilt fiir die Elementarteilernormalform 7(g) von ¢ notwendigerweise
n(g) =dsx.
Da dy und pd gl unimodular dquivalent sind, gibt es unimodulare Matrizen u, v € U, mit
ugv = pd?.
Nach Voraussetzung gilt 5 < j; es gibt also ein d~] € 7" mit
— g1 -1
ugv = pd% = d]pdj
und somit
g = u_lcfjpdj_lv_l.
Setzen wir nun § := u_lcfj und d := 'vd;, so gilt
1
tg[g] = Etﬂ[td] mitg S 7" " und d c @]
Die Proposition folgt nun offenbar, wenn wir zeigen konnen, dass die Anzahl der Matrizen d €
9;, fir die § = % ¢'d ganzzahlige Eintrége hat, genau «(p, j, n) ist. Dies priift man nach, indem
man ausnutzt, dass in die Berechnung dieser Anzahl die genaue Gestalt des Vertretersystems
9; nicht eingeht und die Behauptung fiir ein geschickt gewihltes Vertretersystem nachrechnet.

Wir fithren dies an dieser Stelle nicht durch; ein Beweis findet sich beispielsweise in Abschnitt
IV.6 von [Fre2]. O

Durch Einsetzen in Korollar 3.38 folgt sofort
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Korollar 3.40. Sei p eine Primzahl, und sei ty, ..., t, € 2A;} ein Vertretersystem unter unimodularer
Aquivalenz mit det(t,) = 1 fiiralle ¢ € {1,...,h}. Dann gilt

8, | T ( Z cou(T , fiirallel1 < £ <h
mit v (pt)
Vi, ptﬂ
c 2 .1, .
Ey Z p P ] ) Vt],(t‘u)

Wir kénnen Korollar 3.40 anwenden, um auch allgemeiner eine Beschreibung des Bilds einer
Thetareihe unter T(p) zu bekommen.

Satz 3.41. Seien m,n € N mit 8 | m, und sei p eine Primzahl. Sei weiter t1,...,t, € 2\, ein
Vertretersystem unter unimodularer Aquivalenz mit det(t,) = 1 fiiralle ¢ € {1,...,h}. Dann ist fiir
alle ¢ € {1,...,h} die Thetareihe 0, eine Modulform in M, s und es gilt

; " vy, (pty)
0T (p) = Blp,mm) - 1 o 0,
u=1 b\

mit

n{n mn %L—i’l 1 ]'*1 —1 ..
,B(P,m,n) = p (;1)_7 . Hé_flm( +p ‘ ) ﬁf?’
I[T;- Z(A4p7) fiir

Beweis. Man kann die Behauptung des Satzes vermoge des in Proposition 3.23 gezeigten Ver-
tauschungsgesetzes

01T ()| = (14 p" )87 |0 p)
zwischen T(p) und ® und der in Beispiel 2.23 gezeigten Vertraglichkeit
8, @ = o)
der Thetareihen mit dem Siegel’schen ®-Operator auf den Spezialfall n = m zuriickfiihren.

In diesem Fall konnen wir Korollar 3.40 anwenden und erhalten

" v, (pty)
9, | T ZP Ta(pjm)- Y SeP Wy,

n=1 Vt;t (tV)

Die Behauptung in diesem Fall folgt also aus der Giiltigkeit der elementaren Identitat

NI

]+1 )

s IJa+p),
j=1

a(p,j,m)=p

N\:M§

die wir in Ubungsaufgabe 3.6 zeigen. O
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3.5 Der Siegel’sche Hauptsatz

Unter Verwendung der arithmetischen Theorie der quadratischen Formen (siehe etwa [MH])
zeigt man

Satz 3.42. Sei m eine natiirliche Zahl, und seien ti1, t, zwei symmetrische gerade (m x m)-Matrizen
mit det(t;) = det(tp) = 1. Dann gibt es zu jeder natiirlichen Zahl q eine unimodulare Matrix u =
u(q) € GL,(Z) mit

t1[u] =t mod (g).

Sei ab sofort stets m € IN durch 8 teilbar. Sei weiter ty,...,t, € 2A;, ein Vertretersystem unter
unimodularer Aquivalenz mit det(t,) = 1 fiiralle ¢ € {1,...,h}.
Lemma 3.43. Fiir eine beliebige Primzahl p hiingt der Ausdruck

"o (pty)
M(p) =Y 17 G ”) fiiralle ¢ € {1,...,h}
p=1 "t \p

nicht von ¢ ab.

Beweis. Zu jedem g € Z"*™, fiir das pt,[¢~!] unimodular und gerade ist, gibt es ein u € U,
und ein p € {1,...,h} mit

ptolg '] = tulu] bzw. t,[ug] = pt;.
Die Zahl A4 (p) stimmt also mit der Anzahl der Linksnebenklassen U,,g iiberein, fiir die pt;[g ]
unimodular und gerade ist. Nach Satz 3.42 konnen wir die Vertreter ¢4, ..., t; so wahlen, dass

t=...=t;mod (2p™)
gilt. So erhalten wir die Unabhangigkeit von . O
Lemma 3.44. Fiir jeden Grad n ist der gewichtete Mittelwert

47 (tﬁ)_l
vy (b))~ v, (B) 7!

eine simultane Eigenform aller Heckeoperatoren T € (T, Ay).

h
) mgﬂt(f)(z) mit my =
(=1 ‘

Beweis. Aus der expliziten Formel in Satz 3.41 und mit Lemma 3.43 ergibt sich, dass der Mit-
telwert fiir alle Primzahlen p eine T(p)-Eigenform mit Eigenwert Ay(p)B(p, m, n) ist. Jede der
Thetareihen ¢;, und somit auch der gewichtete Mittelwert hat konstanten Fourierkoeffizienten
1. Mit Proposition 3.27 folgt daher das Lemma. O

Die Aussage des Lemmas ldsst sich noch verschirfen, da Proposition 3.27 den gewichteten
Mittelwert aufgrund seiner Eigenschaften als Eisensteinreihe erkennt. Wir haben somit die fol-
gende Variante des Siegel’schen Hauptsatzes bewiesen.

Satz 3.45 (Analytische Version des Siegel’schen Hauptsatzes). Fiir 5 =k > n + 1 gilt

h
Ei(2) = ) midy,(2).
(=1
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1. Zeigen Sie, dass (GL,(Z),GL,(Q)) ein Heckepaar ist, dass sich also jede GL,(Z)-
Doppelnebenklasse in GL,(Q) als disjunkte Vereinigung endlich vieler GL,,(Z)-Linksnebenklassen
schreiben lisst.

Aufgabe 3.2. Seien M, N € A, zwei Matrizen mit ganzen Eintriigen und ggT(det(M), det(N)) =1,
und sei A € T',, beliebig. Seien weiter fiir X € {M, N, MAN } die Elementarteiler mit

a9 a0 400 00

bezeichnet. Zeigen Sie, dass dann
= a](.]MAN) fiirallel1 <j<mn
gilt.

Aufgabe 3.3. Fiirr € N und M € T,,_1(r) ist offensichtlich

MY = ((é S) 1Xn-1 M> € Tu(r).

Zeigen Sie, dass ein Vertretersystem derjenigen Linksnebenklassen in FnMU' T, die ein Element der
Form

an
b ax *
(a ) mita = . undc =20
c d :
Ap—1n—1
0 1
enthalten, gegeben ist durch
01
01
. 10 - 0 : . -
{(My—1x ) Ts | MeVy, S= : mito= | : EVQM},
0 r Uy 1 .
n o
01 - Up—1 Un

mit
o cinem Vertretersystem Vi der in I'y_1 MI',,_1 enthaltenen Linksnebenklassen mit
detay > OQundcy =0 fiiralle M € Vi,
e fiir jedes feste ay; einem maximalen System von Vektoren V, ., so dass die Vektoren in der Menge
ay O
{<6"I 1)v|v€V,1M}

modulo r paarweise voneinander verschieden sind.
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Aufgabe 3.4. Die Heckealgebra 7 (GL,(Z),GL,(Z[p™"])) wird erzeugt von den Doppelnebenklas-
sen

GL,(Z) <1”—f 0

0 p1j> GL,(Z) mitje{1,...,n}.

Aufgabe 3.5. Zeigen Sie

1, 0 B pid b
r”(o p1n>r”_22r”< 0 d>’

wobei b fiir jedes feste d € 9 ein Vertretersystem in der Menge
{b € Z"™" | bd~! symmetrisch}
beziiglich der Aquivalenzrelation
b =2by <= (by—b)d ' ez
durchliuft.
Aufgabe 3.6. Fiir eine beliebige Primzahl p und eine beliebige natiirliche Zahl k gilt
jG+1-2K) k

2%k ,
Yop 7 alpj2k)=p-T]A+p7).
j=k j=1
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