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0 Einleitung

Im Jahr 1934 zeigten Gelfond und Schneider (s. [Schn]) unabhédngig voneinander den

Satz von Gelfond-Schneider Fiir zwei algebraische Zahlen w, p mit ¢ {0,1} und B ¢ Q ist aP
transzendent.

Daraus folgt unmittelbar die Transzendenz von
2V2 und " =07 = (-1)7,

was das 7. Problem auf Hilberts berithmter Liste aus dem Jahr 1900 16ste. Weniger beriihmt
aber genauso richtig folgt die Transzendenz der Ramanujankonstante eV163m — (—1)~V-16,
einer Zahl, die geradezu heimtiickisch nahe an der ganzen Zahl 262.537.412.640.768.744 liegt.
Genauer gilt

Hauptbehauptung
262.537.412.640.768.744 — ¢V163™ ~ 10712,

Diese Tatsache ldsst sich natiirlich numerisch auf einem modernen Computer in Sekunden-
bruchteilen beweisen. Unser Ziel ist daher auch nicht, die Hauptbehauptung einfach nur ir-
gendwie zu zeigen, sondern vielmehr einen Beweis zu finden, der uns eine strukturelle Er-
klarung fiir die Fast-Ganzheit der Ramanujankonstante gibt.

Und tatsédchlich liefern uns das Studium von Modulformen und der Theorie der komplexen
Multiplikation elliptischer Kurven eine solche befriedigende Antwort. Die Strategie ist dabei
die folgende: Zunichst zeigen wir durch Abschétzen von Fourierkoeffizienten, dass sich V1637
um weniger als 10712 vom Funktionswert der Modulfunktion j(z) an der Stelle Hzﬂ unter-
scheidet. Es stellt sich heraus, dass j(z) in einem engen Zusammenhang zu elliptischen Kur-
ven steht, genauer ist der untersuchte Funktionswert gerade die so genannte j-Invariante einer
elliptischen Kurve mit Endomorphismenring Z[@]. Die Hauptbehauptung folgt schliefs-
lich, da die j-Invariante von elliptischen Kurven, deren Endomorphismenring der Ganzheits-
ring eines imagindrquadratischen Zahlkorpers mit Klassenzahl 1 ist, ganzzahlig ist.
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2 1. Modulformen

Der Name ,Ramanujankonstante” entstand tibrigens im Jahr 1975 im Rahmen eines April-
scherzes in einem Artikel des Scientific American, siehe [Gar]. Der Autor, M. Gardner, be-
hauptete dort unter anderem, Ramanujan hétte 1914 die Ganzheit von eV163m gezeigt und
verdffentlicht. Das tut gleich zwei bekannten Mathematikern unrecht: Zum einen hat Ramanu-
jan natiirlich nie diese falsche Behauptung aufgestellt, zum anderen ist die Fast-Ganzheit von

V167 gchon 1859 von Hermite entdeckt worden. Der Name blieb jedoch haften und ist auch
nicht komplett unpassend, da sich Ramanujan in [Ram] tatsdchlich intensiv mit ganz dhnlichen

Fragestellungen beschiftigt hat. Genauer hat Ramanujan aus der Fast-Ganzheit von eV/587 gute
Néherungen von 7 hergeleitet, was auf eV 1637 iibertragen wie folgt funktioniert:

Aus der Hauptbehauptung folgt unmittelbar, dass

log((640320)3 + 744)
V163

eine plausible Naherung fiir 77 sein muss. In der Tat ist sie auf 30 Nachkommastellen genau.
Die Folge

log(n LE\/163nnJ )
v 163n

konvergiert gegen 77 und approximiert es auf d(n) Nachkommastellen genau mit

n |112|3]4|5]6|7|8]|9(10]11|12
d(n) 3028|3146 |40 |44 |48 |51 |61 |57 |59 |62

1 Modulformen

Die Behauptung ist ja, die Fastganzheit der Ramanujankonstante habe etwas mit einer be-
stimmten Funktion j(z) auf der oberen komplexen Halbebene zu tun. Bevor wir jedoch die-
se Funktion einfiihren, wollen wir an das Konzept der Modulformen zur vollen Modulgruppe
SL,(Z) erinnern und fiihren alle wichtigen Begriffe in einem Schnelldurchlauf noch einmal ein.

Fiir eine invertierbare komplexe (2 x 2)-Matrix 7 := ({ S) € SL,(R) betrachten wir die Mobius-

transformation
z+—y(z) = az+b
)= cz+d

Wie man leicht zeigt, ist diese ein Automorphismus sowohl von der komplexen oberen Halb-
ebene H := {z € C | Im(z) > 0} als auch von P}(R) := R U {oo}. Klar, dass SLy(%Z) so auf
H* := HUPY(Q) = HUQU {0} operiert. Fiir den Automorphiefaktor (cz + d) beziiglich
dieser Operation schreibt man auch (7, z).

Eine Modulform von Gewicht k € Z zur vollen Modulgruppe I'(1) = SL,(Z) ist nun eine
holomorphe Funktion auf H* mit

(Flen)(2) = j(7,2)“f(v(2)) = f(z) firalley € T(1). @)



Die Holomorphie in den Spitzen s € P'(Q) erklért sich hierbei wie folgt. Wegen (;7) € T'(1)
und (1) ist jede Modulform f invariant unter der Translation z — z 4 1 und besitzt daher eine
Fourierentwicklung im Punkt co der Art

[ee]
flz) =Y, 1, mita, € C.
n=0

Aufgefasst als holomorphe Funktion in g := ¢ konvergiert diese in der punktierten kom-
plexen Einheitskreisscheibe. Unsere Forderung nach Holomorphie von f(z) in oo ist nun nichts
weiter als die Forderung nach holomorpher Fortsetzbarkeit von f(q) nach g = 0. Die Holomor-
phie von f(z) in einer rationalen Zahl r ist nun nichts weiter als die Holomorphie von f(,(z))
in oo, wo 7, € I'(1) die Spitze r nach co abbilde. Letzteres ist tibrigens keine neue Forderung,
da I'(1) auf P}(Q) operiert und f unter dieser Operation invariant ist.

Wie tiblich bezeichnen wir den Raum der Modulformen von Gewicht k mit M; und den Unter-
raum der Spitzenformen von Gewicht k, also derjenigen Modulformen, die in den Spitzen den
Wert 0 annehmen, mit S;. Aus der Definition der Modulformen folgt unmittelbar

f,gEMkaW. Sk:>f+g€MkaW. Sk,
fEMk,gEMg:f'gGMkJrg,
feS,g€eSi = f g€ Skie,

so dass die Mengen M der Modulformen bzw. S der Spitzenformen zur vollen Modulgruppe
I'(1) die Struktur einer Algebra tragen.

Besonders interessante Modulformen sind (fiir k > 4) die Eisensteinreihen
G(z) == ), (cz+d)™F e M ()

(c,d)cz?
(cd)#(0,0)

und die Diskriminante
A(z) = (60G,)® — 27(140Gg)* € Syp.

Ein Grund dafiir ist, dass die Algebra M von G4 und Gg erzeugt wird (das ist der Struktursatz),
was zusammen mit der wichtigen Valenzformel

1 1 k ..
orde f + > ord; f + 3 ord 2xis3 + 2 ord, f = T fur alle f € M

zeT(1)\H
Z7/41'/627-(1'/3
auf die Dimensionsformel
Ed fir k > 0 und k = 2 mod (12),
dimg(My) = < [&]+1 fiirk > 0und k = 0,4,6,8,10 mod (12),
0 sonst

fithrt. Man kann nun noch zeigen, dass die Multiplikation mit A(z) ein Isomorphismus zwi-
schen Mj_1, und Sy ist; insbesondere gilt dim¢ (Sx) = dime (Mg_12).



4 1. Modulformen

Fiir den Rest dieses Abschnitts wollen wir nun die oben eingefiihrten Modulformen Gy und A
genauer kennenlernen; wir werden noch einiges Wissen tiber sie bendtigen. Zunédchst interes-
sieren wir uns fiir die Fourierentwicklung der Eisensteinreihen.

Proposition 1.1 Fiir k > 2 gilt

(27ti)?
Gok(z) = §(2k)+2 2k—1 Eﬂfzk 1 ,

wo {(s) = Y5y n~* die Riemann’sche Zetafunktion und oor_1(n) =Yg, d?=1 die (2k — 1)-te Tei-
lersumme ist. Insbesondere gilt

4
Gi(z) =2- %(1+24q+2160q2+...)
Go(z) =2+ = (1 - 504q — 16632¢°.)
=2 515 q q°-...).

Beweis. Aus der Funktionentheorie bekannt sein sollte die Partialbruchzerlegung des Kotan-
gens

fiurallez € C \ Z.

meot(nz) = )

meZ'n_%Z

Andererseits ldsst sich der Kotangens iiber die bekannten Reihen von Sinus und Kosinus leicht
nachg = e2™z entwickeln, wobei man

meot(nz) = i —2mi Y q"
n>0

erhilt. Setzen wir diese beiden Darstellungen gleich und leiten k — 1 Mal ab, so erhalten wir

1 —271i)k
I e VL @

mez " n>1

Vergleichen wir dies nun mit der Definition der Eisensteinreihe Gy, so folgt

Gaulz) = 202K) +2 Y Y (mz +n) 2

n=1mez
(3_)2 2k +2. ( 27.[1)21( . Oodelad
co) <2 (5 5
_ N\ 2k
n>1

Ganz mechanisch lésst sich daraus auch die Fourierentwicklung
A(z) = (2)12(q — 24¢* +252¢° +...)

gewinnen. Wir wollen aber noch mehr tiber die Diskriminante erfahren. Sie hat namlich fol-
gende Produktentwicklung;:



Proposition 1.2

Az) = 2m)2q[J(1—g¢")** furallez € .
n=1

Beweis. Wir halten uns an eine Arbeit von Kohnen (siehe [Koh]). Sei M(m) fiir m € IN die
Menge aller v € Z**? mit Determinante 7. Dann ist

{(g Z) lad =m, d >0, bmod (d)}

ein Vertretersystem von I'(1)\M(m) (Ubung!), insbesondere ist |T(1)\M(m)| = o1 (m).

Fir f € My setzen wir nun

Mm(f) = H f|kf)’/

YET(1)\M(m)

wo M(m) via (f|xy)(z) = (dety)¥2j(vy,z) % f(v(z)) operiert. M,,,(f) ist wohldefiniert und eine
Modulform in My, (1),

denn: Die Funktion M,,(f) ist unabhdngig von der Wahl des Vertretersystems von I'(1)\M(m),
denn fiir g € T'(1) gilt wegen der Modularitit von f

fle(gr) = (flx@)lky = fli-
Zur Uberpriifung der Modularitit von My, (f) berechnen wir fiir ¢ € T(1)

Mu(f)(gz) =TT  (dety)*j(v,g2) "f((g2))
7€r (1) \MOm)

= JI (dety)*%i(vg,2)%ji(g,2)" F((v8)(2))
yer (1) \M(m)

= (g 2)" " M (f) (2).

Schliefilich ist M,,(f) mit f offensichtlich auf H holomorph; die Holomorphie in oo gilt, da
sdamtliche Matrizen unseres Vertretersystems oo fix lassen. #

Betrachten wir nun speziell f = A. Mit demselben Argument wie fiir die Holomorphie in co
gerade eben sehen wir orde (M, (A)) = o1(m), so dass wir aus der Valenzformel sofort folgern
konnen, dass M, (A) keine Nullstellen in H haben kann. Da es auflerdem Gewicht 1207 (m) hat,
ist M,,,(A) proportional zu A% (™)1 Es gibt also ein ¢ € C* mit

cor(m)N AT = (AT = My, (A) = ([]Ah2y) =Y [T Aley- (A7) @)
g

¥ YEY

Dabei ist

(Al27) (2) = =mj(%,2) A (7(2)). ®)

1Das kann man aus dem Beweis des Struktursatzes ablesen.




6 1. Modulformen

Dividieren wir (4) durch cA%(") = [T, Al127, so erhalten wir
AN AN
o10m) 5 = DT 8hv 819 ) 800 2 0E
i

Y M #EY

Schreiben wir nun AK’(z) =271 ) 5" o anq", 50 gilt o1 (m)an = Laiger(m,n) da%,

(pm)o- 2 (GG 5)e

b mod (d)

[ee]

m i, 0z+b

_ H o 27tin

i Y e
n=0

m ad an bn

BRI DD Ve

ad=m, d>0 n=0 b mod (d)

denn:

= 27 Z Z ag,q™"
ad=m, d>0

= 27 Z aZumnq

ad=m,a>0 n=

:Zm'Z Y, a Zamzzqr.

r=04a>0, a|ggT(m,r) n=0
Die Behauptung folgt per Koeffizientenvergleich. #

Fiir n = 1 ist insbesondere a,, = 01 (m)ay fiir alle m € IN. Mit den bekannten Fourierkoeffizien-
ten von A berechnet man leicht a9 = 1 und a; = —24, so dass folgt
A/ [e)
(F)(2) =2mi(1-24 Y ai(n)q")

n=1

oo (o]
=2mi(1-24) ) mg™
m=1n=1

, =2 2mimng™
=277 — 2 2 imihdiister NS
7t — 24 "

m=1n=1

_2m—i—24i d i ”H im) .
m= 1 n=1

Leiten wir das nach z auf, so erhalten wir dquivalent, dass es ein c € C gibt mit
logA =logq+24) log(1—4q")+c.
n=1
In einer kleinen Umgebung der Eins argumentiert ist das dquivalent zur Behauptung der

Proposition; die Konstante ¢ konnen wir dabei leicht aus einem speziellen Funktionswert als
121og(27) bestimmen. O



2 Die j-Invariante

Wir interessieren uns nun fiir die j-Invariante

1728 (60G3)3(z) 1728 (60Gy)(2)
() = A(z)4 = (60Gs)? — 27(4140G6)2' ©)

Diese ist als Quotient holomorpher Funktionen eine meromorphe Funktion auf H. Mit dem-
selben Argument wie fiir M,,(A) im Beweis von Proposition 1.2 kann man zeigen, dass A in
H keine Nullstellen hat, so dass j sogar holomorph ist. Auflerdem sieht man durch Verrechnen
der Automorphiefaktoren der beteiligten Funktionen schnell, dass j invariant unter I'(1) ist.
Andererseits ist A eine Spitzenform und G4 nicht, was die Vermutung nahelegt, j habe einen
Pol in co. In der Tat gilt

Satz 2.1 j(z)=q '+ Y cug" mite, €Z
n=0
=g ' 4 744 + 196884 + . ..

Beweis. Mit den Propositionen 1.1 und 1.2 folgt direkt aus der Definition

3

o 1728 - 60° - [2%‘ 422 e (73(11)[]”}
z) = =
J @) 2T (1 — g7 )
424055 03(n)g T
qIT (1 —gm)*
woraus sich bereits ¢, = 0 fiir n < —1, c_; = 1 und die Ganzheit der iibrigen c, ablesen ldsst.

Die expliziten Werte fiir ¢, und c3 ergeben sich aus der expliziten Gestalt der g-Entwicklung
von Gy4(z) in Proposition 1.1. O

Proposition 2.2 j(IH) = C.

Beweis. Das Bild von j ist offen, da H offen und j holomorph ist. Zum Beweis der Proposition
langt es daher zu zeigen, dass j(IH) abgeschlossen ist.

Sei also 77 eine komplexe Zahl und (#;)$°, eine Folge in j(H), die gegen # konvergiert. Unser
Ziel ist nattirlich, zu zeigen, dass 7 bereits im Bild von j liegt. Dazu wahlen wir zunédchst eine
Folge (z;)$; im Standardfundamentalbereich

F={zcH|lz] 21, [Re(2)] < 5}

von I'(1) in H, die fiir alle i die Bedingung j(z;) = #; erfiillt. Wenn wir nun eine in F konver-
gente Teilfolge von (z;) fanden, nennen wir den zugehorigen Grenzwert z, dann folgte aus der
Stetigkeit von j auch schon j(z) = 7, also die Behauptung.



8 2. Die j-Invariante

Leider ist F nicht kompakt, so dass wir a priori nicht so argumentieren konnen. Andererseits ist
das einzige, was fiir uns schiefgehen kann, dass die Imaginirteile Im(#;) fiir i gegen unendlich
beliebig grofs werden, was aber nicht vorkommen kann, weil j bei co einen Pol hat, also

N
e () =

gilt, so dass in diesem Fall die urspriingliche Folge (7;) nicht konvergierte. Es gibt also eine
Schranke ¢, so dass die z; in Wirklichkeit schon in einem ,abgeschnittenen” Fundamentalbe-
reich

FNn{zeH|Im(z) <c}

liegen. Da letzterer kompakt ist, ist damit die Proposition bewiesen. O

Wir wollen nun eine Abschétzung fiir die Fourierkoeffizienten c,, von j zeigen, namlich
Satz 2.3 Fiiralle n > 1gilt ¢, < 60°(n 4 1)°(n +2)7("33)e*™Vn+1,

Beweis. Wir betrachten wieder (7) und bestimmen getrennte Abschidtzungen fiir die Fourier-
entwicklungen von Zihler und Nenner. Fiir

N(g) :=[[(1—¢") = il'rnq"

n>1

gilt dabei fiir alle n > 1 die Abschdtzung v, < etV

denn: Wegen Proposition 1.2 und der Holomorphie von A auf der offenen Einheitskreisscheibe
|9] < 1 konvergiert N(gq) ebendort. Damit konnen wir

logN(q) = —24 ) log(1—q") =24} }. % =24} m.(lqm_

m
n>1 n>1m>1 m>1 q )

betrachten, wo die letzte Gleichheit gilt, da die Reihe },,~; % auf jeder kompakten Teilmenge
der offenen Einheitskreisscheibe gleichmifig konvergiert.? Fiir reelle 0 < g < 1 gilt offensicht-
lich

mg" H(1—q) < (T4q+-+q" (1 -q) = (1-q"),

so dass wir abschéitzen konnen

9" q
m-(1=qm) ~m?-(1—4q)
Daraus folgt direkt
1 4 2.1
logN(q) <24 ) — - —— =4n" ———. 8)

2Betrachte kompakte Teilmengen der Form {q | 0 < |g| < ¢ < 1}.



Andererseits sind die 7, alle nicht-negativ, so dass (immer noch mit 0 < g < 1) fiir jedes von
ihnen

Y < Y vuq" = N(q)

n>1

gilt, woraus wir fiir 0 < g < 1 mit (8)

logy, <logN(q) —nlogq < 4m?*- 126] +n- 1;{1
folgern konnen. Um unsere Behauptung zu zeigen setzen wir g = Zn‘f nr Was wie gewiinscht

log v < 47y/n liefert. #

Betrachten wir nun die Koeffizienten §,, der Fourierentwicklung von

3
Z(q) = [1+240 ) ag(n)q”] =Y Bug"

n>1 n=1

Diese schitzen wir (recht grob) wie folgt ab. Wie man induktiv leicht zeigen kann (Ubung!) gilt

fir die dritte Teilersumme ) )
n
3 _ n(n+1)
osln) < ) = "I

Wenn wir 03(0) = 1 setzen, folgt daraus

Bn <240° Y o3(k)os(l)os(m)

k+I1+m=n
0<k,l,m<n
2 1)2 3
< 240°- (’””4”) Ak L,m) e Z2 | 0<klm<n, k+1+m=n}|
— 6037’16(11 + 1)6 (7’1 + 1)(” + 2)
2
— 60%5(n +1)° (” ; 2).

Fassen wir diese Abschidtzungen zusammen, erhalten wir

)
Cn = Z ')/k,Bm

k-+m=n-+1
km>0

< (n+2) max max
< (n+ )k§n+17km§n+1'3m

< (n+2)e™VH 1603 (5 +1)8(n +2)° (” er 3” ,

wo wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass die zuvor gewonnenen Abschitzungen fiir
die 7, und die B, monoton in n wachsen. O
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Bemerkung Asymptotisch gilt nach Petersson (siehe [Pet])

e4ﬂ\/ﬁ
T 2/

womit unsere Abschiitzung gar nicht einmal so schlecht zu sein scheint.

Cy fiur n — oo,

Wir wollen nun diese Erkenntnisse auf die Hauptbehauptung anwenden. Dazu bedenken wir,
dass g fiir z = /168 V2*163 den Wert —e~ V163 annimmt. Es lohnt sich also

1 —163 ©
](T) — —e”\/@+744+ 2 Cn(_l)n+1e—7r 163n )

n=1

=:5
zu betrachten. Hierbei ist S eine betragsméfig sehr kleine reelle Zahl, genauer |S| < 10712,

denn: Nach Satz 2.3 kénnen wir |S| durch

S| < )196884 V163 _ cze*m‘/@‘ + Y 60%(n+ 1) (n Jr2)7<ﬂ —2F3> ATV L1y 163
n=3

=:5;

abschitzen. Wie man numerisch leicht nachpriift, gilt

m 710713 < 196884 - ¢~ V163 < 8.10°13,
m 10712 < gy 2V163 2§3 6033647 .10 . e4V3-2VII)7 1 1.10712,
m Firn > 2 gilt
Spt1 (n+3)° n+3 n+4 . ARV E D)~ 163

S,  (n+19° n+2 n+2
255 6 i a)-nViEs

woraus durch Aufsummieren die Behauptung folgt. #

Hieraus kénnen wir auf die Hauptbehauptung schlieffen, wenn wir zeigen konnen, dass der

Funktionswert j(11¥-19) eine ganze Zahl ist. Um dies zu verstehen, miissen wir den Zusam-
menhang zwischen der j-Invariante und elliptischen Kurven verstehen.
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3 Elliptische Kurven

In diesem Abschnitt fithren wir elliptische Kurven iiber C ein. Die tibliche, algebrogeometrische
Definition lautet

Definition 3.1 Eine elliptische Kurve iiber C ist eine glatte iiber C definierte algebraische Kurve von
Geschlecht 1.

Wir wollen aber eine leichter zugéngliche und fiir rechnerische Zwecke besser anwendbare De-
finition verwenden. Dazu betrachten wir den n-dimensionalen projektiven Raum P"(C) tiber
dem Korper der komplexen Zahlen, also die Menge C"*! < {0} modulo der Aquivalenzrelation

P~ Qi< P=tQmitte C*.

Vertreter von Elementen von P”(C) wollen wir als (n + 1)-Tupel [zo : ... : z,] mitzp,...,z, € C
nicht alle Null schreiben.

Bemerkung Man kann sich P"(C) als die Menge der Ursprungsgeraden in C"*! vorstellen.

Sei nun I ein Ideal im Polynomring C[Xy, ..., X,], das ein Erzeugendensystem aus homogenen
Polynomen hat. Dann setzen wir

Vi :={P € P"(C) | f(P) = 0 fiir alle homogenen f € I}

und sagen, dass eine Teilmenge V' C P"(C) eine projektive Varietiit ist, wenn es ein homogenes
Ideal I mit V = V; gibt. I = I(V7) heifit dann das Verschwindungsideal von V7.

Beispiel

(a) Mit I = (0) ist P"(C) selbst eine projektive Varietiit.
(b) Mit I = (1) ist die leere Menge eine projektive Varietiit.

(c) Betrachten wir I = (X? + Y? — Z?). Die Nullstellen von X> + Y? — Z? mit Z # 0 kinnen
wir in der Form [x : y : 1] mit x = & und y = ¥ schreiben, wobei noch x> + y*> = 1 gelten
soll. Es gibt aber noch weitere Nullstellen, nimlich diejenigen mit Z = 0. Diese haben die Form
[X : +iX : 0] mit X # 0,daja [0:0:0] # P?(C) gilt; modulo Streckungsfaktoren ergeben sich
die zwei Punkte [1 : i : 0].

Wir konnen den affinen Raum C” (nicht-kanonisch) in den projektiven Raum P”(C) einbetten.
Sei nun V eine projektive Varietdt. Dann ist fiir jede solche Einbettung die Dimension von
V N C" bestimmt. Man kann zeigen (s. [Har], 1.2), dass diese Dimensionen fiir alle V N C" # &
tibereinstimmen, und so die Dimension einer projektiven Varietdt definieren.

Beispiel Im Falle von V; mit I = (X? + Y? — Z2) wiihlen wir die Einbettung (x,y) — [x : y : 1].
Dann ist nach den Uberlequngen des letzten Beispiels Vi N C? gleich dem ,Einheitskreis” {(x,y) €
C? | y> = 1 — x?}. Dieser hat Dimension 1, was somit auch die Dimension von V7 ist.
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Eine projektive Varietdt von Dimension 1 heifst projektive Kurve. Wir wollen nun eine Defi-
nition fiir elliptische Kurven tiber C als projektive Kurven mit besonders tibersichtlichen Ver-
schwindungsidealen angeben. Dass die beiden hier gegebenen Definitionen auch tatsdchlich
tibereinstimmen, zeigt man mit dem Satz von Riemann-Roch (siehe zum Beispiel in [Sil1], Ka-
pitel III).

Definition 3.2 Eine Weierstrafigleichung ist eine affine Polynomgleichung der Form
V=40 —gox — g3
mit Diskrimininante A = g5 — 27¢3 # 0. Diese definiert offensichtlich eine affine Kurve. Jede Weier-
strafigleichung ist ein Pullback einer eindeutigen Polynomgleichung
Y?Z = 4X% — 9o X 7% — g37°

unter der Einbettung C* — P2(C), (x,y) — [x : y : 1]. Eine projektive Kurve E C P?(C), deren
Verschwindungsideal durch eine derartige Polynomgleichung gegeben ist, heifit elliptische Kurve iiber
C.

Wir werden in dieser Vorlesung immer nur auf die zweite Definition zugreifen und von nun an
verkiirzend nur noch von ,elliptischen Kurven” sprechen, wenn wir ,elliptische Kurven {tiber
C” meinen.

Bemerkung Die Punkte einer elliptischen Kurve sind genau die ,affinen Punkte” fiir Z = 1 zusammen
mit einem ,Punkt bei unendlich” [0 : 1 : 0], so dass man auch einfacher mit der affinen Weierstrafsglei-
chung

Y =4x —gpx—g3
analog zum letzten Beispiel arbeiten kann, wenn man den zusitzlichen Punkt im Hinterkopf behiilt.

Der affine Koordinatenring einer elliptischen Kurve E ist durch
C[E] =C[X,Y,Z]/I(E)

gegeben. Man bemerke, dass ein Element ¢ € C[E] bis auf ein Polynom, das auf E verschwin-
det, wohldefiniert ist und so eine Funktion ¢ : E — C definiert. Der Quotientenkorper C(E)
von C[E] heifit daher auch der (rationale) Funktionenkorper von E.

Sei nun P € E ein beliebiger Punkt. Dann ist
mp = {¢ € C[E] | $(P) = 0}

ein maximales Ideal des affinen Koordinatenrings, denn die durch ¢ — ¢(P) gegebene Abbil-
dung ist offensichtlich ein Isomorphismus von C[E]/mp nach C. Die Lokalisierung C[E|p des
affinen Koordinatenrings nach mp heifit der lokale Ring von E in P und ist ein diskreter Bewer-
tungsring (siehe in einem beliebigen guten Buch iiber kommutative Algebra). Die zugehorige
(normierte) Bewertung ist dabei durch

@[E]p —)]NoU{OO},
OI‘de d
— max{d € Z | ¢ € m%}
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gegeben und ldsst sich via ordp(¢p /1) = ordp(¢) — ordp(1) auf ganz C(E) fortsetzen.

Eine wichtige Besonderheit von elliptischen Kurven ist, dass man auf ihnen auf natiirliche Wei-
se eine Gruppenverkniipfung definieren kann. Sei dafiir E ab jetzt eine fixe elliptische Kurve,
und bezeichne O € E den Punkt [0 : 1 : 0] bei unendlich. Die Divisorengruppe Div(E) von E
ist die freie abelsche Gruppe iiber den Punkten von E. Ein Divisor D € Div(E) ist also eine

formale Summe
D= Z ﬂp(P )
PeE
mit np € Z und fast allen np = 0. Der Grad eines Divisors ist die Summe deg(D) = Y pcpnp

seiner Koeffizienten. Offensichtlich bilden die Divisoren von Grad 0 eine Untergruppe von
Div(E); diese schreiben wir Div’(E). Andererseits definiert jedes ¢ € C(E) via

div(¢) = Y ordp(¢)(P)

PeE

einen Divisor in Div(E), da ¢ nur endlich viele Nullstellen und Pole haben kann.?

Die Divisoren div(¢) fiir ein ¢ € C(E) heiflen Hauptdivisoren von E. Schlie8lich heifit Div(E)
modulo den Hauptdivisoren die Divisorenklassengruppe oder auch Picardgruppe und wird
Pic(E) geschrieben.

Proposition 3.3 Sei E eine elliptische Kurve und ¢ € C(E)*. Dann gilt

(a) div(¢) = 0 genau dann, wenn ¢ € C*,
(b) deg(div(¢)) = 0.

Beweis. (a) Eine rationale Abbildung zwischen zwei projektiven Kurven C;, C; C P"(C) ist eine
Abbildung der Form f = [¢o : ... : ¢u], WO ¢y, ..., ¢n € C(C1) so gewidhlt sind, dass fiir alle
P € Cy, an denen alle ¢; definiert sind (also ordp(¢;) > 0 gilt), f(P) = [¢po(P) : ... : ¢u(P)] € C2
gilt. Eine solche Abbildung heifst ein Morphismus von Kurven, wenn zu jedem P € E ein ¢ €
C(E) existiert, so dass alle (¢ o ¢;) in P reguldr sind und es ein i gibt, so dass (o ¢;)(P) # 0
gilt.

Zu jedem ¢ € C(E) konnen wir eine rationale Abbildung

{E — P1(C),
P [p(P):1]

definieren, die explizit gegeben ist durch

o(P) = [p(P):1] falls ¢ regulédrin P ist,
N [1:0] falls ¢ einen Pol in P hat.

Diese rationale Abbildung ist sogar ein Kurvenmorphismus,

3Ein Beweis fiir letztere Aussage findet sich beispielsweise in [Har].
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denn: Sei P € E irgendein Punkt und t € C(E) beliebig mit Nullstellenordnung 1 in P, also
ein Erzeuger des maximalen Ideals mp.* Sei weiter n = min{ordp ¢,0}. Dann ist ordp(t " o
¢) > 0und ordp(t~") > 0 und (mindestens) eines der beiden sogar gleich Null, so dass nach
Konstruktion sowohl (" o ¢) als auch " reguldr sind und eine dieser beiden Funktionen in
P nicht verschwindet. #

Ein ¢ mit div(¢) = 0 hat keine Pole, so dass der zugehorige Kurvenmorphismus nicht surjektiv
ist. Andererseits sind Kurvenmorphismen immer surjektiv oder konstant,” also ¢ € C*.

Dass jedes ¢ € C* auch div(¢) = 0 erfiillt, ist klar.
(b) [Sil1], TL.3.7. 0

Wegen der Proposition ist natiirlich auch der Quotient Div’(E) modulo Hauptdivisoren wohl-
definiert; wir wollen ihn mit Pic’(E) bezeichnen.

Die Abbildung .
JE —Pic’(E)
' {P = [(P) = (O]

ist offensichtlich eine Bijektion von Mengen, so dass wir die Gruppenstruktur von PicO(E) auf
E tibertragen konnen.

Mit dem Satz von Riemann-Roch lasst sich zeigen,® dass diese Gruppenstruktur eine elegan-
te geometrische Interpretation besitzt. Dieses geometrische Gruppengesetz ldsst sich wie folgt
erkldren: Der Satz von Bézout besagt in dieser Situation, dass der Schnitt von E mit einer belie-
bigen projektiven Geraden (mit Vielfachheiten) dreielementig ist. Bezeichnen wir nun fiir zwei
beliebige Punkte P, Q € E die projektive Gerade durch die beiden oder, falls P = Q gilt, die
Tangente von E in P mit PQ und weiter den dritten Schnittpunkt von PQ mit E als R. Dann ist
die Summe P @ Q als der dritte Schnittpunkt von OR (wieder Sekante bzw. Tangente) mit E de-
finiert. Folgende Eigenschaften des geometrischen Gruppengesetzes sind sofort klar (Ubung!):

m Esist kommutativ.
m Der ausgezeichnete Punkt O ist das neutrale Element.
m Fiir einen beliebigen Punkt P € E ist der dritte Schnittpunkt von OP mit E das Inverse

OP.

Die Assoziativitdt des geometrischen Gruppengesetzes ldsst sich, wenn auch recht miihsam,
ebenfalls direkt nachrechnen; der Beweis iiber den Isomorphismus von E mit Pic’(E) ist aber
sowohl angenehmer als auch erhellender.

Eine weitere interessante Eigenschaft von elliptischen Kurven ist, dass man sie mit der Struktur
einer kompakten, zusammenhédngenden Riemann’schen Fldche versehen kann. Wir wollen dies

%S0 etwas gibt es, da C[E]p ein diskreter Bewertungsring ist.

SBeweisidee: Kurvenmorphismen schicken abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen, so dass das
Bild der ganzen Kurve nur die ganze Kurve oder ein einzelner Punkt sein kann.

®Siehe [Sil1], Kapitel ITT
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kurz skizzieren: Sei also E eine elliptische Kurve mit Weierstrafigleichung y> = 4x3 — ¢px — g3.
Diese ,erbt” eine Hausdorff’sche Topologie vom projektiven Raum IP?(C), in den sie eingebet-
tet ist. Uberdecken wir nun die Kurve mit kleinen offenen Umgebungen Up um ihre Punkte P.
Zu jedem Up konnen wir den lokalen Parameter tp € C(E), wie wir ihn im Beweis von Propo-
sition 3.3 kennengelernt haben, als Kartenabbildung wihlen. Dann sind die Kartenwechselab-
bildungen tg o t; offensichtlich analytisch. Explizit kénnen wir wahlen

tp=x(P) furalleP = [x:y:1] mlt —2y7é0

tp = y(P) fﬁralleP:[x:y.l]mlt%:uxz—gz#o, (10)
X

to = 7(0).

Wir wollen unseren kleinen Steilkurs tiber elliptische Kurven damit beenden, dass wir geeig-
nete strukturerhaltende Abbildungen zwischen elliptischen Kurven einfiihren.

Definition 3.4 Seien Eq und E; zwei elliptische Kurven und Oy und O, die zugehorigen Punkte bei
unendlich. Ein Morphismus f : E; — Ey mit f(O1) = O heifit eine Isogenie. Die Menge aller
Isogenien zwischen Eq und Ep wird mit Hom(E;, Ey) bezeichnet. Eine bijektive Isogenie heif3t auch
Isomorphismus; gilt Ey = E; und O1 = Oy, so nennen wir eine Isogenie einen Endomorphismus.
Die Menge aller Endomorphismen einer elliptischen Kurve E wird mit End(E) bezeichnet.

Beispiel Sei E eine elliptische Kurve mit Punkt bei unendlich O. Fiir jede ganze Zahl m kénnen wir
einen Endomorphismus ,Multiplikation mit m”

[m]:E—E
definieren, indem wir setzen
®r.,P firm > 0,
[m](P) =< [— ](@P) fur m <0,
@) firm = 0.

Dass die [m] Isogenien sind, kann man induktiv daraus herleiten, dass die Gruppenverkniipfung
@ : E x E — E ein Morphismus ist. Um letzteres zu zeigen, kann man aus der Weierstrafigleichung
von E eine explizite Formel fiir & ausarbeiten. Dieser sieht man dann sofort an, dass es sich um eine
rationale Abbildung handelt. Dass & auch iiberall definiert ist, verlangt noch die Betrachtung von vier
Sonderfillen. (siehe [Sil1], Theorem I11.3.6)

Fiir zwei beliebige elliptische Kurven E; und E; hat Hom(E;, E;) mit der Verkniipfung

(f +8)(P) = f(P) @ g(P)

die Struktur einer Gruppe, da (wie im Beispiel) die Gruppenverkniipfung von E; ein Morphis-
mus ist. Endomorphismen einer gegebenen elliptischen Kurve E lassen sich zusétzlich noch
komponieren, was End(E) zu einem Ring macht.
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4 Die j-Invariante einer elliptischen Kurve

Um die Ganzheit von j( 116 V2_163) einzusehen, miissen wir den Zusammenhang zwischen der

j-Invariante und elliptischen Kurven verstehen. Wir beginnen damit in diesem Abschnitt, in-
dem wir jedem Gitter A C C einen Zahlenwert j(A) zuweisen und diese Zuordnung mit der
bekannten j-Invarianten identifizieren.

Sei also A = w1Z + w,Z mit R-linear unabhéngigen wq, w, € C* ein beliebiges (vollstandiges)
Gitter in C. Wir erinnern uns, dass dann fiir den Korper K(A) der elliptischen Funktionen
beziiglich A

K(A) = C(pa) + Cpa) o
gilt, wo
1 1 1
&=+ T (Goop )
w#(0,0)

die Weierstra’sche p-Funktion zu A und ¢/, (z) ihre Ableitung ist. Die Laurententwicklung
um Null von g (z) lautet

oa(z) = 5 + i(Zn +1)Gopia(A)Z2", (11)

fir n > 2 die Eisensteinreihe vom Gewicht 2n zu A ist. Analog zu (6) fithren wir schliefflich

o 1728 - (60Gy(A))3
I = (oG, (a)7 —27 -4(140(36(/\»2

(12)

ein.

Offensichtlich ldsst sich jedes Gitter A = wyZ + w,7Z wie oben durch Multiplikation mit einem
z € C* in die Form A; = Z + 7Z mit T € H bringen.” Die Funktion ;j ist modulo solcher
Homothetie wohldefiniert, da fiir jedes z € C*

1728 - (60z4G4(A))?

jzA) = (602 2G4(A))3 — 27 - (1402 6G4(A))2 J(A)

gilt. Aus der Zuordnung j : {Gitter}/ Homothetie — C lasst sich via j(z) := j(A;) eine
Funktion auf der oberen Halbebene gewinnen. Dann gilt

Proposition 4.1 Diese Funktion j(z) ist identisch mit der gleich benannten Funktion aus (6).

7Namlich mit z = wy ! oder mitz = wy 1
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Beweis. Die Proposition folgt nach Konstruktion von j, da die analog definierten Eisensteinrei-
hen G, (z) := G,(A;) offensichtlich mit denen in (2) ibereinstimmen. O

Bemerkung Halten wir fest, dass wir den Wert j (”7 Vglég’), dessen Ganzheit wir zeigen wollen, als
j-Invariante des Gitters 7, + 1-163 V{mZ auffassen konnen.

Nun besteht andererseits ein enger Zusammenhang zwischen Gittern A und elliptischen Kur-
ven. Genauer gilt ja fiir p, die beriihmte Funktionalgleichung

O (2)? = 4pa(z)® — 60G4(A)pa(z) — 140Ge(A),

die sich leicht aus (11) herleiten ldsst. Diese sieht gerade so aus wie die affine Weierstrafsglei-
chung einer elliptischen Kurve. In der Tat gilt fiir die Abbildung
C/AN — P%(C),
P . = [oa(z) : P (2) 1 1] firz € A,
[0:1:0] firz e A

die folgende

Proposition 4.2  (a) E, := Bild(y) ist eine elliptische Kurve; es gilt also
A(A) = (60 Ga(A))® —27 - (140 Gs(A))? # 0,

(b) ¢ : C/A — Ej ist ein Isomorphismus Riemann’scher Flichen,
(c) Die meromorphen Funktionen auf C/ A entsprechen unter ¢ den rationalen Funktionen auf Ex,
(d) Das Gruppengesetz auf E liftet sich via \ zur iiblichen Vektoraddition auf C/A.

Beweis. (a) A(A) ist die Diskriminante des Polynoms F(x) = 4x> — 60G4(A)x — 140Gg(A), so
dass es gentigt zu tiberpriifen, dass die drei Nullstellen ey, e, e3 von F(x) paarweise verschie-
den sind. Nach Voraussetzung haben wir

pa(2)? = 4(pa(2) —e1)(pa(z) — e2) (pa(2) —e3).

Nun hat ja p/, bekanntermafien modulo A = w;Z + w,Z genau die Nullstellen %, %2, ;‘*’2,

so dass offensichtlich

fevezest = {oa (D) oa (2D oa (P2}

gilt. Die p-Werte rechts hangen nicht von der Wahl der Gitterbasis ab, da man die Nullstellen
von pj\ invariant auch als die komplexen Zahlen beschreiben kann, die in %A aber nicht in A
liegen. Aufierdem sind sie paarweise verschieden,

denn: Nehmen wir an, zwei von ihnen hétten denselben Wert b € C. Dann nihme o, den
Wert b mindestens viermal an, ndmlich an den zwei verschiedenen Stellen jeweils mit Vielfach-
heit mindestens 2 — die Ableitung g/, ist dort ja als verschwindend vorausgesetzt. Die Wei-
erstrafs’sche pa-Funktion ist jedoch eine elliptische Funktion der Ordnung 2 und kann daher
nach dem 3. Liouville’schen Satz nur zwei b-Stellen besitzen. #
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(b) Sowohl p, als auch g/, sind auflerhalb der Gitterpunkte von A analytisch. Daher ist 1
auflerhalb von 0 beztiglich der offensichtlichen Kartenabbildung auf C/A und der Kartenab-
©a(2)
©p(2)

bildungen (10) analytisch. Die Holomorphie in 0 folgt, da bei z = 0 holomorph ist.

Um zu zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist, nutzen wir aus, dass analytische Abbildun-
gen zwischen kompakten Riemann’schen Fliachen entweder konstant oder surjektiv sind®
und in letzterem Fall eine Uberlagerung, das heifit stetig, offen und diskret. Die Diskretheit
bedeutet gerade, dass jeder Punkt im Zielraum eine diskrete Teilmenge des Definitionsbe-
reichs ist. Man kann nun zeigen, dass die Anzahl dieser Urbilder (gerechnet mit Vielfachhei-
ten) vom gewihlten Punkt unabhéngig ist. Diese Grofle nennt man den Grad der jeweiligen
Uberlagerung. Klar, dass genau dann ein Isomorphismus vorliegt, wenn der Grad der betrach-
teten Abbildung 1 ist. Betrachten wir nun das folgende kommutative Diagramm

C/A y Er
P!(C)

wo X den Kurvenmorphismus zu X € C(E,) wie im Beweis von Proposition 3.3 bezeichne.
Offensichtlich ist X eine zweiblattrige Uberlagerung mit Verzweigung in [0 : 1 : 0] und in den
Punkten, deren Y-Koordinate verschwindet. Andererseits ist auch g, eine Uberlagerung vom
Grad 2, daja p, als elliptische Funktion Ordnung 2 hat, und hat Verzweigung in 3 A. Es folgt
die Behauptung.

(c) Mit (b) folgt die Behauptung daraus, dass die einzigen meromorphen Funktionen auf C/A
die rationalen Funktionen in p, und g, sind. Andererseits entsprechen die meromorphen
Funktionen auf C/ A ja bijektiv den A-elliptischen Funktionen auf C, fiir die wir diese Aussage
schon kennen.

(d) Seien z1,z; € C. Nach dem Abel’schen Theorem gibt es eine elliptische Funktion ¢ mit Null-
und Polstellendivisor

(¢) = (z1 + 22) — (z1) — (z2) + (0).

Nach (c) ist ¢ der Pullback ¢*f einer rationalen Funktion f. Da ¢ : C/A — Ea nach (b)
ein Isomorphismus von Riemann’schen Fldchen ist, ist " ein Isomorphismus zwischen den
Funktionenkorpern, und es gilt fiir jeden Punktz € C/A

ordy ;) (f) = ordz (" f) = ordz(¢).

Damit konnen wir die obige Gleichung via i auf die elliptische Kurve E, iibertragen und
erhalten

(f) = (#(z1 +22)) = (¥(21)) = ($(22)) + (¥(0))- (13)

8Was ja wunderbar zur entsprechenden Aussage iiber algebraische Kurven passt, die wir schon verwendet ha-
ben. Das liegt nattirlich daran, dass der hier skizzierte Zusammenhang zwischen algebraischen Kurven und Rie-
mann’schen Fldchen in grofierer Allgemeinheit gilt. Fiir einen Beweis der Aussage siehe zum Beispiel [For].
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Andererseits gilt fiir einen beliebigen Divisor D = Y pnp(P) auf Ex

D Hauptdivisor = @ npP = 0O,
j2

wo @ die Gruppenverkniipfung der elliptischen Kurve bezeichnet,

denn: Erinnern wir uns daran, dass das Gruppengesetz auf E5 vermoge der Abbildung ®
definiert werden kann, die P auf (P) — (O) schickt. Sei also D = (¢) ein Hauptdivisor wie in
der Behauptung. Dann gilt

(P npP) = ;”P((P) —(0)) = (¢) —;np(o) = (0) = (0).
P

Wenn wir dies auf (13) anwenden, fallen die Terme (f) und (¢(0)) weg und wir erhalten

¥(z1+22) = P(21) © P(22)
und damit die Behauptung O

Bemerkung Elliptische Kurven haben auch die Struktur einer Liegruppe, das heifit, sowohl Gruppen-
verkniipfung als auch Inversenbildung sind stetig. Das fiihrt dazu, dass man entlang Pfaden auf ellip-
tischen Kurven integrieren kann. Das natiirliche Differential ist hierbei %", denn sein Pullback ist das

natiirliche Differential dz auf C/ A:
dz = d@A(Z) = 1/)* (dx) .

Pp(2) y

Auf diese Weise kann man die Umkehrabbildung zum Isomorphismus  konstruieren. Seien vy, und vy,
Erzeuger der Fundamentalgruppe der elliptischen Kurve E . Dann spannen die Integralwerte

d d

2 und -

mYy 7Y

das Gitter A C C auf. Sie heiflen die Perioden von E und sind eine wichtige geometrische Invariante.
Da elliptische Kurven keine Singularititen haben, ist die Integration ansonsten wohldefiniert, und man
kann zeigen, dass

1 EA — C/ Ar
L P [Pmod A
Oy
gilt.
Kehren wir nun zur j-Invarianten zurtick. In (12) hatten wir jedem Gitter A einen Wert j(A)
zugewiesen. Dieser hiangt nur von den Groéfsen

@2(A) =60 G4(A) und  g3(A) = 140 Gg(A)
ab, so dass wir gleich fiir jedes Paar (g2, g3) € C? mit g5 — 272 # 0 einen j-Wert

1728 g3

(82,83) = 525
8 —2783
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einfithren konnen. Motiviert durch den Isomorphismus in 4.2 (b) wollen wir diesen Wert die
j-Invariante der elliptischen Kurve E(g, g3) mit (affiner) Weierstrafigleichung y?> = 4x3 —
g2x — g3 nennen. Wir sollten aber zunachst die Frage der Wohldefiniertheit kldaren: Damit die
j-Invariante einer elliptischen Kurve ein sinnvoller Begriff ist, sollte sie fiir isomorphe ellipti-
sche Kurven gleich sein. Wir miissen dafiir ein wenig ausholen und zunéchst die umgekehrte
Folgerung zeigen.

Proposition 4.3 Fiir Paare (¢2,83), (g5, 85) € C? mit g3 —27 g% # 0 # (g5)% — 27 (g4)? gilt
j(82:83) = j(82,83) = E(82,83) = E(82,83)-
Beweis. Nehmen wir an, es gelte g, g5 7# 0. Nach Voraussetzung gilt

s (85)°

$ 278 (857 —27(g5)*

Mit ¢} ist dann auch g» ungleich Null, so dass wir auf die Gleichheit der Kehrwerte schlieen
konnen und damit auf ) 5
()-(3) <=
83 &

Die Abbildung f : (x,y) — (cx, c2y) bildet dann die Weierstragleichung von E(g,, g3) auf die
von E(g5,85) ab und ist offensichtlich ein Isomorphismus von elliptischen Kurven.

Fiir g7¢% = 0 ist die Argumentation eine ganz dhnliche. O

Wir haben hiermit gezeigt, dass eine beliebige elliptische Kurve E (g2, g3) die Gestalt eines kom-
plexen Torus hat. Wir konnen ndamlich wegen der Surjektivitdt von j und Proposition 4.1 stets
ein Gitter A wéhlen, dessen j-Invariante gleich j(g2, g3) ist. Dann gilt nach der Proposition

E(82,83) = E(g2(A), g3(A)) = C/A.

Proposition 4.4  (a) Die analytischen Abbildungen g : C/ Ay — C/ Ay mit g(0) = 0 sind genau
die Abbildungen, die von Multiplikationsabbildungen der Art

{@ = C,
Z — Kz

herkommen, wo a A1 C Ay gilt.

(b) Seien Eq und E; zwei elliptische Kurven und Oy und O, die zugehorigen Punkte bei unendlich.
Fiir i = 1,2 sei E; isomorph zum Gitter C//\; mit entsprechendem Isomorphismus ; wie in
Proposition 4.2. Dann ist die Abbildung g im kommutativen Diagramm

C/A 2>/,

o s

Ey—E
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genau dann eine analytische Abbildung mit g(0) = 0, wenn f eine Isogenie ist. Analytische
Abbildungen, die Null fixieren, und Isogenien sind also im Prinzip dasselbe.

Beweis. (a) Jede analytische Abbildung g : C/A; — C/A; mit g(0) = 0 hat einen Lift §, also
eine analytische Abbildung ¢ : C — C mit §(0) = 0, fiir die das Diagramm

8

C————C

C/ N\ ?C/Az

kommutiert. Wegen dieser Kommutativitét gilt dann fiir ein festes w € Ay

m(§(z+w)) = g(m(z+w)) = g(m(z)) = m(g(2))- (14)

g ist stetig und A ist diskret, weshalb es nach (14) fiir jedes w € A; eine Konstante ¢, gibt mit

8z +w) —§(2) = co

Daraus folgt durch Ableiten, dass §’ eine Aj-elliptische Funktion ist. Andererseits ist sie als
Ableitung einer holomorphen Funktion aber auch holomorph und somit nach dem 1. Liou-
ville’schen Satz konstant. Da wir §(0) = 0 vorausgesetzt hatten, folgt § = m, mit einem a € C.
Eine weitere Anwendung von (14) zeigt, dass a A1 C A gelten muss. Umgekehrt ist klar, dass
jede solche Abbildung m, tatsdchlich eine analytische Abbildung von C/A; nach C/A; indu-
ziert.

(b) Eine Isogenie ist insbesondere ein Morphismus, also eine iiberall definierte rationale Funk-
tion, so dass mit der Form der Kartenabbildungen (10) klar ist, dass die induzierte Abbildung
g holomorph sein muss, wenn f eine Isogenie ist. Wir wollen nun auch die Umkehrung zeigen.

Nach (a) gentigt es, Funktionen ¢ mit § = m, mit a € C* zu betrachten, fiir die aA; C A, gilt.
Die induzierte Funktion auf den Weierstrafigleichungen sieht dann wie folgt aus:

. {El — b,
N loa(2) : 0, (2) 1 1] = [pa,(az) @ o), (az) 1 1],

wo wir die Funktionen 711 und 71, in der Notation unterschlagen, da die Weierstrafsfunktionen
ja schon als Funktionen auf ganz C definiert sind. Dass f tiberall definiert ist, folgt wie fiir
die andere Richtung, und dass f(O1) = O; gilt, ist mit aA; C A, klar. Wir miissen nun noch
zeigen, dass pa,(az) und @/, (az) als Funktionen in pj,(z) und ¢}, (z) rational sind. Aber
wenn wir aA; C Ay ausnutzen, sehen wir, dass fiir jedes w € A4

P, (4(z + W) = pn, (a2 + aw) = pa, (az)

gilt und ebenso die analoge Aussage fiir gy . Es sind also pa,(az) und ¢y (az) in K(A1) =
C(pa,, ¢, ), was die Behauptung zeigt. O
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Korollar 4.5 Zwei elliptische Kurven Ey = C/ /A1 und E; = C/ A, sind genau dann isogen, wenn es
ein w € C* gibt mit aAqy C Ao, und genau dann isomorph, wenn A1 und Ay homothetisch sind.

Wir kénnen nun endlich zeigen, dass der oben eingefiihrte Begriff der j-Invariante einer ellip-
tischen Kurve wohldefiniert ist. Dies gilt,

denn: Seien E(g2,93) und E(g5,g5) zwei isomorphe elliptische Kurven. Wegen der Surjekti-
vitdt der j-Funktion und Proposition 4.1 konnen wir Gitter A und A’ mit j(g2, g3) = j(A) und
j(g5,85) = j(A") wihlen. Nach den Propositionen 4.2 und 4.3 gilt dann

C/A=E(g2,8) = E(g,835) =C/A.

Nach Proposition 4.4 (b) sind also A und A’ homothetisch und haben so dieselbe j-Invariante.
#

Insgesamt haben wir in diesem Abschnitt gezeigt

Satz 4.6 Jede Isomorphieklasse von elliptischen Kurven entspricht einem komplexen Torus C/A, ge-
nauer gilt fiir je zwei elliptische Kurven E, E'

j(E)=j(E) < E=XE.

Unseren Wert j(1-163 V2_163) kéonnen wir nun als die j-Invariante einer geeigneten Isomorphie-

klasse elliptischer Kurven auffassen. Im nidchsten Abschnitt wird sich herausstellen, dass die j-

Invarianten von elliptischen Kurven mit besonders vielen Endomorphismen algebraische Zah-

len sind, was gut ist, wollen wir in unserem Spezialfall doch zeigen, dass j( -1 V2_163) eine ganze

Zahl ist!

5 Komplexe Multiplikation

Am Ende des Abschnitts iiber elliptische Kurven haben wir Endomorphismen eingefiihrt und
als Beispiel die Multiplikation [m] mit einer ganzen Zahl betrachtet. Ublicherweise hat eine
elliptische Kurve E keine weiteren Endomorphismen mehr, so dass End(E) = Z gilt. Ist End(E)
echt grofser als Z, so sagen wir, E habe komplexe Multiplikation. Wir werden bald sehen, wie
sich diese Bezeichnung rechtfertigt.

Beispiel Betrachten wir

E:y?=x—x

Dann enthilt End(E) offensichtlich ein Element

[]: (v y) = (=xiy)
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Eine direkte Folgerung aus Proposition 4.4 ist, dass fiir eine beliebige elliptische Kurve E5 wie
in Proposition 4.2
End(Ep) = {a € C|aA C A}

gilt. End(E,) ist also ein kommutativer, torsionsfreier Z-Modul, dessen genaue Gestalt (von
der Homothetieklasse von) A abhédngt. Da es ja immer ein T € H gibt, so dass A zu Z + 17
homothetisch ist, nehmen wir von ab jetzt ohne Einschrankung an, dass A von dieser Gestalt
ist. Damit konnen wir nun die Bedingung « A C A fiir die Elemente des Endomorphismenrings
umschreiben in

x-1e A und a-TEA,

also in
Ja,b,c,d€Z: wa=at+b und (at+b)Tt=cTr+d. (15)

Es gibt nun zwei Flle:

Fall 1: Wenn 7 nicht gerade Nullstelle eines quadratischen Polynoms mit ganzen Koeffizienten
ist, gilt offensichtlich 4 = 0 und also a € Z, so dass End(E,) = Z gilt.

Fall 2: Nehmen wir nun an, T € H habe ein quadratisches Minimalpolynom AX? + BX + C €
Z[X], wobei wir ohne Einschrinkung annehmen, dass ggT(A,B,C) = 1 gilt. Aus (15)
konnen wir dann sofort

aA C A — <oc:ar+bmita,b€Z A A|a>

ablesen,

denn: ,=": Wir konnen die Bedingung in (15) umformulieren zu
da,be,f €Z: a=at+b und aT2+€T+f=0. (16)

Letztere quadratische Gleichung muss ein Vielfaches von der minimalen Gleichung zu T
sein, so dass wir A | aB und A | aC haben, und insbesondere A | (a ggT(B,C)). Da aber
nach Voraussetzung ¢gT (A, ggT(B,C)) = 1 gilt, folgt A | a.

=" Wir zeigen (16). Es gilt A | a, wir konnen also 2 = Ag schreiben mit einem g € Z.
Es gilt
0= At*> + BT+ C = at® + ¢Bt + gC,

was zu zeigen war. #

Es folgt
End(Ep) 2 Z ® (AT)Z.

Bemerkung Aus dem bisher gesagten lisst sich bereits eine Aussage iiber die moglichen Grade von
Endomorphismen einer elliptischen Kurve E herleiten. Geometrisch ist nimlich klar, dass der Grad des
Endomorphismus’, der zur Multiplikationsabbildung m, : C/A — C/A mit a € C gehort, || ist.
Beispielsweise ist der Grad der Isogenie [m] durch m? gegeben. Im Fall 2 durften wir auflerdem ohne
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Einschriinkung annehmen, dass A = Z @ 1Z mit At> + Bt + C = 0 und paarweise teilerfremden
A,B,C € Z gilt. Dann war ja End(Ep) = Z & (AT)Z, so dass die moglichen Grade von Endomor-
phismen von Ea nach der geometrischen Voriiberlegung gerade die Werte der quadratischen Form

Q(X,Y) = X*>+ A(T + )XY + A?|1|*Y?

sind.

Unser Uberblick iiber die Endomorphismen elliptischer Kurven ldsst sich mit ein wenig Voka-
bular noch hiibscher formulieren. Dafiir fithren wir ein:

Definition 5.1 Eine Ordnung in einem Zahlkorper K ist ein Teilring O, der folgenden Bedingungen
geniigt:

i 1e€0,
(ii) O ist als Z-Modul endlich erzeugt,
(iii) O ®zQ =K.

Die Menge der Ordnungen von K ist beziiglich der Inklusion geordnet und hat ein maximales Element,
den Ganzzahlring Ok von K.

Bemerkung Der Ganzzahlring heifSt so, weil er aus den Elementen von K besteht, die ganz iiber Z,
also Nullstelle eines normierten Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten sind. Das ist die ,richtige”
Entsprechung von Algebraizitit auf Ringniveau, denn auf diese Weise spielt Ok in K in vielen Fragen
der Zahlentheorie die gleiche Rolle wie Z in Q. Insbesondere gibt es immer auch eine Basis des Q-
Vektorraums K, die bereits aus Elementen von Ok besteht. Diese ist dann auch eine Basis des freien
Z-Moduls Ok und heifit eine Ganzheitsbasis von Ok.

Beispiel Es stellt sich heraus, dass man fiir imagindr-quadratische Zahlkirper stets eine Ganzheitsbasis
der Form {1,7} mit K = Q(t) wiihlen kann. Diese findet man, indem man mit einem allgemeinen
Element r + s € Q(t) mit r,s € Q ansetzt und annimmt, dass dieses eine Ganzheitsgleichung T +
AT + B = 0mit A, B € Z erfiillt. Daraus lassen sich dann Bedingungen an r,s ablesen.

(a) Der Ganzzahlring des imaginir-quadratischen Zahlkorpers Q(i) ist Z[i] = Z & iZ, eine Ganz-
heitsbasis ist durch {1,i} gegeben.

(b) Anders ist das im Fall des imaginir-quadratischen Zahlkorpers Q(v/—163), wo Zi[/—163] keine
maximale Ordnung ist, da zum Beispiel « = %(1 + /—163) die Ganzheitsgleichung

> —a+41=0

erfiillt. Hier ist Z|«] der Ganzheitsring und {1, a } eine Ganzheitsbasis.

Wenden wir dies auf die Situation im zweiten Fall an, so sehen wir, dass End(Ex) = Z & (AT)Z
offensichtlich eine Ordnung im Zahlkérper Q(7) ist. Zusammengefasst erhalten wir
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Satz 5.2 Sei E, eine elliptische Kurve, und bezeichne 1 : End(Ep) — C die in Proposition 4.4 beschrie-
bene Abbildung mit Bild {a € C | «A C A}. Dann ist ((End(E)) entweder Z oder eine Ordnung in
einem imaginir-quadratischen Zahlkorper.

Interessant ist jetzt auch die umgekehrte Frage: Wann ist End(E, ) isomorph zu einer gegebe-
nen Ordnung O eines imagindr-quadratischen Zahlkorpers K? Wir ndhern uns dieser Frage in
einer Reihe von Lemmata.

Um nicht Ordnungen in Zahlkérpern in aller Ausfiihrlichkeit studieren zu miissen, schranken
wir uns zur Beantwortung dieser Frage auf den Fall O = Ok ein. Da alle Kérpererweiterungen
von Q) separabel sind, folgt mit dem Satz vom primitiven Element, dass K von der Gestalt
Q(7) mit T € Cist. Da K als imagindr-quadratisch angenommen war, ist T nicht reell, und wir
konnen ohne Einschriankung annehmen, dass {1, 7} eine Ganzheitsbasis von Ok ist.

Lemma 5.3 Ist ein Ring R C C isomorph zu Ok, dann gilt schon R = Ok.

Beweis. Nennen wir den Isomorphismus ¢ : R — Og. Da Ok ein Ring mit Eins ist, gilt
¢(1) = 1g. Da ¢ ein Isomorphismus ist, folgt ¢(Z) = Z. Andererseits hatten wir ja R C C
angenommen, weshalb 1z = 1 € Z ist und sogar ¢(Z) = Z gilt.

Jedes 7 € Ok \ Z ist nun Nullstelle eines irreduziblen normierten quadratischen Polynoms
P,(X) = X* + AX + B € Z[X]. Die andere Nullstelle'’ dieses Polynoms lautet y’ := —A — 7,
was ebenfalls in Ok liegt. Wenden wir nun ¢ auf P, an, so sehen wir, dass {¢(17), ¢(1")} =
{n,71'} gilt. ¢ vertauscht also schlimmstenfalls Nullstellen von quadratischen Polynomen mit-
einander, und es gilt in jedem Fall R = Ok. O

Lemma 5.4 Falls End(E,) = Ok gilt, so gibt es eine Homothetie zwischen A und einem Untergitter
von Ok.

Beweis. Sei ohne Einschrankung A = Z & nZ. Aus der Annahme folgt mit dem vorigen Lemma
sofort ((End(EA)) = Ok, so dass insbesondere T C A gilt, oder ausgeschrieben, dass es a,b €
Z,b#0,gibtmit T =a-14b-7y. Wir konnen dies umformen zu

= %(T—a)-

Ganz offensichtlich ist also A homothetisch zu einem Untergitter von Ok. O

Ein Untergitter von Ok ist eine abelsche Gruppe. Aufierdem ist das hier relevante Untergitter
abgeschlossen unter Multiplikation mit Elementen von Ok, denn wir haben soeben im Beweis
von Lemma 5.4 gesehen, dass es ganze a4, b mit T = a -1+ b - 7 gibt, so dass in der Notation von
Lemma 5.3 gilt:

Das fragliche Untergitter ist also ein Ideal von Ok. Es gilt sogar

Die Bezeichnung , komplexe Multiplikation” sollte nun klar sein.
19Das sieht man leicht mit Polynomdivision.
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Lemma 5.5 Genau dann ist ((End(Ep)) = Ok, wenn es eine Homothetie zwischen A und einem Ideal
N von Ok gibt.

Beweis. Die Hinrichtung haben wir bereits gezeigt. Gibt es andererseits eine Homothetie zwi-
schen A und einem Ideal A’ < Ok, so folgt mit der Idealeigenschaft und ((End(Ex)) = {a €
C | aA C A} sofort, dass Ok eine Untergruppe von ((End(E,)) ist. Es bleibt zu zeigen, dass
{(End(EA)) nicht groer als Ok sein kann.

Sei dafiir A’ = w1 Z @ wyZ und « € ((End(E,)). Dann gibt es ¢,d € Z mit
xwi = cwq + dwo,

dajaaA C A giltund A’ und A sich nur um einen Faktor aus C* unterscheiden. Insbesondere
giltalsow € Q(w1, w2) € Q(7) = K. Andererseits ist « nach Satz 5.2 als Element einer Ordnung
eines algebraischen Zahlkorpers ganz {iber Z, so dass « bereits in O liegen muss. O

Um diese Ergebnisse nett zusammenzufassen, lohnt es sich, den Ganzzahlring Ok noch besser
kennenzulernen und dafiir ein paar Begriffe aus der algebraischen Zahlentheorie einzufiihren.

Als Gitter in C ist Ok nullteilerfrei und noethersch, das heifst, jedes Ideal ist endlich erzeugt. Da
fiir drei Ringe R, S, T mit S ganz iiber R und T ganz iiber S immer auch T ganz tiber R ist (siehe
Satz (2.4) in [Neu], Kapitel I), ist Ox auch ganzabgeschlossen in seinem Quotientenkérper, also
K, enthilt also alle Elemente von K, die ganz tiber Ok sind. Zu guter Letzt ist in Ok jedes von
Null verschiedene Primideal ein maximales Ideal,

denn: Sei p ein solches Primideal. Dann ist p N Z ein von Null verschiedenes Primideal (p) < Z:
Die Primidealeigenschaft ist klar, und andererseits gibt es immer ein 0 # a € p, das eine
Ganzheitsgleichung

o’ +Anx+B=0

mit A,B € Z und B # 0 erfiillt. Das zugehorige B liegt dann bereits in p N Z, so dass p N Z
nicht Null ist. Der nullteilerfreie Ring Ok /p entsteht aus Z/pZ durch Ringadjunktion eines
algebraischen Elements, namlich der Restklasse modulo p der Elemente der Ganzheitsbasis,
und ist also ein Korper. Daher ist p ein maximales Ideal. #

Ein Ring mit den aufgezédhlten Eigenschaften heifst auch Dedekindring. Fiir diese gilt eine sehr
schone Verallgemeinerung der eindeutigen Primfaktorzerlegung, die wir von den ganzen Zah-
len kennen. Definieren wir ndmlich das Produkt zweier Ideale a, b eines Dedekindrings R als

ab = {Zﬂciﬁi | K €a, ,Bi € b},
i
so gilt

Proposition 5.6 Jedes von (0) und (1) verschiedene Ideal a eines Dedekindrings R besitzt eine bis auf
die Reihenfolge eindeutige Zerlegung

a=py-... pr

in Primideale p; von R.
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Beweis. [Neu], §1.3 O

Bemerkung Das kompliziertere Konzept einer Zerlequng in Primideale und nicht Primelemente ist
notig, da fiir Zahlkorper K letztere nicht eindeutig wire. So hat zum Beispiel die Zahl 6 zum Beispiel in
Z[/—5] zwei Zerlegungen in irreduzible Elemente:

6=2-3=(14++v-5)-(1—+=-5).
Das liegt daran, dass beispielsweise das Ideal (2) nicht prim ist, sondern von
(2,1—-v-=5)={a+bv-5|abeZ, a=bmod (2)}

geteilt wird. Ein Grund fiir das Missgliicken der elementweisen eindeutigen Primfaktorzerlequng ist
also, dass Z[+/—5| kein Hauptidealring ist.

Man kann zu einem Ideal a # (0) eines Dedekindrings R ein multiplikatives Inverses
a ! = {a € Quot(R) | aa C R}

einfiihren. Die Menge der Ideale samt ihrer Inversen ist gerade die Menge der endlich erzeug-
ten R-Untermoduln von Quot(R) und heiit die Menge der gebrochenen Ideale von Quot(R).
Die Multiplikation und Inversenbildung lassen sich auf diese Menge fortsetzen und geben ihr
die Struktur einer Gruppe, der Idealgruppe Ix von K (siehe Satz (3.8) in [Neu], Kapitel I). Wie
wir in der Bemerkung gesehen haben, kann das Vorhandensein von Idealen, die keine Haupt-
ideale sind, ein Anzeichen dafiir sein, dass die elementweise eindeutige Primfaktorzerlegung
schiefgeht. Daher studiert man die Idealklassengruppe

Clx = Ix/{Hauptideale}

und betrachtet ihre Ordnung, die Klassenzahl hx von K, als ein Maf3 dafiir, ,wie sehr” Ok
nicht faktoriell ist. Mit Minkowskitheorie kann man zeigen, dass sie immer eine endliche Zahl
ist, siehe zum Beispiel Theorem (6.3) in [Neu], Kapitel L.

Wieder zurtick bei unserem eigentlichen Problem sehen wir direkt aus der Definition der Ide-
alklassengruppe, dass zwei Gitter A, A’ < Ok genau dann zu isomorphen Kurven E5 = E,/
fiihren, wenn sie in derselben Idealklasse liegen. Zusammengefasst haben wir in den Lemmata
5.3 bis 5.5 gezeigt:

Satz 5.7 Sei K ein imaginir-quadratischer Zahlkorper mit Ganzzahlring Ok. Dann gibt es eine (1 : 1)-
Korrespondenz zwischen den Isomorphieklassen elliptischer Kurven mit Endomorphismenring isomorph
zu Ok und der Idealklassengruppe Clx. Insbesondere ist die Anzahl der Isomorphieklassen gerade die
Klassenzahl hg.

Wir wollen nun diesen Satz nutzen, um zu zeigen, dass die j-Invarianten von elliptischen Kur-
ven mit komplexer Multiplikation algebraische Zahlen sind. Dazu sei ¢ ein beliebiger Auto-
morphismus in Autg(C). Dieser operiert auf der Menge aller elliptischen Kurven (iiber C)
durch

E=E(g2,8) — E” = E(g3,85),

was zwei wichtige Konsequenzen hat:
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mSei f = [¢o : ¢1 : ¢2] mit ¢; € C[E] = C[X,Y, Z]/I(E) ein Endomorphismus von E. ¢
operiert tiber die Koeffizienten auf C[X, Y, Z] und schickt offensichtlich I(E) nach I(E”).
Das fithrt zu wohldefinierten Elementen ¢¢ von C(E”) und also zu einer rationalen Ab-
bildung
f7 =196 : 91 - 5]
auf E7, die f7(P?) = f(P)’ fur alle P € E erfiillt, also auch Werte in E” annimmt. Dass
f7 auch eine Isogenie ist, folgt, weil ¢ invertierbar ist und Og- festlédsst. Insgesamt haben

wir also gezeigt:
End(E) = End(E7).

m Da j(E) eine rationale Funktion in gy, 3 ist, gilt auch
JET) = (J(E))".
Diese konnen wir benutzen, um den folgenden Satz zu zeigen:

~

Satz 5.8 Sei K ein imaginir-quadratischer Zahlkorper und E eine elliptische Kurve mit End(E) = Ok.
Dann ist j(E) eine algebraische Zahl, genauer gilt

[QG(E)) - Q] < hg,

wo hy die Klassenzahl von K ist.

Beweis. Wie wir gerade eingesehen haben, gilt fiir alle ¢ € Autg(C)
End(E?) = End(E) = Ok.

Andererseits gibt es nach Satz 5.7 genau hg verschiedene Isomorphieklassen von elliptischen
Kurven, deren Endomorphismenring zu Ok isomorph ist, so dass

|{ Isomorphieklasse von E’ | o € Autq(C)}| < hg
gilt. Da j nach Satz 4.6 Isomorphieklassen elliptischer Kurven parametrisiert, folgt
[{/(E?) | o € Autg(C)}] < hk

und damit wegen j(E?) = (j(E))“ der Satz. O

6 Riemann’sche Flachen

Bevor wir nun zeigen konnen, dass die j-Invarianten von elliptischen Kurven mit komplexer
Multiplikation sogar ganze algebraische Zahlen sind, also eine Ganzheitsgleichung mit Koef-
fizienten in Z erfiillen, miissen wir ein bisschen ausholen und erkennen, dass die Quotienten
I'\H fiir diskrete Untergruppen I' von SL(R) ,fast” die Struktur einer Riemann’sche Fliche
tragen. Wir werden in diesem Abschnitt nicht alles beweisen und vereinfachend immer I als
Untergruppe von SL;(Z) von endlichem Index ansehen.
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Wir betrachten nun statt der oberen Halbebene H die erweiterte obere Halbebene
H* = HUPY(Q).

Wir konnen die SL; (R)-Struktur von H auf die erweiterte obere Halbebene fortsetzen, indem
wir fir die Matrizen ¢ := ( Z) € SLy(R)

a(—g) = oo und /(o) :% falls ¢ # 0,

0(00) = o0 fallsc =0
setzen. SLy (RR) operiert auf diese Weise sogar transitiv auf P! (IR) und SL,(Z) ebenso auf P!(Q),
denn: Klar, dass SLy(Z) operiert. Die Transitivitit folgt, da fiira € {—1,0,1}

<(1) :i)(a):oo

gilt und es fiir ; € Q mit teilerfremden r,s € Z ganze Zahlen a,b mit ar + bs = 1 gibt, so dass

Zvon
ab
( > € SL2(Z)
—sr
nach oo geschickt wird. Die Behauptung fiir SL,(R) ldsst sich genauso zeigen. #

Wir wollen nun den Quotienten I'\H* mit einer Topologie versehen. Dazu geben wir zunéchst
zu jedem Punkt von H* eine Umgebungsbasis an: Wir betrachten die Umgebungen

m offene Kreisscheiben in H mit Mittelpunkt z € H,
m {0} U{z € H|Im(z) > c} fiir alle positiven c € R,

m offene Kreisscheiben in I mit Tangentialpunkt s € Q.

Auf diese Weise sind die offenen Umgebungen von rationalen s gerade die Bilder der offenen
Umgebungen von co unter I'. Wir erhalten so offensichtlich eine Hausdorff’sche Topologie auf
H*, und jedes Element von I" operiert als Homdomorphismus auf H*.

Wir statten I'\IH* mit der Quotiententopologie zu der auf H* eingefiihrten Topologie aus. Deren
offene Mengen sind durch

{u CT\H* | 7~ 1(U) ist offen in H*}

gegeben, wo 7t die kanonische Projektion von H* nach I'\IH* ist. Dann ist I'\IH* mit der gerade
eingefiihrten Topologie ein zusammenhdngender, kompakter Hausdorffraum (siehe Abschnitt
4.5 in [Kas] fiir den Beweis der Hausdorff-Eigenschaft).

Bevor wir nun eine komplexe Struktur auf I'\IH* definieren, teilen wir noch die Punkte der
erweiterten oberen Halbebene in Klassen ein. Wir werden zu jedem Bildpunkt 77(z) mit z € H*
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eine Karte definieren, und das wird innerhalb jeder solchen Klasse auf dieselbe Art und Weise
geschehen. Man unterteilt zunichst die Elemente von SL,(RR) in drei Typen. ¢ € SL(R) heif3t

parabolisch, falls tr(c) = £2 und 0 # +1,
elliptisch, falls | tr(0)| < 2,
hyperbolisch, falls | tr(o)| > 2.

Fir eine Untergruppe I' < SL,(Z) von endlichem Index nennt man dann einen Punkt z €
H elliptischen bzw. parabolischen Punkt von I', wenn es ein elliptisches bzw. parabolisches
Element o € I' gibt mit 0(z) = z. Parabolische Elemente heilen auch Spitzen.

Beispiel Sei I' = SLy(Z). Dann ist oo eine Spitze, denn

<(1)1>(oo):oo und tr<(1)1>:2.

Wegen der Transitivitit der Operation von SLy(Z) auf P1(Q) und der Konjugationsinvarianz der Spur
ist damit auch jede rationale Zahl eine Spitze von SLy(Z). Mit dem Satz von der Jordan’schen Normal-
form sieht man ein, dass dies alle Spitzen sind, was die bisherige Sprachregelung rechtfertigt.

27i/3

Auflerdem ist 0 = e ein elliptischer Punkt, denn

(_11 B) (@)=¢ und tr (_11 B) -1

Man kann zeigen, dass ¢ und i bis auf SL,(Z)-Aktion die einzigen elliptischen Punkte sind.

Fiir jedes z € H* gibt es eine Umgebung U, so dass fiir den StabilisatorI', = {c € T' | 0(z) = z}
vonzinT
Io={ceTl|oU)NnU # o}
gilt,
denn: Der Stabilisator ', von oo besteht offensichtlich genau aus den Matrizen ¢ € I', deren

Eintrag ¢ unten links gleich Null ist. Daraus folgt, dass I' zyklisch ist und modulo +1, von ei-
nem Element der Form + (é ;’) erzeugt wird. So hdngt dann |c| nur von der Doppelnebenklasse

I'woT« ab, denn
1rh ' ab . 1sh\  [**
01 cd 0 1) \cx/)

Wegen I’ C SL,(Z) gilt |c| > 1 fur alle o = (fg) € I' \ I'. Es folgt also fiir jedes solche o

Im(z) Im(z) < Im(z) < 1

" Jez+d2 ~ (PRe(z)? + 2cdRe(z) + d2) + 2Im(z)2 ~ 2Im(z)? ~ Im(z)’

Im(o(z))

Wir setzen U = {z € H* | Im(z) > 1}.Furo € I' \ T und z € U gilt dann Im(c(z)) < 1, was
die Behauptung fiir z = oo zeigt.

Fiir eine beliebige Spitze s vonT, gilts € Q, daja T < SL,(Z) angenommen war. Es gibt daher
eine Matrix ¢ € SL(Z), die s nach oo schickt. Die Behauptung fiir s folgt, wenn wir mit ¢
konjugieren.
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Sei nun z € H. Wegen der Transitivitdt der SL,(RR)-Aktion auf H gibt es ein T € SL(R)
mit 7(i) = z. Wegen Stab(SLy(R);i) = SO,(R) ist der Stabilisator von z in SLy(R) durch
7-S02(R) - 771 gegeben, also isomorph zu R/Z, also kompakt. I'; ist nun der Durchschnitt
dieses Kompaktums mit der diskreten Menge I' und von daher endlich und als Untergruppe
von R/Z sogar zyklisch.

Andererseits sind die einzigen Matrizen in SL,(C) mit endlicher Ordnung diejenigen, deren
gg) mit einer Einheitswurzel { annimmt; solche Matrizen
sind also immer gleich £, oder elliptisch. Es folgt daher, dass I'; fiir nicht elliptisches z € H

maximal £+, enthilt.

Jordan’sche Normalform die Gestalt (

Sei nun F ein Fundamentalbereich von I' in H, dessen Abschluss z enthalt. Ist z nicht elliptisch,
so ist der Stabilisator ja (mehr oder weniger) trivial, und wir kénnen ohne Einschrankung an-
nehmen, dass z im Inneren von F liegt. Ist z elliptisch, so betrachten wir

I'.(F)={c(w)|ocel, we F}.

Das ist offensichtlich eine zusammenhangende Teilmenge von H, die z enthélt. Da I'; ja schon
alle o € T enthilt, die z fest lassen, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass z im
Inneren von I';(F) liegt. In beiden Fallen wihlt man nun U als eine Umgebung von z, die
bereits gianzlich in F bzw. I';(F) liegt. Die Behauptung folgt nach Konstruktion. #

Daraus folgt, dass wir eine natiirliche Einbettung I',\U — TI'\H* haben, und dass I';\U eine
offene Umgebung von 71(z) in I'\IH* ist, wo 7t : HH* — I'\IH* die kanonische Projektion bezeich-
het,

denn: Die vorige Behauptung zeigt gerade, dass Punkte in U genau dann I'-dquivalent sind,
wenn sie I';-dquivalent sind. Auf diese Weise kénnen wir I';\U mit der Teilmenge 77(U) von
['\H* identifizieren. #

Wir definieren eine offene Uberdeckung von T'\IH*, indem wir zu jedem Punkt z eine offene
Umgebung samt Homdomorphismus nach C konstruieren. Dies handhaben wir unterschied-
lich, je nachdem, ob der Punkt z elliptisch, parabolisch oder keines von beiden ist.

(a) Ist z weder elliptisch noch parabolisch, so ist I'; trivial oder gleich {£1,}, so dass die Ab-
bildung 7 : U — T,\U ein Homéomorphismus ist.!’ Wir nehmen die Karte (T,\U, 7~ !)
in die komplexe Struktur von I'\H* auf.

(b) Ist z elliptisch, so betrachten wir die zum Stabilisator I'; gehorige Gruppe I'; := (T, -
{£L})/{£L} der Mobiustransformationen. Sei A der holomorphe Isomorphismus von
H auf die Einheitskreisscheibe D, der z auf 0 schickt. Ist ', von Ordnung 1, so besteht
offensichtlich AT;A~! aus den Transformationen

wv—>€kw mitk:011,--.,n—1und§:ezm/”,

Dann ist durch ¢(7t(z)) := A(z)" ein Homdomorphismus ¢ : I';\U — C mit offenem
Bild gegeben; wegen der n-ten Potenz ist das wohldefiniert. Wir nehmen auch (I';\U, ¢)
in unsere komplexe Struktur auf.

HBemerke, dass I, trivial operiert!
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(c) Ist z = s schlieBlich eine Spitze von I, so gibt es ja ein ¢ € SL(Z) mit ¢(s) = co. Dann ist

oot (ehh = (£ (g 1) Imez)

fiir eine positive ganze Zahl h. Wir kénnen einen Homéomorphismus ¢ von I';\U in
eine offene Teilmenge von C definieren, indem wir ¢(7t(z)) := e27(¢°2)/" setzen, und
(Ts\U, @) in unsere komplexe Struktur aufnehmen.

Wir miissen nun noch zeigen, dass die Kartenwechselabbildungen holomorph sind. Das ist klar
tiir zwei Karten, die beide weder zu einem elliptischen Punkt noch zu einer Spitze gehoren. Sei
also nun z € H weder elliptisch noch parabolisch mit einer Umgebung U, wie in (a) und
auflerdem s eine Spitze von I' mit ¢(s) = oo und Umgebung U, wie in (c). Dann ist die Karten-
wechselabbildung ¢ o 7 fiir ein w € 7w~ ((,\U,) N (Ts\Us)) durch

(g0 7)(w) = )’
gegeben und offensichtlich holomorph. Der Rest wird genauso gezeigt, so dass wir zusammen-
gefasst erhalten:

Satz 6.1 T'\H* ist eine zusammenhingende, kompakte Riemann'sche Fliiche.

Beim Studium von Riemann’schen Fliachen wird man unweigerlich auf das Studium ihres
Funktionenkorpers, also des Korpers der meromorphen Funktionen auf ihnen, gestofsen. Die-
ser sieht wie folgt aus:

Korollar 6.2 Die meromorphen Funktionen auf T\IH* entsprechen bijektiv den T-invarianten mero-
morphen Funktionen H* — C, also den I'-modularen Funktionen auf H*.
Beweis. Das kann man mit den jeweiligen Kartenabbildungen nachrechnen. O

Besonders interessiert uns hier natiirlich der Fall von T’ = I'(1). In diesem Fall gilt:
Lemma 6.3 Der Korper der T'(1)-modularen Funktionen wird iiber C von der j-Invarianten erzeugt.

Beweis. In Abschnitt 4 haben wir gezeigt, dass die j-Invariante zweier Gitter genau dann gleich
ist, wenn es eine Homothetie zwischen ihnen gibt, und dass diese Homothetieklassen von Git-
tern der Form Z + 77 mit T € H représentiert werden. Seien andererseits Z + 7Z und Z + 7'Z
zwei solche Gitter. Sind diese zueinander homothetisch, so gibt es ein « € C* mit

{at,a} ist Basis von Z + T'Z
{7/,1} ist Basis von a (Z + 7Z) .

Da die Basiswechsel eines (vollstindigen) Gitters in C durch ganzzahlige Matrizen gegeben
sein miissen, gibt es dann M, N € 722 mit

(1) es) e v ()= (3)
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also

(1) = (3)

Da {1, 7} eine R-Basis von C ist, folgt damit NM = I und insbesondere det(M) = det(N) =
+1. Da 7 und 7’ beide in der oberen Halbebene liegen, folgt det(M) = det(N) = 1, also
M, N € SL,(Z). Liest man nun (17) zeilenweise, so folgt, dass zwei Gitter Z + tZ und Z + 7'Z
mit 7,7 € H genau dann zueinander homothetisch sind, wenn es ein ¢ € I'(1) mit (1) = 7/
gibt.

Andererseits haben wir in Proposition 2.2 bereits j(IHH) = C gesehen. Damit definiert die j-
Invariante offensichtlich eine Bijektion

j:T(1)\H — C.

Diese wollen wir nun ausnutzen, um zu zeigen,'? dass jede I'(1)-modulare Funktion f bereits
eine rationale Funktion in j ist. Tatsdchlich wird dank der Bijektivitit von j durch die Gleichung

R(j(z)) := f(2)

eine Funktion R : C — P!(C) wohldefiniert. Sei nun zy € H ein Punkt, in dem die Ableitung
von j nicht verschwindet. Wenn aulerdem f(z¢) endlich ist, folgt aus dem Satz fiir umkehrba-
re Funktionen, dass R in einer offenen Umgebung von j(zp) analytisch ist. Aus der bekannten
Reihenentwicklung von j schliefSt man, dass es eine Konstante C > 0 gibt, so dass fiir alle z mit
Im(z) > C die Ableitung von j nicht Null wird. Da die Ableitung einer Modulfunktion eine
meromorphe Modulform vom Gewicht 2 ist,'® hat somit f’(z) im Standardfundamentalbereich
F nur endlich viele Nullstellen. Da andererseits f in / nur endlich viele Pole haben kann, folgt
mit der obigen Argumentation, dass R im Komplement einer endlichen Punktmenge analytisch
ist. Mit dem Satz von Casorati-Weierstrafs folgt, dass diese Ausnahmepunkte keine wesentli-
chen Singularitdten sein konnen,

denn: Sei U C H eine offene Umgebung eines Punktes zp € H mit f(z9) # oo. Nach dem Satz
von der Gebietstreue ist dann auch j(U) offen. W&hlt man U klein genug, soist R(j(U)) = f(U)

nicht dicht in C. #
Ersetzt man f durch 1/ f, so erhdlt man, dass R in C meromorph ist. Analog erhélt man auch
die Meromorphie in co, was die Behauptung zeigt. O
7 Ganzheit

Im Abschnitt tiber komplexe Multiplikation haben wir gezeigt, dass die j-Invariante j(E) einer
elliptischen Kurve E mit komplexer Multiplikation eine algebraische Zahl ist. Aber es gilt noch
mehr, ndmlich

Satz 7.1 Die j-Invariante j(E) einer elliptischen Kurve E mit komplexer Multiplikation ist eine ganze
algebraische Zahl, erfiillt also eine Ganzheitsgleichung iiber Z.

12Vergleiche Theorem 2.11 in Kapitel VI von [FB].
13Denn aus f(0(z)) = f(z) folgt mit der Kettenregel f/(z) = f'(c(z))0’(z) = (cz +d)2f' (0(z)).
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Es gibt mehrere bekannte Beweise fiir diesen Satz; allein in [Sil2] lassen sich drei verschiedene
finden. Derjenige, den wir fithren werden, hat den Vorteil, nicht allzu tief in die Theorie der
elliptischen Kurven einzudringen. Die Beweisstrategie wird die folgende sein.

Sei E = C/ A eine elliptische Kurve mit A = Z + 77 fiir ein T € H. Wir wissen ja aus Abschnitt
5, dass E genau dann komplexe Multiplikation hat, wenn 7 eine quadratische Ganzheitsglei-
chung mit Koeffizienten in Z erfiillt. In diesem Fall gibt es eine nicht-triviale Beziehung der
Form
at +b
T =
cT+d

(18)

mita,b,c,d € Z. Das konnen wir als die Aktion einer Matrix M = (Z Z) auffassen und

j(r) = j(M(7))
folgern, wo wir die von den Mobiustransformationen bekannte Schreibweise auf beliebige Ma-
trizen aus Z2*? ausdehnen. Wir kénnen uns nun von diesem speziellen T 16sen und uns fragen,
wie sich fiir beliebiges z € H die Werte j(z) und j(M(z)) zueinander verhalten. In der Tat wer-
den wir fiir alle M ein Polynom Py € Z[X, Y] finden, das auf der gesamten oberen Halbebene
Pm(j(z),j(M(z))) = 0 erfullt. Spezialisiert auf z = 7 lautet das Py(j(7),j(7)) = 0, was cum
grano salis eine Ganzheitsgleichung fiir j(7) liefert.

. JH —=C,
Mz M)

und versuchen, einen Zusammenhang zwischen ihr und j zu finden. Hierbei sei

Studieren wir also die Funktion

M= <Z Z) € 7Z**?*  mit det(M) = m # 0 und ggT(a,b,c,d) = 1.
Bemerkung Dass nur diese Matrizen zu betrachten keine echte Einschrinkung bedeutet, kann man
sich leicht iiberlegen. In der Tat kann det(M) = 0 nicht auftreten, da dann T schon in Q liegen miisste
(Ubung!). Und ist ggT(a,b,c,d) = g > 1, so ist offensichtlich % ebenfalls eine Matrix mit ganzen
Eintriigen, die (18) erfiillt.

Wire jy eine I'(1)-modulare Funktion, so wiren wir bereits hier fertig. Nun ist jy zwar mero-
morph auf H*, aber im Allgemeinen nicht I'(1)-invariant,

denn: Nehmen wir an, j sei invariant unter o € I'(1). Dann gélte

jm(2z) = jm(0(2)) == j(M(2)) = j((Mo)(2)).
In Abschnitt 4 haben wir gesehen, dass j genau dann fiir zwei Gitter Z + TZ und Z + 7'Z
den gleichen Wert annimmt, wenn diese zueinander homothetisch sind, also wie im Beweis
von Lemma 6.3 genau dann, wenn 7 und 7’ in derselben I'(1)-Bahn liegen. Genau dann hitten
demnach z und o(z) die gleichen jj-Werte, wenn

M(z) = (GoMoo)(z) fireing eI'(1)

gélte, also o € (M'T'(1)M) NT(1). Letzteres ist im Allgemeinen eine echte Untergruppe von
I'(1), wir méchten sie mit G(M) bezeichnen. #
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Lemma 7.2 Seien M, M' € Z**? jeweils mit Determinante m und teilerfremden Eintriigen. Dann gilt

(a) Falls M' = 0 o M mit einem o € T'(1) gilt, so folgt jp = jar und G(M) = G(0 o M).
(b) Falls M' = M o ¢ mit einem o € T'(1) gilt, so folgt G(M') = o010 G(M) o0

Beweis. (a) Dies folgt aus der I'(1)-Invarianz von j:

jm(z) = j(M'(2)) = j((e 0o M)(2)) = j(M(2)) = jum(2).

(b) Es gilt:
M)V oT(1) o M) NT(1)
Moo) tol(1)oMoo)NTI(1)
= (oo (M 1oT(1)oM)o (7) N (U_l ol(1)o (7>
=0 1oG(M)oo.
U
Das Lemma legt nahe, statt der Matrix M gleich die Doppelnebenklasse I'(1) o M oT'(1) zu
betrachten. Man beachte, dass letztere in
My(m) = {<Z 2) € 7**? | ad — bc = m, ggT(a,b,c,d) = 1}

enthalten ist. Aus dem Beweis von Proposition 1.2 wissen wir bereits, dass

Vm={<g Z) lad =m, d >0, bmod (d)}

ein Vertretersystem der Linksaktion von I'(1) auf M(m) ist, weshalb

{(g Z) lad =m, d >0, bmod (d), ggT(a,b,d) =1}
eines fiir die Linksaktion von I'(1) auf My(m) ist. Andererseits ist jetzt die Rechtsaktion von
I'(1) auf den Bahnen der Linksaktion transitiv; fiir je zwei Matrizen M, M’ € My(m) gibt es
alsoo, 7 € T'(1) mitM' =GoMoo,

denn: Der Elementarteilersatz besagt, dass sich jedes M € M(m) durch Rechts- und Linksmul-
tiplikation mit Matrizen aus GL,(Z) in die Form (& ,?1) bringen ldsst. Hierbei haben aufgrund
der Multiplikativitdt der Determinante entweder beide operierende Matrizen Determinante 1
oder beide —1. In letzterem Fall konnen wir mit ((1) (1)) konjugieren, so dass wir darauf reduziert

sind, die Aussage fiir M = (01 31) und M’ = ('gi) ) zu zeigen. Dies stimmt aber wegen

(170) = o) > (50) = (1)



36 7. Ganzheit

#
Also haben wir gerade gezeigt, dass die Gruppen G(M) mit M € My(m) gerade die Konjugier-

ten in I'(1) von
6(((5y )= (1) €T e =0mod (m))

sind. Diese Gruppe wird tiblicherweise mit I'g(1) bezeichnet. Fassen wir zusammen:

Proposition 7.3 Fiir M € My(m) ist die Funktion j, G(M)-modular, und G(M) = (M~1oT(1) o
M) NT(1) ist ein Konjugiertes von To(m) in T'(1).

Bemerkung Wir sollten an dieser Stelle prizisieren, was wir unter einer G(M)-modularen Funktion
verstehen. Die offensichtlichen Forderungen sollten sein:

(a) Sie muss G(M)-invariant sein,

(b) Sie muss auf ganz I* meromorph sein.

Der erste Punkt ist klar; der zweite enthilt jedoch noch eine Subtilitit. Es sind nimlich im Allgemeinen
nicht alle Spitzen in P'(Q) unter einer Matrix aus G(M) zueinander dquivalent, wie es fiir T(1) der
Fall war. Beispielsweise gibt es fiir T'o(p) mit einer Primzahl p zwei Bahnen

{£€Q|gsT(rs) =1, r £0mod (p)} U{eo},
{g €Q|ggT(r,s) =1, r=0mod (p)}

in PY(Q). Hier muss man an einem Vertretersystem dieser Bahnen jeweils eine Fourierentwicklung
durchfiihren und dort die Meromorphie wie in Abschnitt 1 iiberpriifen.

Unser Ziel war ja, ein Polynom Py € Z[X, Y] finden, das auf der gesamten oberen Halbebene
Pm(j(z),j(M(z))) = 0 erfillt. Dies konnen wir nun angehen. Dazu stellen wir zunéichst fest,
dass die j-Invariante offenbar selbst auch schon eine G(M)-modulare Funktion ist. Betrachten
wir nun die Riemann’sche Flichen X(M) := G(M)\H* mit M € My(m). Nach Korollar 6.2
entsprechen die meromorphen Funktionen auf X(M) gerade den G(M)-modularen Funktio-
nen auf H*. Nun sind j und jy beides solche Funktionen, so dass es nach einem Satz aus der
Theorie der Riemann’schen Fldchen ein solches Polynom Py gibt, iiber dessen Koeffizienten
wir allerdings nicht viel wissen.!*

Wir wollen nun zeigen, dass solch ein Py gar nicht von M sondern nur von det(M) =
abhingen kann. Tatsdchlich, wenn M und M’ in derselben Bahn der Linksaktion von F(l)
My(m) liegen, dann gilt G(M) = G(M’) und also X(M) = X(M'). Es sind sogar alle X(M) m
M € My(M) zueinander und damit insbesondere zu X, (m) := I'o(m)\H* isomorph,

r—n

denn: DaT'(1) von rechts transitiv auf den Bahnen der Linksaktion operiert, gentigt es zu zei-
gen, dass fir M/ = Moo mit 0 € I'(1) tatsdchlich X(M') = X (M) gilt. Aber wir haben in

14Das ist nur eine allgemeine Bemerkung; wir werden das Polynom Pj; in unserem Spezialfall ganz explizit
konstruieren.
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diesem Fallja G(M’) = ¢! o G(M) o ¢ gezeigt, so dass wir wissen, dass z,z’ € H* genau dann
G(M')-aquivalent sind, wenn ¢(z) und o(z') G(M)-4dquivalent sind. Das fiihrt auf folgendes
kommutatives Diagramm

H* 7 . H*

| |

X(M') ——=X(M)

wo 7y, TTp die jeweiligen kanonischen Projektionen sind und ¢ bijektiv. Da nun aufSerdem die
kanonischen Projektionen analytisch sind'®, folgt die Behauptung. #

Sei wieder M’ = M o ¢ mit einem ¢ € I'(1). Dann gilt

0'j(z) = j(o(2)) = j(z) und "j(M(z)) =j(Mo0)(z)) = j(M'(2)).

Die meromorphe Funktion j entspricht also unter /* sich selbst, wahrend jy auf X(M) via (* zu
jar auf X(M') wird. Da ¢* ein Isomorphismus auf den Funktionenkorpern ist, gilt

Pu(j(2),j(M(2))) = 0 <= Pu(j(2),j(M'(2))) = 0,

was aufgrund der Transitivitdt der Rechtsaktion von I'(1) auf den Linksnebenklassen von I'(1)
in My(m) nahelegt, dass unser gesuchtes Polynom in Z[X, Y] gar nicht von M selbst sondern
nur von seiner Determinante det(M) = m abhdngt. Das ist tatsdchlich auch der Fall: Das ge-
suchte Polynom heifst die Modulargleichung der Stufe m und wird tiblicherweise mit ®,, be-
zeichnet. Wir werden es jetzt konstruieren.

Dafiir sei zunidchst

wax= [ X-jmGE)= [T (x- i),

MeT (1) \Mo(m) G hevs

Es gibt nun ein Polynom ®,, € C[X, Y], unser gesuchtes Polynom, mit ¥,,(X;z) = ®,(X; j(z)),

denn: Wenn wir ¥,,(X;z) als Polynom ¥;a;(z) X' schreiben, dann sind die Koeffizienten a;
symmetrische Funktionen in den j) und insbesondere meromorph. Andererseits ist fiir ein
Vertretersystem My, ..., M, der Linksaktion von I'(1) auf My(m) auch Mj oo,..., M, o 0 mit
einem beliebigen ¢ € I'(1) wieder ein solches Vertretersystem, so dass

{leolT/ cee /erog}

nur eine Permutation von

Unys - ima )
ist. Es folgt, dass die Koeffizienten 4; als Funktionen in z invariant unter I'(1) sind, wegen der
Meromorphie also I'(1)-modular. Nach Lemma 6.3 sind die Koeffizienten a; damit rationale
Funktionen in j. Nun liegen die ( Z) € V,, aber im Stabilisator von oo, so dass keine der Funk-
tionen j mit M € V}, einen Pol in H hat und die a; bereits Polynome in j sein miissen, was die
Behauptung zeigt. #

15Benutze, dass G(M) bzw. G(M’) einen Fundamentalbereich in IH* haben.
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Nach Definition verschwindet ¥,,(X;z) in X = jp(z) fir alle M € My(m), so dass folgt:
0=Ym(jm(z);z) = Ou(jm(z);j(z)) furallez € H, M € My(m). (19)

Wenn wir nun noch
Satz 7.4 ®,,(X,Y) liegt in Z[X, Y.

zeigen konnen, haben wir ein Polynom wie gewiinscht gefunden. Dafiir miissen wir ein wenig
Vorarbeit leisten. Nach Konstruktion von ®,, langt es zu zeigen, dass eine beliebige symme-
trische Funktion 4; in den Funktionen jy; mit M € V,, bereits in Z][j] liegt. Dazu zeigen wir
zundchst das folgende Lemma.

Lemma 7.5 Jede symmetrischen Funktion a; in den Funktionen jy mit M € V,, hat eine g-
Entwicklung in Z.]q,q~].

Beweis. Sei im Folgenden { = ¢2™/" Mit M = (% Z) € Vu gilt dann in einem Ringgebiet
0< g <Cpy

, bR 2k

ju(z) = ¢"q + ) el g,

k=0

wo ¢y die Koeffizienten der g-Entwicklung von j sind,
denn: Wegen jm(z) = j(M(z)) geniigt es, M(z) = 2 in die g-Entwicklung von j(z) einzuset-
zen. Mit ad = m folgt

2
m

eZm'M(z) _ eZm’% . eZm’%z _ Clb g
und die Behauptung. #

Wir konnen diese Reihen fiir alle M gliedweise addieren und multiplizieren und bekommen
s0 in einem Gebiet 0 < g < C eine Reihenentwicklung von a; in Z[Z][g7, 4~ #]. Da a; als T(1)-
modulare Funktion 1-periodisch ist, liegt diese Reihenentwicklung bereits in Z[][g, 4 ']. Dass
die Reihe sogar schon in Z[g,q7'] liegt, zeigt man am elegantesten mit etwas Galoistheorie:
Zu jedem ¢ aus der Galoisgruppe Gal(Q({)/Q) gibt es ein zu m teilerfremdes r mit 0({) =
¢". Lassen wir nun ¢ gliedweise auf der q%-EntwiCklung von jj operieren, wobei wir q% als
Variable ansehen, so gilt

a2 0 2
(]'M(Z>)(7 — gfmbq7 + Z ckg‘lbrquk
k=0
=jw(z) mitM = <g rs>
a rb mod (d)>

= jam i L
=jyr(z) mitM <O f

da M" und M" in derselben I'(1)-Linksbahn von My(m) liegen (sie unterscheiden sich lediglich
um eine geeignete Potenz von ((1) %)) Diese Zuordnung von M nach M” induziert eine Permu-
tation auf V,,,,
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denn: Wegen ggT(r,m) = 1ist auch ggT(r,d) = 1, so dass die Zuordnung b — br modulo d
eine Bijektion ist. AufSerdem ist

ggT(a,br mod (d),d) = ggT(a,br,d) el (r)=1 ggT(a,b,d) =1,
so dass die Matrix M" wieder in V,, liegt. #

Die Koeffizienten der g-Entwicklung von g4; sind also Gal(Q({)/Q)-invariante Elemente von
Z[{], liegen also schon in Z, was das Lemma zeigt. O

Beweis von Satz 7.4. Wir betrachten a; als Polynom Y}_, a;j* in j. Mit der g-Entwicklung der
j-Invarianten (siehe Satz 2.1) konnen wir

a;(z) = ;g " + { Terme in g~ ' mitt < n }

schreiben. Nach Lemma 7.5 ist dann a;, € Z. Die g-Entwicklung von j" ist die n-fache formale
Potenz der g-Entwicklung von j. Mit letzterer liegt erstere wieder in Z[q, g~ '], es gilt also

n—1
a; — agj" = Z aikjk € Z[[q,q’l]].
k=0

Induktiv kénnen wir auf diese Weise zeigen, dass alle a; ganzzahlig sind. Es folgt a; € Z[j],
was zu zeigen war. O

Wir haben jetzt ein Polynom ®,, € Z[X, Y] gefunden, das fiir alle M € My(m) auf ganz H
die Bedingung @, (jm(z); j(z)) = 0 erfiillt. Das wollen wir nun nutzen, um eine Ganzheitsglei-
chung fiir j zu finden.

Beweis von Satz 7.1. Erinnern wir uns an unsere Ausgangssituation. Gegeben ist eine elliptische
Kurve E = C/A mit A = Z + tZ. E hat komplexe Multiplikation, weshalb es ein M € My(m)
mit einer nicht-trivialen Relation M(7) = 7 gibt. Daraus folgt mit (19)

P (j(7),j(7)) = Pu(j(MT), (7)) = Pu(jm(7), (1)) = 0.

Der Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen kénnen, dass ®,, normiert ist, denn mit Satz 7.4 ist dann
ja eine Ganzheitsgleichung fiir j(7) gefunden. Das zerlegen wir in zwei Teilbehauptungen.

Behauptung Angenommen, m > 1 sei kein Quadrat. Dann ist der Leitkoeffizient von ®,,(j(7),j(T))
tatsichlich 1.

denn: Wie wir schon im Beweis zu Satz 7.4 gesehen haben, ist der Leitkoeffizient in j von
®,,(j,j) genau der Leitkoeffizient der g-Entwicklung von ®,,(j, j), also der Koeffizient der ,ne-
gativsten” Potenz von g dort. Aber nach Definition von ®,, gilt

u(fij) =TT G—jm).

MeVy,

Wenn wir die g-Entwicklung von j und die q%—Entwicklung von jy einsetzen, bekommen wir

1 © m 1 © l72
<m +) cqum> — ( =+, ckg”bqum> (20)

qm k=0 gfbgw k=0
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als q%-EntwickIung von j — jy. Da m als Nichtquadrat ungleich a?> sein muss, kénnen sich
die beiden Leitterme g~ und _”bq% nicht wegheben, und der Leitkoeffizient von (20) ist
entweder 1 oder —{“?. In beiden Fillen ist der Leitkoeffizient eine Einheitswurzel. Wenn wir
also all diese Ausdriicke aufmultiplizieren, bekommen wir eine q%—EntwiCkIung von @,,(j,f)
mit einer Einheitswurzel ¢ als Leitkoeffizient. Da diese [ﬁ—Entwicklung in Wirklichkeit jedoch

eine g-Entwicklung mit ganzen Koeffizienten ist, muss ¢ schon +1 sein, was zu zeigen war. #

Behauptung Ohne Einschriinkung konnen wir m so withlen, dass es kein Quadrat ist.

denn: Nehmen wir an, es gebe teilerfremde ganze Zahlen A, B, C mit AT?+Bt+C = 0und
A := B?> — 4AC < 0. Damit T = M(T) gilt, ist es dann hinreichend fiir M = (*}),

b=-C,c=A,d—a=B8B

zu erfiillen; denn aus ggT (A, B,C) = 1 folgt sofort die Bedingung ggT(a,b,c,d) = 1. Fiir jedes
solche 4-Tupel (a,b,c,d) € Z* gilt

det(M) = ad — bc = a* + Ba + AC.
Wenn dies eine Quadratzahl A? ist, so folgt
(2a+B)> — (2A)> = A < 0.

Da die Differenz n> — (n — 1)> = 2n — 1 benachbarter Quadrate mit n € Z beliebig grof wird,
kann es nur endlich viele Paare (24 + B,2A) € Z? geben, die diese Bedingung erfiillen. Ande-
rerseits gibt es zu einem festen A maximal 2 mogliche a, so dass es nur endlich viele Werte von
a gibt, fiir die det(M) ein Quadrat ist. Wir konnen also ein Nicht-Quadrat m und eine Matrix
M € My(m) finden, fiir die T = M(7) gilt. #

O

8 Heegnerzahlen

Sei K ein imagindr-quadratischer Zahlkérper mit Klassenzahl 1 und E eine elliptische Kur-
ve, die komplexe Multiplikation mit dem Ganzzahlring von K hat. Die Satze 5.8 und 7.1 be-
sagen dann, dass die j-Invariante j(E) schon in Z liegt. Die Frage ist nun, welche imaginér-
quadratischen Zahlkorper Klassenzahl 1 haben, und fiir uns ganz speziell, ob Q(1/—163) dabei
ist. Das wurde 1952 von Heegner beantwortet und soll in diesem Abschnitt nachvollzogen
werden.!® Wir folgen dabei der Arbeit von Stark, der in [Sta] Heegners Beweis korrigiert,”
beweisen allerdings nicht alle Aussagen dort.

Sei ab jetzt K = Q(v/d) mitd € Z g fest gewahlt. Unser Ziel ist es, die Grade der algebraischen
ganzen Zahlen | := j(v/d) und j := j (1+2—‘/H) zu verstehen. Dafiir zeigen wir

16Einen schonen Uberblick iiber die Frage nach der Klassenzahl eines imaginar-quadratischen Zahlkérpers ganz
allgemein gibt tibrigens der Artikel [Gol] von Goldfeld.

17 Alternativ kann man auch die Analytische Klassenzahlformel verwenden, um das Problem auf die lineare Un-
abhéngigkeit bestimmter Logarithmenwerte zurtickzufiihren.
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Proposition 8.1 Sei hx = 1 und d < —60. Dann gilt [Q(],]) : Q] = [Q(]) : Q] = 3.

Beweis. Laut [Dic], Seite 184, gilt fiir hx = 1 und d < —8 die Kongruenz |d| = 3 mod (8), also

insbesondere d = 1 mod (4). Nach Abschnitt 1.2 in [Neu] ist daher {1, %} eine Ganzheits-
basis von Ok, so dass j nach der Konstruktion in Abschnitt 5 die j-Invariante einer elliptischen
Kurve mit komplexer Multiplikation ist. Nach den Sétzen 5.8 und 7.1 ist demnach j € Z. Zu
zeigen bleibt [Q(]) : Q] = 3.

Zeigen wir zunéchst [Q(]) : Q] > 3. Da die Matrizen

10 11 20
02)"\02)" \01
wie in Abschnitt 7 ein Vertretersystem von I'(1) in My(2) bilden, ist die Funktion

R(X2) = (X—j(3) - (X~ j(55)) - (x - j(22)

eine I'(1)-modulare Funktion in z und als solche nach Lemma 6.3 eine rationale Funktion in
j(z). Da sie auf ganz H holomorph ist, ist sie sogar eine ganz-rationale Funktion in j(z); wir

schreiben auch F(X;j(z)). Firz = % haben wir deshalb

L) x -  x -y ez,

B(X;j) = (X —j(

Nehmen wir nun an, | sei rational oder quadratisch tiber Q. Das Minimalpolynom von | wére
dann in Q[X] ein Teiler von F,(X;j), so dass letzteres reduzibel wire und also eine rationale

Nullstelle haben miisste. Da fiir d < —16 die Argumente ﬂ%‘/ﬁ im Innern des Standardfun-

damentalbereichs F von I'(1) auf H liegen, kénnen die Werte ](ﬂ%ﬁ) nicht rational sein, so

dass | die rationale Nullstelle von F,(X; j) sein miisste und insbesondere | € Z wire.

Wir betrachten nun die g-Entwicklung von j(z), um zu zeigen, dass dies nicht sein kann. Mit

ti= eVl gilt

(j— 744)2 = (+71 + 196884 + Y cat"),
n=2

J— 744 =77 + 196884t + Y c,t*".

n=2
Durch Subtraktion folgt daraus sofort
(j —744)% — (] — 744) — 393768
= 38763112572t + 2t 1+ Y cpt" + 393768t - Y cut” + (Y cat")* — Y cut™ @)
n=2 n=2 n=2 n=2

Die linke Seite haben wir hierbei als Element von Z angenommen; andererseits kann man zei-
gen, dass die rechte Seite fiir hinreichend kleines 4 echt zwischen —1 und 0 liegt, und bekommt
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so einen Widerspruch. Das ist so, denn man hat dort eine Entwicklung nach Potenzen von ¢ der
Form

o0
rechte Seite = ) _ b,t",
n=1

die fiir t — 0 offensichtlich gegen Null geht.!® Andererseits ist dann b1t = 2ct der dominante
Term, weshalb die Werte fiir hinreichend kleines d immer negativ sind. Mit Abschédtzungen wie
am Ende von Abschnitt 2 kann man zeigen, dass tatsdchlich schon d < —60 ausreicht.

Um zu zeigen, dass | iiber Q hochstens Grad 3 haben kann, studiert man die Ordnungen in
Ganzzahlringen von Zahlkorpern genauer. Unter der Voraussetzung hx = 1 und d < —8 folgt
dann analog zu Satz 5.8

[Q()): Q] = [Q(j(Z + Vdz)) : Q] < 3.

Einen, allerdings wenig erhellenden, Beweis fiir diese Tatsache!’ kann man auf Seite 138 von
[Dic] suchen. O

Betrachten wir nun die Dedekind’sche n-Funktion

1) = vVar-qh - T1A - ).

n=1

Diese erfiillt offensichtlich (vgl. Proposition 1.2) die Funktionalgleichung

n(2)* = A(z)

und kann so als ,Modulform von Gewicht %” angesehen werden. Wir definieren

s (2L © 1
flo) = S — gk T+,
2) — 17(%) . _4178‘ i B 2n2—1

Durch eine ldngliche Rechnung mit Thetareihen kann man zeigen, dass sich die j-Invariante
durch f, g, h darstellen ldsst; nach §54 in [Web] gilt namlich

Wenn wir nun 7,(z) als diejenige dritte Wurzel von j(z) verstehen, die auf der imagindren
Achse reelle Werte annimmt, so folgt daraus

18Wir kénnen ohne Einschrankung Konvergenz annehmen, da Divergenz sofort einen Widerspruch zur Folge
hatte.

YFormuliert in der Sprache der Aquivalenzklassen binarer quadratischer Formen: Aus /g =1lundd < -8
folgert man |d| = 3 mod (8) und d # —3 (siehe Seite 184 in [Dic]). Es gibt dann 3 Mal soviele Aquivalenzklassen
quadratischer Formen ax? + bxy + cy?, ggT(a,b,c) = 1 mit Determinante 4d = b? — 4ac als mit Determinante d.
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Lemma 8.2 f(z)% —¢(2)8, —h(z)8 sind die Losungen der kubischen Gleichung

X3 —12(2)X —16 = 0.

Fiihren wir zur Abkiirzung noch ein wenig Notation ein. Sei also

—3+Vd

F:=f(vd) und h:= e I > ).

Dann gilt
Proposition 8.3 Q(h?) = Q(F?) = Q()).

Beweis. Zeigen wir zuerst das erste Gleichheitszeichen. Wenn man ausnutzt, dass 7 eine Mo-
dulform vom Gewicht J ist, erhélt man die folgenden Transformationseigenschaften der Funk-
tionen f, g, h unter SL,(Z):

fz+1) =T g(z), gz+1)=eF f(z), h(z+1)=elh(z),
1 1 1 (22)
f(=2)=f@),  g(=2)=h(), h(-2) = g(2).

Z Z Z

Nun folgt unmittelbar aus der Definition von g und &
22)h(z) = V2,

woraus man mit (22)

FEh(ES2) =¥ va

erhilt, wenn man z durch % ersetzt. Es folgt h? = % und damit die Behauptung.

Aus Lemma 8.2 und der Definition von 7,(z) folgt andererseits sofort | € Q(F?). Dass F? auch
schon in Q(]) liegt, war die umstrittene Aussage im Beweis von Heegner, die Stark in seinem
Artikel richtigstellte. Der Beweis ist zu lang, um ihn hier vorzufiihren und kann in § 3 von [Sta]
nachgelesen werden. Die Hauptidee ist, —¢(z)® und —h(z)® durch spezielle Funktionswerte
von f auszudriicken und so aus der Gleichung X® — ,(z)X — 16 = 0 die verlangte Relation
herzuleiten. O

Sei zundchst wieder hx = 1 und d < —60. Aus den Propositionen 8.1 und 8.3 folgt dann, dass

h? kubisch iiber Q ist. Andererseits ist y := 72(_3%\/3) ganz {iber Z, h* nach Lemma 8.2 also
auch. Insgesamt folgt, dass h? iiber Q ein normiertes Minimalpolynom der Form

XPHAXP+uX+v mitA,u,vEZ
hat. Offensichtlich ist dann X® — AX? 4+ uX — v ein solches von —h?, so dass

X3+ 6X2+eX+9=0 mitd=2u—A% e=pu> -2\, p= 1€ Z
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eine Gleichung fiir h* ist. Auf dieselbe Weise erhalten wir, dass h® eine Nullstelle von
X3 + (26 — 62)X* + (62 — 209) X — ¢? (23)

ist. Andererseits gilt Q(h®) = Q(h?), da h? iiber Q Grad 3 hat, so dass (23) das eindeutig be-
stimmte normierte Minimalpolynom von /® ist. Das kennen wir aber mit Lemma 8.2 schon, so
dass

2e — 62 =0, 209 — &> =1, ¢* = 16.

folgt. Wegen v € Zist ¢ = —v? < 0, also ¢ = —4 und v = +2. Wir erhalten die diophantische
Gleichung
(2u — A?)2 = 5% =2e = 2(u> T 4A),

aus der wir sofort entnehmen, dass A und deshalb auch u gerade ist. Schreiben wir FA = 2a
und ¢ = 2 und setzen dies ein, haben wir Heegners Gleichung

2u(a® +1) = (B —2a2)% (24)

Proposition 8.4 Die Losungen von (24) sind genau die Paare

(&, ) € {(0,0),(1,0),(=1,2),(2,2),(1,4),(2,14)}.

Beweis. Fur a« = 0 gibt es offensichtlich genau die eine Losung p = 0. Betrachten wir also ab
sofort nur noch a # 0.

3
Man entnimmt (24) sofort, dass B gerade sein muss, dass also “(“ZH) eine ganze Quadratzahl

ist. Nehmen wir an, eine ungerade Primzahl p komme genau v, € Z Mal in der Primfaktorzer-
legung von « vor. Dann folgt trivialerweise

(> +1)

o 2@+ ) it 8
P und - pirety HEEL,

2

so dass 2 | v, folgt. Analog erhalten wir v, € Z \ 2Z U {0}. |«| ist also eine (ungerade) Qua-
dratzahl oder das Doppelte einer Quadratzahl.

Fall 1. Nehmen wir an, es gelte |«| = 24 mit einem a € Z. Eingesetzt in (24) erhalten wir, dass
a3 + 1 eine Quadratzahl ist, es also ein b € Z gibt mit a3 — b? = F1. Dies hat bekanntermafien
nur fir « € {—1,0,1,2} eine Losung, ndmlich die trivialen mit « = 0 oder b = 0 und die
Losung 32 — 23 = 1.

Fall 2. Gelte nun |a| = 4 mit einem ungeraden a € Z. Eingesetzt in (24) erhalten wir a® +1 =
2b? mit einem b € Z, wofiir wir 4 | (B — 2a?)? beriicksichtigen. a® — 1 = 2b? hat nur die trivialen
Losungen (a,b) = (£1,0),

denn: Es gentigt offensichtlich zu zeigen, dass abgesehen vom Punkt bei unendlich (1,0) der
einzige Punkt der elliptische Kurve 2b? = 43 — 1 ist, dessen Koordinaten ganzzahlig sind. Im
Hauptidealring Z[+/—2] gilt

a® =20* +1 = (14 v~-2b)(1 —/—2b).
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Da der grofite gemeinsame Teiler in Z[+/—2] der beiden Faktoren rechts sicher ein Teiler ihrer
Summe, also 2, ist, gibt es ein { € Z[v/—2] mit

14+ Vb e (% V=20%) und 1—v=2be {B —vV=20),

wo man die letzte Gleichheit durch komplexes Konjugieren einsieht. Es folgt also
a® =26 +1 € {(¢0)°,2(¢0)°}-
Wegen {{ € Z kann nur der erste Fall zutreffen, so dass wir
1+v-20=7 und 1—-vV-20=C

erhalten. Durch Aufsummieren ergibt sich

2=+ =+ -0+ ) =2m(m* —6n?),

wo wir § = m + +/—2n mit m,n € 7 gesetzt haben. Offensichtlich lasst sich dies in ganzen
Zahlen nur fir (m,n) = (£1,0) 16sen, woraus sofort die Behauptung folgt. #

Im anderen Fall kénnen wir das Problem zerlegen; es gilt
2-(@®+1)-(a* —a*+1)=2-(a®+1) = 47,
was dquivalent ist zu

de,deZ:2@+1) =4 und |P+eTP=at—a?+1=4d% (25)

denn: Es gilt (a* —a? + 1) — (a®> +1)(a® — 2) = 3, so dass der grofite gemeinsame Teiler von
(a* —a® +1) und (a® + 1) ein Teiler von 3 ist. Da a® + 1 nicht durch 3 geteilt wird, sind (a* + 1)
und (a* — 4% + 1) teilerfremd. #

Betrachten wir die zweite Gleichung in (25). Fiir a2 # 0,1 sind dort die Faktoren a + e

1+\/T3] 20
2 7

teilerfremd in Z| so dass wir stattdessen zwei Gleichungen

£27i

(@ +e )= (ut+e 5 0)? mituveZ

erhalten. Beim Vergleichen von Real- und Imaginérteil erhalten wir diophantische Gleichun-
gen, die sich nur fiir a2 = 1 16sen lassen. Zusammenfassend kann es in diesem Fall héchstens
fir « € {—1,0,1} Losungen geben.

Setzt man nun « = —1,0,1,2 in (24) ein, erhdlt man die behaupteten Losungen. O

ZOZ[%] zusammen mit dem komplexen Betrag ist euklidisch, wie man leicht nachpriift (vgl. (1.2) Satz in
[Neu]), und insbesondere faktoriell. Man klassifiziert die Primelemente dann modulo 3 und erhailt so die Behaup-
tung. Dass wir hier schon hQ( V=3) = 1 verwenden, bringt iibrigens unseren Beweis nicht durcheinander, da wir uns
mit der gegenwirtigen Argumentation nur auf eine endliche Menge von Beispielen reduzieren, die wir per Hand

1++v/—163
2

iiberpriifen miissen. Wir werden das allerdings nur fiir Z|
als hier, da dort der Ring nicht euklidisch ist.

| durchfiihren, wo es tatsédchlich schwieriger ist
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Aus diesen Losungen konnen wir durch Riickwértsrechnen die moglichen Werte des Aus-
drucks 72(’?’%\/3) als

0, —32, —-96, —960, —5280, —640320

bestimmen. Aus dem zugehorigen j-Wert ldsst sich jeweils eindeutig ein 4 bestimmen; als Werte
von d kommen demnach nur infrage:

de{-3,-11,-19,-43,-67,-163} N{n € Z | n < —60} = {—67, —163}.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass es nur eine endliche Menge von (quadratfreien) d < 0 gibt,
fiir die Q(v/d) Klassenzahl 1 hat. Diese endliche Menge ist enthalten in

<{—8 <dyuU{-60<d< —8]|d =3mod (8)}U {—67,—163}> N {d quadratfrei }
—{-1,-2,-3,-5,—6,—7} U{—11,-19, 35, —43, ~59} U {—67, —163}.

Nicht alle Werte von d gehoren schon zu Korpern der Klassenzahl 1, zum Beispiel hatten wir
in der Bemerkung nach Proposition 5.6 schon eingesehen, dass Q(v/—5) kein Hauptidealring
ist. Genauso lasst sich dies fiir d = —6, —35, —59 zeigen. Fiir die restlichen neun Werte von
d kann man nun per Hand nachrechnen, dass Klassenzahl 1 vorliegt. Wir fiithren dies nur im
Fall d = —163 durch, der uns besonders interessiert. Fiir die anderen Werte von d lasst sich
unser Beweis fast genauso durchfiihren; wie in Fufinote?” angemerkt geht es in einigen Fillen
allerdings auch einfacher.

Lemma 8.5 Die Klassenzahl von Q(+/—163) ist 1.

Beweis. Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung fiir Dedekindringe gentigt es zu zeigen,

dass alle Primideale im Ganzheitsring O = Z[ﬂ] Hauptideale sind. Wir hatten bereits
eingesehen, dass es fiir jedes Primideal p von O eine Primzahl p € Z mit p NZ = pZ gibt.
Offensichtlich gilt dann umgekehrt p O pO, also p | pO. Gehen wir also von den Primzahlen
p € Z aus und studieren die zugehorigen Primteiler in O.

Wie viele Primfaktoren kann das Ideal pO < O haben? Betrachten wir die Abbildung 9, die
einem Ideal a < O den Index [O : a] zuordnet; das ist die Absolutnorm. Aus dem chinesischen
Restsatz und p'/p'*! =2 O /p folgt, dass N multiplikativ ist, dass also

N(a-b) = N(a) - N(b)

tir alle a, b < O gilt. Da offensichtlich O selbst das einzige Ideal mit Absolutnorm 1 ist und
N(pO) = p? gilt, kann pO in O hochstens in zwei Primfaktoren zerfallen. Die drei Flle sind:

m pQ ist wieder ein Primideal. Dann heifit p trige in K.
m Es gilt pO = p; - po mit Primidealen p; # po < O. Dann heifst p zerlegt in K.

m Es gilt pO = p? mit einem Primideal p < O. Dann heift p verzweigt in K.
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Den ersten Fall miissen wir nicht weiter studieren, denn pQ ist offensichtlich ein Hauptideal in
O. Sei also p € Z eine Primzahl, fiir die pO nicht prim ist, und seien py, p, die nicht notwendig
verschiedenen zugehorigen Primfaktoren. Dann ist wegen der Multiplikativitdt der Absolut-
norm MN(p1) = N(p2) = p.

Studieren wir noch die Absolutnorm von Hauptidealen. Sei dafiir « = a + pltv-163 V2_163 mita,b €
Z.. Dann gilt

—41b + (a+b)

a0 = <a+b1+ ”2_163>Z+<

1+ \/—163>Z
2 7

wo wir das Minimalpolynom f(X) = X2 — X + 41 von Y16 sz163 tiber Z benutzt haben, also

N(aO) =[O : aO] = det < > = a® +ab +410* = |a|.

a
—41b a+b

Es bleibt zu zeigen, dass jede Primzahl p € Z, fiir die pO < O nicht prim ist, von der Form
p= a? + ab + 41?2 mita,b € Z ist, denn mit a = a + pHvV-163 5163 folgt dann p = O - 2O, also die
Behauptung.

Man zeigt zunédchst mit dem Quadratischen Reziprozititsgesetz, dass eine Primzahl p genau
dann von der gewiinschten Form ist, wenn sie kein quadratischer Nichtrest modulo 163 ist
(siehe Satz 2.4.4 in [Schm]). Andererseits ist ({£) = (#), und f zerfdllt modulo p genau
dann, wenn man in I, aus —163 eine Quadratwurzel ziehen kann. Letzteres ist genau dann
der Fall, wenn pO < O nicht prim ist (siehe Satz 6.5.14 in [Schm]), was zu zeigen war. g

Insgesamt konnen wir die Ergebnisse dieses Abschnitts im folgenden Satz von Stark-Heegner

zusammenfassen.

Satz 8.6 Sei Q(\/d) mit d € Z o quadratfrei ein imaginir-quadratischer Zahlkorper mit Klassenzahl
1. Dann ist d eine der neun Heegnerzahlen

d=-1,-2,-3,-7,-11,—19, —43, —67, —163.
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