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Seminarprogramm Wintersemester 2022/23
Modulformen

Voraussetzungen:  Funktionentheorie 1.
Vorbesprechung: am 28. 7. 2022 um 13:00-14:00 Uhr in Seminarraum 3 im
Mathematikon INF 205.

Vortrage

Vortrag 1: Mé&bius-Transformationen (20. 10. 2022)
Quelle: [Kas], Abschnitte 1.1-1.3

Die Gruppe GLy(C) operiert via sogenannter Mobius-Transformationen auf
der Riemann’schen Zahlenkugel. Durch Einschranken erhalt man eine Aktion
von SLy(R) auf der oberen Halbebene H, die wir in diesem Vortrag genauer
untersuchen wollen. Der Vortrag ist sehr groBziigig zugeschnitten; auf einige
Inhalte kann aber auch verzichtet werden. Bitte sprechen Sie sich fiir den genauen
Zuschnitt mit mir ab.

Vortrag 2: Die volle Modulgruppe (27. 10. 2022)
Quelle: [Kas], Abschnitt 1.4

In diesem Vortrag betrachten wir die Einschrankung der im ersten Vortrag ein-
gefiihrten Aktion auf die volle Modulgruppe SLy(7Z) und untersuchen Fixpunkte
sowie einen Fundamentalbereich fiir diese Aktion.

Vortrag 3: Fourier-Entwicklungen (3. 11. 2022)
Quelle: [Kas], Abschnitt 2.1

Holomorphe Funktionen auf der komplexen oberen Halbebene mit einer reellen
Periode lassen eine Fourier-Entwicklung zu. Letztere lasst sich erreichen, indem
man den Horizontalstreifen via z ~ e*% auf die in Null punktierte offene
Einheitskreisscheibe abbildet. Ist die so erhaltene Singularitdt in Null hebbar,
nennt man die Funktion holomorph in unendlich.
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Vortrag 4: Der Begriff der Modulform (10. 11. 2022)
Quelle: [Kas], Abschnitt 2.2

Holomorphe Modulformen bzgl. der vollen Modulgruppe sind holomorphe Funk-
tionen auf der komplexen oberen Halbebene, die sich beziiglich der in den ersten
beiden Vortragen untersuchten Aktion von SLy(7Z) auf besondere Weise verhalten
und holomorph in unendlich sind. Dieser Begriff lasst sich mit etwas Sorgfalt
verallgemeinern und wir erhalten meromorphe Modulformen beziiglich beliebiger
Kongruenzuntergruppen der vollen Modulgruppe.

Vortrag 5: Eisenstein-Reihen (17. 11. 2022)
Quelle: [Kas], Abschnitt 3.1

Mit den Eisenstein-Reihen fiihren wir eine erste Klasse von Beispielen fiir Modul-
formen ein.

Vortrag 6: Valenz- und Dimensionsformel (24. 11. 2022)
Quelle: [Kas], Abschnitt 2.3 und 3.2

Als eine Anwendung des Argumentprinzips auf eine meromorphe Modulform
beziiglich der vollen Modulgruppe und den Standardfundamentalbereich derselben
erhalten wir die Valenzformel. Mithilfe der im letzten Vortrag eingefiihrten
Eisenstein-Reihen l3sst sich aus dieser die Dimensionsformel bestimmen, die fir
ein einheitliches Verhalten unter der vollen Modulgruppe die (endliche) Dimension
des Vektorraums der zugehdrigen Modulformen angibt. Die Valenzformel soll
hierbei nur fiir die volle Modulgruppe gezeigt werden und der Struktursatz in
Abschnitt 3.2 nur als Endergebnis berichtet.

Vortrag 7: Dirichlet-Reihen und Mellin-Transformation (1. 12. 2022)
Quelle: [Zag], Abschnitt 1 und [Lan], Abschnitte 1.4-1.5

Eine (gewdhnliche) Dirichlet-Reihe ist eine Reihe der Form
Z apn” %,

wobei s eine komplexe Variable ist. Wir untersuchen kurz ganz allgemein das
Konvergenzverhalten von Dirichlet-Reihen, um dann speziell zu einer Modulform
f von Gewicht k eine solche einzufiihren. Diese konvergiert fiir Re(s) > £ + 1
und lasst sich bis auf gut zu kontrollierende Faktoren durch die sogenannte
Mellin-Transformation aus f gewinnen.

Vortrag 8: Hecke-Operatoren (8. 12. 2022)

Quelle: [Lan], Abschnitt II.1, und [Spe], Abschnitt 4.2. Es lohnt auch ein Blick in
[KK], Abschnitt IV.1

Zu jeder ganzen Zahl n definieren wir auf der freien abelschen Gruppe .Z der Gitter



in C den n-ten Hecke-Operator T'(n) durch die Zuordnung

T(n)(L):= » L' firalleLec 2.

[L:L'|=n

Wir studieren diese und dhnliche Operatoren und iibersetzen sie in Operatoren
auf dem Raum der Modulformen festen Gewichts.

Vortrag 9: Euler-Produkte und L-Reihen (15. 12. 2022)
Quelle: [Lan], Abschnitt 11.2

Wir untersuchen bestimmte Rechenregeln, was uns darauf fiihrt, dass die Fourier-
Koeffizienten einer Modulform, die simultane Eigenform zu allen Hecke-Operatoren
ist, nach geeigneter Normierung gerade die Hecke-Eigenwerte sind. Wir schlieBen
daraus, dass die Dirichlet-Reihe der Modulform eine Euler-Produktdarstellung
besitzt.

Vortrag 10: Das Petersson’sche Skalarprodukt (12. 1. 2023)
Quelle: [KK], Abschnitte 1V.3.1-1V.3.6

Als ein Integral iiber einen Fundamentalbereich mit dem dort definierten invarian-
ten Volumenelement fiihren wir das Petersson-Skalarprodukt auf dem Raum der
Spitzenformen festen Gewichts ein. Wir zeigen, dass der Wert des Skalarprodukts
nicht von der Wahl des Fundamentalbereichs abhdngt und sich wohlverhilt, wenn
man zu Untergruppen iibergeht. AuBerdem sind die Hecke-Operatoren selbstad-
jungiert unter dem Petersson-Skalarprodukt, was uns abschlieBend ermoglicht,
eine besondere Basis fiir den Raum der Spitzenformen festen Gewichts anzugeben.

Vortrag 11: Modulformen héherer Stufe | (19. 1. 2023)
Quelle: [Lan], Abschnitte VII.1-VII.2

Modulformen und Hecke-Operatoren kdnnen nicht nur beziiglich der vollen
Modulgruppe SLs(Z) eingefiihrt werden, sondern auch zu beliebigen Kongruenz-
untergruppen. Um dies fiir die Gruppe I';(/V) mit einem N € N zu tun, miissen
wir anstelle von Gittern Paare (¢, L) betrachten, wobei L wie gewohnt ein Gitter
und ¢ einen Punkt auf dem Quotienten C/L von genauer Ordnung N bezeichne.

Vortrag 12: Modulformen héherer Stufe Il (26. 1. 2023)
Quelle: [Lan], Abschnitte VII.3-VII.5

In diesem Vortrag studieren wir zunadchst die Wirkung von Hecke-Operatoren
auf der ¢-Entwicklung von Modulformen. Hierfiir fiihren wir fiir alle d € IN.q
die niitzlichen Hilfsoperatoren U, und V; ein. Das fiihrt dazu, dass wir auch die
Aktion von Hecke-Operatoren auf Modulformen hoherer Stufe in Form einer Spur
ausdriicken konnen, wobei wir iiber ein geeignetes Vertretersystem von Matrizen
aufsummieren. Wir schlieBen damit, dass wir das Petersson-Skalarprodukt auch in



dieser Situation untersuchen.

Vortrag 13: Stufenwechsel (2. 2. 2023)

Quelle: [Lan], Abschnitte VII.6 und VIII.1, eine Ausarbeitung hierzu findet sich in
[Schm]

In diesem und den folgenden beiden Vortragen wollen wir nun die Theorie von
Atkin und Lehner studieren, die uns eine Zerlegung des Raums der Spitzenformen
Sp(N,x) in so genannte Alt- bzw. Neuformen liefert. Altformen sind hierbei
Spitzenformen, die sich aus Formen einer Stufe d | N gewinnen lassen, die
Neuformen sind solche, die im Petersson-Orthokomplement dazu liegen. Wir
filhren nun zunachst in dieser Theorie ein und studieren die dafiir bendtigte
Fricke-Involution

Vortrage 14 4 15: Der Struktursatz (9. 2. + 16. 2. 2023)

Quelle: [Lan], Abschnitte VIII.2-VIII.4, eine Ausarbeitung hierzu findet sich in
[Schm]

Den ersten groBen Hohepunkt unseres Seminars bildet schlieBlich der Struktursatz,
auch Multiplizitat-1-Satz genannt, der eine orthogonale Zerlegung des Raums der
Spitzenformen in Hecke-Eigenrdume liefert. Die Eigenraume, die zu den Neuformen
gehdren, kommen dabei mit Multiplizitat 1 vor, was den Namen des Satzes erklart.
Den gréoBten Teil dieses Themas nimmt der recht lange Beweis eines technischen
Hilfssatzes ein (vgl. Abschnitt VIIl.4), so dass mir eine befriedigende Aufteilung
dieses Themas in zwei Vortrage schwer erschien. Ich schlage daher vor, dass sich
zwei Vortragende die Aufgabe teilen.
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