AOR Dr. Hendrik Kasten FAKULTAT FUR
Mathematisches Institut MATHEMATIK UND INFORMATIK

Seminarprogramm Wintersemester 2021 /22
Riemann’sche Fliachen

Voraussetzungen: Funktionentheorie 1. Die bendtigten Begriffe aus Topologie
und Algebra werden, soweit nicht aus den Grundvorlesun-
gen bekannt, im Laufe des Seminars eingefiihrt.

Vorbesprechung: am 22. 7. 2021 um 14:15-15:00 Uhr im Innenhof des Ma-
thematikon.

Vortrage

Vortrag 1: Grundbegriffe (21. 10. 2021)
Quelle: Abschnitt 1 in [For], fiir Vergleiche auch [Kas]

Wie der Name schon sagt, sollen in diesem Vortrag die grundlegenden Definitionen
fiir dieses Seminar gegeben werden: komplexe Mannigfaltigkeiten, Riemann’sche
Flachen und holomorphe Abbildungen darauf. Wir fiihren iiberdies die Standard-
beispiele Riemann’scher Flachen ein und verallgemeinern mit dem Hebbarkeitssatz
und dem ldentitatssatz zwei Resultate der klassischen Funktionentheorie auf Rie-
mann’sche Flachen. Im Anschluss an die holomorphen Funktionen fiihren wir nun
auch noch den Begriff der meromorphen Funktionen ein und identifizieren letztere
mit holomorphen Abbildungen mit Werten in der Riemann’schen Zahlenkugel —
hier weicht die Nomenklatur in [For] von der in meinem Skript ab! In diesem
Vortrag soll auch kurz die vermutlich aus der Analysis bekannte Definition der
Mannigfaltigkeit wiederholt werden.

Vortrag 2: Topologie holomorpher Abbildungen (28. 10. 2021)
Quelle: Abschnitt 2 in [For] und Abschnitt V.1 [FB], fiir Vergleiche auch [Kas]

SchlieBlich studieren wir noch die topologischen Eigenschaften holomorpher
Abbildungen zwischen Riemann’schen Flachen genauer und leiten daraus
Verallgemeinerungen bekannter Sitze wie des Satzes von Liouville oder des
Fundamentalsatzes der Algebra her. Den Abschluss des Vortrags bildet eine
Anwendung des Satzes von Liouville auf doppeltperiodische Funktionen, dem
ersten Liouville'schen Satz. Wenn noch Zeit ist, kann dieses Thema wie in [FB]
noch weiter vorangetrieben werden.
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Vortrag 3: Homotopie von Kurven (4. 11. 2021)
Quelle: Abschnitt 3 in [For]

Wir fiihren in Verallgemeinerung der Funktionentheorie Kurven als stetige
Abbildungen von einem reellen Intervall in einen topologischen Raum ein.
Grundlegend ist hier der Begriff der Homotopie, also der stetigen Verformung
von Kurven, welcher eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Kurven in einem
gegebenen topologischen Raum X darstellt. Dies fiihrt fiir geschlossene Kurven
zur Definition der Homotopiegruppe m(X,a), einer Gruppenstruktur auf der
Menge der Homotopieklassen geschlossener Kurven mit Anfangspunkt a € X.
Es stellt sich heraus, dass diese Gruppen fiir alle Basispunkte a € X isomorph
sind, so dass wir schlicht m(X) schreiben und sie als topologische Invarian-
te des Raums X auffassen konnen. m1(X) heiBt auch die Fundamentalgruppe
von X . Dieser Vortrag profitiert besonders von ein paar erlauternden Zeichnungen.

Vortrag 4: Uberlagerungen (11. 11. 2021)
Quelle: Abschnitt 4 in [For]

In der Funktionentheorie begegnet einem das Problem, dass man fiir manche
Funktionen wie etwa die Exponentialfunktion exp(z) oder die Potenzfunktionen
2" mit n > 1 keine eindeutige Umkehrfunktion angeben kann. Stattdessen
sind der Logarithmus und die Wurzelfunktionen mehrdeutig; sie besitzen meh-
rere Zweige. Dieses Verhalten lasst sich im Kontext Riemann’scher Flachen
durch verzweigte Uberlagerungen beschreiben. Hierfiir fithren wir zunichst
Uberlagerungsabbildungen ein und zeigen, dass nichtkonstante holomorphe
Abbildungen solche sind. Wir definieren den Begriff des Verzweigungspunkts
und nennen in Abhingigkeit von der Existenz eines solchen eine Uberlagerung
verzweigt oder unverzweigt. Diese Falle werden dann einzeln studiert. Wichtig
sind hierbei insbesondere die Beispiele 4.5 und 4.12, die an das bereits aus
der Funktionentheorie bekannte ankniipfen. Dieser Vortrag ist recht groBziigig
zugeschnitten, so dass sicherlich nicht der gesamte Inhalt vorgefiihrt werden kann.
Andererseits sind einige der vorkommenden Beweise untereinander sehr ahnlich
(wie etwa die von 4.6 bis 4.9 und die von 4.14, 4.15, 4.17 und 4.19), so dass man
sich an diesen Stellen auf jeweils einen Beweis beschranken kann.

Vortrag 5: Universelle Uberlagerungen (18. 11. 2021)
Quelle: Abschnitt 5 in [For]

In diesem Vortrag werden die topologischen Betrachtungen der letzten beiden
Vortrage zusammengefiihrt. Es stellt sich namlich heraus, dass es unter allen
unverzweigten unbegrenzten Uberlagerungen einer Mannigfaltigkeit X eine
,groBte" solche gibt, die so genannte universelle Uberlagerung. Deren Struktur
hangt iber die Gruppe der so genannten Decktransformationen eng mit der
Fundamentalgruppe von X zusammen. Dieser Vortrag enthilt mit 5.3 und 5.6
zwei Sitze mit groBen Beweisen, die sehr sorgfaltig prisentiert werden miissen.
Das bedingt allerdings, dass an anderer Stelle gespart werden muss. Ich bitte den
Vortragenden, sich diesbeziiglich mit mir in Verbindung zu setzen.



Vortrag 6: Garben (25. 11. 2021)
Quelle: Abschnitte 6 und 7 in [For]

In der Funktionentheorie hat man es haufig mit Funktionen in wechselnden
Definitionsbereichen zu tun. Der Begriff der Garbe gibt einen geeigneten formalen
Rahmen zur Behandlung dieser Situation. Zunachst werden Pragarben definiert,
indem dem System der offenen Mengen eines topologischen Raums eine Familie
abelscher Gruppen zugeordnet wird, wobei wir fordern, dass es zwischen Gruppen,
die zu ineinander enthaltenen Umgebungen gehoren, Gruppenhomomorphismen
mit bestimmten Kompatibilitatsforderungen bestehen. Erfiillt eine Pragarbe noch
zwei zusatzliche Axiome, so nennt man sie eine Garbe. Das landwirtschaftliche
Vokabular wird abgerundet durch die Konzepte des Schnitts, des Halms und
des Keims. Als eine erste wichtige Anwendung der neuen Begriffe studieren wir
analytische Fortsetzungen von Funktionskeimen. In diesem Vortrag ist vor allem
der Inhalt von Abschnitt 6 von Bedeutung fiir spdtere Vortrige. Wenn also
Inhalte gekiirzt werden sollen, so muss dies (in Absprache mit mir!) in Abschnitt
7 geschehen. Dieser Vortrag ist eine technische Voraussetzung fiir alle folgenden
Vortrage.

Vortrag 7: Algebraische Funktionen (2. 12. 2021)
Quelle: Abschnitt 8 in [For]

Algebraische Funktionen sind Funktionen w = w(z), die einer algebraischen
Gleichung w™ + a;(2)w™™ + ... + ag(z) = 0 mit meromorphen Funktio-

nen a,(z) geniigen. Ein einfaches Beispiel hierfiir sind die Wurzelfunktionen.
Ziel dieses Vortrags ist es, die zu den algebraischen Funktionen gehorigen
Riemann'schen Flichen als eigentliche Uberlagerungen zu konstruieren, deren
Blatterzahl gerade gleich dem Grad n der zugehdrigen algebraischen Gleichung ist.

Vortrag 8: Differentialformen (9. 12. 2021)
Quelle: Abschnitt 9 in [For]

In diesem Vortrag fiihren wir den sehr wichtigen Begriff der Differentialform auf
einer Riemann’schen Flache ein. Dabei betrachten wir nicht nur holomorphe und
meromorphe Differentialformen sondern auch solche, die nur reell differenzierbar
sind. Stichworter hierbei sind das Wirtinger-Kalkiil, das Differential einer Funktion,
Differentialformen 1. Ordnung, das Residuum einer solchen, das duBere Produkt
und schlieBlich Differentialformen hoherer Ordnung. Die in diesesm Vortrag
eingefiihrten Begriffe und Notationen sind wesentlich fiir alle folgenden Vortrige.

Vortrag 9: Integration von Differentialformen 1 (16. 12. 2021)
Quelle: Abschnitt 10.A in [For]

Differentialformen 1. Ordnung kann man iiber Kurven integrieren. Ist die Diffe-
rentialform geschlossen, so hdngt das Integral nur von der Homotopieklasse der



Kurve ab; das ist eine Verallgemeinerung des Cauchy’'schen Integralsatzes. Wir
treiben dieses Spiel weiter und untersuchen die Existenz von Stammfunktionen
auf Riemann’schen Flachen. Der Vortrag endet mit der Untersuchung von so
genannten Perioden von Differentialformen.

Vortrag 10: Integration von Differentialformen 2 (13. 1. 2022)
Quelle: Abschnitt 10.B und Anhang A in [For]

In Fortsetzung des letzten Vortrags interessieren wir uns nun fiir die Integration
von Differentialformen 2. Ordnung. Der Hohepunkt des Vortrags ist der Residu-
ensatz fiir Riemann’sche Flachen. Wichtige Hilfsmittel hierbei sind der Satz von
Stokes und Partitionen der Eins. Ersterer ist natiirlich schon bekannt, letztere
werden wir zu diesem Zweck einfiihren. Es kann nicht schaden, den Vortrag mit
einem kleinen Erinnerungsteil an den Stoff von vor Weihnachten zu beginnen.

Vortrag 11: Garbenkohomologie (20. 1. 2022)
Quelle: Abschnitt 12 in [For] und Abschnitt V.2 in [Neu]

Unter den Riemann’schen Flachen bilden die kompakten eine besonders wichtige
Unterklasse, die wir beginnend mit diesem Vortrag naher untersuchen wollen. Ein
wichtiges Hilfsmittel zum Beweis der meisten groBen Satze in der zugehorigen
Theorie ist die Kohomologietheorie von Garben, die wir nun einfiihren wollen: Die
erste Kohomologiegruppe einer Garbe .# wird zunidchst in Abhangigkeit einer
Uberdeckung der Riemann'schen Fliche X eingefiihrt; durch die Betrachtung von
Verfeinerungen und induktive Grenzwertbildung (um dieses Konzept ordentlich
einzufiihren, lohnt ein Blick in [Neu]) gelangen wir zu einer Definition von
H'(X, Z). Als nichstes zeigen wir fiir einige Beispiele von Garben, dass die
erste Homologiegruppe verschwindet, wie etwa fiir die Garbe der differenzierbaren
Funktionen auf X. Mit dem Satz von Leray beweisen wir schlieBlich ein Hilfsmittel,
das sich in vielen Fallen bei der Berechnung von Kohomologiegruppen als niitzlich
erweisen wird.

Vortrag 12: Das Geschlecht (27. 1. 2022)
Quelle: 13.1 bis einschlieBlich 14.13 in [For]

In diesem Vortrag zeigen wir, dass fiir eine kompakte Riemann’'sche Fliche X
die Kohomologiegruppe H'(X,©O) ein endlichdimensionaler C-Vektorraum ist.
Die Dimension dieses Vektorraums heiBt das Geschlecht von X. Eine Folgerung
des Endlichkeitssatzes ist auBerdem, dass es auf einer kompakten Riemann’schen
Flache stets nicht-konstante meromorphe Funktionen gibt. Der Vortrag beginnt
mit zwei vorgelagerten Themenkomplexen, die jeweils nur skizzenhaft prasentiert
werden sollen, namlich dem Lemma von Dolbeault mit seinen Folgerungen (13.1
bis 13.5) und etwas Funktionalanalysis (14.1 bis 14.7). Das Hauptthema ist dann
der Endlichkeitssatz 14.10 mit seinen Korollaren.



Vortrag 13: Die exakte Kohomologiesequenz (3. 2. 2022)
Quelle: Abschnitt 15 in [For]

In diesem Vortrag erklaren wir den Begriff des Garbenhomomorphismus’, exakte
Garbensequenzen und die aus einer kurzen exakten Garbensequenz hervorgehende
exakte Kohomologiesequenz, die uns ein Hilfsmittel an die Hand gibt, Kohomolo-
giegruppen zu berechnen oder auf andere Gruppen zuriickzufiihren.

Vortrag 14: Der Satz von Riemann-Roch (10. 2. 2022)
Quelle: Abschnitt 16 in [For]

Der Satz von Riemann-Roch ist der zentrale Satz in der Theorie der kompakten
Riemann’schen Flachen. Grob gesprochen macht er eine Aussage iiber die Anzahl
linear unabhangiger meromorpher Funktionen, deren Polstellenverhalten gewissen
Einschrankungen unterworfen ist.
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