Seminarprogramm Wintersemester 2011/12
Siegel’sche Modulformen

Voraussetzungen: Kenntnisse iiber Siegel’sche Modulformen.

Vorbesprechung: am Dienstag, dem 19. 7. 2011, um 13 Uhr c.t.
in Horsaal 3, INF 288.

Betreuer: Dr. Thanasis Bouganis, Dr. Juan Cervino, Dr. Hendrik Kasten

Vortrage

1 Heckeoperatoren fiir Modulformen halbganzen Gewichts K

Statt der Gruppe GLo(R)™ betrachten wir die Gruppe ® der Paare (o, ) aus
je einer Matrix a = (*”) € GLo(R)* und je einer holomorphen Funktion

p(2)> =t-det(a) 3 (cz+d) mitte Cmit|t| =1

auf H. Mit der Funktion ¢ als Automorphiefaktor fithren wir einen verallge-
meinerten Petersson-Strichoperator ein, mit dessen Hilfe wir die Begriffe der
Fuchs’schen Gruppe und der (meromorphen) automorphen Form halbganzen
Gewichts definieren.

Fiir je zwei Fuchs’sche Gruppen Aj, As betrachten wir nun die Doppelne-
benklassen Aj(a, p)As von (o, ¢) € & mit det(a) = 1 und untersuchen deren
Wirkung auf automorphe Formen beziiglich A;. Schliefllich untersuchen im Fall
A1 = Ay genauer, wie sich die Doppelnebenklassenbildung mit der natiirlichen
Projektion ® — GLo(R)™ vertrigt.

Nun schranken wir uns auf den Spezialfall von Kongruenzuntergruppen in
SLy(Z) als Fuchs’sche Gruppen ein und zeigen dort einige sehr explizite Pro-
positionen, wie etwa die Kommutativitat der Multiplikation bestimmter Dop-
pelnebenklassen. Die genaue Gestalt des Automorphiefaktors in diesem Setting
zitieren wir hier aus dem zweiten Vortrag. Wir schlieflen mit der Definition von
Heckeoperatoren in dieser Situation und der Berechnung ihrer Aktion auf den
Fourierkoeffizienten geeigneter Modulformen. Besonderes Augenmerk ist dar-
auf zu richten, dass die Definition der Heckeoperatoren hier nur fiir solche mit
quadratischem Grad gelingt, und wieso das so ist.

Literatur: Abschnitt 1 von [Shil]. Fiir genaueres zu Modulformen
halbganzen Gewichts siehe auch Abschnitt VL.5 in [FB].
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2 Der Shimuralift B

Das Hauptziel dieses Vortrags ist die Definition des Shimuralifts und das An-
geben einer Beweisskizze davon. Grob gesagt ist der Shimuralift eine Abbil-
dung von einem Raum elliptischer Modulformen halbganzen Gewichts in einen
Raum von Modulformen ganzen Gewichts. Diese Abbildung wurde von Goro
Shimura in [Shil] iiber eine Gleichung von L-Funktionen definiert. Hier ist ein
moglicher Verlauf dieses Vortrags:

m Wir beginnen mit der Formulierung des Hauptsatzes, dem Main Theorem
und seinem Corollary in auf Seite 458 von [Shil].

m Wir formulieren ohne Beweis den Satz von Weil iiber die Charakterisie-
rung von Modulformen (Lemma 3.1 in [Shil]). Dieser ist eine Art von
Umkehrsatz; er beschreibt, wann eine formale g-Entwicklung zu einer
Modulform gehort.

s Nun fangen wir mit dem Beweis des Hauptsatzes an. Zuerst betrachten
wir (in Shimuras Notation) den Fall ¢ = 1. Wir definieren die Dirichle-
treihe D(s, ) := > >~ 1(n)A;(n)n~° zum Charakter . Es ist zu zeigen,
dass D(s,) eine analytische Fortsetzung besitzt und einer bestimmten
Founktionalgleichung geniigt. Man schreibt diese Reihe als ein Rankin-
Selberg-Integral. Nach Seite 468 in [Shil] gilt mit ¢(—1) = (—1)”

2(4m)°T'(s)D(2s — v,0)) = /q)f(z)m(?(z, s)dz,

wobei f eine gegebene Modulform halbganzen Gewichts ist,

oo

h(z) = hy(z) =27 Y d(m)m”e(m’z)

m=—0Q

eine Theta-Reihe, und C(z, s) als eine Epstein-Eisensteinreihe darstellbar
ist.

» Wir untersuchen nun die Eigenschaften von h(z), zeigen also ihre Modu-
laritét und ihre Funktionalgleichung. Das ist Proposition 2.2 in [Shil].

m Dann studieren wir Eigenschaften von Rankin-Integralen und Epstein-
Eisensteinreihen. Das ist Lemma 3.3 in [Shil]. Wahrscheinlich reicht die
Zeit nicht fiir einen Beweis, also sollten wir diese Aussage einfach als
wahr annehmen.

s Mit Hilfe von Lemma 3.3 und der obigen Darstellung kann man jetzt die
analytische Fortsetzung von D(s, ) zeigen (siehe Seite 469 in [Shil]).
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s Fiir die Funktionalgleichung betrachten wir nur die einfachste Situation,
nehmen also (in Shimuras Notation) » = 1 und N = M an. In diesem
Fall kann man wie auf Seite 470 in [Shil] leicht die Funktionalgleichung
zeigen.

» Abschliefend betrachten wir den Fall ¢ > 1. Das ist in [Shil] auf den
Seiten 475 und 476 zu finden.

Literatur: Abschnitte 2 und 3 in [Shil].

3 Der Kohnenraum K

Wir fiihren den Kohnen-+-Raum als Teilraum des Raums M , 1 (4) der Modul-

formen vom Gewicht k +  beziiglich der Kongruenzgruppe I'o(4) ein und zei-
gen, dass der Shimuralift zwischen diesem Raum und einem geeigneten Raum
von Modulformen ganzzahligen Gewichts beziiglich SLy(7Z) ein Isomorphismus
ist.

Wir definieren einen Operator U,;W, und beschreiben den Unterraum der Spit-
zenformen im Kohnenraum als Eigenraum unter diesem. Das nutzen wir aus,
um zu zeigen, dass der Kohnenraum Hecke-invariant ist und der Raum der
Spitzenformen darin sogar eine Orthogonalbasis aus Heckeeigenformen hat.

Ikeda wendet Kohnens Resultate auf die gewohnliche Eisensteinreihen vom
Gewicht 2k an und erhélt so Informationen {iber die zugehorige Funktion im
Kohnenraum, die Cohen-Eisensteinreihe.

Abschlieflend studieren wir noch eine spezielle Funktion h, die wir in Vortrag
11 benotigen werden.

Literatur: Die Propositionen 1 und 2 sowie Theorem 1 in [Koh] und
Abschnitt 2 in [Tke2].

4 Siegel’sche Reihen | C

Das Ziel der Vortrige Siegelsche Reihen I und II ist die Konstruktion der
so genannten Fourier—Jacobi Koeffizienten des Ikeda-Lifts, wodurch eigentlich
der Ikeda-Lift definiert wird.

Siegel’sche Reihen wurden von Siegel in seinem Werk iiber quadratischen For-
men eingefiihrt. Den Namen hat allerdings Shimura geprégt (s. Seiten 429-435
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in [Shi2], wo er die Beziechung zwischen Siegel’schen Reihen und den Koeffizi-
enten Fisenstein’scher Reihen erldutert, iibrigens in gréflerer Allgemeinheit als
bei Siegel).!

Nach dieser Feststellung liegt es einem nahe, Eisensteinsche Reihen oder all-
gemeiner Siegelsche Modulformen anhand von Siegel’schen Reihen zu konstru-
ieren. Der Vorgang, den Ikeda wéhlt, ist aber sehr technisch und erstaun-
lich zugleich, denn er kann anhand den Siegel’schen Reihen Siegel’sche Spit-
zeneigenformen konstruieren (mit noch weiteren Bedingungen). Hierfiir scheint
der Ubergang zu elliptischen Modulformen halbganzen Gewichts von Bedeu-
tung zu sein.

Im diesem ersten Vortrag wird die Formel

Fy(B;p™*) = by(B, s)(Bsp~*) ™
bewiesen (s. Seite 645 in [Tke2]).

Wir beweisen vollstandig Proposition 3.6 in [Shi3|, also die obige Formel fir
nicht ausgeartetes B. Hierbei darf Lemma 3.3 ohne Beweis benutzt werden,
da es im Vortrag iiber die Konvergenz des Lifts bewiesen wird. Als néchstes
erklaren wir die Aussage von Theorem 3.2 in loc. cit. und skizzieren seinen
Beweis (vgl. Theoreme 1 und 2 in [Kit1]). Kitaokas Arbeit ist klar geschrieben,
und deswegen wiire es schon zu wissen, ob darin tatséchlich ein Fehler fiir p = 2
ist, oder ob Shimura einfach nicht ,hinreichend diberzeugt® ist.2.

Literatur: Abschnitt 1 in [Ike2], Abschnitt 3 in [Shi3], [Kitl] und
Abschnitte 3 und 5 in [Shi2].

5 Siegel’sche Reihen Il C

Hier werden die restlichen Formeln aus dem ersten Abschnitt von [lIke2] be-
wiesen. Konkret geht es um Theorem 3.2 aus [Kat]. Wir beweisen Lemma
9 aus [Kitl] (Lemma 3.3 in [Kat]) und anschlieBend die Funktionalgleichung
(Theorem 3.2 loc. cit.).

Wenn Zeit und Energie auf der Seite des Vortragenden sind, wéren ein paar
Worte zu den Remarks auf den Seiten 430 und 448 von [Kat] wiinschenswert.

'Die ersten Betrachtungen in dieser Hinsicht (Beziehung zwischen Koeffizienten Eisen-
stein’scher Reihen und lokalen Darstellungsdichten) stammen von G. Eisenstein und H.
Minkowski. Sie wurden natiirlich nicht in unserer heutigen mathematischen Sprache ausge-
driickt.

28. 546 in [Shi3] “... but the proof for p = 2 is hardly convincing.,, Es ist bei ihm oft zu
sehen, dass er Fehler in Arbeiten ganz direkt zeigt und erklért. Hier bei Kitaoka driickt er
sich ein bisschen, so dass es nicht klar ist, ob tatséchlich ein Fehler drin ist oder nicht (ihm
anscheinend auch nicht).
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Literatur: Abschnitt 1 in [Ike2], Abschnitt 4 in [Kat] und Lemma 9
in [Kit1].

6 Formulierung der Hauptsatze C

Dieser Vortrag erklért Abschnitt 3 in [Ike2]. Auerdem werden die Standard-
L-Reihe einer Hecke-Figenform sowie klassische L-Reihen zu elliptischen Mo-
dulformen eingefiihrt.

Literatur: Abschnitte 2 und 3 in [Ike2], [Maa], [Kit2].

7 Konvergenz des Lifts C

Das ist Abschnitt 4 in [Ike2]. Wir beweisen Lemma 4.1 und sein Korollar,
sowie Lemma 3.3 aus [Shi3] (bzw. aus den Arbeiten von Siegel wie in loc. cit.
verlinkt).

Literatur: Abschnitt 4 in [Tke2], [Shi3].

8 Fourierkoeffizienten der Siegel’schen Eisensteinreihen B

Das Ziel dieses Vortrags ist, die Fourierkoeffizienten der Siegel’schen Fisen-
steinreihen explizit zu berechnen. Es ist bekannt, dass diese vom Typ

Eyr(Z,s) = Z Cagi(B:Y, §)e2m tr(BX)
B

ist, wobei die symmetrische Matrizen X,Y durch die Gleichung Z = X +iY
definiert sind und die Summe ein Gitter symmetrischer Matrizen durchlauft.
Unser Ziel ist es, die Koeffizienten ¢y, (B;Y,s) zu berechnen. Hier ist ein
moglicher Verlauf dieses Vortrags:

m Definition des Adélerings iiber Q und der Siegel’schen automorphen For-
men nach dem Buch [Shi4] von Shimura (s. Seiten 76-80).

m Der Zusammenhang zwischen klassischen Siegel’schen Modulformen und
automorphen Formen (Lemma 10.8 in [Shi4]).

m Die Fourierentwicklung von automorphen Formen (Proposition 18.3 in

[Shid)).

» Die Definition der Siegel’schen Eisensteinreihen (klassisch und adélisch).
Das ist in loc. cit. auf den Seiten 150 und 151 zu lesen. Der Zusammen-
hang zwischen den beiden ist in Lemma 18.7 ebenda erldutert.
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m Das lokale Integral an der oco-Stelle. Das ist Lemma 18.12 in loc. cit.

m Die Berechnung der lokalen Integrale an den endlichen Primstellen. Be-
weis von Proposition 18.14 in loc. cit.

Literatur: Ausschnitte von [Shi4].

9 Cohen-Eisensteinreihen B

Das Hauptziel dieses Vortrags ist die Definition der so genannten Co-
hen-FEisensteinrethen und das Studium ihrer Grundeigenschaften. Cohen-
Eisensteinreihen sind Modulformen von halbganzem Gewicht, die durch den
Shimuralift klassischen Eisensteinreihen zugeordnet sind (vgl. Vortrag 3). Hier
ist ein moglicher Verlauf dieses Vortrags:

Als erstes definieren wir fiir N € R und r > 1 eine ganze Zahl
> agv M(r, N/d2)  falls (—1)"N = 0,1 mod (4) und N > 0,
H(r,N):=q¢(1—2r) falls N =0,
0 sonst,

wobei fir N € N mit N >1

(=)l (r—1)12N"1/2 17N =
h(r,N) := { @m7 L(r,x(-1yn) falls (=1)"N = 0,1 mod (4),

0 sonst.

Dann definieren wir formal die Cohen-Eisensteinreihen H, durch die formale
g-Entwicklung

H.(2) = Z H(r,N)¢", q:=e*=.
N=0

Wir wollen zeigen, dass diese Reihe eine Modulform von Gewicht (2r + 1)/2
darstellt. Das ist Theorem 3.1 in [Coh|. Dazu studiert man die folgenden Ei-
sensteinreihen

m 4 —(r+1/2) .
E,1)2(2) = Z (E) (7) (nz + m)’(’”r /2)
n>0 ungerade, m

und

Eryipa(z) = r+1/2(—1/4z)z’(’“+1/2).
Das passiert auch in [Shil]. Hier zeigt man vermdoge ihrer ¢-Entwicklung die
folgende Gleichung

H,(2) = 271 — 20)[(1 + 2T By jo(2) + 82Ty 0(2)).
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Hieraus folgt, dass die Cohen-Eisensteinreihen Modulformen halbganzen Ge-
wichts sind. Weiter kann man sehen, dass die Cohen-Eisensteinreihen im Bild
des Shimuralifts liegen.

Literatur: [Coh] und Abschnitt 6 in [Ike2].

10 Die Fourier-Jacobi-Entwicklung K

Wir fithren eine neue Sorte holomorpher Funktionen mit interessanten Trans-
formationseigenschaften ein, die Jacobiformen. Es stellt sich heraus, dass diese
natiirlich in der Theorie der Siegel’schen Modulformen auftauchen. Denn sor-
tiert man die Fourierentwicklung

1) = Y aea(t2)

>0
einer Siegel’sche Modulform f : H,, — C nach den unteren rechten Blocken tflj )
mit 0 < 7 <mn, so sind die Vorfaktoren ¢y, (21, 22) in der neuen Entwicklung

F(2) = el 2)en—j(taza)

t4>0

gerade Jacobiformen. Um letztere besser zu verstehen, driickt man sie durch die
gut bekannten Thetareihen aus. All das ldsst sich am besten in [Fre] nachlesen,
wo es allgemeiner und auch etwas ausfiihrlicher behandelt wird als in [Ike2].

Nun kann man diese Zerlegung im von lkeda studierten Spezialfall noch et-
was genauer untersuchen, was in diesem Vortrag auch vorgefiihrt werden soll.
Mit Theorem 3.2 aus [Ikel] folgt, dass die Fourier-Jacobi-Koeffizienten der in
Vortrag 8 eingefiihrten Funktion €,,, ;s sich durch die Cohen-Eisensteinreihen
aus dem letzten Vortrag beschreiben lassen. Das angesprochene Theorem soll
als Import behandelt werden; ein bisschen Hintergrund soll aber auf alle Falle
bereit gestellt werden.

Literatur: Abschnitte 7—9 in [Ike2] und [Fre], Seiten 317-321. Theo-
rem 3.2 in [Ikel] (in adélischer Sprache).

11 Vektorwertige Modulformen halbganzen Gewichts K

Zu Beginn dieses Vortrags fithren wir die Begriffe der vektorwertigen Modul-
form und ihres Multiplikatorsystems ein. Auflerdem definieren wir den Be-
griff der kompatiblen Familie von Eisensteinreihen als eine Familie von gewis-
sen Abwandlungen der Cohen-Eisensteinreihe mit einer festen Fourier-Jacobi-
Entwicklung und zeigen in einem kleinen Lemma, wie man aus einer gegebenen
solchen Familie weitere kompatible Familien von Eisensteinreihen herleitet.
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Wir erinnern uns nun an die Definition des Rings der reziproken Laurentpoly-
nome R, fiir eine beliebige Primzahl p und setzen R := ), R,,. Dies wenden wir
auf kompatible Familien von Eisensteinreihen an, indem wir in deren Fourier-
Jacobi-Entwicklung Funktionswerte eines festen Elements & € R entdecken.
Wir zeigen, dass dieses schon identisch Null sein muss, wenn die betreffenden
Funktionswerte allesamt verschwinden.

Anschlieflend benutzen wir die in Vortrag 3 eingefiithrte Funktion A, um einen
Spezialfall zu studieren.

Zu guter Letzt geben wir ein Lemma an, das fiir den Beweis unserer Hauptre-
sultate entscheidend ist. Dieses werden wir allerdings in diesem Seminar nicht
beweisen. Es wére schon, wenn der Vortragende den in den Abschnitten 12
und 13 gefiihrten Beweis kurz anskizzieren konnte.

Literatur: Abschnitt 10 in [Ike2]

12 Beweis der Hauptsiatze

Literatur: Abschnitt 11 von [Ike2].
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