
Seminarprogramm Wintersemester 2011/12
Dirichletreihen

Voraussetzungen: Funktionentheorie 1.

Vorbesprechung: am 20. 7. 2011 um 13 Uhr s. t. in HS 5 in
INF 288.

Vorträge

1 Dirichletreihen: Analytische Theorie 13. 10. 2011

Wir führen den Begriff der Dirichletreihe als eine mögliche Verallgemeinerung
der aus der Funktionentheorie bekannten Potenzreihen ein und studieren das
Konvergenzverhalten solcher Reihen. Besonders wichtig ist der Spezialfall der
gewöhnlichen Dirichletreihen, die keine Potenzreihen sind und die wir in den
Folgevorträgen ausschließlich studieren wollen. Diese konvergieren immer in
einer rechten Halbebene Re(s) > σ0 der komplexen s-Ebene. Abschließend
zeigen wir noch den Satz von Landau, der für bestimmte gewöhnliche Dirich-
letreihen eine Singularität auf der Konvergenzabszisse Re(s) = σ0 garantiert,
und den Identitätssatz für Dirichletreihen. Literatur: Abschnitt 1 in [Zag],
inklusive einem Beweis für Satz 3.

2 Unendliche Produkte 20. 10. 2011

Im weiteren Verlauf des Seminars werden wir immer wieder unendliche Pro-
dukte aufstellen müssen, etwa bei der Eulerproduktentwicklung von Dirichle-
treihen oder der Definition der Gammafunktion. Diese formal aufzustellen ist
leicht, interessant ist hier allerdings die Frage der Konvergenz. Wir führen also
eine saubere Definition für die Konvergenz unendlicher Produkte ein und zei-
gen die wichtigen Konvergenzkriterien und den Weierstraß’schen Produktsatz.
Literatur: Abschnitt 1.2 in [Koh] bis inklusive Satz 4.

3 Dirichletreihen: Formale Eigenschaften 27. 10. 2011

Ganz abstrakt kann man nun von zwei Dirichletreihen die Summe und das Pro-
dukt bilden, letzteres als multiplikative Faltung. Wir zeigen, dass die Summe
zweier konvergenter Dirichletreihen konvergiert, und das Produkt auch, wenn
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mindestens einer der Faktoren absolut konvergiert. Wir lernen anhand von Bei-
spielen multiplikative und streng multiplikative Funktionen auf den natürlichen
Zahlen kennen und zeigen, dass Dirichletreihen, deren Koeffizienten durch ei-
ne multiplikative Funktion gegeben sind, eine Darstellung als unendliches Pro-
dukt über alle Primzahlen haben, als ein so genanntes Eulerprodukt. Wir geben
Produktdarstellungen für eine Reihe von Dirichletreihen an, wie etwa der Rie-
mann’schen Zetafunktion. Abschließend zeigen wir die Möbius’sche Umkehr-
formel, mit der man multiplikative Funktionen ineinander überführen kann.
Literatur: Abschnitt 2 in [Zag].

4 Die Gammafunktion 3. 11. 2011

Nun führen wir die Gammafunktion ein und zeigen ihre wichtigsten Eigen-
schaften. Literatur: Abschnitt 3 in [Zag]; zum Beweis von (14) dort
kann Abschnitt 1.2 in [Koh] herangezogen werden.

5 Die Riemann’sche Zetafunktion 10. 11. 2011

Eines der wichtigsten Beispiele für Dirichletreihen ist die Riemann’sche Ze-
tafunktion, die wir in diesem Vortrag näher kennenlernen wollen. Wir fassen
zunächst die bereits bekannten Resultate für Dirichletreihen in diesem Spe-
zialfall zusammen und bestimmen anschließend die Zetawerte an denjenigen
ganzen Zahlen, für die diese bekannt sind. Anschließend geben wir noch eine
Heuristik für die berühmte Funktionalgleichung der Riemann’schen Zetafunk-
tion. Literatur: Abschnitt 4 in [Zag]; für den Vortragenden lohnt sich
auch ein Blick auf Aufgabe 2 darin.

6 Charaktere 17. 11. 2011

Die nach der Riemann’schen Zetafunktion wichtigsten Dirichletreihen sind die
Dirichlet’schen L-Reihen, die eingeführt werden, um den Dirichlet’schen Prim-
zahlsatz zu zeigen, dass es in jeder Folge der Art a + kn mit k ∈ N und
ggT(a, n) = 1 unendlich viele Primzahlen gibt. Die Koeffizienten dieser L-
Reihen sind durch die Werte bestimmter Restklassencharaktere gegeben, we-
nig überraschend heißen diese Dirichletcharaktere. Wir führen zunächst ganz
allgemein Charaktere endlicher Gruppen ein und zeigen, dass die Menge der
Charaktere zu einer fest gewählten endlichen abelschen Gruppe eine zu dieser
Gruppe isomorphe Gruppe bildet, wofür wir aus der Algebra den Struktursatz
für endliche abelsche Gruppen benötigen. Wir konzentrieren uns dann auf den
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Spezialfall der Dirichletcharaktere und zeigen bestimmte Orthogonalitätsaus-
sagen. Abschließend führen wir den Begriff des primitiven Charakters ein und
bestimmen alle reellen primitiven Dirichletcharaktere. Literatur: Abschnitt
5 in [Zag].

7 Dirichlet’sche L-Reihen 24. 11. 2011

Nun wollen wir die bereits im letzten Vortrag angekündigten Dirichlet’schen
L-Reihen studieren. Als erstes wichtiges Ergebnis zeigen wir, dass für jeden
vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter χ die zugehörige L-Reihe L(χ; s)
an der Stelle s = 1 nicht verschwindet (aber auch im Unterschied zur Rie-
mann’schen Zetafunktion keinen Pol hat). Als ein Korollar folgt der Dirich-
let’sche Primzahlsatz. Literatur: Abschnitt 6 in [Zag].

8 Werte von L-Reihen an negativen ganzen Stellen 1. 12. 2011

Analog zu den Untersuchungen in Vortrag 5 wollen wir nun die spezielle Werte
der Dirichlet’schen L-Reihen an den negativen ganzen Zahlen untersuchen. Das
gelingt mit einer konkreten Formel, in der außer Charakterwerten nur noch die
in Vortrag 5 eingeführten Bernoullizahlen vorkommen. Literatur: Abschnitt
7 in [Zag].

9 Binäre quadratische Formen 8. 12. 2011

Wir lassen noch einmal kurz von den Dirichletreihen ab, um (binäre) quadrati-
sche Formen einzuführen. Diese wollen wir klassifizieren, weshalb wir zunächst
eine Äquivalenzrelation auf der Menge der binären quadratischen Formen und
dann den Begriff der Diskriminante definieren. Letzterer ist auf Äquivalenz-
klassen wohldefininiert, und es gibt zu jeder Diskriminante D auch nur endlich
viele Äquivalenzklassen; cum grano salis nennt man deren Anzahl die Klassen-
zahl hD. Die Bestimmung derselben ist das erste große Ziel in der Theorie der
quadratischen Formen. Wir entwerfen eine Strategie dafür und beweisen deren
ersten Schritt. Literatur: Abschnitt 8 in [Zag] bis exklusive Satz 3.

10 Die Klassenzahl 15. 12. 2011

Wir vollenden die Agenda des vorherigen Vortrags und sehen, dass die Klas-
senzahl hD bis auf eine gut kontrollierbare Konstante gerade der spezielle
L-Reihenwert L(χD; 1) ist. Hierbei ist χD ein durch die Diskriminante D
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bestimmter Dirichletcharakter. Literatur: der Rest von Abschnitt 8 in
[Zag].

11 Die Berechnung von L(χ; 1) 22. 12. 2011

Die beiden letzten Vorträge haben uns einen guten Grund geliefert, die spe-
ziellen Werte der Dirichlet’schen L-Funktionen an der Stelle s = 1 genauer
zu untersuchen. Dies wollen wir in diesem Vortrag tun. Zunächst führen wir
dafür die so genannten Gauß’schen Summen ein und studieren diese. Mit die-
sem Hilfsmittel finden wir eine Formel für die speziellen L-Werte, die nur
Charakterwerte und die Diskriminante als Zutaten enthält. Literatur: Ab-
schnitt 9 in [Zag] bis inklusive Satz 3. Der Rest des Abschnitts ist
ein an Beispielen orientierter Ausblick, der in Absprache mit mir
kurz zusammengefasst werden soll.

12 Grundlegendes zu Modulformen 12. 1. 2012

Im letzten Teil unseres Seminars wollen wir komplexwertige Funktionen studie-
ren, die ein besonders schönes Verhalten unter einer bestimmten Operation von
SL2(Z) zeigen. Insbesondere lassen solche Funktionen eine Fourierentwicklung
zu. Solche Funktionen nennt man Modulformen und bei geeignetem Verhal-
ten für große Imaginärteile Spitzenformen; sie spielen eine gewichtige Rolle in
der analytischen Zahlentheorie. Unser letztendliches Ziel ist es natürlich, jeder
Modulform eine Dirichletreihe zuzuordnen, doch in diesem Vortrag wollen wir
uns zunächst mit dem neuen Begriff vertraut machen. Literatur: Abschnitte
III.1.1 - III.1.6 in [KK].

13 Heckeoperatoren 19. 1. 2012

Wir führen auf dem Raum der Modulformen für jede natürliche Zahl n einen
Operator Tn ein, und zwar so, dass eine große Klasse von Modulformen simul-
tane Eigenform für alle Tn ist. Wenn wir eine solche Modulform f betrachten,
können wir durch Normierung stets erreichen, dass der Eigenwert unter dem
jeweiligen Operator Tn gerade der n-te Fourierkoeffizient von f ist. Die so
eingeführten Operatoren heißen die Heckeoperatoren. Literatur: Abschnitte
IV.1.1 - IV.1.3 in [KK] und Abschnitt IV.1.4 ohne das Beispiel mit
der Diskriminante.
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14 Beispiele von Modulformen 26. 1. 2012

In diesem Vortrag soll die Theorie der letzten beiden Vorträge ein wenig mit
Fleisch gefüllt werden. Wir führen dafür zunächst die Eisensteinreihen ein,
zeigen, dass diese tatsächlich Modulformen sind, und bestimmen ihre Fou-
rierentwicklung. Mit diesen Informationen lässt sich schnell zeigen, dass die
so genannte Diskriminante eine Spitzenform vom Gewicht 12 ist. Literatur:
Abschnitte III.2.1 - III.2.2 und das Beispiel mit der Diskriminante
aus Abschnitt IV.1.4 in [KK].

15 Hecke’sche L-Reihen 2. 2. 2012

Mit den Fourierkoeffizienten als Koeffizienten können wir die Dirichletreihe
einer Modulform definieren. Wir berechnen deren Konvergenzabszisse und fin-
den für Hecke-Eigenformen eine schöne Eulerproduktzerlegung. Für letzteres
benötigen wir Rechenregeln für die Heckeoperatoren, was wir skizzenhaft her-
leiten. Literatur: Abschnitte IV.4.4 und IV.4.8 in [KK]. Skizzenhaft
sollen auch die Ergebnisse der Abschnitte IV.2.1 - IV.2.3 präsentiert
werden.
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