Seminarprogramm Wintersemester 2010/11
Rationale quadratische Formen

Wir werden zunéchst in den Vortrégen 1-3 die Grundlagen aus der Elementaren
Zahlentheorie bereitstellen, die wir zum Einfiihren der p-adischen Zahlen Q,
und des Hilbert-Symbols benétigen. Letzteres geschieht in den Vortréagen 4-8
und wird ein wichtiges Hilfsmittel zum Studium von rationalen quadratischen
Formen bereitstellen. In den Vortrigen 9-13 betrachten wir endlich tatséchlich
quadratische Formen, zunéchst iiber recht beliebigen Koérpern. Um schliellich
quadratische Formen iiber ) kennenzulernen, studieren wir solche iiber allen
Q, und R gleichzeitig, was uns besser als der direkte Ansatz die gewiinschten
Informationen liefert.

Voraussetzungen: Nur die Grundvorlesungen in Analysis und
Linearer Algebra.

Vorbesprechung: Donnerstag, 14. 10. 2010 um 14 Uhr c. t. in
Horsaal 3, INF 288.

Vortrage
1 Endliche Korper 21. 10. 2010

In diesem Vortrag erinnern wir an grundlegendes Wissen iiber endliche Korper:
Zunachst klassifizieren wir diese, dann zeigen wir, dass die Einheitengruppe
eines endlichen Korpers immer zyklisch ist. Wir zeigen den Satz von Chevalley-
Warning iiber gemeinsame Nullstellen von Polynomen iiber endlichen Kérpern
und den Satz von Wilson mit einer Verallgemeinerung. Literatur: [Ser| §I.1

- §1.2, [Nag] §30

2 Quadratische Reste 28. 10. 2010

Wir stellen uns die Frage nach der Losbarkeit von quadratischen Gleichungen
mit Koeffizienten in endlichen Korpern. Wir fithren das Legendre-Symbol ein,
zeigen den Satz von Euler, das Lemma von Gaufl und studieren den Spezialfall

2 = +2 mod (p)

fiir primes p, was (ganz heimlich) schon die Ergénzungssitze zum Quadra-
tischen Reziprozitéitsgesetz im néchsten Vortrag vorwegnimmt. Literatur:

[Nag] §37 - §40
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3 Das Quadratische Reziprozitatsgesetz 4. 11. 2010

Wir verallgemeinern das Konzept des quadratischen Restsymbols zum Jacobi-
Symbol und beweisen das Quadratische Reziprozitiatsgesetz, einen sehr wichti-
gen Satz aus der Elementaren Zahlentheorie, der die effiziente Berechnung von
Jacobi-Symbolen méglich macht. Wenn die Zeit noch reicht, zeigen wir ab-
schlieffend einen Spezialfall des Dirichlet’schen Primzahlsatzes. Letzterer be-
sagt, dass es in jeder arithmetischen Progression a + k7 mit teilerfremden
ganzen Zahlen a, k unendlich viele Primzahlen gibt. Literatur: [Nag] §41-
§44

4 Die p-adischen Zahlen @, 11. 11. 2010

Auf den rationalen Zahlen @ lassen sich in Analogie zum Absolutbetrag fiir
jede Primzahl p so genannte p-adische Bewertungen einfiihren. Genau wie in
der Analysis kann man nun fiir jedes p Cauchy-Folgen betrachten und erhélt
durch Hinzunahme ihrer Limites einen vollstdndigen Korper Q,. Literatur:
[Cas] §3.1 (ohne Seite 41)

5 Der Ring Z, als projektiver Limes 18. 11. 2010

Dieser Vortrag ergénzt den vorhergehenden, indem er eine andere und oft-
mals niitzlichere Sichtweise der p-adischen Zahlen angibt: Man studiert die
so genannten ganzen p-adischen Zahlen 7, als projektiver Limes der Ringe
Z/p"Z mit natiirlichem r und gewinnt Q, als den Quotientenkorper. Dop-
pelungen mit dem vorherigen Vortrag sollten vermieden werden. Literatur:
[Ser] §II.1. Fiir die Definition des projektiven Limes und den Zusammenhang

zwischen den beiden moglichen Definitionen von Q,, (das soll gezeigt werden!)
betrachte man [Neu] §II.1 - §II.2.

6 Das Hensellemma und Q; 25. 11. 2010

In diesem Vortrag studieren wir zunéchst Polynomgleichungen iiber Z, und
zeigen insbesondere das Lemma von Hensel. Im Anschluss untersuchen wir die
Einheitengruppe von @), genauer, wo wir die Ergebnisse von Vortrag 4 aufgrei-

fen. Dopplungen sollen hier natiirlich genauso vermieden werden. Literatur:
[Ser] §II.2 - §I1.3, [Cas] §3.4



Seminar WS2010/11: Rationale quadratische Formen 3

7 Das lokale Hilbertsymbol 2.12. 2010

Sei k einer der Korper R, Qo,Qs,... Ganz dhnlich wie fiir die Konstrukti-
on des quadratischen Restsymbols kann man sich dann iiberlegen, wann eine
Gleichung vom Typ

72 =aX?+bY? mita,bek

eine nichttriviale Losung (X,Y, Z) € k* hat, und fiihrt analog das lokale Hil-
bertsymbol ein. Dies zu studieren ist Inhalt dieses Vortrags. Literatur: [Ser]
§I1I1.1, zum Vergleich auch [Cas] §3.2

8 Das globale Hilbertsymbol 9. 12. 2010

Man kann sich nun entschliefen, das im letzten Vortrag eingefiihrte lokale
Hilbertsymbol in allen erlaubten Kérpern gleichzeitig zu betrachten. Wir zei-
gen Approximationsresultate, um schliellich zu verstehen, welche Tupel von
lokalen Hilbertsymbolen fiir eine Familie (a;) von Elementen von Q* infrage
kommen. Literatur: [Ser| §II1.2

9 Grundlegendes iiber quadratische Formen 16. 12. 2010

In diesem Vortrag werden quadratische Formen und ihre Diskriminante ein-
gefiihrt, orthogonale Zerlegungen und isotrope Vektoren betrachtet, was uns
die Angabe von Orthogonalbasen ermoglicht. Die manchmal recht knapp ge-

haltenen Beweise in [Ser] sollen ausgearbeitet werden; lohnend ist hierbei ein
Blick in [Lam] §I.1 - §1.3. Literatur: [Ser| §IV.1.1 - §IV.1.4

10 Die Witt'schen Satze 13. 1. 2011

Es sollen gleich vier Sdtze von Witt bewiesen werden: Der Fortsetzungssatz,
der Zerlegungssatz, der Kiirzungssatz und der Kettendquivalenzsatz. Der erste
ist hierbei Theorem 3 in [Ser| §IV.1.5, die mittleren beiden finden sich sowohl
in [Ser| als auch in [Lam], der letzte nur in [Lam]. All dies dient letztlich der
Klassifizierung der quadratischen Formen und ist iiber beliebigen Kérpern der
Charakteristik # 2 giiltig. Als Beispiel betrachten wir abschlieend den Fall
von endlichen Kérpern. Literatur: [Ser| §IV.1.5 - §1V.1.7, [Lam]| §I.4 -
§1.5
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11 Quadratische Formen iiber Q, 20. 1. 2011

Wir fithren nun das Thema des letzten Vortrags fort, spezialisieren allerdings
den Kérper auf k = Q, oder k = R. Das hat zur Konsequenz, dass man in der
Klassifikation erstaunlich prizise Aussagen machen kann, wie etwa, dass alle
quadratischen Formen {iber @), mit mindestens 5 Variablen die Null darstellen.
Literatur: [Ser] §IV.2, es lohnt ein Blick in [Cas] §4.1 - §4.2

12 Das starke Hasse-Prinzip 27. 1. 2011

In diesem Vortrag studieren wir quadratische Formen iiber Q; genauer zeigen
wir, dass eine quadratische Form global (also iiber Q) genau dann Null dar-
stellt, wenn sie das auch an allen lokalen Stellen @, und R tut. Das ist das
Hasse-Prinzip, bzw. der Satz von Hasse-Minkowski. Literatur: [Cas] §6.1 -
§6.6

13 Quadratische Formen iiber Q) 3. 2. 2011

Wir untersuchen zunéchst, unter welchen Voraussetzungen es fiir einen gege-
benen Satz von quadratischen Formen f, fiir alle p eine rationale quadratische
Form f gibt, so dass f in jedem Q, zum jeweiligen f, dquivalent ist. Dann zei-
gen wir, dass quadratische Formen, die die Null darstellen, dies immer bereits
an recht  kleinen“ Stellen tun, und dass man fiir einen gegebenen Satz von
p-adischen Nullstellen einer quadratischen Form immer eine ,nahe gelegene*
rationale Nullstelle gibt. Den Abschluss macht eine Anwendung der bisherigen
Theorie auf die Geometrie. Literatur: [Cas] §6.7 - §6.10
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