Seminarprogramm Sommersemester 2014

Riemann’sche Flachen

Voraussetzungen: Funktionentheorie 1 + 2 inklusive der Definition des
Begriffs der Riemann’schen Fladche.

Vorbesprechung: am Dienstag, dem 4. 2. 2014, um 13 Uhr c.t. in Horsaal
3, INF 288.

Vortrage

1 Homotopie von Kurven 15. 4. 2014

Wir fithren in Verallgemeinerung der entsprechenden Uberlegungen in Funk-
tionentheorie 1 Kurven als stetige Abbildungen von einem reellen Intervall in einen
topologischen Raum ein. Grundlegend ist hier der Begriff der Homotopie, also der
stetigen Verformung von Kurven, welcher eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der Kurven in einem gegebenen topologischen Raum X darstellt. Dies fiihrt fiir ge-
schlossene Kurven zur Definition der Homotopiegruppe 711(X, a), einer Gruppen-
struktur auf der Menge der Homotopieklassen geschlossener Kurven mit Anfangs-
punkt a € X. Es stellt sich heraus, dass diese Gruppen fiir alle Basispunkte 2 € X
isomorph sind, so dass wir schlicht 711 (X) schreiben und sie als topologische Inva-
riante des Raums X auffassen konnen. 711 (X) heifit auch die Fundamentalgruppe
von X. Literatur: Abschnitt 3 in [For]. Dieser Vortrag profitiert besonders von ein paar
erliuternden Zeichnungen.

2 Uberlagerungen 22. 4. 2014

In der Funktionentheorie begegnet einem das Problem, dass man fiir manche
Funktionen wie etwa die Exponentialfunktion exp(z) oder die Potenzfunktio-
nen z" mit n > 1 keine eindeutige Umkehrfunktion angeben kann. Stattdes-
sen sind der Logarithmus und die Wurzelfunktionen mehrdeutig; sie besitzen
mehrere Zweige. Dieses Verhalten ldsst sich im Kontext Riemann’scher Flachen
durch verzweigte Uberlagerungen beschreiben. Hierfiir fithren wir zunachst
Uberlagerungsabbildungen ein und zeigen, dass nichtkonstante holomorphe Ab-
bildungen solche sind. Wir definieren den Begriff des Verzweigungspunkts und
nennen in Abhingigkeit von der Existenz eines solchen eine Uberlagerung ver-
zweigt oder unverzweigt. Diese Félle werden dann einzeln studiert. Wichtig sind
hierbei insbesondere die Beispiele 4.5 und 4.12, die an das bereits aus der Funk-
tionentheorie bekannte ankntipfen. Literatur: Abschnitt 4 in [For]. Dieser Vortrag ist
recht grofiziigig zugeschnitten, so dass sicherlich nicht der gesamte Inhalt vorgefiihrt wer-
den kann. Andererseits sind einige der vorkommenden Beweise untereinander sehr idhnlich
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(wie etwa die von 4.6 bis 4.9 und die von 4.14, 4.15, 4.17 und 4.19), so dass man sich an
diesen Stellen auf jeweils einen Beweis beschrinken kann.

3 Universelle Uberlagerungen 29. 4. 2014

In diesem Vortrag werden die topologischen Betrachtungen der letzten beiden Vor-
trage zusammengefiihrt. Es stellt sich ndmlich heraus, dass es unter allen unver-
zweigten unbegrenzten Uberlagerungen einer Mannigfaltigkeit X eine ,grofite”
solche gibt, die so genannte universelle Uberlagerung. Diese ist einfach zusam-
menhdngend und hangt von der Struktur her iiber die Gruppe der so genannten
Decktransformationen eng mit der Fundamentalgruppe von X zusammen. Litera-
tur: Abschnitt 5 in [Forl. Dieser Vortrag enthilt mit 5.3 und 5.6 zwei Siitze mit grofien
Beweisen, die sehr sorgfiltig prisentiert werden miissen. Das bedingt allerdings, dass an
anderer Stelle gespart werden muss. Ich bitte den Vortragenden, sich diesbeziiglich mit mir
in Verbindung zu setzen.

4 Garben 6. 5.2014

In der Funktionentheorie hat man es hdufig mit Funktionen in wechselnden De-
finitionsbereichen zu tun. Der Begriff der Garbe gibt einen geeigneten formalen
Rahmen zur Behandlung dieser Situation. Zunédchst werden Pragarben definiert,
indem dem System der offenen Mengen eines topologischen Raums eine Familie
abelscher Gruppen zugeordnet wird, wobei wir fordern, dass es zwischen Grup-
pen, die zu ineinander enthaltenen Umgebungen gehoren, Gruppenhomomorphis-
men mit bestimmten Kompatibilitdtsforderungen bestehen. Erfiillt eine Pragarbe
noch zwei zusitzliche Axiome, so nennt man sie eine Garbe. Das landwirtschaftli-
che Vokabular wird abgerundet durch die Konzepte des Schnitts, des Halms und
des Keims. Als eine erste wichtige Anwendung der neuen Begriffe studieren wir
analytische Fortsetzungen von Funktionskeimen. Literatur: Abschnitte 6 und 7 in
[Forl. In diesem Vortrag ist vor allem der Inhalt von Abschnitt 6 von Bedeutung fiir spiitere
Vortriige. Wenn also Inhalte gekiirzt werden sollen, so muss dies (in Absprache mit mir!)
in Abschnitt 7 geschehen.

5 Differentialformen 13. 5. 2014

In diesem Vortrag fiihren wir den sehr wichtigen Begriff der Differentialform auf
einer Riemann’schen Fldche ein. Dabei betrachten wir nicht nur holomorphe und
meromorphe Differentialformen sondern auch solche, die nur reell differenzierbar
sind. Stichworter hierbei sind das Wirtingerkalkiil, das Differential einer Funkti-
on, Differentialformen 1. Ordnung, das Residuum einer solchen, das dufsere Pro-
dukt und schliefilich Differentialformen hoherer Ordnung. Literatur: Abschnitt 9
in [Forl. Die in diesem Vortrag eingefiihrten Begriffe und Notationen sind wesentlich fiir
alle folgenden Vortriige.
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6 Integration von Differentialformen 1 20.5.2014

Differentialformen 1. Ordnung kann man tiber Kurven integrieren. Ist die Differen-
tialform geschlossen, so hingt das Integral nur von der Homotopieklasse der Kur-
ve ab; das ist eine Verallgemeinerung des Cauchy’schen Integralsatzes. Wir treiben
dieses Spiel weiter und untersuchen die Existenz von Stammfunktionen auf Rie-
mann’schen Fldchen. Der Vortrag endet mit der Untersuchung von so genannten
Perioden von Differentialformen. Literatur: Abschnitt 10.A in [For].

7 Integration von Differentialformen 2 27.5.2014

In Fortsetzung des letzten Vortrags interessieren wir uns nun fiir die Integration
von Differentialformen 2. Ordnung. Der Hohepunkt des Vortrags ist der Residu-
ensatz fiir Riemann’sche Flachen. Wichtige Hilfsmittel hierbei sind der Satz von
Stokes und Partitionen der Eins. Ersterer ist natiirlich schon bekannt, letztere wer-
den wir zu diesem Zweck einfiihren. Literatur: Abschnitt 10.B und Anhang A in
[Forl. Fiir die Partition der Eins bendtigen wir die in Funktionentheorie 2 zuniichst etwas
unmotivierte Anforderung an Riemann’sche Flichen, das zweite Abzihlbarkeitsaxiom zu
etfiillen.

8 Garbenkohomologie 3.6.2014

In diesem Vortrag wollen wir den Begriff der Garbenkohomologie einfiihren, der
beim Beweis der meisten grofsen Sdtze spiter eine wichtige Rolle spielen wird.
Die erste Kohomologiegruppe einer Garbe .# wird zunichst in Abhédngigkeit ei-
ner Uberdeckung der Riemann’schen Fliche X eingefiihrt; durch die Betrachtung
von Verfeinerungen und induktive Grenzwertbildung (um dieses Konzept ordent-
lich einzufiihren, lohnt ein Blick in [Neu]) gelangen wir zu einer Definition von
HY(X,.7). Als nachstes zeigen wir fiir einige Beispiele von Garben, dass die ers-
te Homologiegruppe verschwindet, wie etwa fiir die Garbe der differenzierbaren
Funktionen auf X. Mit dem Satz von Leray beweisen wir schliefdlich ein Hilfsmittel,
das sich in vielen Fillen bei der Berechnung von Kohomologiegruppen als niitzlich
erweisen wird. Literatur: Abschnitt 12 in [For] und Abschnitt IV.2 in [Neul]

9 Das Geschlecht 10. 6. 2014

Ab diesem Vortrag werden wir uns bis zum Schluss des Seminars mit kompak-
ten Riemann’schen Fldchen beschiftigen. Hier zeigen wir, dass fiir eine kompakte
Riemann’sche Fliche X die Kohomologiegruppe H!(X, Q) ein endlichdimensio-
naler C-Vektorraum ist. Die Dimension dieses Vektorraums heifst das Geschlecht
von X. Eine Folgerung des Endlichkeitssatzes ist aufSerdem, dass es auf einer kom-
pakten Riemann’schen Fldche stets nicht-konstante meromorphe Funktionen gibt.
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Literatur: 13.1 bis einschliefSlich 14.13 in [For]. Der Vortrag beginnt mit zwei vorge-
lagerten Themenkomplexen, die jeweils nur skizzenhaft prisentiert werden sollen, namlich
dem Lemma von Dolbeault mit seinen Folgerungen (13.1 bis 13.5) und etwas Funktional-
analysis (14.1 bis 14.7). Das Hauptthema ist dann der Endlichkeitssatz 14.10 mit seinen
Korollaren.

10 Die exakte Kohomologiesequenz 17. 6. 2014

In diesem Vortrag erkldren wir den Begriff des Garbenhomomorphismus’, exakte
Garbensequenzen und die aus einer kurzen exakten Garbensequenz hervorgehen-
de exakte Kohomologiesequenz, die uns ein Hilfsmittel an die Hand gibt, Kohomo-
logiegruppen zu berechnen oder auf andere Gruppen zuriickzufiihren. Literatur:
Abschnitt 15 in [For].

11 Der Satz von Riemann-Roch 24.6. 2014

Der Satz von Riemann-Roch ist der zentrale Satz in der Theorie der kompakten
Riemann’schen Flachen. Grob gesprochen macht er eine Aussage iiber die Anzahl
linear unabhédngiger meromorpher Funktionen, deren Polstellenverhalten gewis-
sen Einschrankungen unterworfen ist. Literatur: Abschnitt 16 in [For].

12 Der Serre’sche Dualitatssatz 1.7.2014

Der Serre’sche Dualitdtssatz erlaubt eine einfachere Interpretation der Kohomo-
logiegruppen H!(X, Op) fiir einen Divisor D mithilfe von Differentialformen. Ei-
ne Folgerung daraus ist die Formel von Riemann-Hurwitz, mit der man das Ge-
schlecht einer Uberlagerung aus der Blitterzahl und der Verzweigungsordnung
berechnen kann. Literatur: Abschnitt 17 in [For] bis inklusive 17.14. Die Formel
von Riemann-Hurwitz wird elementarer (aber unter Zuhilfenahme von nicht trivial zu
prizisierender Anschauung) schon in meinem Skript [Kas] bewiesen, wo ich daraus auch
die Geschlechtsformel in einem Spezialfall herleite.

13 Mittag-Leffler-Verteilungen 8.7.2014

Die schon in Funktionentheorie 2 behandelte Frage nach der Losbarkeit von
Mittag-Leffler-Verteilungen kénnen wir nun nicht nur fiir € und Tori sondern fiir
beliebige kompakte Riemann’sche Flichen beantworten. Es stellt sich heraus, dass
die Losbarkeit davon abhéngt, ob die geforderten Polstellen so genannte Weier-
strafSpunkte sind. Wir zeigen, dass es auf kompakten Riemann’schen Fldchen nur
recht wenige solcher Punkte gibt. Literatur: Der Rest von Abschnitt 17 und Ab-
schnitt 18 in [For].
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14 Das Abel’sche Theorem 15.7.2014

Den Schlusspunkt des Seminars setzen wir mit dem Beweis des Abel’schen Theo-
rems, das wir in Funktionentheorie 2 ebenfalls nur fiir C und Tori gezeigt hatten.
Literatur: Abschnitte 19 und 20 in [Forl. Das ist ziemlich viel Stoff. Dieser darf da-
hingehend verkiirzt werden, dass Resultate ausgelassen werden, die nicht zum Beweis des
Abel’schen Theorems 20.7 beitragen. Das trifft natiirlich insbesondere auf 20.8 zu, auch
wenn es schon wire zu sehen, dass die Einschrinkung des allgemeinen Satzes 20.7 auf Tori
die bekannte Aussage liefert.
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