Seminarprogramm Sommersemester 2013
Modulformen

Voraussetzungen: Funktionentheorie 2.

Vorbesprechung: am Freitag, dem 8. 2. 2013, um 13 Uhr c.t.
in Horsaal 4 in INF288.

Vortrage

1 Gruppenaktionen auf der oberen Halbebene 18. 4. 2013

Die Gruppe GLy(C), und somit auch alle ihre Untergruppen, operiert stetig
auf der Riemann’schen Zahlenkugel C U {oo}. Es gibt dabei vier durch ihre
Matrixspur unterschiedene Typen von Gruppenelementen, die als parabolisch,
elliptisch, hyperbolisch oder loxodromisch bezeichnet werden. Wir stellen fest,
dass diese sich auch durch ihr Fixpunktverhalten auf CU{oco} charakterisieren
lassen und untersuchen diese Fixpunkte genauer. Literatur: Abschnitt 1.1
in [Kas].

2 T'\H* als Riemann’sche Flache 25. 4. 2013

In diesem Vortrag betrachten wir diskrete Untergruppen I von SLo(R) und
lassen diese auf der erweiterten oberen Halbebene H* := HURU{ oo} operieren.
Wir fithren den Begriff der Riemann’schen Flidche ein und zeigen Stiick fiir
Stiick, dass der Quotient I'\IH* die Struktur einer kompakten Riemann’schen
Fliche triagt. Literatur: Abschnitt 1.2 in [Kas]. Definition und erste
Eigenschaften von Riemann’schen Flichen findet man allgemeiner
in [For| erklirt. Dieser Vortrag ist recht grofiziigig zugeschnitten. Ich bitte
den Vortragenden, sich fir die genaue Ausgestaltung mit mir in Verbindung
zZu setzen.

3 Fundamentalbereiche und Kongruenzgruppen 2.5.2013

Wir definieren nun, was ein Fundamentalbereich fiir die Aktion einer diskre-
ten Untergruppe I' C SLy(R) auf H ist und untersuchen diesen im Spezialfall
[' C SLy(Z) genauer. Weiter studieren wir die so genannten Kongruenzunter-
gruppen; also Untergruppen von SLy(7Z), die fiir ein N € IN die Gruppe

T(N) = {M € SLy(Z) | M = I, mod (N)}
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enthalten. Ausgehend vom aus Funktionentheorie 2 bekannten Fundamentalbe-
reich F der Aktion von SLy(Z) auf H bestimmen wir die Fundamentalbereiche
der Aktionen von allgemeinen Kongruenzuntergruppen und deren Volumina.!
Literatur: Abschnitt I1.3.1-I1.3.3 und IV.3.1 in [KK]. Die Berech-
nung des Indexes [I'(1) : I'(n)] wird in Proposition 1.30 in [Kas] aus-
gefiihrt.

4 Modulformen zu SLy(Z) 16. 5. 2013

Die aus Funktionentheorie 2 bekannte Theorie der Modulformen zu SLy(Z)
wird wiederholt und etwas vertieft. Genauer fithren wir die Begriffe der Ho-
lomorphie bzw. Meromorphie in oo und der Modularitdt und Modulformen
ein, zeigen die Valenzformel, fithren Eisensteinreihen und die Diskriminante A
als Beispiele fiir Modulformen ein, zeigen, dass der Raum der Modulformen
von Eisensteinreihen erzeugt wird und folgern die Dimensionsformel daraus.
Abschlielend fiithren wir noch die j-Funktion als Beispiel einer Modulfunktion
ein. Literatur: Abschnitte 1.2 und 1.3 in [Lan]. Ergédnzend kann auch
die etwas ausfiihrlichere Darstellung des gleichen Stoffs in Kapitel 3
von [Koh| betrachtet werden. Dieser Vortrag enthdilt sehr viel Stoff; das
meiste sollte allerdings schon aus Funktionentheorie 2 bekannt sein. Ich bitte
den Vortragenden, sich zur genauen Absprache an mich zu wenden.

5 Dirichletreihen und Mellintransformation 23. 5. 2013

Eine (gewothnliche) Dirichletreihe ist eine Reihe der Form

E ap,mn”°,

n

wobei s eine komplexe Variable ist. Wir untersuchen kurz ganz allgemein
das Konvergenzverhalten von Dirichletreihen,? um dann speziell zu einer
Modulform f von Gewicht k eine solche einzufithren. Diese konvergiert fiir
Re(s) > g + 1 und l&sst sich bis auf gut zu kontrollierende Faktoren durch
die so genannte Mellintransformation aus f gewinnen. Literatur: Die all-
gemeine Theorie zu Dirichletreihen findet sich in Abschnitt 1 von
[Zag], die Anwendung auf Modulformen in den Abschnitten 1.4-1.5
von [Lan].

'Es wird nur das Volumen von JF explizit berechnet; der allgemeine Fall folgt aber in
trivialer Weise daraus.
2Diese konvergieren immer in einer geeigneten rechten Halbebene von C.
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6 Heckeoperatoren 6. 6. 2013

Zu jeder ganzen Zahl n definieren wir auf der freien abelschen Gruppe . der
Gitter in C den n-ten Heckeoperator 7'(n) durch die Zuordnung

T(n)(L):= » L' firaleLe 2.

[L:L'|=n

Wir studieren diese und dhnliche Operatoren und iibersetzen sie in Operatoren
auf dem Raum der Modulformen festen Gewichts. Literatur: Abschnitt I1.1
in [Lan]. Als weitere Lektiire ist auch Abschnitt IV.1 in [KK] inter-
essant, wo die Heckeoperatoren allerdings etwas anders eingefiihrt
werden.

7 Eulerprodukte und L-Reihen 13. 6. 2013

Wir untersuchen bestimmte Rechenregeln, was uns darauf fithrt, dass die Fou-
rierkoeffizienten einer Modulform, die simultane Eigenform zu allen Hecke-
operatoren ist, nach geeigneter Normierung gerade die Heckeeigenwerte sind.
Wir schliefen daraus, dass die Dirichletreihe der Modulform eine Eulerpro-
duktdarstellung besitzt. Wenn noch Zeit ist, kann an dieser Stelle auch gezeigt
werden, dass die Folge (\,),en der Eigenwerte einer Heckeeigenform unendlich
viele Vorzeichenwechsel hat. Literatur: Abschnitt I1.2 in [Lan]. Fiir den
optionalen Stoff halte ich Material bereit.

8 Das Petersson’sche Skalarprodukt 20. 6. 2013

Als ein Integral {iber die in Vortrag 3 eingefithrten Fundamentalbereiche mit
dem dort definierten invarianten Volumenelement fithren wir das Peterssonska-
larprodukt auf dem Raum der Spitzenformen festen Gewichts ein. Wir zeigen,
dass der Wert des Skalarprodukts nicht von der Wahl des Fundamentalbe-
reichs abhéngt und sich wohlverhélt, wenn man zu Untergruppen iibergeht.
Auflerdem sind die Heckeoperatoren selbstadjungiert unter dem Petersson-
skalarprodukt, was uns abschliefend ermdoglicht, eine besondere Basis fiir den
Raum der Spitzenformen festen Gewichts anzugeben. Literatur: Abschnitte
IV.3.1-1V.3.6 in [KK].

9 Modulformen héherer Stufe 1 27. 6. 2013

Modulformen und Heckeoperatoren kénnen nicht nur beziiglich der vollen Mo-
dulgruppe SLy(Z) eingefithrt werden, sondern auch zu beliebigen Kongruenz-
untergruppen. Um dies fiir die Gruppe I'1 (V) mit einem N € N zu tun, miissen



Seminar SS 2013: Modulformen 4

wir anstelle von Gittern Paare (¢, L) betrachten, wobei L wie gewohnt ein Git-
ter und ¢ einen Punkt auf dem Quotienten C/L von genauer Ordnung N
bezeichne. Literatur: Abschnitte VII.1-VIIL.2 in [Lan].

10 Modulformen héherer Stufe 2 4.7. 2013

In diesem Vortrag studieren wir zunéchst die Wirkung von Heckeoperatoren
auf der ¢-Entwicklung von Modulformen. Hierfiir fithren wir fiir alle d € IN+q
die niitzlichen Hilfsoperatoren U; und Vj ein. Das fithrt dazu, dass wir auch
die Aktion von Heckeoperatoren auf Modulformen hoherer Stufe in Form ei-
ner Spur ausdriicken konnen, wobei wir iiber ein geeignetes Vertretersystem
von Matrizen aufsummieren. Wir schliefen damit, dass wir das Petersson-
skalarprodukt auch in dieser Situation untersuchen. Literatur: Abschnitte
VIIL.3-VIL.5 in [Lan].

11 Stufenwechsel 11. 7. 2013

In den letzten drei Vortréagen wollen wir nun die Theorie von Atkin und Lehner
studieren, die uns eine Zerlegung des Raums der Spitzenformen Si(N, x) in so
genannte Alt- bzw. Neuformen liefert. Altformen sind hierbei Spitzenformen,
die sich aus Formen einer Stufe d | N gewinnen lassen, die Neuformen sind sol-
che, die im Peterssonorthokomplement dazu liegen. Wir fiihren nun zunéchst
in dieser Theorie ein und studieren die dafiir benétigte Frickeinvolution. Li-
teratur: Abschnitte VIL.6 und VIIL.1 in [Lan|. Eine Ausarbeitung
hierzu findet sich in [Schm].

12 + 13 Der Struktursatz 18. 7. und 25. 7. 2013

Den Schlusspunkt unseres Seminars bildet schliellich der Struktursatz, auch
Multiplizitéat-1-Satz genannt, der eine orthogonale Zerlegung des Raums der
Spitzenformen in Heckeeigenrdume liefert. Die Eigenrdume, die zu den Neu-
formen gehoren, kommen dabei mit Multiplizitdt 1 vor, was den Namen des
Satzes erklart. Literatur: Abschnitte VIII.2-VIII.4 in [Lan]. Eine Aus-
arbeitung hierzu findet sich in [Schm)]. Den grifiten Teil dieses Themas
nimmt der recht lange Beweis eines technischen Hilfssatzes ein (vgl. Abschnitt
VIIL.4), so dass mir eine befriedigende Aufteilung dieses Themas in zwei Vor-
trige schwer erschien. Ich schlage daher vor, dass sich zwei Vortragende die
Aufgabe teilen.
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