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Sie haben zur Bearbeitung dieses Zettels 2 Wochen Zeit. Insbesondere wird es am Montag den
28.05. keinen neuen Ubungszettel geben.

Aufgabe 1 (1434142424142 Punkte)

In dieser Aufgabe wollen wir einige algebraisch-arithmetischen Eigenschaften der j-Funktion
untersuchen. Dabei werden uns Methoden unterstiitzen, die wir beim Studium der Hecke-
Operatoren kennen gelernt haben.

Im Folgenden betrachten wir die Menge 3 < H der sogenannten complex multiplication points,
kurz CM-Punkte. Diese erhalten ihren Namen dadurch, dass die zugehorigen elliptischen
Kurven C/A mit A = Z +3Z sog. komplexe Multiplikation besitzen, d.h. dass es ein A € C\R gibt
mit AA c A. Man kann zeigen, dass 3 genau aus den Punkten der oberen Halbebene besteht,
die eine quadratische Gleichung iiber Z erfiillen, d.h. es gibt A, B, C € Z mit (A, B, C) # (0,0,0)
mit der Eigenschaft

Ay? +B3+C=0.

Diese charakteristische Eigenschaft wollen wir ohne Beweis voraussetzen.
(a) Zeigen Sie: es ist 3 € 3 genau dann, wenn es eine Matrix U € M (2, Z) gibt mit U # mE fiir

alle m € Z und det(U) > 0, sodass
Uj=3.

(b) Esseim =1 eine ganze Zahl und wie {iblich .# (m) := {U € M(2, Z) | det(U) = m}. Zeigen
Sie: es gibt ein Polynom ¥ ,,(X, Y) € Z[X, Y] mit folgenden Eigenschaften:

(i) Esist¥,, bis auf Vorzeichen normiert und es gilt zudem deg(¥ ;) = o1 (m), wenn
wir ¥,,, formal als Element von Z[X][Y] bzw. Z[Y][X] auffassen.

(ii) Wir haben ¥,,,(X,Y) = +¥,,(Y, X).

(iii) Firjede Matrix M € .4 (m) gilt ¥ ,,,(j(Mz), j(z)) =0, als meromorphe Funktion in
der oberen Halbebene aufgefasst.

Hinweis: Betrachten Sie zundchst das Polynom

PpX,j@):= ] &X-jya).
yel \ i (m)
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(c) Offenbar ist ¥1(X,Y) = X — Y eine Moglichkeit. Wir betrachten jetzt das erste nicht-
triviale Beispiel m = 2 mit ¥, (X, j(z)) = X3 - A(2)X%2+B(2)X - C(2). Zeigen Sie, dass
A(z) = j(z)2 —1488j(z) + 162000.

Bemerkung: Man kann dann mit den analog zu zeigenden Ergebnissen

B(2) = 1488j(z)2 +407733575(z) + 8748000000

und
C(2) = —j(2)* + 162000 j (2)* — 8748000000 j (z) + 157464000000000
die Darstellung
W,o(X,Y)=—X?Y?+ X3 +1488X%Y +1488X Y? + Y — 162000 X?
+40773375X Y — 162000Y? + 8748000000X + 8748000000Y
— 157464000000000
folgern.

(d) Verifizieren Sie, dass (X-Y) | ¥, (X,Y) in Z[X, Y] genau dann wenn m eine Quadratzahl
ist. Insbesondere folgt, dass ¥,;,(X, Y) im allgemeinen nicht irreduzibel ist.

(e) Wir definieren jetzt fiir m > 1

VY, X, V/I(X-Y), falls m Quadratzahl,

Y, (X, Y) =
\Pm (X; Y)r sonst.

Beweisen Sie, dass ®,,,(X) := Y, (X, X) ein bis auf Vorzeichen normiertes Polynom in
Z[X] ist mit Grad U’f (m) falls m keine Quadratzahl, bzw. a;‘ (m) —1 (und nicht notwendi-
gerweise normiert!), falls m Quadratzahl, wobei o (m) := ¥ 4, max(d, m/d).

Hinweis: Es konnte helfen, ®,,(j(z)) zu betrachten.

(f) Wir nennen eine komplexe Zahl z € C ganz-algebraisch, falls es ganze Zahlen ay, ..., a;—1
gibt, so dass
2"+ ap12" V4 +ay=0.

Zeigen Sie, dass j(3) fiir alle CM-Punkte 3 eine algebraische Zahl ist, die im Falle, dass 3
von einer Matrix aus M(2,Z) mit Determinante ungleich einer Quadratzahl fixiert wird,
ganz-algebraisch ist.

(8) Beweisen Sie, dass j(v2i) = 8000 und j (137) = -3375.

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis

@, (X) = —(X —8000) - (X +3375)% - (X — 1728).
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