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Aufgabe 1 (0 Punkte)

Wir definieren die Gammafunktion für alle komplexen Zahlen s mit Re(s) > 0 durch

Γ(s) :=
∞∫

0

e−t t s−1dt .

(a) Zeigen Sie, dass die Gammafunktion eine in ihrem Definitionsbereich holomorphe
Funktion ist und verifizieren Sie Γ(1) = 1.

(b) Beweisen Sie die Funktionalgleichung sΓ(s) = Γ(s +1). (Hinweis: Partielle Integration).
Folgern Sie induktiv, dass sich die Gammafunktion holomorph in C \−N0 fortsetzen
lässt mit einfach Polstellen für −n ∈−N0. Zeigen Sie

ress=−n Γ(s) = (−1)n

n!
.

(c) In der Funktionentheorie 2 haben wir die wichtige Stirling-Formel bewiesen, diese
charakterisiert die Gammafunktion wesentlich in Termen elementarer Funktionen. Es
gilt in C−:

Γ(z) =p
2πzz− 1

2 e−z eH(z),

wobei die holomorphe Funktion H : C− → C in jedem Winkelbereich Wδ = {z ∈ C |
−π+δ< Arg(z) <π−δ} für |z|→ 0 gegen 0 strebt.

Es ist s =σ+ i t . Zeigen Sie, dass die Gammafunktion in jedem Vertikalstreifen Vσ1,σ2 =
{s ∈ C | σ1 < σ< σ2}∩ {s ∈ C | |t | ≥ 1} berschränkt ist und außerdem für jedes ε> 0 ein
Cσ1,σ2,ε > 0 existiert mit

|Γ(s)| <Cσ1,σ2,εe
(− π

2 +ε
)|t |

für alle s ∈Vσ1,σ2 .

(d) Es sei c > 0 eine beliebige, positive reelle Zahl. Beweisen Sie für alle x ∈Cmit Re(x) > 0:

e−x = 1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

Γ(s)x−sds.

Abgabe: freiwillige Bearbeitung, keine Abgabe
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Hinweis: Integrieren Sie zunächst über das Rechteck R(n,T ) mit den Ecken c ± i T und
1
2 −n ± i T für T > 0, n ∈N und lassen Sie zuerst T und dann n gegen unendlich gehen.

Mehr Literatur zur Gammafunktion findet sich in E. Freitag, R. Busam: Funktionentheorie 1
sowie W. Kohnen: Funktionentheorie 2 (Skript zur Vorlesung, Download in der Fachschaft).

Aufgabe 2 (0 Punkte)

Wir betrachten in dieser Aufgabe die sog. volle Modulgruppe Γ, welche durch

Γ := SL2(Z) = {M ∈Z2×2 | det(M) = 1}

gegeben ist.

(a) Zeigen Sie, dass die Gruppe Γ auf der oberen HalbebeneH := {τ ∈C | Im(τ) > 0} operiert
via der Vorschrift (

a b
c d

)
τ := aτ+b

cτ+d
.

Ist diese Operation transitiv? Diese aufH definierte Operation definiert wie üblich eine
Äquivalenzrelation.

(b) Eine offene, zusammenhängende Menge F ⊂H heißt Fundamentalbereich bezgl. der
Operation von Γ, falls für je ein z ∈ H ein Punkt z∗ ∈ F (Abschluss) und ein M ∈ Γ
existiert, so dass M z∗ = z gilt und ferner je zwei Punkte z1 6= z2 in F nicht äquivalent zu-
einander sind. Recherchieren Sie einen Fundamentalbereich für die volle Modulgruppe.

(c) Sei k ∈Z. Eine meromorphe Funktion f :H→ C heißt Modulfunktion zum Gewicht k
zur vollen Modulgruppe, falls folgende Bedingungen erfüllt sind:

(i) Es gilt (cτ+d)−k f (Mτ) = f (τ) für alle M =
(

a b
c d

)
∈ Γ.

(ii) f besitzt eine Fourierentwicklung

f (τ) =
∞∑

n=−m
a(n)qn , q := e2πiτ,

mit m ∈N, welche auf einem Abschnitt {τ ∈H | Im(τ) > c0 > 0} absolut (sowie auf Kom-
pakta gleichmäßig) konvergiert.

Zeigen Sie, dass es keine nicht-trivialen Modulfunktionen ungeraden Gewichts gibt.

Eine in ganzH holomorphe Modulfunktion von Gewicht k bezüglich Γmit Fourierentwicklung
f (τ) =∑∞

n=0 a(n)qn nennen wir auch Modulform von Gewicht k bezüglich Γ.

Abgabe: freiwillige Bearbeitung, keine Abgabe


