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Abstract

Waring’s problem is concerned with the question, whether a given positive integer
n can be written as the sum of a certain number of non-negative k-th powers and
one can ask if such a representation exists for all positive integers n given a fixed
number s of k-th powers. This is a generalization of a classical result in number
theory - Lagrange’s four-square theorem - which states, that every positive integer
is the sum of four squares. We develop the so called Circle method by Hardy and
Littlewood and prove a special case of Waring’s problem, namely that for every
integer k > 3 there is a number g(k) such that every positive integer n can be

written as the sum of at least g(k) k-th powers.
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Zusammenfassung

Das Waringsche Problem beschéftigt sich mit der Frage, ob sich eine gegebene po-
sitive ganze Zahl n als Summe nicht-negativer k-ter Potenzen einer gewissen Anzahl
schreiben ldsst und ob es eine feste Anzahl s gibt, sodass eine solche Schreibweise
fiir alle positiven Zahlen n moglich ist. Dies stellt eine direkte Verallgemeinerung
des klassischen Vier-Quadrate-Satzes dar, welcher aussagt, dass sich jede natiirliche
Zahl als Summe von vier Quadratzahlen ausdriicken ldsst. Wir entwickeln die soge-
nannte Zirkelmethode von Hardy und Littlewood und beweisen mit ihrer Hilfe eine
Teilaussage des Waringschen Problems, ndmlich, dass es fiir jede ganze Zahl k > 3
eine Zahl g(k) gibt, sodass sich jedes n als Summe von ¢(k) nicht-negativen k-ten

Potenzen schreiben lésst.
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1 Einleitung

Die additive Zahlentheorie beschéftigt sich mit dem Problem, ob sich eine gegebe-
ne natiirliche Zahl n als Summe k& nicht-negativer ganzer Zahlen schreiben lasst, die
bestimmte Eigenschaften besitzen. Sind also eine Zahl n € N und eine nicht leere Teil-
menge L C Ny gegeben, so stellt sich die Frage nach der Existenz nicht notwendig

paarweise verschiedener Elemente ny,nso, ...,ng € L, sodass
ny+ng+---+ng =n. (1.0.1)

Fiir L konnen wir beispielsweise die Menge aller Primzahlen, ungeraden Zahlen, Zweier-
potenzen usw. festlegen. Weiterfiihrend kann untersucht werden, wie viele Moglichkeiten
es fiir eine Darstellung der Form gibt. Mit anderen Worten: wie viele s-Tupel
(n1,ng,...,ns) € L*® besitzen die Eigenschaft n; + ny + - -+ + ny = n fiir eine feste Zahl
n? Solche quantitativen Fragestellungen sind im Allgemeinen wesentlich schwerer zu be-
antworten. Weiter gilt hierbei grundsétzlich zu unterscheiden, ob die Reihenfolge der

Summanden eine Rolle spielen soll oder nicht.

Das sogenannte Waringsche ProblemE] fragt nach der Darstellbarkeit natiirlicher Zah-
len als Summe einer festen Anzahl nicht-negativer k-ter Potenzen ganzer Zahlen. Dies
ist ein Spezialfall der obigen Problemstellung, wenn wir L als die Menge der natiirlichen
Zahlen, der Quadratzahlen, der Kubikzahlen usw. festlegen und s auf einen bestimmten
Wert fixieren. Fiir £ = 1 ist das Waringsche Problem leicht zu beantworten: offenbar
lasst sich jede positive ganze Zahl als Summe einer nicht negativen ganzen Zahl schrei-
ben. Wir setzen daher stets k > 2 voraus.

Ist es tatsdchlich moglich, eine natiirliche Zahl n als Summe s nicht-negativer k-ter

Potenzen zu schreiben, also besitzt die Gleichung

k k
n=x;+---+x

Nach Edward Waring, 1736 - 1798



eine nicht-negative ganzzahlige Losung, dann folgt sofort, dass sie auch als Summe von
s’ > s k-ten Potenzen geschrieben werden kann, da wir 0¥ ebenfalls als k-te Potenz
auffassen. Gibt es also eine Zahl s, sodass sich jede natiirliche Zahl als Summe von s
positiven k-ten Potenzen schreiben lasst, muss es bereits einen kleinsten Wert s geben,
fiir den dies richtig ist. Diesen bezeichnen wir fortan als g(k). Das Waringsche Problem
fragt also, ob g(k) fiir jede natiirliche Zahl k existiert und endlich ist.

Es ist schnell ersichtlich, dass k < g(k) sein muss, denn: die Anzahl der Werte z, fiir die
z* < n gilt, ist nicht groker als n'/* +1. Demnach ist die Anzahl aller Tupel (21, ..., Zj_1)

mit 2§ + -+ + 2f_; < n nicht grofker als
(nl/k + 1)k71 _ n(kfl)/k + O<n(k72)/k)'

Also sind die meisten Zahlen nicht durch k£ — 1 oder weniger k-te Potenzen darstellbar.
Tatséchlich hat bereits Waring, jedoch ohne stichhaltigen Beweis, behauptet, dass sich
jede natirliche Zahl als Summe von 4 Quadraten, 9 Kuben und 19 vierten Potenzen
schreiben lésst, dass also g(2) = 4, ¢(3) = 9 und ¢(4) = 19 gilt. Heute weifs man, dass
diese Angaben alle korrekt sind. Die moderne Zahlentheorie ist jedoch, unter anderem
hinsichtlich dieser Spezialfille, an einer abgewandelten Fragestellung noch viel interes-
sierter. Nehmen wir an, dass k£ = 3 ist, so ldsst sich jede Zahl als Summe von neun
Kubikzahlen schreiben. Die zwei Zahlen 23 = 2-23 +7-13 und 239 = 2-43 +4.334+3-13
konnen nicht als Summe von acht Kubikzahlen geschrieben werden. Bemerkenswerter-
weise ist durch Arbeiten von L. E. DICKSON (vgl. [Di]) heute bewiesen, dass diese Zahlen
die einzigen natiirlichen Zahlen sind, welche tatsdchlich neun Kuben bendtigen. Somit
scheint die Zahl 9 vielmehr eine zahlentheoretische Kuriositéit als wirklich charakteris-
tisch fiir das Problem zu sein. Die tiefere und wesentlich schwieriger zu beantwortende
Frage ist also, ob es eine kleinste Zahl G(k) gibt, sodass sich alle hinreichend grofien
natiirlichen Zahlen als Summe von G(k) k-ten Potenzen schreiben lassen. Offenbar ist
stets G(k) < g(k). Mit der Endlichkeit von g(k) folgt also auch die von G(k). Durch
Dickson weiff man 3 < G(3) < 8 und es wird angenommen, dass G(3) = 5 ist und dass
G(k) fir wachsendes k ,wesentlich kleiner* ist als g(k).

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns ausschlieflich mit dem Fall £ > 3. Der Fall
k = 2 kann mit Hilfe elementarer Mittel gelost werden, er fiihrt zum beriihmten Vier-
Quadrate-Satz von Joseph-Louis LAGRANGE:




Theorem 1.0.1 (Lagrange). Fir jede nicht-negative ganze Zahl n existieren natirliche

Zahlen ny,ng,n3, ny € Ny, sodass

2 2 2 2

Mit anderen Worten: es ist g(2) < 4. Die Tatsache, dass keine natiirliche Zahl der Form
n = 8m + 7 als Summe dreier Quadratzahlen geschrieben werden kann, zeigt schliefllich
g9(2) = G(2) = 4.
Um die héheren Fille kldren zu konnen, bedarf es wesentlich komplexerer Methoden.
Mit einer dieser Methoden, der sogenannten Zirkelmethode von G. H. HARDY und J. E.
LITTLEWOOD, wollen wir uns in dieser Arbeit ausfiihrlich beschéftigen. Die grundlegende
Idee der Zirkelmethode ist die Umformulierung additiver Probleme in die Sprache der
komplexen Analysis. Sei L C Ny wieder eine nicht-leere Teilmenge, s € N fixiert und
n € Ny gegeben. Es bezeichne rZ(n) die Anzahl der Darstellungsméglichkeitenﬂ von n
als Summe von s Elementen aus L und Fy(z) = > ., 2™ die erzeugende Funktion der

charakteristischen Funktion von L. Dann gilt fiir die erzeugende Funktion der rZ(n)

er(n)z” = (Z zm> = F}(z2).

n=0 meL

Offenbar sind beide Seiten holomorphe Funktionen in E = {z € C | |z| < 1}, daher l4sst

L

<(n) anwen-

sich die Cauchysche Integralformel fiir die Berechnung der Koeffizienten r

1 E}
rk(n) = —]{ L(Z)dz,
2mi Jp 2t

wenn [' eine einfach in mathematisch positiver Richtung durchlaufene, geschlossene
Kreislinie innerhalb E mit Mittelpunkt z = 0 bezeichnet. Die Idee der Zirkelmetho-

den:

de ergibt sich aus der Beobachtung, dass oberes Integral vor allem durch den Wert auf
gewissen Teilintervallen gegeben ist. Wir nennen diese mafsgeblichen Intervalle die major
arcs, und die restlichen Intervalle die minor arcs. Wir zerlegen die Kreislinie I' also in
disjunkte, zusammenhéngende Teile, eben jenen minor und major arcs, und untersuchen
anschliefend das Verhalten der Funktion Fj(z) auf diesen Teilbogen. In dem fiir uns
interessanten Fall ist L die Menge der Kubikzahlen, der vierten Potenzen usw. Es stellt
sich heraus, dass F}(z) auf den minor arcs zu vernachléssigen ist und auf den major arcs

durch eine elementare Funktion hinreichend gut approximiert werden kann, was eine

2die Reihenfolge der Summation spiele eine Rolle




Berechnung des Integrals bis auf einen hinreichend kleinen Fehler ermdoglicht.

Wir bezeichnen im Folgenden fﬁ%(n) als die Anzahl der Darstellungsmoglichkeiten ei-
ner natiirlichen Zahl n als Summe nicht-negativer k-ter Potenzen. Wir werden folgende
schwache Version des Waringschen Problemes beweisen, die von David HILBERT zuerst

gezeigt wurde:

Theorem 1.0.2 (Hilbert, 1909). Zu jedem k > 3 gibt es ein g(k), sodass f,?g(n) > 0 fir
alle n > 1 und alle s > g(k).

Dies ist insofern eine schwache Verallgemeinerung des Vier-Quadrate-Satzes, als dass
wir keine obere Schranke fiir den Wert g(k) ermitteln. Obgleich dies getan werden kann,
wiirde dies den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Nichtsdestotrotz konnen wir fiir hinrei-
chend grofe s etwas expliziteres sagen. Bezeichnen wir in analoger Weise zu oben fﬁ <(n)
als die Anzahl aller Moglichkeiten, n als die Summe von s echt positiven k-ten Potenzen

zu schreiben, so gilt

Theorem 1.0.3 (Hardy, Littlewood, 1920). Zu jedem k > 3 gibt es ein G(k), sodass

r n) = - S ZfN n) ~ (2F(1+%))5 n%_l n
o) = 32 ()27 ~ g i s

fir alle s > Gy(k).

Hierbei bezeichnet Sy(n) die sogenannte singulire Reihe. Im Vergleich zu Theorem
1.0.2 schafft Theorem 1.0.3 von Hardy und Littlewood die Grundlage fiir mogliche Aus-

sagen iiber obere Schranken von g(k).

Diese Arbeit ist auf folgende Art und Weise strukturiert. In Kapitel 2 wiederholen wir
einige mathematische Grundlagen, die fiir diese Arbeit unverzichtbar sind. In Kapitel
3 nehmen wir uns die disjunkte Zerlegung der Kreislinie in minor und major arcs vor,
wobei wir uns hauptséchlich an [Apo] und [HaRa| halten. In Kapitel 4 wenden wir den
erarbeiteten Ansatz auf das Waringsche Problem an und werden die Theoreme 1.0.2 und
1.0.3 beweisen. Dabei widmen wir uns zuerst der Untersuchung der singulédren Reihe S;.
Anschliefend untersuchen wir das Verhalten der Funktion 0j(z) = 1 +2> ", 2" auf
minor und major arcs, um mit der Zirkelmethode Aussagen tiber die Zahlen 74 5(n) zu
bekommen. Wir orientieren uns hier an den Aufzeichnungen von Hardy und Littlewood,

vergleiche [HalLil.




2 Grundlagen

In diesem Kapitel zitieren wir ohne Beweis einige wichtige Grundlagen, die wir zur

Erarbeitung dieser Arbeit benttigen.

Satz 2.0.1 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei H ein C-Vektorraum mit Skalar-
produkt. Dann gilt fir alle x,y € H:

[ (z,9) [ < (@, 2) {y,9) -
Man vergleiche auch [AmEs]]|, S. 167.

Satz 2.0.2 (Abelsch partielle Summation, Abelsche Ungleichung). Es seien komplexe
Zahlen aq, ..., a, resp. by, ..., b, gegeben und Ay := a1 + as + - - - + ag. Dann gilt

n n—1

Z ajbj = Anbn + Z Aj(bj — bj+1).
j=1

Jj=1

Sind die Zahlen by, ..., b, reell mit der Figenschaft by > by > --- > b, > 0, so gilt

n
E a;b;
=1

< .
< by max |A;].

Man vergleiche auch [Abell, S. 314.

Satz 2.0.3 (Standardabschéitzung fiir Integrale). Sei D C C offen und f : D — C
stetig. Sei weiter C eine stickweise glatte Kurve, welche in D enthalten ist. Dann gilt

/C F(2)dz

< (C)sup|f(z)]-

zeC




Hierbei bezeichnet ((C) die Linge der Kurve C.

Die Liange einer stiickweise glatten Kurve C' = C} + C5 + - - - + (), mit Parametrisie-
rungen Yx(t), k = 1,...,n ist mit ¢ € [ag_1, ax] gegeben durch

(0= [ miwa

Satz 2.0.4 (Approximationssatz von Weierstraf). Sei U C C offen und ( f,)nen eine Fol-
ge auf U holomorpher Funktionen, welche punktweise gegen eine Funktion f : U — C
konvergiere. Die Konvergenz sei gleichmdfsig auf kompakten Teilmengen von U. Dann

ist f holomorph auf U und (f])nen konvergiert kompakt gegen f'.

Satz 2.0.5 (Leibnizsche Regel). Seien a < b reelle Zahlen und sei U C C offen. Sei
weiter fc : [a,b] x U — C eine stetige Funktion, die fir jedes feste t € [a,b] stetig

komplex nach z € U differenzierbar ist. Dann ist die Funktion

b
gc(2) ::/ fe(t, z)dt

holomorph auf U, und es gilt

b
dfelt,
gl = [t

Satz 2.0.6 (Residuensatz). Sei D C C ein Elementargebiet und seien z1, ..., z, endlich
viele, paarweise verschiedene Punkte in D. Sei weiter f : D\{z, ..., z,} — C holomorph

und C' eine geschlossene, stickweise glatte Kurve in D\ {z1, ..., zx}. Dann gilt

1
21

fc F(dz = 3O X(Cs 5 Resa (),

wobei x(C; z;) die Umlaufzahl der Kurve C' des Punktes z; darstellt.

Die Umlaufzahl einer stiickweise glatten, geschlossenen Kurve C' um den Punkt z5 € C

ist liblicherweise definiert durch

1 dz
x(Cs zj) = —j{
c

21t Jo 2z — 2z

Man vergleiche hierfiir auch Kapitel 4 bzw. 7 in [KasI].




Definition 2.0.7 (Holomorphe Funktionen mehrerer Variablen). Es sei U C C" eine
offene Teilmenge. Fine Funktion

f:U—C
heifst holomorph, falls sie in jeder Variablen holomorph und zudem stetig ist.

Nach einem Satz von Hartogs kann die Bedingung der Stetigkeit weggelassen werden.
Dies ist ein tiefes Resultat und da in unseren Betrachtungen Stetigkeit schnell eingesehen

werden kann, wird es in dieser Arbeit nicht angewendet.

Satz 2.0.8 (Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen). Sei U C C" eine offene und
zusammenhdangende Teilmenge. Seien f,g : U — C zwei holomorphe Funktionen und

a € U. Ist nun f = g in einer Umgebung von a, so gilt bereits f = g auf ganz U.

Mehr tiber holomorphe Funktionen mehrerer Verénderlicher findet sich in [Frei2] und
[Scheil.

Definition 2.0.9 (Gamma-Funktion). Fir kompleze Zahlen Re s > 0 definieren wir die

Gamma-Funktion durch

F(s):/ t5 e tdt.
0

Sie lasst sich zu einer in ganz C\ —Ngy holomorphen Funktion mit einfachen Polen in

s € —Ny fortsetzen und geniigt dort der Funktionalgleichung
sI'(s) =T(s+1).
Satz 2.0.10 (Ergénzungssatz). Es gilt fir alle s € C\ Z:

(e

(1 —s)(s) =

sin(7s)

In [ErBul, Kapitel 4 und [Kas2|, Kapitel 2 wird ausfiihrlich auf die Gamma-Funktion

und weiterer ihrer Eigenschaften eingegangen.

Satz 2.0.11 (Mellinscher Umkehrsatz). FEs seien a < b reelle Zahlen und h(s) eine im
Streifen a < Re s < b holomorphe Funktion, die auf jeder Geraden Re s = ¢ € (a,b)




schnell abfdllt, sodass ihr Integral auf dieser Geraden absolut konvergiert. Ist dann

1) = o [ hspas

270 Jeino

fir alle x > 0, so gilt

= / f(z)z**dx  fir alle a < Re s < b.
0

Man vergleiche auch [Tit], Kapitel 1, S. 46. Die dortige Version ist etwas starker, je-

doch reicht die oben zitierte fiir unsere Zwecke aus.

Satz 2.0.12 (Satz iiber die majorisierte Konvergenz). Es sei (E,||.||) ein Banachraum,
(X, 1, E), (X, ,R) zwei Mafriume und (f,,)nen eine Folge in LY(X, u, E), welche p-fast
iiberall gegen ein f : X — E konvergiert. Es gebe g € LY(X, 1, R) mit g > 0, sodass
| f|| < g p-fast diberall fiir alle n € N. Dann ist f € LY(X, p, E) und es gilt

/ fdp = lim fndp.
X n—oo X

Vergleiche [AmEs2|, S. 108. Fiir den zugehorigen Banachraum wihlen wir in unserem

Fall £ =C.

Satz 2.0.13 (Fourierentwicklung). Sei f : R — C eine I-periodische, stiickweise glatte

Funktion. Dann ldsst sie sich in eine Fourierreihe der Form
— EO Zl a, cos(2nvz) + b, sin(2mve))

entwickeln, wobei fiir die Koeffizienten

a, = 2/01 f(z) cos(2mvx)dz und b, = 2/01 f(z)sin(2rvx)dz

gilt. Die Fourierreihe stellt die Funktion in allen Punkten dar, in denen die Funktion
stetig ist. In ihren Sprungstellen hat sie gerade den Wert des arithmetischen Mittels der

beidseitigen Grenzwerte.

Genaueres zu Fourierreihen ist in [Ereil] Kapitel 4 nachzulesen.
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3 Die Farey-Zerlegung des Kreises

In diesem Kapitel zerlegen wir die Kreislinie I',, mit der Parametrisierung ~ : (0, 1] —
C, m(t) = (1 — %) e?™ disjunkt in gewisse Teilmengen, den major und minor arcs.
Dies geschieht iiber einen intuitiven Ansatz mit Hilfe der Farey-Briiche. Die Idee ist,
,moglichst einfache rationale Zahlen 0 =r; <1y <r3 < --- <ry_; < ry = 1 fiir eine

disjunkte Zerlegung der Form

F _ N 1 2mit
=1

zu identifizieren, wobei die ; und ¢; geeignete nicht negative rationale Zahlen darstellen.

t e (ri—éi,n-+€z-]}

Die r; lassen sich als ,Zentren“ der Zerlegungsintervalle auffassen. Der Term mdglichst

einfach wird in unserem Fall auf Einhaltung der naheliegenden Bedingungen
e r; = i ist vollstindig gekiirzt
e b, iiberschreitet nicht eine vorgegebene Grofe

festgelegt. Wir richten uns in diesem Kapitel mafgeblich nach [Apo|, Kapitel 5.4. und
[HaRa].



3.1 Farey-Briiche

3.1 Farey-Briiche

Anmerkung: In diesem Abschnitt sind a, b, ¢, d, h, k stets ganze positive Zahlen.

Bei der Zirkelmethode spielt die Menge der vollstandig gekiirzten Briiche im Intervall
[0, 1] eine entscheidende Rolle. Diese werden auch als Farey-Briiche bezeichnet. Wir wer-

den in diesem Abschnitt ihre Eigenschaften genauer studieren.

Definition 3.1.1 (Farey-Briiche). Sein € N eine natiirliche Zahl. Die Menge der Farey-
Briiche der Ordnung n ist definiert durch die Menge aller vollstindig gekiirzten Briiche
im Intervall [0,1], deren Nenner den Wert n nicht tbersteigt. Wir wollen sie mit F,

bezeichnen.

Beispiel 3.1.2. Die ersten Glieder der Folge (F,)nen lassen sich relativ leicht bestim-

men, wir haben zum Beispiel

F1: 971 )
11

1
01 32341
F5_ PR R N R N R Y R N &)
{15435253451}

I 0111121323451

6 — 1767574737572757374757671 )
2 01111212314325345¢61

T — 1777675747773757772777573777475767771

Zur besseren Ubersicht haben wir die Elemente der Grofe nach sortiert. Die dadurch

festgelegte Reihenfolge wird spéter noch eine wichtige Rolle spielen.

Definition 3.1.3. Zwei Elemente x,y € F,, mit x < y bezeichnen wir als aufeinander-

12



3.1 Farey-Briiche

folgend, wenn fiir alle z € F,, gilt:

r<z<y = x=2 oder y==z.

Da alle vollsténdig gekiirzten Briiche in F;, den Nenner n lediglich nicht {iberschreiten

diirfen, ist unmittelbar klar, dass wir eine Inklusionskette von Mengen erhalten:
FECcCEK CFCF,C---.

Demnach erhalten wir Fj,,;, indem wir geeignete Briiche der Menge F), hinzufiigen.
Dies geschieht nach dem folgenden Prinzip: sind die Briiche § < ¢ aufeinanderfolgende
Elemente aus F),, werden jedoch in F},,; durch einen neu hinzu kommenden Bruch %

separiert, d.h.

a h ¢

bk
so gilt bereits

h  a+c

E b+d

<

und kein weiterer Bruch aus F}, ;1 separiert 7 und 5 im obigen Sinne. Diesen neuen

Bruch % bezeichnen wir auch als Mediant von % und fl. Ziel dieses Abschnitts ist der

Beweis dieses Verfahrens. Hierfiir beginnen wir mit der Wohldefiniertheit des Medianten.

Proposition 3.1.4. Fir die Briche § und 3 gelte § < 5. Dann liegt ihr Mediant

zwischen thnen, d.h.

a+c a bc—ad
— == 0
b+d b bb+d)
und
c atc bc — ad 50
d b+d db+d)
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Das nun folgende Beispiel soll die oben geschilderte Methode zur Bestimmung von

F, 1 aus F, illustrieren.

13



3.1 Farey-Briiche

Beispiel 3.1.5. Wir wollen aus der Menge Fy = {%, ;11, %, %, %, %, %} die Menge Fy kon-

struieren. Hierfir betrachten wir alle aufeinanderfolgenden Briiche, deren Nenner sich

zun =5 aufaddieren. Diese sind %,;11 und %,% und %,% und %, % Die in Fy neu hinzu-

zufligenden Briiche berechnen wir nun durch die jeweiligen Medianten:

0+1 1 1+1 2 142 3 d3+1_4
144 5 342 5 243 5 44+1 5
AZSO ha'ben wz’r F5 = F4 U {%’ %’ %’ %} = %’ %’ i’ %’ %’ %’ %7 %7 %7 %7% .

Wie wir in Beispiel erkennen, sind die Briiche % und i aufeinanderfolgend in F),

fiir n = 4,5, 6 aber nicht mehr fiir n = 7. Dies ist eine Kosequenz folgender Proposition.

Proposition 3.1.6. Es se1 0 < 3 < § < 1. Ist bc —ad = 1, so sind § und 5 aufeinan-
derfolgende Briiche in F, fir die folgenden Werte fiir n:

max(b,d) <n<b+d-—1.

Setze b = 3 sowie d = 4, dann sind 3 und 7 aufeinanderfolgend in F, fiir max(3,4) =
4<n<3+4-1=6.

Beweis. Nach dem euklidschen Algorithmus folgt aus der Bedingung bc — ad = 1, dass
(a,b) = (c,d) = 1, also sind die Briiche § und £ vollstandig gekiirzt. Ist max(b,d) < n,

b
so gilt b < n und d < n, also ergibt sich unmittelbar ¢, 5 € F),. Es verbleibt zu zeigen,

dass sie aufeinanderfolgend sind fiir n < b+ d — 1. Angenommen sie sind es nicht, dann

existiert ein vollstdndig gekiirzter Bruch % sodass

a h ¢
- <= < - 1.1
b kT d (3.1.1)
Nun gilt aber
k = (bc — ad)k = bck — adk
= bck — bdh + bdh — adk
= b(ck — dh) + d(bh — ak). (3.1.2)
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3.1 Farey-Briiche

Aus (3.1.1) folgt ck — dh > 1 und bh — ak > 1, demnach ist k > b+ d. Haben wir aber

n < b+d—1, so ist dies ein Widerspruch und die Briiche miissen aufeinanderfolgend

gewesen sein. O
Proposition 3.1.7. Fs sei 0 < 7 < % < < <1, wobel }—]; den Medianten von 7 und
S bezeichne. Gilt aufSerdem bc — ad = 1, so erfillen diese Briiche die unimodularen

Relationen

bh—ak =1 wund ck—dh=1.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt bh — ak > 1 resp. ck — dh > 1. Mit Hilfe von (3.1.2))
folgern wir k£ = b + d genau dann, wenn bh — ak = ck — dh = 1. m

Der folgende Satz zeigt, wie wir F,, 1 vollstdndig aus F,, konstruieren kénnen.

Satz 3.1.8. Die Menge F, 1 enthdilt die Menge F,,. Jeder Bruch aus F, .1, der nicht in
F,, enthalten ist, ist Mediant zweier aufeinanderfolgender Briiche aus F,. Sind ferner

7 < g5 aufeinanderfolgend in Fy fir beliebiges k € N, so erfillen sie die unimodulare

Relation
bc —ad = 1.

Beweis. Wir beweisen den Satz per Induktion. Fiir n = 1 haben wir F; = {?,1}. Dabei

sind die Briiche % und % aufeinanderfolgend und erfiillen offensichtlich die gewiinschte

0

unimodulare Relation. Wir erhalten F, aus Fj, indem wir %, also den Medianten von 7

und %, zu F hinzufiigen.

Wir nehmen an, die Behauptung sei fiir ein fest vorgegebenes n € N gezeigt. Seien
7 < ¢ aufeinanderfolgende Briiche aus F;,, welche dann folglich die unimodulare Rela-
tion bc — ad = 1 erfiillen. Nach Proposition sind sie aufeinanderfolgend in F;, fir
alle m mit

max(b,d) <m <b+d— 1.

Bestimme ihren Medianten % durch h = a+ cund k = b+ d, also als % = ‘;TJrg. Nach

Proposition haben wir bh — ak = 1 sowie ck — dh = 1, folglich sind h und &
teilerfremd und der Bruch % ist vollstdndig gekiirzt. Da k = b + d sind die Briiche

ESIISARS TS

und § nicht aufeinanderfolgend in Fj. Aber die von uns neu generierten Paare 7 <

bzw. % < & sind nach Proposition aufeinanderfolgend in Fj, da k = max(b, k) und
k = max(d,k) und k < k+b—1resp. k < k+d—1 gilt. Sie erfiillen weiterhin jeweils die

15



3.1 Farey-Briiche

bereits oben erwahnte unimodulare Relation. Erganzen wir also F), zu Fn+1E| SO muss
jeder hinzugenommene Bruch der Mediant zweier in F}, aufeinderfolgender Briiche sein
und die dabei neu entstandenen Paare erfiillen jeweils die unimodulare Relation. Da
aber F), der Voraussetzung zufolge diese Eigenschaften besitzt, miissen sie auch auf F,

zutreflen. O

IMan denke sich in diesem Fall &k = n + 1.
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3.2 Major und minor arcs

3.2 Major und minor arcs

In diesem Abschnitt wollen wir die Eigenschaften der Farey-Briiche nutzen, um eine
disjunkte Zerlegung der Kreislinie I',, vorzunehmen. Zur Bewahrung der Einfachheit
fokussieren wir uns dabei auf eine Zerlegung des Intervalls (0, 1], welche wir dann mittels

des Homéomorphismuﬂ
h:R/Z — T,

1 )
xr—> (1 — —> e
n

in die gewiinschte Zerlegung der Kreislinie iiberfiihren.

Definition 3.2.1. Wir definieren F,, als die Menge aller Tupel nicht negativer teiler-
fremder Zahlen p und q, sodass © € F, \ {1}E| Auflerdem setzen wir Fu, als

Foo = D Fo.
n=1

Lemma 3.2.2. Seien ’q’—,l: < § < zi: aufeinanderfolgende Farey-Briche der Ordnung m.

Sei ferner j,gﬁ;) das zu § gehorige Intervall

m)y _ [P 1 D 1
Jod =\ T "o s T T
q ql¢+4q") qa qla+4q)

Definieren wir auferdem

m _ o L
Jo,1 ( m1
dann gelten folgende Aussagen:

(i) L v = (0,1].

(P,9)€FmU{(1,1)}

2Wir identifizieren hierbei das Intervall (0,1] mit R/Z und statten beide Réume mit der Standardto-
pologie aus.
3Insbesondere gilt stets ¢ > p > 0 und im Fall p = 0 genau ¢ = 1.
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3.2 Major und minor arcs

(i1) Fir die Lingen Ly, Lo der Teilintervalle

1 1
PR N Sy ] VI L) R
g qlg+4q") q ¢ q qlg+q)

qilt
1 1 .
— < Ly < — fur i=1,2.
2mgq mq
Beweis. Nach Satz gilt die unimodulare Relation p'q — pq¢’ = 1, wir erhalten somit

1 11 _pa—psd 1

_|_
qq+¢) ¢ +q) qd qq’ q

»Q'I%

g+ ¢) (¢ +q)

|>§0

Q3

‘Q\
ML

~

Q|
SEES

Damit folgt (i). Fiir (ii) betrachten wir nur I;, da der Beweis fiir I genauso funktio-

niert. Weil ¢ < m oder ¢’ < mﬁ folgt sofort

11
qlg+4¢)  2mq

Des Weiteren folgt ¢ + ¢’ > m aus Proposition [3.1.6, da sonst

/
<= und p—l—p/
q+q q q+q

+
P R A € F,,
q

ein Widerspruch zur Voraussetzung. Folglich ist

1 1

— < .
qlg+4q) mq

4Wéren beide gleich m, so folgt aus der unimodularen Relation bereits m = 1.

18



3.2 Major und minor arcs

Bemerkung 3.2.3. Das Weglassen von (1,1) in Definition motiviert sich daraus,

)

dass wir die Intervalle j(()’ff) und jY’f von nun an verkleben und als einen geschlossenen

Bogen des Kreises betrachten.

Definition 3.2.4. Es seien k > 3 und n > 1 natiirliche Zahlen und N = [n*~%]. Wir
definieren dann fir (p,q) € Fn \ {(0,1)}

1 : .
fp,q:{<1——>62mx|a¢€jlgz)}
n
1 - 1 1
— ) 2mix - )
o {( n>6 |x€< N+1’N+1}

Satz 3.2.5. Die Mengen (§pq)p.qery ilden eine disjunkte Zerlegung von I'y,. Jeder

und aufferdem

beliebige Wert x € &, , kann in der Form

T = (1 — l) e%ﬂa
n

2m
mit einem || < N geschrieben werden.
q

Beweis. Folgt mit Lemma [3.2.2] O

Definition 3.2.6. Wir bezeichnen &, , als einen major arc, falls ¢ < n® und als einen

minor arc, falls n® < q¢ < n'~%. Wir definieren auferdem
Mm, = |_| €p.a
p.g

als die disjunkte Vereinigung der major arcs beziiglich n und analog m,, als die disjunkte

Vereinigung der minor arcs.
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4 Anwendung auf das Waringsche

Problem

4.1 Notationen

In diesem Kapitel bezeichnen k, s, p und ¢ stets nicht negative ganze Zahlen, fiir welche
wir, falls nicht ausdriicklich anders gefordert, k > 2, s > 0, 0 < p < ¢ mit (p,q) = 1 und

p > 0 wenn g > 1 festlegen. Ferner wéihlen wir die Bezeichnungen

1

K =21 k=1-——, a=

1
K k’ E—1
da diese héaufiger in Gebrauch sein werden. Wie in der Zahlentheorie iiblich verwenden

auch wir die Kurzschreibweisen e(z) = e*™ resp. e,(z) = e (ﬁ) Zu jederzeit bezeichnen

wir mit log(z) den Hauptzweig der komplexen Logarithmusfunktion.

Wir werden die klassische O-Notation von Landau verwenden, d.h. mit f(z) = O(g(z))

meinen wir, dass es ein C' > 0 gibt, sodass fiir alle hinreichend grofsen x
f(@)] < Clg()|
gilt. Schreiben wir aufserdem
f(x) = O(g1(x)) = O(g2(z)) = - -+ = O(gn(2)),

so meinen wir f(z) = O(g;(x)) fiir i = 1,...,n. Ist die betrachtete Funktion f aus dem

Kontext klar, verwenden wir hierfiir gelegentlich auch die Kurzschreibweise

O(91(x)) = O(g2(x)) = - - = O(gn())-



4.1 Notationen

Falls nicht anders gefordert, setzen wir

f(z) = O(a(x)b(z)?) <= Ve >0: f(z) = O(a(x)b(z)).

Beispielsweise ist dann log x = O(z°).
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4.2 Die Funktion 0y(z) und ihre elementaren Eigenschaften

4.2 Die Funktion 6;(z) und ihre elementaren

Eigenschaften

Ziel dieses Abschnitts ist die Definition der Funktion 0;(z), mit deren Hilfe wir eine
Verbindung zwischen dem behandelten additiven Zahlenproblem und der Funktionen-
theorie und ihren Techniken aufbauen. Zum Schluss werden wir anhand dieser Verbin-

dung noch einmal eine kurze Motivation zur spéter angewendeten Zirkelmethode geben.

Definition 4.2.1. Fir alle komplezen Zahlen z € E definieren wir 0x(z) durch
On(z) =142 2" =1+22+2:2 +2:5 .
n=1

Proposition 4.2.2. 0,(z) ist eine in ganz E holomorphe Funktion.
Beweis. Es gilt fiir alle |z] < 1

2|z|
11z

0u(2)] S1+2> |2 < 142> 2" =1+ < 0,
n=1 n=1

folglich konvergiert die Potenzreihe nach dem Majorantenkriterium absolut und gleich-

méfig auf kompakten Teilmengen der Einheitskreisscheibe E und 6(z) stellt dort nach

dem Satz von Weierstraf eine holomorphe Funktion dar. m

Wir hatten bereits in der Einleitung f,lj(;(n) als die Anzahl der Moglichkeiten definiert,
eine ganze Zahl n > 1 als Summe von s nicht-negativen k-ten Potenzen zu schreiben.
Ob die Reihenfolge der Summanden eine Rolle spielen soll oder nicht, hat auf unsere
Problemstellung keinen Einfluss. Daher halten wir uns aus Griinden der Einfachheit
daran, dass sie eine Rolle spielen solle. In folgender Definition werden wir f?g(n) formal

festlegen und zwei weitere mit F,T?S(n) verwandte Grofen einfiithren.

Definition 4.2.3. Fiir Zahlen k,s,n > 1 definieren wir
Fﬁs(n) = #{(ny,....,ns) € A® | n’f + ng 4o+ n’; =n}

mit A € {Z,Ny,N}. Man beachte, dass die Zahl k im Falle A = Z zusdtzlich als gerade

vorausgesetzt sein soll.
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4.2 Die Funktion 0y(z) und ihre elementaren Eigenschaften

Unser Ziel ist es das Waringsche Problem mit Hilfe der eben definierten Funktion 6(z)

in einen analytischen Kontext zu setzen. Dies gelingt uns mit dem folgenden Satz.

Satz 4.2.4. Definieren wir ry s(n) als die erzeugenden Koeffizienten der Funktion 07(z),

also .
) =1+ Zrk,s(n)z”7
n=1
so qult fir alle n > 0:

(i) Trs(n) = 7% [(n) falls k gerade ist,

s

(i) ri.s(n Z( ) TM ) fir alle k > 1.

/=1

(111) Sind s1 > sy natirliche Zahlen, so folgt 1y s, (n) > 15, (n).

Beweis. Wir zeigen zuerst (i). Der Beweis erfolgt iiber einen einfachen Koeffizientenver-

gleich. Ist k& gerade, so gilt

0r(z) = (Zz”k> _ Z Z ket

nez n]=—0o0 ng=—00

:1+i Z z"

n=1 (ny,..,ns)€Zs b+ +nk=n

= 1—1—2?% (n)z

n=1

Der Beweis fiir (ii) wird fast analog gefithrt. Wir nutzen wieder das mehrfache Cauchy-

Produkt und machen anschliefsend einen Koeffizientenvergleich.

03 (» <1+2Z )OO ;(Z)% <§:z”k>z

n=1

= =
=1+ nf; (; (Z) 2£f,§€(n)> "

Fiir (iii) betrachten wir die erzeugende Funktion der Folge a,, = 1 5, (n) — 1y, (n), diese
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4.2 Die Funktion 0y(z) und ihre elementaren Eigenschaften

ist
D (Phs (1) =75y (n)2" = 6;2(2) (07 (2)—1) = (1 +D Ths (n)Z") D Tha-a(n)2"

Alle Koeffizienten der rechten Seite sind nicht negativ, was unter der Cauchy-Faltung
bestehen bleibt. Es folgt 74 ¢, (n) — r.s,(n) > 0. O

Korollar 4.2.5. Gibt es fir jede Zahl k > 3 eine hinreichend grofie ganze Zahl g(k),
sodass rys(n) > 0 fir alle n > 1 und alle s > g(k), so gilt bereits rﬁ%(n) > 0 fir alle
n > 1 und s > g(k). Insbesondere folgt Theorem 1.0.2.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass aus ry s(n) > 0 bereits f,lf‘;(n) > 0 folgt. Ist 74 s(n) > 0,

so folgt mit Satz bereits

(2) 2 (n) > 0.
/=1

Da alle Summanden nicht-negativ sind, gibt es ein 1 < ¢ < s, sodass fﬁ’ ,(n) > 0. Also
existiert ein Tupel (n1,...,ny) € N welches n} 4 - - - +nf = n erfiillt. Dieses ldsst sich zu
dem Tupel (nq,...,n,0,...,0) € Nj erginzen, welches offenbar immer noch gewiinschte

Eigenschaften erfiillt. Es folgt die Behauptung. O

Eines der Hauptresultate in Kapitel 4 ist es, dass die Koeffizienten ry ;(n) ab einem
gewissen g(k) < oo fiir alle n > 1 positiv sind. Damit kénnen wir mit dem eben gezeigten
Korollar das Theorem folgern.

Der folgende Satz ist eine einfache Anwendung funktionentheoretischer Resultate, schldgt

aber die wichtige Briicke zwischen den Koeffizienten 7 s(n) und der Funktion 6 (z).

Satz 4.2.6. Es gilt fir alle n € N:

1 07 (2
ris(n) = —jﬁ ;Ll)dz,

2w

wobet die geschlossene Integrationskurve Iy, den in mathematisch positiver Richtung ein-
fach durchlaufenen Kreis mit Mittelpunkt zo = 0 und Radius R =1 — % bezeichne.

Beweis. Nach Proposition 4.2.2ist z — z’;(fl) eine in ganz E\ {0} holomorphe Funktion
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4.2 Die Funktion 0y(z) und ihre elementaren Eigenschaften

mit Laurententwicklung

0:(2) 1 Tk,s(1) Tk,s(n)
zn+1zzn+1+ on ++T+Tk,5(n+1)+

Da E ein Elementargebiet ist, folgt mit dem Residuensatz

1 S S
—]{ Mdz = Res,_g 0i(2) = rps(n).

omi Jp, 2t o+l

[]

Diese Formel untermauert die Grundidee dieser Arbeit: auf der einen Seite befinden
sich die Koeffizienten ry s(n), auf der anderen Seite ein geschlossenes Kurvenintegral ei-
ner in E\ {0} holomorphen Funktion. Wir unterteilen den Integrationsweg des Integrals
in major und minor arcs (Zirkelmethode) und untersuchen die Funktion 65(z) fiir alle
Werte s > 1 auf diesen Teilbogen. Anschlieffend konnen wir eine Abschétzung des Inte-

grals vornehmen und damit eine Abschitzung der Koeffizienten ry 4(n).
Folgende abschlieffende Bemerkung bezieht sich auf den besonderen Fall k& = 2.

Bemerkung 4.2.7. Die Funktion 0y(z) ist im Fall k = 2 die sogenannte JACOBIsche
Theta-Reihe

GQ(Z):1+QZZn2:1+22+224+229+2216+---.
n=1

Sie spielt in der Theorie der Modulformen eine zentrale Rolle, da sie unter der Trans-
formation ¥(7) := Os(e(7/2)) auf der oberen Halbebene H = {r € C | Im 7 > 0} den

Funktionalgleichungen

Wr+2)=0(r) und 9 (__) _ o

gentigt. Mit Hilfe dieser Figenschaften kann das Waringsche Problem fiir den Fall k = 2
befriedigend geldst werden, man vgl. [FrBul, Kapitel 7.
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4.3 Die singuldre Reihe Ss(n)

4.3 Die singuldre Reihe S;(n)

Wie wir bereits in der Einleitung gesehen haben, mochten wir fiir hineichend grofse s

auf die asymptotische Aquivalenz

(2I'(1 4+ a))®

['(sa) e Si(n)

Trs(n) ~
hinarbeiten. In diesem Abschnitt werden wir die sogenannte singulére Reihe Sg(n) defi-
nieren und einige ihrer Eigenschaften nachrechnen. Unter anderem muss sicher gestellt
werden, dass Sg(n) fiir hinreichend grofie s fiir alle n € N existiert und eine reelle Zahl
darstellt, da es sonst zu Schwierigkeiten mit der asymptotischen Aquivalenz und deren

Folgerungen kommen konnte.

Definition 4.3.1. Wir setzen fir jede ganze Zahl m:

1

5

2mh
Sp.gm = eq(ph*) cos man
h=0 q
und
(. 2mhm
S am = Z eq(ph*) sin :
h=0 q
Zusdtzlich setzen wir Sp 40 1= Spq.
Uber die leicht zu verifizierende Relation
q—1
Sp.gm + iS;,ﬁq’m = Z eq(ph’C + mh)
h=0
werden die Summen Sy, und S} ., fiir alle p, ¢ gemeinsam mit einem polynomiellen
Ezxponentialausdruck
m
> elp(h), ¢ E€R[X]
h=0

in Verbindung gebracht. Daher wird der Fokus unser Untersuchungen auf Ausdriicken

solcher Art liegen.
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4.3 Die singulidre Reihe Sq(n)

Definition 4.3.2. Als singuldre Reihe S definieren wir den folgenden Summenausdruck:

si= 3 (22) o)

(P,9)E€EF

Von grundlegender Bedeutung ist

Satz 4.3.3. Fir alle hinreichend grofien Werte s ist die singuldire Rethe absolut konver-
gent und erfillt Sy(n) > 5 fir allen > 1.

Um diesen Satz zu zeigen, miissen wir genaueres liber das Wachstum der S, , fiir
¢ — oo in Erfahrung bringen, da die kanonische Abschéitzung |S, | < ¢ nicht ausrei-
chend ist. Beginnen werden wir mit der Definition einer zahlentheoretischen Funktion,
die sich mit den multiplikativen Zerlegungsmoglichkeiten positiver ganzer Zahlen in klei-
nere positive ganze Zahlen befasst und uns bei der Abschétzung bestimmter Summen

helfen wird.

Definition 4.3.4. Seien n,r > 0 natiurliche Zahlen, dann definieren wir
HT(n) = {(hl, ey hr) e N’ ’ hl tee hr = n}

als die Anzahl der Maglichkeiten, n als Produkt r positiver ganzer Zahlen zu schreiben

unter der Beachtung der Rethenfolge.

Beim Beweis der folgenden Proposition halten wir uns an die Ausfithrungen von E.
Landau in [Lan|, Seite 717.

Proposition 4.3.5. Fir fizes r gilt

Beweis. Fiir r = 1 ist die Behauptung klar, fiir » = 2 wird sie wie folgt gezeigt. IIo(n) ist

offenbar gerade die Teileranzahlfunktion 7(n) = >_,, 1. Ist also n = [1:2, p in seiner
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4.3 Die singuldre Reihe Ss(n)

eindeutigen Primfaktorzerlegung gegeben, so folgt

Iy(n) = H@i +1).

v; + 1
Vi€
i

beschrénkt, da er fiir v; — oo gegen 0 strebt. Fiir p; > 2: und jedes v; > 1 ist er sogar
<1, da dann

Fixieren wir nun ein ¢ > 0, so ist der Ausdruck durch eine Konstante C;(e)

V¢+1<VZ'+1<

1.
A
Also gilt fiir jedes n > 1:
I (n v; +1 v; + 1
2( ) < z_/t_e H Vi < CZ(E)
ne L P P 1
p;<2% pi>2¢ p; <2

Letzteres ist eine nur von € abhéngige Konstante.

Die Proposition zeigen wir jetzt mit vollstindiger Induktion. Die Behauptung sei al-

so fiir ein festes r > 2 bereits bewiesen. Offenbar ist

M (n) = > T, (g) .

din

Es gibt nach Induktionsvoraussetzung eine nur von € > 0 abhéngige Konstante, sodass
II.(n) < C(e)n’.
Insbesondere ist dann II, (%) < C(e)n®. Daher gilt fiir alle n > 1:
,41(n) <Y Cle)n® < Cle)nTly(n) = O(nf).
dn
Definition 4.3.6. Wir definieren von nun an fir jedes r € N
() : Pot(Z") — Pot(Z)

M — (M) =: {hy - hy | (hi,....h,) € M}.
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4.3 Die singulidre Reihe Sq(n)

Per Definition ist dann (B) = ().

Lemma 4.3.7. Es sei (M),),en eine Folge nichtleerer, endlicher Teilmengen des Z" fir

welche wir
My ={h € M,|hy---h, =0}

und

M) = M, \ M,
definieren. Weiter sei g, : Z — R= eine Folge von Abbildungen mit den Eigenschaften
9,(0) = O(a(p)) und g,(hy - - hy) = O(B()), wenn (hq, ..., h,) € M:L Gilt dann #Mg =

O(yo(w), # (M) = O(vi(p)) und fiir alle pn > 1: |hy - - - hy| < 6(p) fiir alle (ha, ..., hy) €
M}, so ist

> 9,(0) = Ol ro(w),

heM}

S™ g+ hy) = OB (1)5(u)7)

1
heM}

und damit insbesondere

> gulha-+hy) = Ola(p)yo(p) + O(B() 11 ()3 (1))

heM,,

Hierbei bezeichnen o, 3,79, 71,0 : R — RV geeignete Funktionen.

Beweis. Wir schreiben von nun an H = hy - - - h,.. Es gilt

D guH) = g.(0)+ Y gu(H).

heM,, heM? heM}

Wir werden diese beiden Terme nun einzeln schétzen. Zunéchst ist nach Voraussetzung

> 9u(0) = #M}g,(0) = O(a(u)r0(1))

0
heM;

Auf der anderen Seite gilt

Z gu<H) S Z Clﬁ(ﬂ)

heM} heM}
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4.3 Die singuldre Reihe Ss(n)

<Cif(p) Y 2TL(|H|)

He )

und es folgt mit Proposition [4.3.5}

<CiB(p) Y 2CH(p)

He(M})
< 2 CB(u)# (M) Co8(p)°
< 2" CLCyCLB ()1 ()6 (1),

fiir geeignete C', Cy, C. > 0, hinreichend grofes p und € > 0 beliebig. Damit folgt

> guH) = OB (1)5(1)°)

heM}

und gleichsam die Behauptung. O

Proposition 4.3.8. Es sei (zm.n)mnez €ine Folge komplezer Zahlen, sodass ein p € N

existiere mait

Zmtpn = Zman = Zmontu Vm,n € Z. (4.3.1)
Dann gilt
p—1 p—1 p—1 p—1
Zhe = Zhy+6,0-
h=0 (=0 h1=0 £=0

Beweis. Die Bedingung (4.3.1)) ldsst sich auch in
(kb kQ) = (7"1,7‘2) mod B == Zki ks = Zrie

umformulieren, wobei die Kongruenz hier komponentenweise betrachtet wird. Sei A =
{(n,m) :0<nm<p—1}und B = {(hy +¢,0) : 0 < hy, £ < p— 1}. Damit ist mit

Z(m,n) = Zm,n die Behauptung dquivalent zu

S 0=

acA beB

Da die Mengen A und B die gleiche Kardinalitit besitzen und a1 = a; mod p <= a; =
ay fiir alle a1, ay € A, reicht es zu zeigen, dass fiir jedes (n,m) € A ein (hi + ¢*,0*) € B
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4.3 Die singulidre Reihe Sq(n)

existiert, sodass
(hi +0°,0") — (n,m) = (0,0) mod pu.

Dies ist offenbar fiir /* = m und dasjenige 0 < hj < p— 1 mit hf +m —n =0 mod p
erfiillt. Damit folgt die Behauptung. O]

Korollar 4.3.9. Es sei p € N eine natiirliche Zahl und (z,y) = Y7

Cxrlad e
i1 @iy’ emn

Polynom in zwei Variablen mit ganzen Koeffizienten. Dann ist

S el 0) = 37 3 el +£,0),

Beweis. Da ¢ nur ganze Koeffizienten besitzt, gilt ¥(x + p,y) = ¥(z,y) = ¥(x,y +
p) mod g fiir alle z,y € Z. Damit erfiillt e, (¢)(n, m))nmez die Bedingung (4.3.1) und
Proposition [£.3.8] lasst sich anwenden. ]

Proposition 4.3.10. Es seien v > 0 und pu > 0 ganze Zahlen. Dann gilt

pl w  falls v=0 mod pu,

n=0 0 sonst.

Beweis. Fiirv =0 mod p ist die Behauptung klar, zu zeigen bleibt also nur der Fall = 0.

Angenommen, v # 0 mod p. Dann ist e, (v) # 1 und wir erhalten mit der geometrischen

Summenformel
1 eu(uw)
n
= ——F—==0.
nz:% e, (nv) e, (v)
O
Lemma 4.3.11. Fiir ganze Zahlen aq, ..., ax_1 qilt
q—1
Ty = eq(Ph* + a1 R" 1+ ap b2 4+ -+ arh) = O(¢°).
h=0
Beweis. Im ersten Teil des Beweises zeigen wir die Ungleichung
q—1 q—1
Tel* < g% ) eq(pk\HY)|, (4.3.2)
hi,ha,..hg_1=0 | £=0

wobei wir abkiirzend H = hihs - hi_; schreiben. Um dies zu zeigen, verifizieren wir
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4.3 Die singuldre Reihe Ss(n)

folgende Aussage: fiir alle 2 < v < k — 1 gibt es ganzzahlige Polynome B;(h) =
Bi(hy,hay...;h,) (i =0,1,2,....;k — v — 1) in v Variablen, sodass folgende Ungleichung
gilt:

q—1 q—1 k—v—1
T <=0 N N e (K HE 4 Y Bi(h)E) (4.3.3)
B,k hy=0 £=0 i=0

mit K, = k(k—1)---(k—v+1) und H, = hy - - - h,. Dies tun wir im Folgenden induktiv.

Schritt 1: v = 2. Es gilt zunéchst:

q—1 q—1
TW> = TiTi = Y eq(ph* 4+ ap_1h* + -+ + alh)z eq(plk + ap_1 OF=1 4 - - 4+ ayl)

h=0 =0
qg—1 q—1

= Z eq(phk + ap_1h* 4+ -+ arh) eq(—pﬁk —ap_ = —ay0)
h=0 =0
q—1 g—1

= er(p(hF — %) 4 ap_ (W1 ="+ pag(h— 1), (4.34)
h=0 (=0

Wir setzen nun h = hy + £. Da p,ax_1, ..., a; samtlich ganzzahlig sind, lasst sich Korol-

lar [1.3.91 anwenden und die Summen konnen umsortiert werden:

= eq(p((h1 + @k - Ek) + ag—1((h1 + f)k_l — ﬂk_l) + - 4 ard).
(4.3.5)

Die Differenzen (hy+£¢)"—{" lassen sich mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes in Monome
eines Polynoms zerlegen, welches ¢ als Variable besitzt. Im Folgenden sortieren wir alle

Terme nach den ¢-Potenzen und erhalten

1 g—1
= eq(Pkhil* ' + By_o(h1)0" % + -+ - + By(h1)) (4.3.6)

h1=0 ¢

i

Il
o

33



4.3 Die singulidre Reihe Sq(n)

mit irgendwelchen ganzzahligen Polynomen By, By, ..., By_o in der Variablen h;, deren
explizite Form fiir unseren Beweis keine Rolle spielt. Wir setzen wieder h = ¢ und

erhalten

-1

q—1
> eq(Bo(h1)) Y eq(pkhah*™" + By_o(ha)h*2 + - + By(h1)h).
h1=0 0

£

i

(4.3.7)

Jetzt quadrieren wir die Gleichung auf beiden Seiten und wenden anschliekend die

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auf die quadrierte Summe an. Wir erhalten damit

folgende Abschiitzung fiir |Tj|*:

—_

q—1 q— 2
T, |* = [Z eq(Bo(h)) Y eq(pkhih* '+ By_o(h)hF 2 4o 4 Bl(hl)h)]
h1=0 0

i

2

eq(Pkhih*™' + By _o(h1)hF 2 + - + By(h)h)

q—1 g—1 ¢g—1
=q- ZZeq pkhy (1 — 1)
h1=0 h=0 £=0
+ Bi_o(h1) (W2 = 0F72) + -+ By(hy)(h — 0)).

Setzen wir nun h = hy + ¢ erhalten wir erneut mit Korollar 4.3.9}

qg—1 q—1
> eqpk(k = 1)hyhot*™ + By_g(ha, ha) 0" + -+ + Bo(hy, ha), )

h1,ha=0 £=0

wobei By_a(hq, ha), ..., Bo(h1, hy) ganzzahlige Polynome in zwei Variablen hy, hy bezeich-
nen. Damit sind Polynome gefunden und die Ungleichung (4.3.3)) fiir v = 2 verifiziert.

Schritt 2: vy — vg + 1. Der induktive Schritt funktioniert im Wesentlichen genauso wie
der Induktionsanfang. Es sei nun angenommen, die Behauptung gelte fiir ein beliebiges
aber festes 2 < 1y < k — 1. Wir zeigen, dass sie dann auch fiir vy + 1 gelten muss. Nach

Voraussetzung existieren dann also ganzzahlige Polynome B;(hy, ..., hy,) (1 = 0, ..., %),
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4.3 Die singuldre Reihe Ss(n)

sodass

k—vo—1

|Tk|2"0 < q2V0—(y0+1) Z Zeq pKVOHyofk Yo | Z

q—l g—1 k—vo—1
=g NT Bo(h) Y eq(pKy Hyy 0+ > Bi(h)E).
hi,h2,..hyy =0 (=0 =1

Quadrieren auf beiden Seiten fithrt uns unter Anwendung der Cauchy-Schwarzschen

Ungleichung zu der Multisumme:

2
qg—1 q—1 k—vp—1
|Tk|2uo+1 < q2u0+1_2(l/0+1) Z Bo(h) Z 6q<pKu0Hy0£k_V0 + Z Bz(h)éz)
Rt B2 ey =0 =0 i—1
g—1 q—1 q—1 k—vo—1 2
< q2uo+1_2(l/o+1) Z |B0(h)|2 . Zeq(pKugHyogk vo 4 Z z)
Riyeery hu():() hi,..., hUOZO £=0
q—1 g—1 k—vo—1
vo+l_9(y 17 17 -7 %
= ¢ g Z eq(PEy Hyo (7570 = 577) + > Bi(h)(j' = ().
R ooy =0 j=0 =0 =1

Wir setzen j = hyy41 + £. Da alle Polynome ganzzahlig sind, kann wieder Korollar [4.3.9]

angewandt werden und wir erhalten:

q
=TTy ey (pK g Hop (g + 00— £570)
Ry +1=0 (=0

k—vp—1

+ Z Bi(h)((hygs1 + 0)" = £1).

k—vo—1 pk—1v9—2
(k=1 gh-vo=2

Sortieren wir nun die Terme nach den Potenzen von ¢, also ., so erhalten

wir
q — k:—l/o—2
vo+1__ 1y —10— 7
=Tt N N e (B oy (k= )y 7 Y Cilhy hug))
R yereshig+1=0 €=0 i=0
q—1 qg—1 k—vo—2
vo+1__ U —vo— 7
= q2 ’ (o+2) Z Z eQ(pKVo-HHVo-HEk ot + Z Cl(h’ hl/o-i-l)g )7
hi,...;hyg+1=0 £=0 1=0

wobei die C;(h, hyy41) (i =0, ...,k — 1y — 2) irgendwelche ganzzahligen Polynome in den
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4.3 Die singulidre Reihe Sq(n)

Variablen Ay, ..., hy,+1 sind. Da wir die Behauptung fiir v = 2 gezeigt haben, gilt sie auch

fiir v = 3,4, ...,k — 1. Setzen wir also v = k — 1, so folgt unmittelbar

q—1 q—1
Tl < g"7" Z Zeq PRUHC+ Bo(h)) < "5 3" 1D e (pk!HO)
hi,...;h—1=0 £=0 hi,e.she—1=0 | £=0

und somit die Giiltigkeit von (4.3.2). Damit ist der erste Teil des Beweises abgeschlossen.

Im zweiten Teil werden wir den in enthaltenen Summenausdruck aufspalten und

die daraus gewonnenen Teilausdriicke einzeln schitzen. Setzen wir
M) = A{(hy,....hw—1) €{0,....q =1} | H=hy-- hp_y = 0}

und

1. k—1 0
M} = {0, g — 1P\ M,

so erhalten wir

|Tk|K S Z qK—k

he MY

> eq(pkIHE)

14

+Zqu

heM}

> eq(pk!HE)

14

=T +T". (4.38)

Nun gilt aus kombinatorischen Griinden offenbar
#M) =¢" = (¢ -1 =0(¢"?).
Da auferdem in diesem Fall ¢5—* 39" ¢ (pk!H() = ¢*~*+1 folgt mit Lemma m
T = O(¢" *'¢*?) = 0(¢" ). (4.3.9)

Zur Betrachtung des zweiten Summanden legen wir zunéchst via (¢, k!) = J, die Schreib-
weisen k! = dko und ¢ = 6@Q) fest. Damit folgt (pko, @) = 1. Ist nun H # 0, so gilt also

7
L
7
L

K—k+1 _
B B q falls H =0 mod @
TN e (pk HE) = "N eso(pdkoHE) =

0 0 sonst

iy
o
~
I

nach Proposition [4.3.10L Dies erlaubt uns, die betrachtete Summe auf jene Summanden
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4.3 Die singuldre Reihe Ss(n)

zu reduzieren, die die Eigenschaft H =0 mod () mit sich bringen; wir haben also

Z <= kZeq pk!H() = Z <= kZeq pk!HY)

heM} heM?

mit M2 ={h e M} | H=0 mod Q}. Nun ist # (M%) gerade die Anzahl der betrach-
teten Werte H, fiir welche Q | H gilt. Aus 0 < H < ¢*~! folgt daher unmittelbar

Qv 1
#ug <2

Da § beschrinkt ist und auferdem — < =, gilt @ = O(g). Damit erhalten wir

< | O
S

# (M) = 0(¢" ).
Mit Lemma folgt nun
T// — O(qK—k+1qk—2(qk—1)e> — O(qK_H_E).
Insgesamt erhalten wir

Tel* =T"+T" = 0(¢" ") + O(¢" %) = O(¢" "),

also
T = O(¢"™),
was zu zeigen war. O
Korollar 4.3.12. Es gilt
Spq = O(¢""), Spam = O(¢"), Szllqm = 0(¢"™).

Beweis. Fiir S, , ist die Behauptung mit Lemma unmittelbar klar. Fiir S, ;.

beachte man

2mhm

q—1
Sp.gm = Z eq(ph*) cos
h=0
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4.3 Die singulidre Reihe Sq(n)

h=0
1 q—1 q—1
=3 ( eq(PhF +mh) +Y e, (ph* — mh))
h=0 h=0
— O(qn—&-s)
Fiir S, ,,, verfahre man analog. O

Wir haben nun eine nicht triviale obere Schranke fiir die S, , gefunden - wir kénnen
sie fiir alle ¢ > 0 mit einer Konstanten A. > 0 gleichméfig durch [S,,] < A.¢"" ab-
schatzen. Mit deren Hilfe gelingt uns der

Beweis von Satz|4.3.3| Der zu p = 0 und ¢ = 1 gehorige Summand ist (Sp1/1)%e(0) = 1,
wir schreiben von nun an § = 1+ &’. Nach Korollar [4.3.12] gilt

also existiert ein A > 1, sodass

S

p.q

< Ag

mit p = & fiir alle ¢ > 1. Fiir ¢ > 1 gilt aukerdem

pg
q

<1,

denn: es gilt offenbar |S,,| < 327”1 |e,(ph*)| = ¢ mit Cleichheit genau dann wenn jeder
Summand das gleiche Hauptargument besitzt. Nun ist e,(0) = 1, aber e,(p- 1¥) # 1, da
(p,q) =1 fiir alle k. Daher ist |5, 4| strikt kleiner als ¢ und die Behauptung folgt.

Wihle ein v > max(2, A*) und sei

d = max
2<q<v

S
q
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4.3 Die singuldre Reihe Ss(n)

Dann gilt

S1<YY

q2p

<(552q+ZAS 2’“2]% —np)|

q=v+1

§55y2—|— Z Asq—Qusq'

q=v+1

(i) o]+ S| () et

g=v+1 p

Wegen der Wahl von v haben wir Aqg=2* < A(A*)~2¢ = A~! fiir alle ¢ > v, und daraus

folgt A < ¢*. Demnach lasst sich die zweite Reihe via A% < ¢g"® weiter abschétzen:

l—us

< 5P+ I=ps < 55,2 4
Zq ,u5—2 2

qg=v+1
fiir alle s hinreichend grof, da 0 < § < 1. Damit ist die absolute Konvergenz der Reihe
S und |§'| < 3 fiir hinreichend grofe Zahlen s gezeigt. Da S = 1+ &’ sind wir fertig,
wenn wir zeigen konnen, dass S’ reellwertig ist. Dazu reicht es zu verifizieren, dass jede

der Summen > ,_; in
oo S S
£ 1 ()
7=2 (p,g)=1

fiir festes ¢ > 1 reell ist. Fixieren wir also ein ¢ > 1, so ist (p,¢q) = 1 genau dann wenn

(¢ —p,q) =1 und es gilt

q—1 q—1
Sq-pa eq((q p)hk) = ( phk) = Spa
h=0 h=0
Also ist
Sepa\’ Spa \’
(P22) eyt = (%) et (4:3.10)

und die Summe

2= 2+ X

1<p<gq/2 1<q—p<gq/2
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4.3 Die singulidre Reihe Sq(n)

muss folglich reell sein, da sich die in ihr vorkommenden Summandenpaare beziiglich
p,q — p nach wie komplex Konjugierte zueinander verhalten (mit dem selben
Argument ist der einzelne Term beziiglich p = £ im Falle 2 | g reell). Da S,(n) fiir die
betrachteten Werte s absolut konvergiert, diirfen die Summanden nach diesem Prinzip
paarweise angeordnet werden ohne den Grenzwert zu verandern und es folgt die Behaup-

tung. O
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4.4 Verhalten von 0y(z) auf den minor arcs

4.4 Verhalten von 0;(z) auf den minor arcs

Nachdem wir im vorigen Abschnitt die singuldre Reihe genauer in Augenschein ge-
nommen haben, werden wir uns jetzt auf das Verhalten der Funktion 6 (2) auf den minor
arcs konzentrieren. Wie sich herausstellen wird, 1asst sich 0y (z) fiir wachsendes n auf der
Vereinigung der minor arcs m,, fiir jedes € > 0 durch den Ausdruck A.n**¢ beschranken,

wobei A, eine von n unabhéangige Konstante bezeichnet. Insgesamt erhalten wir

Satz 4.4.1. Es gilt auf den minor arcs
0x(2) = O(n™*e).

Mit anderen Worten haben wir fiir jedes € > 0

Gk(z)

ncm+e

lim sup sup
n—oo  zEmg

Um dies zu beweisen, brauchen wir folgendes

Lemma 4.4.2. Es seien n und ¢ beliebige positive reelle Zahlen und p eine ganze Zahl,
sodass
n® " < g < ntml@m, 0 < p<nte,

dann gilt
“w
Us=_ eylph*) = On™*),
h=0
wobei e = e(n,() — 07 firn,( — 0.
Der Beweis des Lemmas ist relativ technisch und aus diesem Grund werden wir ihm

einige niitzliche Resultate vorausschicken. Unter anderem werden wir vorab eine von H.

WEYL gegebene Abschétzung fiir |U,|[* beweisen.

Definition 4.4.3. Wir definieren fir p,r € N die Menge O, als die ganzzahligen
Punkte im oktaedrischen Bereich |z1| + -+ + || < p, also

Dnu = {<h17 "'ahr) ez | |h1| +oot |h1”| < N’}

41



4.4 Verhalten von 0y(z) auf den minor arcs

Hierbei lehnt sich die Bezeichnung O an Oktaeder an.

Proposition 4.4.4. Es seir > 1 eine ganze Zahl. Dann ist

#Or = O(u").

Beweis. Wir verfahren induktiv. Fiir » = 1 ist die Behauptung klar, sie sei also fiir
ein beliebiges aber festes r > 1 bereits bewiesen. Sei Z,(u, k) = #{(z1,...,x,) € Z" |
|z1| + |2 + - - - + |z | + |k| < p}. Offenbar gilt dann Z,.(p, k) < Z,(u,0) fir alle p,r > 1
und k € Z. Wir erhalten fiir die Anzahl Z,, (i, 0) der Losungen der Ungleichung mit

r + 1 Unbestimmten

ZT‘-H(:uv()) = Z ZT(N? V)

v=—U

< 2p+1)Z (1, 0)
und nach Induktionsvoraussetzung

= (2p+1)0\")
— O(/LTJFI).

Lemma 4.4.5. Es sei fiir k > 1
©0(2) = ap2® + ap_ 12" - a1z + ag, ap # 0
ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Dann gibt es eine nur von k abhdngige Konstante

A > 0, sodass die folgende Ungleichung fiir alle n > 1 erfillt ist:

K

< AnK—k Z

(1,0 Tk—1)EDk—1,n

> elp(n) :

h=0

Z e(RElagl)

14

Hierbei ist R = ry---1x_1 und die innere Summe erstreckt sich tiber eine Sequenz von

hochstens n + 1 aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen.

Beweis. Der Beweis wird mit analogen Mitteln wie bei jenem von Lemma gefiihrt.
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Wieder kommt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung induktiv zum Einsatz. Daher wer-
den wir ihn nur skizzieren und fiir technische Details auf [Weyl|, Seite 328 ff. verweisen.
Betrachten wir die Summe
on =7 _elp(h))
h=0
so gilt
o> = ) elp(ly) — o(l)).

0<l),hi<n

Setzen wir [ = lo + [y, ist

e(ly) = elo + 1) = w(l) + lop(lo, 1)

mit einem Polynom ¢(ly, ;) in zwei Variablen, welches nur Glieder der Ordnung < k—1
enthélt. Mit den Bedingungen 0 < l; <n und 0 < [y + [; < n kénnen wir obere Summe
nun so modifizieren, dass [y den ,,1-Oktaeder* |ly| < n durchlauft und /; alle Zahlen, dass

fiir jedes feste [y die Bedingung 0 < [y + l; < n erfiillt ist. Insgesamt gilt

o> = D D ellop(lo, 1)),

o€D1n N

wobei [; in der Inneren Summe von 0 bis n — |ly| resp. von |ly| bis n l4uft, je nachdem
ob gerade Iy > 0 oder [y < 0 erfiillt ist. Man beachte, dass das Polynom ¢(ly, ;) den
Koeffizienten ao nicht mehr enthélt und als gréfte I,-Potenz kay,l¥ ! hat. Mit der Cauchy-

Schwarschen Ungleichung folgern wir

2

= (#Dl,n) Z

l0€D1n

2

LDV DY

lo€D1.n lo€D1,n

> ellop(lo, 1))

l1

> ellop(lo, 1))

I

Auf die innere Summe kann nun wieder das eben préisentierte Prinzip angewandt werden.

Wir haben

2

= Z e(lop(lo, 1) — low(lo, 12))-

lll 7l2

Z e(low(lo, 1))

l1

Indem wir I{ = Iy + [3 setzen bekommen wir

o(lo, 1) = p(lo, 11 + 12) = @(lo, l2) + lip(lo, 11, 12).

Dabei ist ¢(lg,l1,[2) ein Polynom in drei Verdnderlichen der Ordnung < k — 2 und
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beginnt bei der Entwicklung nach absteigenden Potenzen von Iy mit k(k — 1)agl¥~2 und

die Koeffizienten ay und a; tauchen nicht mehr auf. Damit gilt

joal* < (#D1) Y D ellolip(lo, i, o))

loli 2

Fiir fixiertes 7 geht nun Iy von 0 bis n — r, falls » > 0 und von |r| bis n andernfalls.
Lasse daher [; von —(n —r) bis n — r laufen und falls [y > 0 und ; > 0 gilt, dann lauft
lo von 0 bis n — Iy — Iy, falls s <0, von |l1| bis n. Ist nun /[y < 0 und }; < 0, so verlduft
ls analog von |lp| — [; bis n und falls I < 0 und /; > 0 von |r| bis n — [;. Damit wird
auken Uber den ,2-Oktaeder” |lg| + |I;| < n summiert und innen {iber ein Intervall von

hochstens n + 1 Gliedern. Es gilt also in dieser Schreibweise

ol < #D1) DY Y ellohipllo, ln, 1))

(lo)l1)ED2,n 12

und nach abermaliger Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

2

|Un|8 S (#Dl,n)Q(#DZ,n) Z

(lo,l1)€D2,n

> ellohp(lo, 1r, 1))

l2

Fiithren wir dieses Prinzip nun immer weiter fort, erhalten wir nach insgesamt k — 2-

maliger Anwendung die Ungleichung

Y

> elloly -+ l—oklayl)
l

wobei die innere Summe ein Intervall von hochstens n + 1 Zahlen durchlauft, dessen
genaue Struktur fiir unsere weiteren Uberlegungen nicht weiter von Bedeutung ist. Mit

Hilfe von Proposition [£.4.4] folgern wir

k—2
k—1 ok—1—2
‘O’n‘z =0 Hnlz E 6(10[1 s lk,Qk!akl)
i=1 (loyeslk—2)€EOk—1,n | 1
kE—1__
-0 n2 k

> elloly -+ le—oklayl)
!

({05 slk—2)ED%—1,n

Also gibt es eine nur von k abhéngige Konstante A, welche die Behauptete Ungleichung
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4.4 Verhalten von 0y(z) auf den minor arcs

erfiillt. O

Lemma 4.4.6. Es gilt

qzl cse (%ﬁ) = O(qlog q).

Beweis. Wahlen wir ¢ > 3 beliebig, so gilt wegen der Monotonizitat des Kosekans im
Intervall (0, 3) fiir jedes 2 < k < [4]:

1 k k/q
—csc (—W) < / csc(mx)dx.
q q (k=1)/q

Daraus folgt

13 1/2
1 1 A /
—csc (f) + - g csc (l> < —csc (E) +/ csc(mx)dz.
¢ \a¢) a4 q¢) " a \q 1/

Die betrachtete Summe lasst sich also abschétzen durch

1£]

A T 1/2
chc (—) < csc (—) + q/ csc(mx)dx
—1 q q 1

/a
_4 s
= <log cot 2q> + 0(q)
= O(qlogq).

Aus Symmetriegriinden folgt schliefslich

1 2]

cse (k—W) =2
1 q A

Proposition 4.4.7. Seien t,u,v,w ganze Zahlen mit v,w > 0. Dann gilt

q

cse <k§) + O(1) = O(qlogq) + O(1) = O(qlogq).

e v+1, falls t=0 modw
g ew(vt)| <
—u lesc | falls t#0 mod w.

Beweis. Der Fall t =0 mod w ist klar, sei also t Z0 mod w. Dann gilt e,(t) # 1 und

45



4.4 Verhalten von 0y(z) auf den minor arcs

wir erhalten mit der geometrischen Summenformel:

u+v

Z ew(Vt)

v+1

= lew((u—1)t) Y ey (vt)

eu((v+2)) — ew(t)’

ew(t) — 1
< 2
~ lew(t) — 1]
tm
= |csc —|
w
was zu zeigen war. O

Bemerkung. Zur Vereinfachung der Ubersicht stellt ¢ im folgenden Beweis je nach
Kontext eine beliebig klein wéhlbare positive Zahl oder eine positive Funktion in n und

¢ dar, welche fiir n,{ — 0 gegen 0 strebt.

Beweis von Lemma m Zu Beginn verschaffen wir uns eine kurze Ubersicht iiber

die Dinge, die wir iiber y und ¢ wissen:
(i) nv < q< nlf(afn)7 also ¢ = O(nlfaJre)

(i) 0 < p < n¢ also pu = O(n*e)

note

. M
m) — <
(iii) .

Diese Folgerungen werden im Beweis sehr haufig verwendet und wir werden sie daher

= O(n%).

a=mn

S

unter der Bezeichnung pu-g-Bedingungen vermerken.
Wir definieren fiir p und ¢ das Polynom ¢(z) = ’gzk . Da p # 0, lasst sich dann Lem-
ma auf die potenzierte Exponentialsumme |U,|" anwenden. Wir erhalten fiir alle

i > 1 eine obere Abschéatzung nach Art des Lemmas.

’UN|K§AMK7k Z

heok—l,,u

, (4.4.1)

Z e (kIpHY)

mit einer nur von k abhéngigen Konstanten A > 0 und H = hyhsy - - hi_1, wobei sich

die Summe ), iiber eine Sequenz aufeinanderfolgender ganzer Zahlen erstreckt, welche
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4.4 Verhalten von 0y(z) auf den minor arcs

hochstens p + 1 Glieder besitzt. Daraus folgt die kanonische Abschitzung

Z (k'pH?)

L

<p+1 (4.4.2)

Aus der Definition von 91, folgt auerdem fiir 4 > 1 unmittelbar 0 < |H| < p*~!
Diese relativ grobe Abschétzung ist fiir unsere Zwecke ausreichend und wird im Laufe
des Beweises immer wieder verwendet.

Der Beweis erfolgt in drei Schritten. Zuerst zerlegen wir den Summationsbereich O, ,
auf intuitive Weise in zwei disjunkte Mengen (’32 und €,. In den beiden darauffolgenden
Schritten ermitteln wir obere Schranken fiir die Summen iiber Qfg und €, unter anderem
dadurch, indem wir die Kardinalitdten #Qfg und #¢, nach oben abschatzen.

Schritt 1: Wir zerlegen Oy, in
@2 = {(hl, ceny hk71> € Dkflﬂu | hl s hk,1 == O}
sowle
G# = Dk—l,,u \ @2,
und unterteilen damit die Summe (4.4.1)) in

Zeq KIpHO)| + Y Apf*

he€,

‘U ’K < ZAMK k — U’—i—U”.

heey,

Z eq(klpHY)

Schritt 2: Zunéchst schéitzen wir den Ausdruck U’ nach oben ab. Nach Propositi-
on [£.4.4] gilt
#Or = O(u")
fiir 4 — oo und fixes r. Ist jedoch H = 0, soist h; = 0 fiirein 1 <7 < k — 1 und es
gilt folglich
HED < (k= D#Os 0y = O().

Die innere Summe lésst sich durch p + 1 nach oben Abschétzen, ist also in der Klasse

O(u). Gemeinsam mit dem Vorfaktor u~* aus dem Lemma von Weyl ergibt sich damit
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4.4 Verhalten von 0y(z) auf den minor arcs

die Klasse O(pf=*1), also

ApF Zeq(k;!pHﬁ) = Ap"7FO(p) = O(u*=+). (4.4.3)

14

Also gilt fiir U’ mit Lemma und den p-g-Bedingungen insgesamt

U = O<IUIK7k+IIuk72) — O(MK71> _ O<n(K71)a+s)' (4.4.4)

Schritt 3: Um U” geeignet abschétzen zu konnen, zerlegen wir €, fiir A =0,1,2,...,¢g—1
disjunkt in die Mengen

QE,\,# = {(hl, ceny hkfl) € QEM ’ ]ﬂ'phl s hk,1 =) mod q}

Man beachte noch mal, dass hier keines der h; den Wert 0 annimmt. Dann gilt

Zeq k\pH?) —1—2 Z ApF Zeq k\pH?)

A=1 he€y ,
Aufserdem erinnern wir uns an die in Lemma eingefiithrte Schreibweise k! = dkq
und ¢ = 0Q), sodass (pkoy, Q) = 1.

U//< Z AIUK k

hedy ”m

Schritt 3.1: Falls A = 0, so haben wir

(pko, Q) 1

k'pH = 6kopH =0 mod 6Q)Q = kopH =0 mod @ H=0 mod Q.

Da 0 < |H| < pF~! und hochstens jeder Q-te Wert von H die Eigenschaft klpH = 0
mod ¢ erfiillen kann, also in (&g ,,) liegt, folgt

2[uk—1 (Mk_1>
¢ =0
#< 0,u> S Q q )

(im Falle p*=1 < @ ist sogar # (&) = 0). Also folgt mit Lemma , (4.4.3) und den
1-q-Bedingungen:

k—1
U = O — (i 1)7) = O i) = Ol o), (44.5)

Schritt 3.2: Wir betrachten nun den Fall 0 < A < ¢. Mit Proposition folgt
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4.4 Verhalten von 0y(z) auf den minor arcs

dann

k'pHm
q

Zeq(k!pHé) < lesc . (4.4.6)

¢

Sei nun A\ beliebig gewahlt. Existiert dann ein H mit k!pH = A mod ¢, so gilt
klpH = k!lpH' = X mod ¢
mit H' = hy---hj_, genau dann wenn H — H' =0 mod @ bzw.
H=mQ+ H',

wobei m eine ganze Zahl ist. Sei nun ein solches H fixiert und M die Anzahl der ganz-

zahligen Losungen der Ungleichung |H — mQ| < p*~!, dann folgt

2Mk71

M < + 1.

Folglich gibt es ebenso hochstens M Moglichkeiten fiir H' und wir haben

2[uk71 (Mkl )
¢ < +1=0 +1].
#( )\7#> Q q

Setzen wir nun

folgt mit Lemma [4.3.7

ﬂk_l
Ué/ -0 (ILLK_kU ( p + 1) (“k—l)a)

H[k—l—i—s
=0 (MK_kcr max ( ,,tf))
q
1

Nun gilt aber nach Lemma

o =0(qlogq) = O(¢"™)
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4.4 Verhalten von 0y(z) auf den minor arcs

und somit insgesamt
U// _ O(MK—H—aqa) + O(uK_k+€q1+6).

Fiir den ersten Term erhalten wir mit den p-g-Bedingungen
O(MKflJrsqs) — O(<na+()K71+s<n1+nfa)s> — O(,nl(Kfl)aJre)'
Analog folgt

O(MK_k+€q1+€) — O((na+C)K—k+s (n1+n—a)1+e>

(nKa—ka+1—a+s)

O
O

(n(<~Daey
Daraus folgt schliefslich
UL = O(nE-Date) 4 O(pK-Date) = O(p(K-Date). (4.4.7)
Zusammen mit (4.4.4), und folgt letztendlich
U = Ot

und damit
U, = O(n’m*a),

was zu zeigen war. O
Mit Hilfe des Lemmas gelingt uns nun der

Beweis von Satz[£.4.1] Wir schreiben im Folgenden
Or(z) = —1+423 2" +2 Y 2" =1+ fi(2) + fol2),
v=0 v=w+1

wobei w = [n®"¢] und ¢ > 0 beliebig gewiihlt ist. Fiir z € [',, gilt nun

k

1\" v
12| = (1 - —) <e n
n
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4.4 Verhalten von 0y(z) auf den minor arcs

al2) :o( i e) ~0 (/wooeifdt).

v=w+1

und damit

Zusammen mit der Variablentransformation t* = u und der kanonischen Abschiitzung

wh = [nate]k > 27k (patt)k = 2=kpltek erhalten wir

oo tk oo “ 1 D “ 1
/ e ndt :/ e nu tadu < / e »u® Tadu.
w wk 27kn1+(k

Mit der weiteren Substitution u = nx ergibt sich

[0.9] (o.9]
_u _ — —
/ e nu’ 1adu:cm“/ ez dz.
9—kpl+ck 2—knlk

Letzterer Ausdruck strebt fiir alle ¢ > 0 fiir n — oo gegen 0 und damit folgt

also reicht es aus, den Term f;(z) zu untersuchen. Wir verwenden hierfiir die Notation

z = Xeg(p) mit einem X = (1 — 1) ¢ und erhalten damit zunéchst

w k

l/k m
fi(z) :2ZX eq(prF) = ZZamX
v=0 m=0
mit a,, = e,(pm), falls m = v* und a,, = 0 sonst. Setzen wir s,, = ag + - -+ + Gy, kon-
nen wir diesen Ausdruck mit abelsch partieller Summation folgendermafsen umschrei-

ben:

wk

fi(2) =2 s (X™ = X7 4 25, XL

m=0

Daraus folgt mit w* = [na+¢]*

k

<23 [sml XL = X+ 2fse] | X
m=0

< 2[nT)F|1 — X| max sy,
0<m<wk

<2001 = X| max |[sy)] (4.4.8)

0<m<w

wobei C' > 0 eine von n abhéngige Konstante bezeichnet. Da z auf einem minor arc 7,4
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4.4 Verhalten von 0y(z) auf den minor arcs

liegt, léasst es sich in der Form

X = ze(—p) = (1 _ l) io

schreiben, wobei sich der Winkelbereich durch

2 A A
la] < ZT < <22 (4.4.9)
gln'=e] “gn'=* " n

mit geeigneten Konstanten A, Ay > 0 abschétzen léisst.ﬂ Damit erhalten wir

11— X[ =/ - X)T=x)
= T X[l o] 1 [XT

1 1\?
—\/1—2<1——>cosa+ <1——>
n n
1 1
- \/ﬁ + <1 — ﬁ) (2 —2cosa).
Dies vereinfacht sich mit Hilfe der Identitit 1 — cos 2z = 2sin® z zu:
1 1 . g (X
:\/ﬁ+4(1—ﬁ)sm 5

Nach (4.4.9) ist @« = O(1/n) und wir erhalten:

1 As
< ﬁ_Fﬁ

A
< 5= A1 - X)),

mit Konstanten As, Ay > 0. All diese Abschéatzungen sind unabhéngig von der Wahl des
minor arcs 1, ,. Zusammen mit (4.4.8) folgt damit

sup |f1(2)] = O(n** max |s,,|) = O(n** max |U,|) = O(n**)
zEM, 0<m<wk 0<pu<w

nach Lemma [£.4.2 O

LAn dieser Stelle geht die entscheidende minor arc Bedingung ¢ > n® ein.
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4.5 Verhalten von 0y (z) auf den major arcs

4.5 Verhalten von 0;(z) auf den major arcs

Der Schliissel dieser Arbeit liegt im Verhalten der Funktion 6, (z) auf den major arcs.
Waéhrend sich ihre Gestalt fiir hinreichend grof gewéhlte Zahlen s auf den minor arcs
spater als asymptotisch vernachlédssigbar herausstellen wird, kann sie auf den major
arcs durch eine funktionentheoretisch einfach zu handhabende Funktion hinreichend gut
approximiert werden. Die Strategie dieses Abschnittes ist es also, zuerst die Funktion
0x(z) auf einem zunéchst beliebigen major arc &,, als Summe zweier nicht-trivialer

Funktionen
Qk(z) = Spp,q(z) + (I)p,q(z)

zu schreiben, wobei ¢, , eine ,elementare” Funktion bezeichnet. Im darauf folgenden Teil
und in 4.6 werden wir zeigen, dass die ®,, , auf den major arcs &, , in der Wachstumsklasse
O(n**2) liegen und damit spéter fiir uns asymptotisch vernachldssigbar sind. In diesem
Abschnitt nehmen wir stets an, dass z auf einem major arc &,, liegt. Wir schreiben
dann

z = Xey(p), X=e Y =q¢"n

wobel

1 1 )
nzlogizlogl_—l—wz

Insbesondere ist stets Re Y > 0. Man beachte zudem

1 1

T~
1—= n
n

l, :=log

Proposition 4.5.1. Auf den major arcs ist |Y| beschrinkt, es gilt also |Y| = O(1).

Beweis. Auf einem major arc gilt ¢ < n?, also ¢* < n. Es folgt
Y] = 1q" (€0 — )| < |g"Ca] +|d"al.

Die Behauptung folgt, da ¢, ~ % und

lq"al < < = 0(1).
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4.5 Verhalten von 0y(z) auf den major arcs

4.5.1 Eine andere Darstellung fiir 6;(z) auf dem major arc ¢,

Lemma 4.5.2. FEs sei &, , ein major arc. Definieren wir

Y(m) = /OOO e Y cos(2mmu)du

und -
x(m) := / eVt sin(2mmu)du,
0

so gilt fiir alle z € &, 4:
‘9()—25pq¢ +4Z‘Spqm¢ +4ZS/qmX )

Dem Beweis schicken wir ein Lemma aus der Fourier-Analysis voraus.

Lemma 4.5.3. Die Funktion f: R — C mit

§ : €0t e~ Y (0+5)F

wobel
1, falls x>0,

falls x =0,

=1
o 5
0, sonst

lasst sich fiir alle 0 < j < 1 darstellen durch

_22@/ Yt cos(2mv(u — §))du.

Beweis. Da der Realteil von Y positiv ist, konvergiert die Reihe §(j) fiir alle j € R
absolut und obiger Ausdruck ist wohldefiniert. Setze

§ : €04 Y(é—i—j

l=—00

Dann ist § offenbar 1-periodisch und stiickweise glatt. Auf dem halboffenen Intervall
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4.5 Verhalten von 0y (z) auf den major arcs

[0,1) gilt
. S e YEDT falls 0<j<1

Ly e falls 7=0

e—0t 2 e—0t
=0 =0
I 1 ~Yek 1 - —Y (¢+¢) - ~Y (£—e)*
g (e e 2
/=1 =1
1 > 7Y€k
=5+ ¢
(=1
= 5(0)

Daher lasst sich B in eine Fourier-Reihe der Form
) = EO Z a, cos(2mvj) + b, sin(27vj))

entwickeln mit Koeffizienten
1 1
a, = 2/ B(u) cos(2rvu)du  und b, = 2/ B(u) sin(2rvu)du.
0 0

Bevor wir die Koeffizienten in die Fourierreihe einsetzen, machen wir noch folgende
niitzliche Beobachtung. Es gilt mit dem Additionstheorem cos(z — y) = cosx cosy +

sin x sin y:
1 ~
a, cos(2mvj) + b, sin(2mvj) = 2/ B(u) (cos(2mru) cos(2mvj) + sin(2mvu) sin(27vy)) du
0
1
= 2/ B(u) cos(2mv(u — j))du
=2 Z / uroe YO cos(2mu(u + £ — j))du
{=—00
= 2/ cpe cos(2mv(u — j))du

= 2/ e Vvt cos(2mv(u — j))du.
0
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4.5 Verhalten von 0y(z) auf den major arcs

Setzen wir nun die Koeffizienten in der gerade ermittelten Form in die Fourierreihe ein,

ergibt sich

B(j)z/o ey +2Z/ Y os(2m(u — §))du
—228,,/ Vet cos(2mw(u — 5))du.

Da offenbar ((j) = ((j) fiir alle 0 < j < 1, folgt das Lemma. O

Beweis von Lemma [£.5.2] Fiir den Beweis formen wir den als 6 (z) definierten Sum-

menausdruck um. Man beachte dabei die Schreibweise z = Xe,(p). Es gilt

Z):1+2iz”
n=1

q—1 o~

=2 €qz+hX(q€+h)keq(p(q€ + h)¥)

h=0 ¢=0

und nach Umsortierung und der Substitution X = e~¥/ ¢

Z ph Z 5q€+h€ %

Esgilt g/ +h >0 <— €+§>Oundqf—|—h:0 — €+%:0ﬁirq21,wirk6nnen

also den Index von ¢ anpassen, ohne den Wert der Summe zu verédndern:

-1
= Z phk Z»ngrhe )

2 eq(ph*)3 (g) :

Man beachte, dass stets 0 < % < 1 gilt. Wir nutzen jetzt den aus Lemma [4.5.3] gewon-

Qﬁ“
= o

|
B

nenen Ausdruck fiir g.

i > o 2mrmh
= Z (ph*) Z em/ e 0s (27rmu — ) du.
0

h=0 m=0 q
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4.5 Verhalten von 0y (z) auf den major arcs

Unter Zuhilfenahme des Additionstheorems cos(z — y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)

und Vertauschung der Summen erhalten wir

=4 Z €m5p,q7m/0 e Yo cos(2mmu)du + 4 Z Em pqm/o o Yut sin(2rmau)du
m=0

m=0
= 25p,400(0) +4 Z pam¥(m) +4 Z Psds mX(m
m=1
da offenbar x(0) = 0. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Bemerkung 4.5.4. Es gilt
¥(0) = / eV du = a/ e Ve ldt = aY—“/ e "2 e =Y I'(1 + a),
0 0 0

wobei fir Y~ der Hauptzweig der k-ten Wurzel gewdhlt sei (d.h. insbesondere: Y~ =

e~elosY ynd —% <Im logY < 7). Daher haben wir mitY = q" log Zeq(l_p) die alternative
Darstellung

Qk(z):2f(1+a)sg’q(logze(l_p)> +425qmw +4Z ! amX(m

4.5.2 Asymptotisches Verhalten der Funktionen ¢(m) und x(m)
Im Vergangenen Teil haben wir die Abbildungen v, x : Z — C mit

P(m) = /000 e cos(2mmu)du

resp.
x(m) :/ e sin(2rmu)du
0

kennen gelernt. Ziel dieses Abschnittes ist es nun, deren Wachstum zu klassifizieren. Wir

beginnen hierfiir mit folgendem Lemma.

Lemma 4.5.5. Liegt z auf einem magor arc (insbesondere ist |Y| = O(1)), so gilt

/ exp (—Yu’“ + 2mm'u) du = i% L O(|Y|mF ) + O(m_%(l_b)|Y|_%bE')’
0 ™
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4.5 Verhalten von 0y(z) auf den major arcs

wobei (beachte: v :=argY)
E = exp (—Am'"*"|Y| " cos )

mit einer positiven Konstanten A, die nur von k abhdngt.

Bemerkung. Im Beweis dieses Lemmas bezeichnen A;, A,, ... stets nur von k abhéngige,

positive Konstanten.

Beweis. Im Folgenden setzen wir
(Y, m) == / exp (—Yuk + 2mmiu) du.
0

Es geniigt die Behauptung fiir das positive Vorzeichen zu beweisen - auf das negative

schlieBen wir mittels

ZH(Y,m) = / exp(—YuF + 2mmiu)du = / exp(—Yu* — 2mmiu)du = 7 (Y, m)
0 0

also durch Umstellen von v zu —v.
Unser erstes Ziel ist es, den Integranden umzuformen, was uns anschlieffend eine verein-

fachende Substitution ermoglichen wird. Sei hierfiir

7= (=2 y~? und U= v,
k 2mm

wobei fiir Y% der Hauptzweig der Wurzel gewiihlt werde (dies versichert uns spiter,
dass aus Re Y > 0 auch Re Z > 0 folgt). Dann folgt durch Einsetzen

A kZ

—(Yu* = 2rmiu) = —(Y ————o" — 2mmi
(2mm)k 2m

k,kzkfl
(2mm)k

COMICONS

(2mm)k

v)

=—(YZ " — ik Zv)

= —(YZ

= —Z(v* — kiv).

kZ

S zunachst fur alle reellen
T

Also erhalten wir mit der Variablentransformation u =
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4.5 Verhalten von 0y (z) auf den major arcs

Y > 0:

/OO exp (—(Yu" — 2mmiv)) du = L2 exp (—Z(v* — kiv)) dv. (4.5.1)
0 2mm J,

Beide Integrale stellen auf den Halbebenen {Re Z > 0} bzw. {Re Y > 0} holomorphe
Funktionen dar, da sie auf kompakten Teilmengen dieses Bereichs gleichméfig konver-
gieren und ihr Integrand selbst eine holomorphe Funktion ist. Fassen wir also die rechte
Seite als Funktion von Y auf, folgt mit dem Identitéatssatz, dass Gleichung sogar
fiir alle Re Y > 0 gilt.

Um das Integral besser abschétzen zu kénnen, werden wir den Integrationsweg modifi-
zieren, ohne den Wert des Integrals dabei zu verdndern. Hierbei gehen wir wie folgt vor:

seien ¢, £ positive, reelle Zahlen sodass

1 1
Vg = exp <§bm'> , V] = Uy — cexp (—gbm) = &g exp(9).
Wir kénnen nun ein h; > 0 finden, sodass fiir alle 0 < ¢ < h; folgende Bedingungen
erfiillt sind:
(i) |v1| <1 (also insbesondere 0 < ¢ < 1)

(ii) 0<5§%.

b

ool

Im Folgenden fixieren wir fiir jedes k eine Zahl ¢, welche die obigen Eigenschaften erfiillt.
Dabei sei betont, dass ¢ ausschliefslich von der Wahl von k£ und nicht anderer betrachteter

Grofen abhéngt. Folglich sind auch die Grofen 4, v; und £ lediglich abhéngig von k.
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4.5 Verhalten von 0y(z) auf den major arcs

Da der Integrand eine auf der rechten Halbebene holomorphe Funktion ist, konnen wir
das Integral, ohne seinen Wert dabei zu verdndern, fiir hinreichend groke R > 0 in

folgender Weise schreiben:

o) U1 V0 R—iTgr R 00
/ :/ +/ _|_/ +/ +/ =1 + Iy + I3r + 14 + Is g
0 0 v1 V0 R—iTg R

Dabei schliefst die gerade Kurve von vy nach R — Tk mit der reellen Achse einen Winkel
von éﬂb ein. Die untere Skizze zeigt den neuen Integrationsweg. Dabei bezeichnen wir

die Integrationskurven der Integrale I, mit ~,, fiir w=1,2,3,4,5.

vy
n/ N V3R
gb R V5,R
\J Y4,R
R —1Tg

Unser Ziel ist es jetzt zu zeigen, dass die letzten beiden Integrale I,z und I5 p fiir

R — oo verschwinden, um anschliefsend

R—iTg
R—o0

zu folgern. Fiir I5 p ist dies klar, wir wenden uns also Iy p zu. Dazu fixieren wir ein
Z = |Z|exp(if), wobei 8 € (—3bm, $bm) gilt, und ein v aus dem Halbkegel {—3br <
arg z < 0} mit

. 1
v = |U| eXp(“?)> ne [—gbﬂ', 0]

Wir erhalten zunéchst nach einfacher Umformung

— Z(v" — ikv) = —|Z| exp(iB)(|v"| exp(ikn) — |v|k exp(in)i)
= —|Z|[v]" exp(i(8 + kn)) + | Z|Jv|k exp(i(5 + n))i
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4.5 Verhalten von 0y (z) auf den major arcs

= —|Z||v|* (cos(B + kn) + isin(B + kn)) + | Z||v|ki(cos(B + n) + isin(B + n))
und gelangen damit zu
| exp(—Z (v — ikv))| = exp(—| Z||v|* cos(B + kn) — | Z|[v]ksin(B + kn)).

Nun gilt aber fiir alle £ > 3

1 x +1 km <7
2k—1 8k—1-16"

1 1
|8+ knl < [B] + [kn| < Sbm + cbkm =
also erhalten wir mit cos(8 + kn) > cos(:zm) > 0:
k_ 1 k
| exp(=Z (0" — ikv))[ < exp(—5|Z][o]" cos(B + kn))

1
< exp(—5 2ol cos (1—767T)) (4.5.3)

wenn |v| hinreichend grof ist. Es gilt fiir alle hineichend groften R > 0:

\lyr| =

A exp(= 20" ko)

< U(ya,r) sup |exp(—=Z (V" —ikv))

VEV4,R

Fiir alle v € v, r gilt [v] > R. Ferner folgt aus einer elementar-geometrischen Uberlegung
|Tr| < Rtan (ébﬂ). Durch Anwendung der Gleichung (4.5.3) erhalten wir

1 1 7
< - ——|Z|RF — —
< tan (81977) Rexp( 2\ |R COS(167T>) 0

fir R — oo. Damit ist (4.5.2)) gezeigt.
Wir werden im weiteren Verlauf die Integrale I;, Is und I3 einzeln untersuchen. Dabei

schiitzen wir jedes mal den Realteil der im Integranden exponenzierten Funktion —Z (v¥ —
kiv) nach oben ab um auf das Wachstum der Integrale riickschliefen zu kénnen. Die
hierbei verwendeten Methoden sind (besonders in den Féllen I, und I3) sehr &hnlich,
daher werden wir uns bei quasi analogen Ausfiihrungen kiirzer halten.

Wir beginnen mit [;. Liegt v auf 7;, so lisst es sich in der Form v = tvg exp(id) mit
einem 0 < t < ¢ < 1 schreiben. Da vg_l =jund V¥ = %7?(1 — b) + by, bekommen wir
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4.5 Verhalten von 0y(z) auf den major arcs

durch Einsetzen:

—Z (V" — kiv) = = Zivg(t* exp(kid) — kt exp(i6))
= |Z| exp (—Wi) (t" exp(kid) — th exp(id))
= Z|t (* " exp (k6 — ©)i) — kexp ((6 — V)i)).

Es folgt
Re (—Z (" — kiv)) = | Z|t(t* " cos (k& — V) — k cos(§ — V)

und mit erneuter Anwendung des Additionstheorems cos(z — y) = cos(x) cos(y) +

sin(z) sin(y)

= | Z|t(t" " (cos(kd) cos(T) + sin(kd) sin(V)) — k(cos(8) cos(¥) + sin(§) sin(¥)))
= | Z|t((t"* cos(kS) — Kk cos(d)) cos(¥) + ("' sin(kd) — ksin(d)) sin(¥)).

Da —5 <y =argV < 7 gilt aufgrund von k > 3 schon

- g (4.5.4)

-2 11 L ko2 11
1 2"k—1 2 k=1 2"k _1

und auflerdem ist 0 < § < 1z Dhach obiger Konstruktion fest gewdhlt. Wir haben al-
so einerseits 0 < t* cos(kd) cos(¥) < cos(¥) und andererseits 0 < ¥ sin(kd) sin(¥) <

sin(kd) sin(¥). Damit folgt:
Re (—Z(v* — kiv)) < |Z|t((1 — k cos()) cos(¥) + (sin(kd) — ksin(d)) sin(¥)).

Nun gilt offenbar 1 — kcos(d) < 0. Jedoch haben wir auch sin(kd) — ksin(d) < 0,
sin(e)

g(x) = sin(x) — x cos(x) einerseits ¢g(0) = 0 und andererseits ¢'(z) = xsin(z) > 0 fiir

denn: wir haben fiir 0 < ¢ < § die Ungleichung > cos(e), da die Funktion

x € (0, §) erfiillt, in diesem Bereich als positiv sein muss. Zudem ist die Funktion sin(z)

s

im Intervall (0, §) monoton wachsend und konkav, insgesamt haben wir

sin(kd) — sin(9)
(k—1)0

5 cos(d) >

also
ksin(6) > sin(kd).
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4.5 Verhalten von 0y (z) auf den major arcs

Wir konnen den oberen Ausdruck also auch in der Form —A; cos(V) — Ay sin(V) mit
positiven (von & abhéngigen) A;, Ay schreiben, was sich fiir 0 < ¥ < 7 aber gleichméfig

nach oben abschétzen lésst, also folgt zusammenfassend
Re (—Z(v" — kiv)) < —A;|Z[t. (4.5.5)

Dies nutzen wir fiir die Bestimmung einer oberen Schranke von [;. Es folgt mit partieller

Integration

v1
L = / exp(—Z(v* — kiv))dv
0

= / exp(—Zv*) exp(Zikv)dv
0
U1

= {L exp (—Z(v* — kw))] —i /0 v exp (=Z(v* — kiv)) dv

kiZ .
i 1 . - :
=17 + 7 exp(—Z(vF — kivy)) — 2/0 v exp (=Z(v* — kiv)) dv

Unter Verwendung von (4.5.5) und v; = vp€ exp(id) erhalten wir

_ o2 a1z 1o [ Asz|Z))d
_ﬁ+ (mexp(— 3€| |)>+ (/ z" exp(—Azz|Z)) x)

0

¢ I'(k
und mit / 2"V exp(—As| Z|z)dx < # schlieflich
0 Az Z|*

1 1
=-— 4+ 0| — exp(—A3¢|Z o(1Z|™"). 4.5.6
7+ 0 (rewl-aeiz) ) + oz (45.6)
Kommen wir nun zu lp. Liegt v auf 7, g, haben wir v = vy — yexp (—%bm’), wobei
0 < y < c. Dies setzen wir fiir v in —Z(v* — kiv) ein und erhalten mit dem binomischen
Lehrsatz

— Z(v* — kiv)
k
1 1
=7 (Z (7]2) (—1)"y" exp (—gbmn) Ve 4 kiy exp (—gbm) — kivo)
n=0
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4.5 Verhalten von 0y(z) auf den major arcs

Da vg_l = ¢ kiirzt sich der Term kiyexp (—%bm’) mit dem Summand beziiglich n = 1

genau raus:

k
1
= —Z( — kivg) +Z< ) "y" exp (—gbmn) v(’)“ ")
n=2

Setzen wir ¥/ = 17(1 — b) — 1bw — by, so folgt also
= —Z(ve — kivg) — Ag|Z| exp (Vi) y* + O(y®).
Eine zu (£.5.4) analoge Rechnung zeigt uns 37 — ;wb > W' > —1mb fiir k > 3, also gilt

Re (—Z(v’c — kiv)) < Re (—Z(v(])C — kivg)) — As|Z|y* + O(y?)
< Re (—Z (v} — kivg)) — Ae| Z|y? (4.5.7)

fiir alle 0 < y < hy mit hy hinreichend klein gewéhlt. Setzen wir jetzt ohne Einschrankung
c = %min(hl,hg), so erfiillt ¢ weiterhin alle gewiinschten Eigenschaften und es gilt

zugleich (4.5.7) im betrachteten Bereich. Es folgt

I, = / O exp (—Z(v* — kiv)) dv

= 0”1(| exp(—Z (v — kivo))| /0 exp (—As|Zly?) dy)

~0 (|Z|—% lexp (= Z(vf — kiuy)) }) . (4.5.8)

Schlieklich haben wir fiir jedes v auf 3 die Darstellung v = vy + rexp(—%wbz’), wobei

r > (0 und somit

1
—Z (V" — kiv) = —Z (v} — kivg) — ZZ ( ) exp (——nbm) vb " (4.5.9)

Wir wollen wieder den Realteil von —Z(v* — kiv) schétzen. Sei hierfir W = iwb(k —

n) — gmwbn — by, wieder analog zu (£.5.4)) folgern wir

1 m 1
_Z P
47rb <V, < 5 47rb
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4.5 Verhalten von 0y (z) auf den major arcs

und
o 0
2 2
Insbesondere sind die Werte cos(V”) fiir alle 3 < n < k nicht-negativ. Es folgt also

k k
Re (Z Z(i) exp (—énbm’) U’S‘”T”) = Z |Z| (z) " cos(Uy) > 0.
n=3

n=3

<V < fiir alle 3<n<k, k>3.

Also triigt der Summenausdruck beziiglich n = 3, ..., k fiir —Z(v* — kiv) einen negativen
Realteil bei und es folgt mit (4.5.9)) die Abschétzung

et e (1 -t () () )
< Re (—Z (v} — kivg)) — A7| Z|r*.

Wenden wir dies auf unser Integral I3 an, erhalten wir

vo+Rexp(—1/8bmi)
I3 = lim exp (—Z (vk — k;zv)) dv

R—o0 vo

= exp (—ébm’) /Ooo exp (—Z(v* — kiv)) dr
=0 (\exp (—=Z(v§ — kivo))] /OOO exp (—A7|Z|r?) dr)

=0 ()Z’% exp (—Z(v§ — kivy)) D : (4.5.10)

Um jetzt die Integrale [; und I35 gemeinsam besser abschétzen zu kénnen, wiirden wir
gerne mehr iiber den Realteil von —Z (v} — kivy) in Erfahrung bringen. Zunéchst haben

wir nach Definition
—Z(vE — kivg) = (k — 1) Zivg = —(k — 1)| Z| exp(—i V)
also gilt

Re (—Z(v§ — kivg)) < —Ag|Z| cos V. (4.5.11)

Zusammen mit (4.5.8]), (4.5.10) und (4.5.11)) folgt schlieklich

Ltl=0 <|Z|—% exp (—Ag| Z] cos \1/)> . (4.5.12)
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4.5 Verhalten von 0y(z) auf den major arcs

Jetzt folgt aus (4.5.6) und (4.5.12))

kZ
I Y. m)= — (I, + I, + I
kZ 1 1 » B
=5 (k_Z +0 (m exp(_A3|Z|)) +0 (|Z| ) + 0 <|Z| exp (—Ag|Z| cos \II)>)
i | Z|'F E
- +0 — | + O | —— exp(—As|Z|cos V) | .

Wir wollen cos ¥ gerne in Termen von cosy schreiben. Hierfiir behaupten wir

cos U

> 0,

also dass der Quotient fiir jede Wahl von |y| < § echt positiv ist und in den Réndern

nicht verschwindet. Begriinden lasst sich dies beispielsweise so: da 0 < ¥ < 7 fiir jede

Wahl von ~, nimmt der Ausdruck % als Funktion von 7 aus Stetigkeitsgriinden auf

jedem Kompaktum [—F +¢,7 —¢] mit 0 < & < § ein Minimum w > 0 an und wir haben
cos ¥ . bcos (%Wb — vb)

lim = lim : =b>0
y—=3~ COSTY =37 sin(7)

wohingegen der Limes fiir v — —§+ gegen +oo strebt. Damit lasst sich cos U durch
cos v multipliziert einer positiven Konstanten nach unten abschétzen. Schreiben wir nun

7 in Termen von Y erhalten wir das Lemma. O

Korollar 4.5.6. Liegt z auf einem major arc, so gilt

b(m) = xa(m)

und
1

xX(m) = Y + x1(m)
wobei

xi(m) = O (m 30DV E) + 0 (m ™).

Beweis. Es gilt
b(m) +ix(m) =Z7(Y,m).

Die Behauptung folgt durch Sortieren nach Real- und Imaginérteil mit Lemma|4.5.5 [
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4.6 0(z) auf den minor und major arcs

Bevor wir zu dem wichtigen Resultat dieses Abschnittes kommen, ist es sicher sinnvoll,
unsere bisherigen Erkenntnisse noch einmal kurz zusammenzufassen.
In Abschnitt 4.4 haben wir gezeigt, dass sich die Funktion 6,(z) auf den minor arcs fiir
n=1,2,3,... durch den Fehlerterm O(n®*<) gleichméfig beschrinken lasst. Mafgeblich
hierfiir war die minor arc Bedingung ¢ > n®. Schlieklich haben wir in Abschnitt 4.5.1
gesehen, dass sich 0y (z) auf dem major arc , , durch einen nicht-trivialen Summenterm

ausdriicken lasst.

S 1\~
O (z) = 20(1 + a) =24 (log — ) +4Zqum¢ +4ZS’WX
q zeq(—p)

Der erste Summand ist relativ elementar und wird uns spéater bei der Approximation von
0r(z) auf den major arcs von grofer Hilfe sein. Die beiden Summenausdriicke konnen
mit den in Abschnitt 4.5.2. gewonnenen Obergrenzen fiir x(m) und ¥(m) nach oben

abgeschétzt werden. Insgesamt erhalten wir dann

Satz 4.6.1. Auf den minor arcs haben wir

und auf den major arcs
01 (2) = Ppq(2) + O(n™7).
Dabesi ist
Opq(z) =2I'(1 + a)% (log ;> h
i q zeg(=p)/)

ewets. Tragen wir unsere Ergebni u merkun un r r 0| Zzusam-
B Trage sere Ergebnisse aus Bemerk 4.5.4 d Korollar {4 sa

men, so folgt

Ok(2) = p,g(2) + Ppq(2) (4.6.1)

wobel

_425pqm¢ +4Z X (m % Es,qu,m.
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4.6 0y(z) auf den minor und major arcs

Nach Korollar (4.3.12| gilt S, ¢m = O(¢""°) und S} . = O(¢"**), es folgt daher
00 =0 (4% S0t b)) + 237 L
m=1

Wieder unter Anwendung von Korollar kénnen wir die Terme [¢)(m)| und |x;(m)|

schitzen und kommen zu:

=0 ( m+e|y| % i -3 > +0 (qn+s|y| imkl)
m=1

l\')

8

2 1
; E pqm
=& + Py + By

Wir wollen jetzt den letzten Summenausdruck genauer untersuchen. Dafiir zeigen wir

fiir alle 0 < h < q

fiir M,q — oo. Zunéchst gilt mit der Definition der Sinusfunktion iiber die komplexe

Exponentialfunktion offenbar

N N N N

1 . 2mmh| 1 e,(hm)| 1 eq(—hm) eq(hm)
Do T oS3 2 U X Tt Y T
m=M+1 m=M+1 m=M+1 m=M+1

Mit der abelschen Ungleichung und Proposition 4.4.7f| folgern wir

N 1 ! 1 h 1 T
Z M ME%?&N Z eq(hm)| < M| ( q )' 0 (M os¢ q)
m=M+ m=M+1

Diese Abschétzung wurde unabhéngig von N gefiihrt, sie gilt also auch fir N — oo.

Es sei nun weiter ¢ > 1, dann haben wir

- (i = 1 2wmh
S Lo =St ¥ La
m=M+1 h=0 m=M-+1 q

2Man beachte 0 < h < ¢, also h #0 mod ¢
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4.6 0y(z) auf den minor und major arcs

2

= geq(hkp)O (% cse g) =0 (qﬂ) : (4.6.2)

Fir ¢ = 1 verschwindet die Summeﬂ Setzen wir M = ¢*> + 1, so folgt mit (4.6.2)

unmittelbar
Zm am Zm o T O(1).

Die erste endliche Summe kénnen wir mit S) = O(¢"**) und dem logarithmischen

Wachstum der harmonischen Reihe nach oben Abschatzen.
2 : 1 / K+e q2 1 K+e
oy==) —Sh4m +0(1) =0 | q > — | +0(1) = 0(¢""). (4.6.3)

e
m=1 m=1

Im Fall ®y benutzen wir die Beschrianktheit von |Y| auf den major arcs, gezeigt in
Proposition Die Reihe > 'm~*~! ist fiir die von uns betrachteten Werte k

absolut konvergent, also gilt
Py =0 (q”+€D/|§E:7n_k_l> =0 (¢"*). (4.6.4)
m=1

Es fehlt jetzt nur noch eine fiir unsere Zwecke ausreichende Abschétzung fiir ®,. Dafiir

benodtigen wir etwas mehr als die Beschréanktheit von |Y'|. Nach Definition gilt
Y = ¢"(t, —ia) = |Y]e".
Es ergibt sich durch Vergleich der Realteile

e
cosy  ncosy

= (4.6.5)

Damit folgt durch Einsetzen:

E = O (exp (—Am' "¢ "n’(cos )" ™)) .

3man beachte, dass Sy 1.m = 0 fiir alle m.
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4.6 0y(z) auf den minor und major arcs

Dies konnen wir auf die Definition von ®; anwenden:

¢ =0 (q"+€|Y|_§b Z m =200 exp (—Am' g~ "n’(cos 7)1+b)> .

m=1

Es existiert nun nach der aus Satz folgenden Winkelabschétzung auf minor and

—242a

major arcs eine positive Konstante A; mit 0 < o? < A;¢2n . Also kénnen wir den

Term cos? v nach unten Abschitzen durch

6721 Ei > A2q2n72a'

2
COos = >
K 2 +a? " 02+ Agin22

Es folgt
q—l—bnb(coS ’}/)1+b > A3q—1—bnb(qn—a)1+b — AS-

Wir kénnen demnach |Y'| unter Verwendung von (4.6.5) nach unten abschétzen durch
Y| > Au¢"n~t. Wir haben also

k 7%1) o)
O, =0 <qn+6 <%) Z exp (_A5m1+b)> —0 <n%bqn+s—%kl)> '
=1

m=

Da g < n?, erhalten wir abschlieflend mit (4.6.3)) und (4.6.4]):

B, =0 (qn-f—a) +0 (n%bq'ﬁ_e—%kb) _ O(na/ﬁ-e)' (4.6.6)
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4.7 Approximation der Funktion ¢, ,(z) mittels
Polylogarithmen

Der Ausdruck

S, 1 -
2) =2I'(1 + a) 22 (lo )
QDZLQ( ) ( ) q g Z€q<—p)

ist zwar elementar, birgt jedoch noch einen Nachteil. Die Funktion z +— (log %)_a
ist nicht stetig in der offenen Einheitskreisscheibe. Jedoch wiirden wir gerne jegliche
Potenz o3 (z) mit s > 1 moglichst einfach iiber die geschlossene Kurve I',, integrieren.
Ein moglicher Ausweg aus diesem Problem wére eine in ganz [E holomorphe Funktion

fs 1 E — C, sodass
1 —as
(log Z) = f5(2) + Ry(2),

wobei der Fehler Ry(z) auf ganz E durch eine Konstante M beschrankt ist. Ziel dieser
Sektion ist es, eine solche Funktionenfolge (fs)sen zu finden. Dafiir werden wir in erster

Linie die Theorie der Polylogarithmen verwenden.

Definition 4.7.1 (Polylogarithmus). Fiir kompleze Zahlen oo € C und z € E definieren

wir den Polylogarithmus durch

Lia(2) = Zn_o‘z".
n=1
Satz 4.7.2. In der obigen Bezeichnung gilt fir jedes s > 1

i) = Frens)

Die daraus resultierende Funktion Rs(z) ist auf E in p,q gleichmdflig beschrinkt. Inbe-
sondere gilt

(2T (1 + a))*

) = Spyq ’ i ze (—pz s(k—1)4e
<Pp¢1<) T'(as) ( q ) Liqs( q( pz)) +O(q )-

Wir werden diesen Satz in mehreren Schritten beweisen. Zunéchst ist es wichtig zu

klaren, ob der Polylogarithmus die fiir uns wichtigen Eigenschaften erfiillt.
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4.7 Approximation der Funktion , ,(z) mittels Polylogarithmen

Proposition 4.7.3. Der Polylogarithmus Li,(z) ist eine in CxE holomorphe Funktion.

Beweis. Es sei zunéchst a € C fixiert. Es reicht die absolute Konvergenz der Potenzreihe

fir jedes z € E \ {0} zu zeigen. Diese folgt zum Beispiel mit dem Quotientenkriterium

(n+ 1)@zt
n-azn

lim
n—oo

= |z| < 1.

Sei auf der anderen Seite z € E fixiert. Wahle eine kompakte Teilmenge K C C. In dieser

gibt es ein o mit minimalem Realteil. Fiir beliebiges ¢ > 0 finden wir ein N(¢) € N,

o
> T2 < e
n=N

fiir alle N > N(e), da die Reihe wegen |z| < 1 absolut konvergiert. Jede der Partialsum-

sodass

men py(a) = Ziv:o n~*z" ist eine ganze Funktion, wir haben fiir alle N > N(¢)

e.) o
Lia(z) —py(@)[ < D> 72" < Y [n[]2]" <&, Va€eK.
n=N+1 n=N+1

Die Holomorphie in der Variablen « in C folgt mit dem Satz von Weierstraft. Da der

Polyloagrithmus offenbar in C x [E stetig ist, folgt die Behauptung. [

Lemma 4.7.4. Es sei a, eine Folge, deren zugehirige Reihe y - a, absolut konvergie-
re. Ferner sei U C C offen und f,, : U — C eine Folge holomorpher Funktionen, die auf
jedem Kompaktum K C U beschrinkt ist, d.h. es existiert eine Konstante M(K) > 0,
sodass

|fn(2)] < M(K) fiir alle z € K, fiir alle n € N.

Dann ist die Transformierte
oo

g(Z) = Z anfn('Z)

n=0
eine auf U holomorphe Funktion.
Beweis. Wir setzen fiir jede natiirliche Zahl N die Funktion gy(z) als die Partialsumme

N

gN(Z) = Z anjn(z)v

n=0

diese ist als endliche Summe holomorpher Funktionen wieder eine auf U holomorphe
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4.7 Approximation der Funktion ¢, ,(z) mittels Polylogarithmen

Funktion. Sei ¢ > 0 beliebig und K C U eine beliebige kompakte Teilmenge. Dann
existiert eine natiirliche Zahl N(¢) € N, sodass > \ |a,| < 77  fiir alle N > Ne).
Damit folgt fiir alle N > N(¢) und alle z € K:

92) —gn()| = | Y anful2)| < 3 Janllful2)] < M(gK)M(K):s.
n=N+1 n=N+1

Also konvergiert die Folge g,,(2)nen holomorpher Funktionen auf Kompakta gleichméfig
gegen die Funktion g(z) und die Behauptung folgt mit dem Satz von Weierstraf. O

Satz 4.7.5. Es sei § > 1 gegeben, U C C offen und f : Us(0) x U — C eine holomorphe

Funktion. Dann ist die Funktion
fy.o) / St y)todt

holomorph in = U x {Re o < 0} und ldsst sich zu einer in U x C holomorphen

Funktion fortsetzen.

Bewets. Setzen wir

h(t,y,o) = f(t,y)t™7,

so ist h eine auf der Menge [0, 1] x 2 stetige Funktion, und fiir alle fixierten t* € [0, 1], y* €
U,o* € {Re 0 < 0} sind y — h(t*,y,0%) und o — h(t*,y*,0) auf U bzw. {Re 0 < 0}
holomorphe Funktionen. Es folgt nach der Leibnizschen Regel, dass die Funktion

f(y.0) / F(ty)edt

holomorph in den Verénderlichen y bzw. o ist. f ist eine auf () stetige Funktion, denn:
sei (Yn,0n) € § eine konvergente Folge mit Grenzwert (yo,09) € 2. Offenbar ist die
Funktion f fiir alle fixierten y € U auf [0, 1] beschréinkt. Es folgt mit dem Satz tiber die

dominierte Konvergenz

1
lim ———— (t, yp)t 7ndt = lim f(t,y,)t ""dt,
was genau dem Wert f (y,o0) entspricht, da das Produkt zweier konvergenter Folgen
wieder konvergiert und das Produkt der Grenzwerte annimmt. Damit ist sie eine auf

ganz €2 holomorphe Funktion.
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4.7 Approximation der Funktion , ,(z) mittels Polylogarithmen

Nach Voraussetzung lasst sich f fiir jedes y € U in eine Potenzreihe der Form

n=0

entwickeln, welche auf kompakten Teilmengen K C Us(0) absolut und gleichméfig kon-

vergiert. Daher diirfen wir Integration und Summation vertauschen und erhalten

f(y, I'l—o) Zn—{—l—a

Fixieren wir ein y € U, so konvergiert die Reihe )/ &,(y) absolut. Jede der Funktionen

1 1
[(l-—o)n+1—-0

an(0) =

ist ganz, da die einfachen Polstellen der Funktion I'(1 — o) bei Ny die Nullstellen der
Funktion 0 —— n —o 4+ 1 bei {n+ 1,n + 2,..} C Ny wegheben. Da die «, offenbar
auf jedem Kompaktum K C C gleichméfig beschrankt sind (ja sogar gleichméfig gegen
die Nullfunktion streben), folgt mit Lemma , dass sich die Funktion f(y,o) fiir alle
y € U zu einer ganzen Funktion in der Variablen o fortsetzen lasst. Fixieren wir auf der
anderen Seite ein ¢ € C und setzen sogleich m = [Re o] als die untere Gaukklammer

des Realteils von o, so ist mit der selben Argumentation wie oben

Sm+1(y) = ﬁ /0 (f(t,y) - Zﬁn(y)t”> t=odt

n=0

eine in ganz U holomorphe Funktion. Es gilt

LS s
i) = 1y X
n=m-+1

und da f eine in Us(0) x U holomorphe Funktion ist, ist jedes der &, (y) firn =0,1,2, ...,
gegeben durch

10 f(t,y)

n! ot ’
t=0

Enly) =

eine in U holomorphe Funktion. Damit l4sst sich die Summe S, 1(y), ohne Holomorphie
zu verlieren, nach unten bis n = 0 zu f (y, o) auffiillen. Da die Fortsetzung f offenbar

stetig in U x C ist, folgt die Behauptung. ]
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4.7 Approximation der Funktion ¢, ,(z) mittels Polylogarithmen

Satz 4.7.6. Sei o > 0 fest gewdhlt. Dann ldsst sich die Funktion W : E — C

auf folgende Art und Weise auf E fortsetzen: nach E\{—1} erfolgt die Fortsetzung stetig,
nach z = —1 stetig von oben, d.h. fir jede Folge z,, € E mit argz, > 0 und x,, — —1

existiert

lim W(z,) =: W(-1).

n—oo

W (z) ist eine auf ganz E beschrinkte Funktion, insbesondere folgt Satz m

Beweis. Es seien
Xi={-nm<Imy<m,Rey >0} und Xt i={—nm<Imy<mRey>0}

und
Hso := {0 € C|Re ¢ > 0}.

Dann haben wir eine kanonische Bijektion von Mengen
X*—E, y—e?

mit Umkehrabbildung
_ 1
E— X* z+—log-—.
x

Fiir die Aussage des Satzes reicht es zu zeigen, dass sich die Funktion
V(y) =T(o)W(e™) = Liro(e™) = T'(o)y™*

fiir jedes o > 0 von X auf X stetig fortsetzen lisst und durch eine Konstante M (o)
beschriinkt ist. Schrinken wir anschliekend X auf X* ein, folgt der Satz.

Wir zeigen im ersten Schritt, dass sich die Funktion

1 o 1 1
F - = o —o
(v,0) F(l—a)/o (e”y—l t—i—y)t dt

holomorph auf ganz X x H. fortsetzen lasst und diese Fortsetzung zusatzlich stetig in
X x Hs ist. Zunichst ist klar, dass F(y, o) eine in X x {0 < Re 0 < 1} holomorphe
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4.7 Approximation der Funktion , ,(z) mittels Polylogarithmen

Funktion ist, da beide Integrale

o0 tfo' o0 tfa‘
]1 = / dt und ]2 = / dt
o ety —1 o t+uy

dann auf kompakten Teilmengen der jeweiligen Mengen absolut und gleichméfig kon-

vergieren. Die Funktion

1 1
ety —1 t+y

fty) =

ist fiir fixiertes y € X in ganz C meromorph mit Polstellen bei t = —y+27ki (k € Z\{0})
und einer hebbaren Singularitéit in ¢ = —y. Die Menge der Singularitdten der Funktion

f in C2 ist gegeben durch
S={(t.y) € € [ Re (1) = 0.Im (¢ 4 ) € 2mi(Z\ {0})).

Es existiert eine offene Menge X C © und ein § > 1 mit S N Us(0) x Q = @, denn wir
finden fiir alle € > 0 ein X C €, sodass

sup [Im (2)] <7 +e.
z€Q)
Damit gilt

sup  |Im (t+y)| <m+e+0<2m
(t,y)eUs(0)xQ2

fiir jedes 1 < 6 < m—e. Folglich ist f auf Us(0) x Q in beiden Verénderlichen holomorph.
Da f dort offenbar stetig ist, ist f eine in Us(0) x 2 holomorphe Funktion. Wir zerlegen

den Integrationsweg von F' in [0, 1] und [1, 00) und bekommen:

F(y,0) = ﬁ/o ft,y)t=ode + ﬁ /100 f(t,y)t=adt.

Erster Ausdruck ldsst sich nach Satz zu einer in ganz ) x C holomorphen Funktion
fortsetzen. Man rechnet leicht nach, dass das zweite Integral auf kompakten Teilmengen
K C QxH.q absolut und gleichméifig konvergiert, dort eine stetige Funktion und damit
eine in  x H.y holomorphe Funktion ist. Es folgt abschliefsend durch Einschrankung,
dass die Funktion F eine auf X x H holomorph ist und stetig nach X x Hs fortgesetzt

werden kann. Im zweiten Schritt zeigen wir

F(y,0) =Liio(e™) = T(o)y™".
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4.7 Approximation der Funktion ¢, ,(z) mittels Polylogarithmen

Es gilt fiir alle Re y >0 und 1 > Re 0 > 0:

- e = —n OO —nty—o - o—1_-n : -
/o €t+y_1dt:Ze y/o e "t dt:F(l—a)Zn e™™ =T(1—0)Li;_o(e7Y),
n=1 n=1

und

OOtfo'
dt =T'(1 —-o)l -
| == oren

denn: die Funktion h(c) = I'(1 — 0)I'(c)y? ! ist im Streifen 0 < Re ¢ < 1 holomorph

und schnell abfallend, wir definieren

1 %+i00 o—1,.,—0
flz) = - A—ioo ['(1—0)(o)y’ 2 7do.
Sei y > 0 fixiert und ohne Einschrénkung y > = > 0. Betrachte die geschlossenen

Kurvenintegrale
1

Iy = — (1 - o) (o)y’ ‘2 7do
211 O(N)
wobei LJ(N) das Rechteck mit Ecken 3 &+ Ni und 1 — N & Ni bezeichne (N € N), welches

in mathematisch positiver Richtung einfach umlaufen werde.

—N—i—%—i—Ni %—FNZ'
~N+i[-N+1 o =2 -1 Jolit
~N+3—Ni S I —Ni
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4.7 Approximation der Funktion , ,(z) mittels Polylogarithmen

Wir haben dann

1 3TN 3-N+Ni g 3-N-Ni 1-Ni
27TZ %—Ni 27TZ %—I—N’L 27TZ %—N—}—N’i 277-7/ %—N—N’i

=Ini+Invo+ I3+ Ina

und wollen zeigen, dass die Integrale Iy, In3 und Iyg4 fir N — oo verschwinden.
Im Falle von Iys und Iy 4 wenden wir die Standardabschétzung fiir Integrale und den

Ergénzungssatz fiir die Gamma-Funktion an.

N Y\ 3 2m
P A P
Analog folgert man Iy 4 — 0. Im Falle von Iy 3 lésst sich der Gamma-Anteil des In-
tegrand wieder mit Hilfe des Ergdnzungssatzes und des monotonen Wachstums des Be-
trages der komplexen Sinusfunktion parallel der imagindren Achse durch eine Konstante

nach oben beschrianken. Es folgt damit

1 N 1 1 Y\ 3N+
Ivs| < — | |PG+N—m)D(= N (-) d
ol < 5 [ [PG+ N =rir( =N+ (2 r
<1 <y>%_N/N T4 N =) = N4 ri)d
— (= = —1i)I'(z — i
~ 2y \zx _N| 2 ’ 2 T

1 /y\iN 4ANT e
— (= — =40
~ 27y (x) sin(7/2)

Also folgt insgesamt

1, .
1 5100
lim Iy = — I'(1—0)l(o)y” 'z do.

Mit dem Residuensatz konnen wir dieses Integral als Summe der Residuen der Funktion
['(1—0)T(0)y?'x77 an den Stellen o = 0, —1, —2, —3, ... darstellen. Es folgt zusammen
mit dem Ergénzungssatz fiir die Gamma-Funktion:

1 %+kn T

o—1,_,—o

X

— I'1—o)l 7 ly=?do = Res,——n
270 J1 ine (1= 0)l{o)y” a"do nZ:% o= sin(mo)

g ()
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4.7 Approximation der Funktion ¢, ,(z) mittels Polylogarithmen

B 1
_:U—l—y'

Der Fall x > y > 0 funktioniert analog unter der Wahl eines Rechtecks mit Ecken %j:N 7
und % + N + Ni. Der Fall z = y folgt aus Griinden der Stetigkeit - insgesamt haben wir

1, -
1 [t 1
’ (1 - o) (o)y’ ‘2 °do =

fiir alle x,y > 0. Mit dem Umkehrsatz von Mellin folgt

[e ] Ia—l
dz =T(1 — o)'(o)y° ! 4.7.1
| e =T o (a.1.)

fiir alle 1 > Re 0 > 0 und alle y > 0. (4.7.1)) folgt fiir alle Re y > 0 mittels analytischer
Fortsetzung.

Wir haben gezeigt, dass
F(y,o0) =Lij_,(e™) —T(o)y™?

fir alle (y,0) € X x {1 > Re 0 > 0} gilt. Da sich beide Seiten holomorph nach X x Hs
fortsetzen lassen, folgt Schritt zwei mit dem Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen.
Da sich F(y, o) stetig nach X fortsetzen lisst, gilt dies auch fiir Li;_,(e7) — I'(o)y 7.
Um Beschrinktheit fiir fixierte o > 0 einzusehen, zerteilen wir die Menge X fiir ein
y* >0 in

{yeX|0<Rey<y*lU{yeX|Rey>y*}

Erste Menge ist kompakt und die stetige Funktion y — F'(y, o) nimmt dort ein Be-

tragsmaximum M; (o) an. Fiir alle y der anderen Menge gilt

Liio(e™) = T(o)y™| < Y n'e ™ + T(0)(y") " < Ma(o)

n=1

Wiéhlen wir M (o) = max(M; (o), Ms(0)), folgt damit
[Liso(e™") = T(0)y~7| < M(o)

fiir alle y € X. Damit ist der Satz bewiesen. O]
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4.7 Approximation der Funktion , ,(z) mittels Polylogarithmen

Korollar 4.7.7. Es gilt firy <1
Liy() = 0|1 — 21),

Beweis. Folgt mit
1\
<log —) =0O(1 - 2™
z

sofort aus Satz [4.7.6 O
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4.8 Asymptotisches Verhalten der Koeffizienten ry s(n)

4.8 Asymptotisches Verhalten der Koeffizienten

Tk.s()

Mit den Informationen iiber die Funktion 6 (z) auf den minor und major arcs kénnen
wir jetzt den folgenden Satz beweisen, aus welchem die zu zeigenden Theoreme 1.0.2

und 1.0.3 als Korollare folgern.
Satz 4.8.1. Es sei s > 28 + 1 fiziert, dann gilt

Tk,s(n) — Mnsafl Z (%)S eq(_np) L0 (nsanJrs) +0 (nan+asfa71+s) .

r
(sa) waoery > 1
Dabei ist Fy, die Menge aller (p,q) € Fn, sodass &, ein magjor arc ist.

Beweis. Aus Satz wissen wir, dass wir die Koeffizienten 7y 4(n) durch folgendes

Integral ausdriicken konnen:
1 0i(2)
()= ¢ E=q
Tis () 2mi jgn it 07

Dies léasst sich in Termen der major und minor arcs umschreiben in

es(m) = Y 5
ol 2mi / z”Jrl

(P 9)€FN X
1 0i(2) 1 0i(2)
— dz + — d
270 Jop, 2"t i 271 /n et
=51 + S..

Es folgt sofort mit Satz |4.4.1] dass

|1Sy| =

68 i - S aks+e
/m ;Z&de‘ <(1—7) LUT) Sup, e, 10x(2)]F = O(nmste).  (4.8.1)

Man beachte, dass wir den Wert s fixiert haben und sich das Landau-Symbol daher
lediglich auf n = 1, 2, 3, ... bezieht.

Beziiglich S; fixieren wir zunéchst einen beliebigen major arc &, , und folgern aus (4.6.1])
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4.8 Asymptotisches Verhalten der Koeffizienten ry s(n)

fir alle z € &, 4

Op(2) = (Wp,q(z) + (I)p,q(z))s = W;,q(z) + O(max(|g0f)’_ql(z)¢>p’q(z)|, |q)f),q(z>|))'
Wir konnen damit das Integral iiber den betrachteten major arc auch schreiben als

; z -
271 e zntl 271

s—1 (I) CI)S
L0 / |§0p,q (2) pﬁq(2)| iz | +0 / | p,q(z>| 1dz|

By NUCTRRRNY UM

Jo,  JEP 6, 1™
:;;,q :?';q

Uber einen zum Beweis von (4.8.1)) analogen Herleitungsweg folgern wir mittels ®,, =
O(n**¢) auf den major arcs, gezeigt in Satz (4.6.6), dass

D> pg =0 ). (4.8.2)

(Pa)eFy
Ferner folgt aus ¢, ,(z) = 2I'(1 + a)S, Y ¢
Pp.a(2) = O(|Spql[Y]™*)

(@ (¢"[n — ai]) ™)
(¢ (2 + a?)"29). (4.8.3)

I
QQ

Mit (4.8.3), ®,, = O(n***¢) und

> da 1o [ dy 1-2r
| ey =y =00

fiir feste Werte r > % und ¢ — 07 erhalten wir eine Abschétzung fiir das Integral p, ,.
Driicken wir z wie oben in Termen des Winkels « aus, so finden wir eine obere Schranke,

indem wir iiber alle reellen « integrieren.

ee do
-0 ak+te  (s—1)(k—1)+¢
Pp,q (n q o (2 + a2)%a(s—1)

O (n(erasfaflJrsq(sfl)(ﬁ71)+€) )
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4.8 Asymptotisches Verhalten der Koeffizienten ry s(n)

Das innere Integral konvergiert, da wir s > 2% +1 > k + 1 vorausgesetzt hatten. Da die

Doppelreihe

[y

q—

_ Z q(sfl)(nfl)Jrs _ Z q(sfl)(nfl)+1+s
q=1

g=1 p=0

fiir s > 2¥ + 1 bzw. (s — 1)(1 — k) > 2 absolut konvergiertﬁ haben wir

Z Poq = 10 (nam+asfa71+€)

(P9 EFY
und damit
‘30 ( )’ ’q)s ( )‘ sak-+e ak+as—a—1+¢e
> e [ SR - 0 () 40 (o).
pqef* gpxq

Fiigen wir die Integrale iiber major und minor arcs jetzt zusammen, konnen wir zusam-
men mit dem in (4.8.1)) gefolgerten Fehlerterm O(n***+<) fiir das Integral {iber die minor

arcs unten stehende Ausdruck fiir die 74 4(n) ableiten:

Tk: S Z / 90; q+1 d + O (nsan—i-a) + O (nan+as—a—1+e) ) (484)

(Pa)eFX

Wir wollen im oberen Integral die Funktion o7  (z) nun durch den Ausdruck Li; qs(2ze,(—p))

ersetzen und dafiir Satz [1.7.2] heranziehen. Setzen wir

(2I'(1 4 a))®

¢:= [(as)

so erhalten wir

@ C Spa )
> /;:H —p 2 (%)

(P ) EFR (P9 EFY

+0 Z qs(n—1)+e

(P 9)EFN

/ Lii—as(2¢4(=P))

n+1
€p.a &

Durch die Voraussetzung s > 2% + 1 erhalten wir s(1 — k) > 2+ 2%1, damit konnen wir

4wihle € > 0 dann hinreichend klein
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4.8 Asymptotisches Verhalten der Koeffizienten ry s(n)

den oberen Fehlerterm wieder durch eine absolut konvergente Zeta-Reihe majorisieren.

oo q—-1 o
19) Z qs(n—l)—&-e -0 (ZZQ—S(l—H)—&-s) -0 (Z q—1—2k,1_1+6> _ O(l),
q=1

(P9 EFN g=1 p=0

fiir € > 0 hinreichend klein. Daher kénnen wir diesen Fehlerterm vernachléssigen. Wir
mochten das Integral {iber den Polylogarithmus nun gerne iiber die gesamte Kreislinie I',,
ausfithren, um den Residuensatz anwenden zu kénnen. Dafiir betrachten wir den Fehler,

der durch Ersetzen von ¢, , durch I';, im oberen Integral entsteht. Wir haben zunéchst

£ Z % S/ Lil—as(zeq(_p))dz
27 q To\épg zn+l

(P.O)EFN

o 3 gt / Lis_ao(zey(—p))] 2]

(PO)EFY Ln\ep.a

Es folgt mit ze,(—p) = (1 — %) e’ und Korollar fiir groker werdendes «

Lii_sa(zeq(—p)) = O (‘1 — (1 — %) e _Sa> =0 <(% + a2> _%Sa> :

Wahlen wir o so, dass z auf dem Rand des major arcs &, , liegt, folgt mit ¢ < n® und

der in Lemma [3.2.2] (i) bewiesenen unteren Grenze fiir die Linge eines Teilbogens die

Existenz einer Konstanten A > 0, sodass

na
nogy > A— > A.
q

Damit kénnen wir das obere Integral iiber zwei Integrale abschétzen, jedes bei einem

der Bogenenden beginnend.

1
oo 1 —5sa
/ |Lilfas(zeq(_p))|’dz| =0 / (_2 + 042) da |
I'n\ép,q ao n

Wir fiihren die Substitution a = % durch und erhalten schlieklich mit nogy > A"T::

) a\ —sa+1
— O <nsa1/ (1 4 wQ)%sadw> — O(nsafl(noéo)fsa#»l) — O (nsal (%) > )
nag
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4.8 Asymptotisches Verhalten der Koeffizienten ry s(n)

Wir haben also folgenden Gesamtfehler:

O (sa—1)(1—a) Z qsa 1-s(1—k) -0 (n(sa—l)(l—a) Z qsa—s(l—/@)-i-e)

P9 EFN q<n@

_ sak+2a—1+¢ ai% sak—+te
=0O(n ) = O(n ).

Es folgt also

Tk,s(n) _ E Z <%> fi; Lil—saz(jjli<_p))dz +0 (nsan+6) +0 (n(erasfaflJrs) )

271
(P9 EFY q

Da der Polylogarithmus Li;_,(ze,(—p)) ein in ganz E holomorphe Funktion mit Potenz-

reihenentwicklung
Lij_sq(zeq(— Zn eq(—pn)z"
darstellt, folgt mit dem Residuensatz

1 Lij_ —
— I sa(zeq( p))dZ —n
21 Jr, zntl

“eq(—np).
Durch einfaches Einsetzen folgt die Behauptung. O]

Mit den uns erarbeiteten Abschétzungen konnen wir jetzt die Theoreme beweisen.

Wir beginnen mit Theorem 1.0.3.
Beweis von Theorem [1.0.3. Nach Satz [4.8.1] haben wir

B DIy —

(P 9)eFN q

Wir zeigen jetzt, dass es asymptotisch gesehen keinen Unterschied macht, ob wir die
Summe bis ¢ < n® oder bis ¢ = oo laufen lassen. Wir erhalten fiir die Summendifferenz
A unter Anwendung von Korollar [.3.12]

A=0 <nsa1 Z qS(ln)+1+s> -0 (nsafl(na)fs(1f,€)+2+5)

n*<q

a<

— O<nsan+2a—l+s) :% O<nsan+s)'
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4.8 Asymptotisches Verhalten der Koeffizienten ry s(n)

Also gilt

(2I'(1 + a))®

sa—1 sark+e ak+as—a—1+4¢
I'(sa) n* " Ss(n) + O (n ) +0 (n )

rrs(n) =
mit der singuldren Reihe Ss(n). Da nach Satz fiir alle hinreichend grofsen Werte s
Ss(n) > % gilt, hat der erste Term fiir solche s mindestens die Ordnung n**~!. Der dritte
Term besitzt immer kleinere Ordnung, da ax—a < 0 und damit ak+as—a—1+¢ < sa—1.

Der zweite Term besitzt kleinere Ordnung fiir alle s, welche den Bedingungen
sak < sa — 1, sa(l —k) > 1, oder s> kK = k21

geniigen. Fiir hinreichend grofse s folgt demnach Theorem 1.0.3. O

Beweis von Theorem [1.0.2] Es folgt sofort aus Theorem 1.0.3, dass es fiir jedes k eine
Zahl G(k) gibt, sodass 74 s(n) > 0 fir alle n > ng und alle s > G(k). Setzen wir nun
g = max(G,ng), so gilt ;. s(n) > 0 fir alle n > 1 und alle s > g, da jede Zahl unterhalb
von ng als Summe von ng k-ten Potenzen geschrieben werden kann. Das Theorem folgt
jetzt mit Korollar |4.2.5] O
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5 Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit das Waringsche Problem gel6st, ohne eine explizite obere
Schranke fiir g(k) oder G(k) zu geben. Jedoch lasst der Beweis von Theorem 1.0.3. ver-
muten, dass eine solche durch k2¥~! +1 gegeben ist, also dass sich jede hinreichend grofe
natiirliche Zahl als Summe von 13 Kuben, 33 Biquadraten, 81 fiinften Potenzen usw.
schreiben lasst. Dies zu beweisen ist in der Tat moglich und erfordert, wenn mit den Mit-
teln dieser Arbeit fortgesetzt, eine detaillierte Untersuchung der singuléren Reihe. An
dieser Stelle sei auf weitere Arbeiten der Some problems of ,,Partitio Numerorum‘“Reihe
hingeweisen, unter anderem [HaLi2|, in welcher die explizite obere Schranke G(4) < 21
gezeigt wird sowie [Hali3)|.

Interessant ist, dass solch explizite Untersuchungen der Zahlen g(k) und G(k) durch
die HILBERTsche Beweisfiihrung in [Hil| nicht mdglich sind. Dies demonstriert erneut
die Fruchtbarkeit der Zirkelmethode fiir Problemlosungen aus der additiven Zahlentheo-

rie.
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