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Aufgabe 1. (Keine Funktorialität für beliebige Morphismen)
Sei k ein Körper der Charakteristik 0. Zeige: Es ist nicht möglich, jeder k-Varietät X einen bi-
rationalen Morphismus fX : X ′ → X von einer glatten k-Varietät zuzuweisen, der in folgendem
Sinne funktoriell ist: Für jeden Morphismus φ : X → Y von k-Varietäten gibt es einen eindeutigen
Morphismus φ′ : X ′ → Y ′, so dass das Diagramm

X ′
φ′ //

fX
�� J

Y ′

fY
��

X
φ
// Y.

kartesisch ist.
Hinweis. Benutze das Beispiel Y = A2

k → X = V (y2 − xz) ⊂ A3
k, (s, t) 7→ (s2, st, t2).

Aufgabe 2. (Funktorialität und Gruppenwirkung)
Sei k ein algebraisch abgeschlossener1 Körper der Charakteristik 0.

Eine algebraische Gruppe oder Gruppenvarietät über k ist ein Gruppenobjekt in der Kategorie
der k-Varietäten, also eine k-Varietät G zusammen mit Morphismen µ : G × G → G, ρ : G → G
und einem rationalen Punkt e ∈ G(k), so dass G(k) mit der Verknüpfung µ : G(k)×G(k)→ G(k)
und der Inversenabbildung ρ : G(k)→ G(k) zu einer Gruppe mit neutralem Element e wird. Eine
algebraische Gruppe G ist automatisch glatt über k (dies gilt nur in Charakteristik 0).

Sei G eine algebraische Gruppe über k und X eine k-Varietät. Sei α : G ×k X → X eine
Gruppenwirkung von G auf X, d. h. G(k)→ AutX, g 7→ α(g, ·), sei ein Gruppenhomomorphismus.
Zeige, dass α glatt ist, und folgere, dass für eine funktorielle Auflösung fX : X ′ → X wie im 5.
Ansatz aus der Vorlesung eine eindeutige Gruppenwirkung α′ : G ×k X ′ → X ′ existiert, so dass
fX G-äquivariant ist, d. h. es gilt fX ◦ α′ = α ◦ (idG×fX) : G×k X ′ → X.

Aufgabe 3. (Basiswechsel von Aufblasungsfolgen)
Sei h : Y → X ein flacher Morphismus von noetherschen Schemata und

B : Xm
πm−1−−−→ Xm−1

πm−2−−−→ . . .
π1−→ X1

π0−→ X0 = X

eine Folge von Aufblasungen mit Zentren Zi ⊂ Xi für i = 0, . . . ,m− 1. Sei

h∗B : Xm ×X Y
πm−1×id−−−−−−→ Xm−1 ×X Y

πm−2×id−−−−−−→ . . .
π1×id−−−−→ X1 ×X Y

π0×id−−−−→ X0 ×X Y = Y

die basisgewechselte Kette von Morphismen. Zeige:

(a) h∗B ist eine Folge von Aufblasungen mit Zentren Zi ×X Y ⊂ Xi ×X Y , i = 0, . . . ,m− 1.

(b) Ist h surjektiv, so ist B eindeutig durch h∗B bestimmt.

Hinweis. Bestimme rekursiv Zi aus Zi ×X Y .
1Die Aufgabe funktioniert genauso über einem beliebigen Körper der Charakteristik 0. Die Annahme, dass k

algebraisch abgeschlossen ist, dient lediglich der Vereinfachung der Notation.



Aufgabe 4. (Auflösung von Singularitäten für Flächen in beliebiger Charakteristik I)
Sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper beliebiger Charakteristik, V eine glatte dreidimen-
sionale Varietät über k, S ⊂ V eine singuläre Fläche und r = max-ordS > 1. Sei p ∈ S ein
abgeschlossener Punkt, f = 0 die lokale Gleichung von S bei p und x, y, z formale lokale Koordi-
naten von ÔV,p. Zu der Potenzreihenentwicklung

f =
∑

i+j+k≥r

aijkx
iyjzk

wählen wir den Hauptteil L(x, y, z) =
∑
i+j+k=r aijkx

iyjzk und definieren τ(p) als die Dimension
des minimalen Unterraumes von kx⊕ ky ⊕ kz, so dass L ∈ k[M ]. Zeige:

(a) τ(p) hängt nicht von der Wahl der formalen lokalen Koordinaten ab. Es gilt 1 ≤ τ(p) ≤ 3.

(b) Sei τ(p) = 3. Dann gibt es keine glatte Kurve C in Singr(S), die p enthält. Ist π : V1 → V die
Aufblasung von V in p und S1 die strikte Transformierte von S in V1, dann gilt ordq S1 < r
für jeden Punkt q ∈ π−1(p).


