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Aufgabe 1. (Definitionskérper)

Sei L|C(T) eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G und k ein Teilkérper von C. Wir
sagen, L|C(T) ist definiert iiber k, wenn es einen Unterkorper Ly C L mit gibt, der galoissch iiber
E(T) und reguldr uber k (d. h. k ist algebraisch abgeschlossen in L) ist und [Ly, : k(T)] = [L : C(T)]
erfiillt. Zeigen Sie: In diesem Fall gilt kanonisch Gal(Ly|k(T")) = G. Ist k algebraisch abgeschlossen
oder hat G triviales Zentrum, so L eindeutig bestimmt.

In den beiden folgenden Aufgaben wollen wir folgenden Satz (ohne Beweis) benutzen:

Ist L|C(T) eine endliche Galoiserweiterung und k C C ein algebraisch abgeschlossener Korper,
so dass die Menge P der in L verzweigten Stellen von C(T') bereits in ]P’,lC C IP’}C liegt, so ist L tber
k definiert.

Aufgabe 2. (Rationales Rigiditdtskriterium)
Ein Verzweigungstyp [G, P,C] heifst rational, wenn P C QU {oo} und fiir jede Konjugationsklasse
C € C gilt: C™ = C fiir alle m teilerfremd zu ord G, d.h. liegt ¢ in C, so auch jedes ¢™ mit
ggT(m,ord G) = 1. Zeigen Sie:

Jede rationale, rigide Verzweigungstyp [G, P, C] ist Verzweigungstyp einer (eindeutig bestimm-
ten) Galoiserweiterung L|Q(T), die iiber Q definiert ist. Insbesondere ist G Galoisgruppe einer
Q-reguldren Galoiserweiterung von Q(7).

Hinweis. Man starte mit einer Galoiserweiterung }|@(T) mit Verzweigungstyp [G, P,C], setze
I'=Gal(L|Q(T)) und T = Gal(Q(T)|Q(T)) = Gal(Q|Q) und betrachte die exakte Folge

1G—->T—=>T—>1.

Zeigen Sie, dass fiir jedes v € I' der Automorphismus v* : G — G, h + vhy~!, ein innerer
Automorphismus g7 fiir ein eindeutig bestimmtes g, € G ist. Die Zuordnung 7 + g, definiert einen
Homomorphismus ¢ : I' = G, der obige exakte Folge spaltet. Folgern Sie, dass die Erweiterung
bereits iiber QQ definiert ist.

Aufgabe 3. (Rigidititskriterium iiber Q")

Sei k C C ein Korper, der alle Einheitswurzeln enthélt (mit anderen Worten: k enthélt die maxi-
male abelsche Erweiterung Q*" von Q). Sei [G, P, C] ein rigider Verzweigungstyp mit P C kU {oc}
und L|C(T') die zugehorige Galoiserweiterung. Zeigen Sie: Die Erweiterung ist iiber k definiert.
Insbesondere ist G Galoisgruppe einer k-reguldren Galoiserweiterung von k(7).

Aufgabe 4. (Anwendung des rationalen Rigiditatskriteriums)

Sei C) die Menge der der i-Zykel in der symmterischen Gruppe S,,, n > 3. Zeigen Sie: C(2), C(»=1)
und C'™ bilden ein rigides Tripel in S,. Folgern Sie, dass S,, Galoisgruppe einer Galoiserweiterung
von Q(T) ist.

Anmerkung: Da Q und Q* hilbertsch sind, kann man fiir G wie in Aufgabe 2 (bzw. 3) durch
Einsetzen geeigneter Werte fiir 7" erreichen, dass G als Galoisgruppe iiber Q (bzw. Q") dargestellt
werden kann. Weitere Aussagen in dieser Richtung findet man z.B. in Vélkleins Lehrbuch Groups
as Galois Groups oder Serres Vorlesung Topics in Galois Theory.



