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Aufgabe 1. (Galoisiiberlagerungen und Kategoriendquivalenz)

Sei ¢ : Y — X eine verzweigte Uberlagerung kompakter Riemannscher Flichen (bzw. ein domi-
nanter Morphismus zwischen normalen projektiven Kurven), und sei G = Aut(Y|X) die Gruppe
der Automorphismen von Y {iber X, genannt Galoisgruppe von ¢. Analog zum topologischen
Kontext nennen wir ¢ : Y — X wverzweigte Galoisiiberlagerung, wenn G transitiv auf allen Fasern
operiert. Zeigen Sie:

(a) Fiir offenes U C X induziert jedes ¢ € G einen Automorphismus g* auf Oy (¢~ 1(U)).
¢ :Y — X ist genau dann galoissch, wenn fiir jedes offene U die Abbildung

0" Ox(U) = Oy (¢~ (U))% = {f € Ov(¢™'(U)) | " f =V g € G}
ein Isomorphismus ist.

(b) Die Funktoren in der Kategoriendquivalenz in Korollar 6.8 bilden (verzweigte) Galoisiiberla-
gerungen im topologischen, komplex-analytischen und algebraisch-geometrischen Sinne sowie
Galoiserweiterungen von Korpern aufeinander ab. Dabei bleibt die Galoisgruppe erhalten.

Aufgabe 2. (Satz von Liroth)

(a) Zeigen Sie, dass jede kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht 0 isomorph zu C ist.

(b) Zeigen Sie: Ist f : C — X eine verzweigte Uberlagerung kompakter Riemannscher Flichen,
so gilt X = C. Folgern Sie, dass jeder Korper K mit C C K C C(¢) isomorph zu C(¢) ist.

Aufgabe 3. (Abbildungen zwischen elliptischen Kurven)
Zeigen Sie: Jede holomorphe Abbildung zwischen elliptischen Kurven ist entweder konstant oder
eine endliche (surjektive) unverzweigte Uberlagerung. Letztere werden Isogenien genannt.

Aufgabe 4. (Zyklizitit des Stabilisators)
Sei ¢ : Y — X eine verzweigte Galoisliberlagerung Riemannscher Flachen mit Galoisgruppe G.

Sei y € Y ein Punkt und G, C G der Stabilisator von y. Zeigen Sie: Es gibt Karten f : U — C,

h:v e ¢(U) — C von Umgebungen U von y und V von = = ¢(y) mit

o f(y)=0=h(z) und f(U)=h(V) =D ={z € C| 2| < 1},

e hogof™1:D—D, 2 2% mit e, = e(y|x),

e U ist G,-stabil, und es gilt ¢~ (V) = UEGG/GygU.
Folgern Sie: Es gilt #G, = e,, und Gy ist zyklisch.

Das eindeutig bestimmte Element g, € G, mit fog,o f~!(z) = e?™/ ez heikt ausgezeichnetes
Element zu y.

Aufgabe 5*. (Endliche Gruppen als Galoisgruppen tiber C mit vorgegebener Verzweigung)
Gegeben sei eine endliche Gruppe G und Erzeuger ¢1,...,9, € G mit g1 - - - g, = 1. Zeigen Sie: Zu
jeder Wahl von paarweise verschiedenen Punkten z1,...,z, € C existiert verzweigte Galoisiiber-
lagerung ¢ : Y — C mit folgenden Eigenschaften:

e ¢ verzweigt nur iiber z1,..., .

e Die Galoisgruppe von ¢ : Y — Cist G, und fiir jedes z; (i = 1,...,7) gibt es ein y; € ¢~ (x;)
mit ausgezeichnetem Element g,, = g;.



