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Aufgabe 1. (Affin = quasiprojektiv)

Sei ¢ : AR — P¢ gegeben durch (wi,...,w,) +— (1 :wi : ... : wy). Zeigen Sie: Zu jeder
algebraischen Teilmenge X C A gibt es eine projektive algebraische Teilmenge Y C Pg mit
¢ 1Y) = X. Ist X irreduzibel, so kann Y irreduzibel gewihlt werden. Insbesondere sind affine
algebraische Mengen quasiprojektiv, und affine Varietéten sind quasiprojektive Varietéten.

Aufgabe 2. (Normale Varietiten)
Sei X eine Varietét. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) Fiir jedes P € X ist der lokale Ring Ox p ganz abgeschlossen.
(ii) Fir jede offene Teilmenge U C X ist Ox(U) ganz abgeschlossen.
(iii) Es gibt eine offene affine Uberdeckung {U;} von X, so dass alle Ox (U;) ganz abgeschlossen
sind.
Eine Varietédt mit obigen dquivalenten Eigenschaften heifst normal.

Aufgabe 3. (Verkleben von Varietiten)
Gegeben seien zwel Varietiten X7, X, nicht-leere offene Teilmengen U; C Xy und Us C X5 sowie

ein Isomorphismus von Varietédten ¢ : Uy =N Us, d.h. ein Hom6omorphismus ¢, so dass Ox,|u,
und ¢.(Ox, |y,) als Garben! zueinander isomorph sind. Zeigen Sie: Es gibt eine Varietiit X und
stetige Abbildungen v : X7 — X, ¥ : Xo — X mit offenem Bild, so dass gilt:

o X, r, X1 =1 (X1) und X, LN X5 = 1y (X>2) sind Isomorphismen von Varietaten.

e Esgilt X = X; UX, und X; N Xy =y (Uy) = o (Us).

e Die Abbildung

ist gerade der Isomorphismus ¢.
Wir nennen X die Verklebung von X, und Xy entlang ¢ : Uy — Us.

Aufgabe 4. (Beispiele von Verklebungen)
Seien X7 und X, zwei Kopien von A}C mit Koordinaten s bzw. t. Seien U; C X7 bzw. Uy C Xo
definiert durch s # 0 bzw. t # 0. Zeigen Sie, dass Ox, (U;) = C[s,s~!] und Ox, (Uz2) = C[t,t71].
Zudem seien zwei Abbildungen ¢, ¢’ : Uy — Us definiert durch die zugehorigen Abbildungen auf
den Koordinatenringen

¢* : Clt,t71] = C[s,s71], tsh Tl s,

¢ :Clt,t '] = C[s,s7'], trs, t st
Zeigen Sie:

(a) ¢ und ¢’ sind Isomorphismen von Varietaten.
(b) Die Verklebung von X; und X, entlang ¢ : Uy =, U, ist isomorph zu Pt.

(¢) Sei X’ die Verklebung von X; und X, entlang ¢’ : U; = Us,. Dann enthilt X’ zwei Punkte
Py # P, mit Ox/ p, = Ox/ p,. Insbesondere lassen sich P; und P, nicht durch Funktio-
nen trennen, d.h. jede rationale Funktion verschwindet genau dann in P;, wenn sie in P
verschwindet.

LFiir eine stetige Abbildung f : X — Y von topologischen Riumen und eine Garbe F auf X sei f«F definiert
durch £, F(V) = F(f~1(V)) fiir alle offenen V' C Y. Dies ist automatisch eine Garbe auf Y.



