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Aufgabe 1. Sei L|K eine endliche unverzweigte Galoiserweiterung nicht-archimedischer lo-
kaler Korper, und sei F' € G = G(L|K) das Frobenius-Element. Zeigen Sie: Fiir jedes a € K*
gilt
(a, L|K) = F*x(@),

Hinweis. Verwenden Sie 5.9 und die Konstruktion von invy g im unverzweigten Fall, um zu
zeigen: Fiir jedes x € HY(G,Q/Z) = Hom(G, Q/Z) gilt x((a, L|K)) = x(F*<()). (An einer
Stelle hilft die Beziehung v (aUdx) = vi(a) - dx, die sich aus 4.29 und der Natiirlichkeit des
Cup-Produkts ergibt.)

Aufgabe 2. Bestimmen Sie alle abelschen Erweiterungen von Q3 vom Grad 3.

Hinweis. Betrachten Sie den Koérper M = Q3(C234) = Q3((32) - Q3({33_1) und zeigen Sie,
dass G(M|Q3) = Z/6Z x Z/3Z. Daher enthélt M einen eindeutig bestimmten Unterkérper L
mit G(L|Qs) & Z/3Z x Z/3Z. Folgern Sie, dass (Q5)® C Ir. Bestimmen Sie Q5 /(Q5)? und
begriinden Sie, warum L die maximale abelsche Erweiterung von Q3 vom Exponenten 3 ist.
Alle gesuchten Erweiterungen ergeben sich dann als Unterkorper von L.

Aufgabe 3. Sei p eine Primzahl, K|Q, eine endliche Erweiterung vom Grad n.

(a) Sei R
K* = lim K /1,
T

wobei I C K* alle (offenen) Untergruppen vom endlichen Index durchléuft. Zeigen Sie:
Das universelle Normrestsymbol induziert einen Isomorphismus

X ab
K* — G%.

(b) Zeigen Sie: Es gilt

Hinweis. Verwenden Sie Satz 2.53.

Aufgabe 4. Sei K ein nicht-archimedischer lokaler Kérper, K™ seine maximale unverzweigte
und K® seine maximale abelsche Erweiterung, und sei F € G(K™|K) der Frobeniusauto-
morphismus. Fiir eine Uniformisierende 7 von K bezeichne K, den Fixkorper von K2 unter
(7, K|K) € G(K*|K). Zeigen Sie:

(a) Fiir jede Uniformisierende 7 € K gilt
Ky K™ =K*® und K,NnK"=K,
also insbesondere
G(K*|K) = G(K,|K) x G(K™|K).

Hinweis. Es sei H = G(K?®|K,) der Abschluss der von o = (7, K|K) erzeugten Un-
tergruppe von G(K?"|K). Zeigen Sie mit Aufgabe 1, dass die kanonische Projektion
G(K*|K) — G(K™|K) einen Isomorphismus H — G(K™|K), o + F, induziert.



(b)

Ist L ein Kérper mit L- K™ = K2 und LNK™ = K, so gibt es eine eindeutig bestimmte
Uniformisierende m € K mit L = K.

Hinweis. Sei H = G(K®|L). Dann enthilt H ein eindeutig bestimmtes Element ¢ mit
o|gnr = F. Zeigen Sie mit Aufgabe 1 und 5.21, dass das universelle Normrestsymbol die
Menge der Uniformisierenden von K isomorph auf die Menge solcher ¢ abbildet.

Ist p eine Primzahl, K = Q,, so zeigen Sie, dass L = J,, Qp(tpn) =: Qp(ppe) die in (b)
beschriebenen Eigenschaften besitzt. Bestimmen Sie dass zugehorige m € K.

Hinweis. Die erste Aussage folgt aus der Verzweigungstheorie und dem lokalen Satz von
Kronecker-Weber. Fiir die zweite verwenden Sie 5.22.

Aufgabe 5*. Sei p eine Primzahl. Wir wollen untersuchen, inwieweit eine endliche Erweite-
rung K|Q, durch die abelisierte absolute Galoisgruppe G}‘}"’ von K festgelegt ist. Seien dazu
Ki und K3 zwei endliche Erweiterungen von Q,. Zeigen Sie:

(a)

G%Pl und G‘}‘g sind als abstrakte topologische Gruppen genau dann isomorph, wenn

[K1: Q] =[K2:Q) und  p(Ky) = p(K2).

ab ~

Sei nun G = G?g. Dann haben K7 und K5 auch den gleichen absoluten Verzweigungs-
index e und absoluten Tragheitsgrad f, und die maximalen unverzweigten TeilkGrper
von Kj und K5 stimmen iiberein. Enthélt einer der beiden Koérper eine p-te Einheits-
wurzel, so auch der andere, und es gilt K1 N Qp(1pe) = Ko N Qp(fpee).

Hinweis. Die erste Aussage folgt leicht aus Aufgabe 3 (als Zwischenschritt zeige man,
dass die maximale pro-p-Untergruppe von GZ}? den Z,-Rang [K : Qp]+1 hat). Den Wert
von f entnehme man aus p(K) und schliee auf e und K N Q" Zuletzt verwende man,
dass alle Zwischenkorper von Qp(pip)|Qp(1p) von der Form Qy(p,r) sind, und schlieBle
von p(K) auf K NQp(up).

Aus Gi}a = G%’Q folgt im Allgemeinen aber nicht, dass K3 ﬂ@;b = Ko ﬁ@;b, selbst dann
nicht, wenn K und K3 beide abelsch iiber Q, sind: Betrachten Sie dazu Q3((234)|Q3((3).
Zeigen Sie: Diese Erweiterung ist galoissch mit Galoisgruppe Z/37Z x Z/3Z und enthélt
neben den offensichtlichen Zwischenkorpern Q3(g) und Q3({7s) zwei weitere echte Zwi-
schenkorper K und Ky. Fiir diese gilt

[K1:Q3]=6=[Ky:Q3] und  pu(Ky)=pus = p(K>),

ab ~ ab
also auch G % = G o

tBetrachtet man statt der abelisierten die volle absolute Galoisgruppe, so ist die Lage anders: Die absoluten
Galoisgruppen zweier endlichen Erweiterungen K, K2 von Q, sind (zumindest fiir p # 2) genau dann als
abstrakte Gruppen isomorph, wenn

[Ki:Qp=[K2:Qp) und K NQ% = KonNQ.

Fiir Zahlkorper gibt es eine noch viel erstaunlichere Aussage, namlich den Satz von Neukirch-Uchida:
Die absoluten Galoisgruppen zweier Zahlkérper K und L sind genau dann isomorph, wenn K 2 L.



