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Aufgabe 1. Sei G eine endliche Gruppe, H eine Untergruppe. Sei i : H*® — G die
von der natiirlichen Inklusion H — G induzierte Abbildung. Zeigen Sie, dass folgendes
Diagramm kommutiert:

H2(H,Z) "> H*

o |

H2(G,Z) -~~~ G®.

wobei als horizontale Abbildungen die kanonischen Isomorphismen aus Korollar 4.12 ver-
wendet werden.

Hinweis. Benutzen Sie den Beweis von 4.12 und die Definition von Kor_; (sic).

Aufgabe 2. Sei GG eine endliche Gruppe und N ein Normalteiler von G. Zeigen Sie: Ist A
ein kohomologisch trivialer G-Modul, so ist A" ein kohomologisch trivialer G /N-Modul.

Hinweis. Benutzen Sie die Inflation-Restriktion-Folge und Dimensionsverschiebung.

Aufgabe 3. Seien Aq, Ay, ..., Ag abelsche Gruppen und
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ein exaktes Sechseck. Zeigen Sie: Gibt es in diesem Sechseck keine zwei benachbarten A;
mit unendlich vielen Elementen, so sind alle A; endlich, und es gilt

AL #As - A = # Az - AL - H# A

Hinweis. Sei m; = #1im(f;), i = 1,...,6. Zeigen Sie #A; = m;m,;_; (mit my = mg und den
tiblichen Multiplikationsregeln fiir co) und folgern Sie daraus die Behauptung.

bitte wenden!



Ziel der folgenden beiden Aufgaben ist es zu zeigen, dass fiir jede endliche Galoiserweiterung
L|K mit Galoisgruppe G der G-Modul L G-induziert ist. Genauer zeigen wir folgenden
Satz von der Normalbasis:

Es gibt ein v € L so, dass (077)eq eine Basis von L|K bildet.

Aufgabe 4 behandelt den Fall, dass K unendlich viele Elemente enthélt, und Aufgabe 5
den Fall, dass G zyklisch ist. Da eine Galoiserweiterung endlicher Kérper immer zyklisch
ist, sind damit also alle Félle abgedeckt.

Aufgabe 4. Sei K ein unendlicher Korper, und sei L| K eine Galoiserweiterung vom Grad
n € N mit Galoisgruppe G.

(a) Sei v € L. Angenommen, es gibt eine nichttriviale Relation ) _.a,0y = 0 mit
a, € K. Wenden Sie fiir 77! fiir jedes 7 € G auf diese Gleichung an und folgern Sie,
dass die quadratische Matrix (77 '), , € M, (L) nicht invertierbar ist.

(b) Sei f € L mit L = K(f) und f € K[X] das Minimalpolynom von / iiber K. Wir

setzen

)
X-0

9(X) € L[X] und M(X)=(r""og(x))r, € M,(L[X]).

Zeigen Sie, dass det M (X) € L[X] nicht verschwindet, indem Sie M (3) betrachten.
Folgern Sie, dass ein a € K existiert mit det M («) # 0. Sei nun v = g(«). Zeigen Sie
mit Hilfe von (a), dass (07)seq eine Normalbasis zu L| K ist.

Aufgabe 5*. Sei L| K eine zyklische Korpererweiterung vom Grad n € N mit Galoisgruppe
G, und sei o ein Erzeuger von G.

(a) Fassen Sie o als Endomorphismus des K-Vektorraums L auf und benutzen Sie die
lineare Unabhiingigkeit der Charaktere id, o, ..., 0" ! : L* — L*, um zu zeigen, dass
das Minimalpolynom von o gleich X™ — 1 ist. Folgern Sie iiber den Grad, dass das
charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von ¢ {ibereinstimmen.

(b) Folgern Sie mit Hilfe Ihres Vorwissens aus der Linearen Algebra (Stichwort: Frobenius-
Normalform), dass ein v € L existiert, so dass 7,07, ...,0" 17y eine Basis von L|K
bilden.



