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Aufgabe 1. Sei G eine endliche Gruppe, X ein G-freier G-Modul und
0—-+A—-B—-C—=0
eine exakte Folge von G-Moduln. Zeigen Sie: Dann ist die induzierte Folge
0 — Homg (X, A) — Homg (X, B) — Homg(X,C) — 0
exakt.
Aufgabe 2. Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n und A eine abelsche Gruppe, auf
der G trivial operiert. Zeigen Sie, dass H™ (G, A) = ker(A = A) und H°(G, A) = A/nA.

Bestimmen Sie fiir die kurze exakte Folge
0-2Z—-Q—->Q/Z—0

von G-Moduln mit trivialer G-Operation den Teil der langen exakten Kohomologiesequenz
von H™Y(G,Z) bis H'(G,Q/Z).

Aufgabe 3. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung von Kérpern mit Galoisgruppe G.
Dann macht die Operation der Galoisgruppe (L,+) und (L*,-) zu G-Moduln; besonders
letzterer wird in der Klassenkorpertheorie eine grofie Rolle spielen. Zeigen Sie:
(a) Esgilt H'(G,L) = K/ Sprjx L =0 und H°(G,L*) = K*/NpgL*.
Hinweis. Beachten Sie, dass fiir separable Erweiterungen die Spurform nicht ausge-
artet ist.

(b) Sind K und L endliche Kérper, so gilt H°(G, L*) = 1.
Hinweis. Sei ¢ = #K, n = [L : K|. Benutzen Sie, dass G vom Frobenius F : z — ¢

erzeugt wird, um Ny (z) als Polynom (oder besser: Monom) in 2 zu schreiben.
Schiitzen Sie damit die Ordnung von ker(Npx : L — K*) nach oben ab.

Aufgabe 4. Sei L|K eine endliche Galoiserweiterung von Kérpern mit Galoisgruppe G.
Sei z : G — L* eine Derivation. Benutzen Sie die lineare Unabhéngigkeit von Charakteren
(siehe z.B. Korollar 4.5 aus der Zahlentheorie I), um zu zeigen, dass es ein ¢ € L* gibt mit

b= Zx(T)Tc # 0.
TEG

Zeigen Sie x(0)ob = b fiir alle 0 € G. Folgern Sie, dass x eine innere Derivation ist, also

HY(G,L*) =1

*Dieser Satz wird haufig als Hilbert 90 bezeichnet und ist eine Erweiterung des klassischen Hilbert 90,
der in gruppenkohomologischer Fassung H (G, LX) = 1 fiir zyklische Erweiterungen L|K lautet. Den
Zusammenhang zwischen diesen beiden Versionen von Hilbert 90 werden wir bald verstehen.



Aufgabe 5*. Sei G eine endliche Gruppe und
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eine exakte Folge von G-Moduln. Definieren Sie fiir jedes ¢ € Z kanonische Homomorphis-
men

6, : HY(G, D) — H™ (G, A),
und zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) 67 ist ein Isomorphismus fiir jedes ¢ € Z;
(ii) B, : HY(G,B) — HY(G, C) ist ein Isomorphismus fiir jedes ¢ € Z.

Hinweis. Setzen Sie E = coker o = ker v und zerlegen Sie obige exakte Folge in zwei kurze.
Benutzen Sie die beiden zugehorigen Kohomologiesequenzen, um (52 zu konstruieren. Zeigen
Sie dann: Aus jeder der beiden Bedingungen (i) und (ii) folgt, dass die beiden Kohomologie-
sequenzen in folgende kurze exakte Folgen zerfallen:

0— H"YG,D) = HYG,E) = HI(G,C) =0 VYqeZ

und

0— HYG,B) - HY(G,E) = H"(G,A) -0 VqcLZ

Diese kurzen Folgen zusammen mit einer der beiden Bedingungen (i) oder (ii) implizieren
auch die andere.



