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Aufgabe 1. Es sei K = Q2(
√

3), L = K(
√
−1). Zeigen Sie:

(a) Die Erweiterung K|Q2 ist rein verzweigt vom Grad 2, und die Erweiterung L|K ist
unverzweigt vom Grad 2.

(b) Die maximal unverzweigte und gleichzeitig auch maximal zahm verzweigte Teilerwei-
terung von L|Q2 ist durch Q2(

√
−3)|Q2 gegeben.

Aufgabe 2. Sei p eine Primzahl, n = n′pm eine natürliche Zahl mit m,n′ ∈ N, (n′, p) = 1.
Sei ζn ∈ Qp eine primitive n-te Einheitswurzel, und sei K = Qp(ζn). Zeigen Sie: Für die
maximale unverzweigte Teilerweiterung K ′ und die maximale zahm verzweigte Teilerwei-
terung K ′′ von K|Qp gilt

Qp ⊂ K ′ = Qp(ζn′) ⊂ K ′′ = Qp(ζn′p) ⊂ K.

Hinweis. Folgern Sie aus Ihrem Vorwissen aus Zahlentheorie I und II, dass Qp(ζpm)|Qp rein
verzweigt vom Grad ϕ(pm) = pm−1(p − 1) und Qp(ζn′)|Qp unverzweigt ist. Schließen Sie,
dass auch K|Qp(ζn′) rein verzweigt vom Grad ϕ(pm) sein muss.

Aufgabe 3. Sei L|K eine endliche Erweiterung p-adischer Körper, x ∈ OL und f ∈ OK [X]
das Minimalpolynom von x über K. Wir definieren die Differente von x durch

δL|K(x) =

{
f ′(x), falls L = K(x),

0 sonst.

Zeigen Sie: Ist L = K(x) und y ∈ OK [x], so folgt

δL|K(x) | δL|K(y) in OL.

Insbesondere gilt: Ist z ∈ OL mit OL = OK [z], so ist das Ideal DL|K = (δL|K(z)) ⊂ OL

unabhängig von der Wahl von z. Dieses Ideal nennt man die Differente von L|K.

Hinweis. Sei g ∈ OK [X] mit y = g(x). Zeigen Sie zunächst: Sind x1 = x, x2, . . . , xn die
verschiedenen Konjugierten von x über K, so durchläuft g(x1), . . . , g(xn) die Konjugierten
von y über K. Zeigen Sie dann

δL|K(x) = (x− x2) · · · (x− xn)

und die analoge Formel für δL|K(y), und folgern Sie die Behauptung.



Aufgabe 4. Sei K ein p-adischer Körper, und sei L|K eine rein verzweigte Erweiterung
vom Grad e. Zeigen Sie: Für die Differente gilt DL|K = psL mit

s = e− 1, falls L|K zahm verzweigt,
e ≤ s ≤ e− 1 + vL(e), falls L|K wild verzweigt.

Hinweis. Sei π ∈ OL eine Uniformisierende und f = Xe + ae−1X
e−1 + . . . + a0 ∈ OK [X]

das zugehörige Minimalpolynom. Zeigen Sie, dass

s = vL(f ′(π)) = min
1≤i≤e

(i− 1 + vL(i ai)),

wobei hier ae = 1 gesetzt sei, und folgern Sie daraus in beiden Fällen die Behauptung.

Aufgabe 5.* Es sei K ein lokaler Körper mit Restklassenkörper k, p = char(k), q = #k.
Es sei n ∈ N mit (n, p) = 1. Zeigen Sie, dass jede rein verzweigte Erweiterung L|K mit
[L : K] = n von der Form L = K( n

√
π) mit einer Uniformisierenden π vonK ist. Folgern Sie:

Ist K ein separabler Abschluss von K, dann gibt es innerhalb von K|K bis auf Konjugation
genau (n, q−1) paarweise verschiedene rein verzweigte Erweiterungen von K vom Grad n.


