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Aufgabe 1. Bestimmen Sie explizit alle Bewertungen des Korpers Q(i) bis auf Aquivalenz.

Aufgabe 2. Es sei (K,v) ein vollstandig nicht-archimedisch bewerteter Korper und f =
X"+ a; X" '+ ...+ a, € K[X] ein irreduzibles Polynom. Zeigen Sie: Es gilt

min (v(qi)) _ (@)

Folgern Sie: Gilt a,, € O,, so gilt f € O,[X].
Hinweis. Sei (L, w) der Zerfillungskérper von f, und seien ay,...,«, € L die Nullstellen
von f. Zeigen Sie, dass w(ay) = ... = w(a,) und v(a;) > iw(ay), v(a,) = nw(a).

Aufgabe 3. Sei K ein Zahlkérper. Eine Aquivalenzklasse von Bewertungen auf K nennt
man Primstelle. Fiir eine Primstelle p von K bezeichne | |, die normalisierte Bewertung
auf K,. Zeigen Sie:

(a) Sei L|K eine endliche Erweiterung und p eine Primstelle von K. Dann gilt fiir jedes

z €L
[T 12ls = [Nyx ()],
alp

wobei q alle Primstellen von L iiber p durchlauft.

Hinweis. Zeigen Sie mit Hilfe von 2.29 und 2.34, dass |z[q = |Ng,|x, (7)],. Verwenden
Sie dann die Tatsache, dass Npk(x) = det(m,), wobei m, : L — L die K-lineare
Abbildung y — xy ist, um zu zeigen, dass Ny jx(z) = [y, Ny, (2)-

(b) Fiir jedes x € K gilt |z|, = 1 fiir fast alle p und
H |zl = 1.
P

Hinweis. Zeigen Sie diese Aussage zunichst im Fall K = Q, benutzen Sie dann (a).

Aufgabe 4. Es sei (K,| [) ein vollstédndig nicht-archimedisch bewerteter Korper, und
sei (I,| |) ein algebraischer Abschluss von K. Sei o € K separabel iiber K, und seien
Q] = @, Qa, ..., q, die Konjugierten iiber K. Ist dann § € K mit

o —f| < |la—a fir i=2,...,n,

so gilt K(a) C K(B).

Hinweis. Sei L = K(3), M C K die normale Hiille von K (o, 3)|L, und sei o € Gal(M|L)
beliebig. Zeigen Sie, dass |o(a) — 3| = |a — [5]. Schétzen Sie | — o(«)| ab und folgern Sie,
dass o(a) = a.



Aufgabe 5*. Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie:

(a) Sei Q, ein algebraischer Abschluss von Q. Zeigen Sie: Q, ist nicht vollstéindig bzgl.
der (Fortsetzung der) p-adischen Bewertung.

Hinweis. Angenommen, @p wére vollstandig. Man betrachte das Element
Y= Z Cpi—lpi € @pa
i=1

wobei (i fiir jedes i eine primitive (p’—1)-te Einheitswurzel ist. Sei K = Q,(7) und
k der zugehorige Restklassenkorper. Zeigen Sie induktiv, dass k£ und damit auch K
fiir jedes 4 die (p' — 1)-ten Einheitswurzeln enthilt. Folgern Sie, dass & nicht endlich
und v daher nicht algebraisch sein kann.

(b) Sei C, die Vervollstédndigung von @p. Zeigen Sie: C, ist algebraisch abgeschlossen.
Hinweis. Sei a € C,, f € C,[T] das Minimalpolynom von « iiber C,. Man wiihle
g € Q,[T] mit |f — g| (Notation aus Blatt 5, Aufgabe 4) klein genug. Zeigen Sie: Bei
geeigneter Wahl von ¢g und einer Nullstelle g € @p von g kann |a — (| beliebig klein
werden. Verwenden Sie nun Aufgabe 4.

tErstaunlicherweise kann man zeigen, dass C, als abstrakter Kérper (also ohne topologische Struktur)
isomorph zu C ist.



