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Aufgabe 1. Es sei G eine proendliche Gruppe und H ein abgeschlossener Normalteiler
von G. Zeigen Sie, dass G/H mit der Quotiententopologie eine proendliche Gruppe ist.

Aufgabe 2. Eine proendliche Gruppe G heifit prozyklisch, wenn G topologisch durch
ein einziges Element o € G erzeugt wird, d.h. G ist der Abschluss (o) der Untergruppe
(o) ={0o™ | n € Z}. Zeigen Sie:

(a) Ist G eine prozyklische Gruppe, dann sind die offenen Untergruppen von G genau
von der Form G" = {¢" | g € G}, n € N.

Hinweis. Benutzen Sie, dass eine Untergruppe einer kompakten topologischen Gruppe
genau dann offen ist, wenn sie abgeschlossen und von endlichem Index ist.

(b) Jede prozyklische Gruppe ist ein Quotient von Z.

Aufgabe 3. Es sei k ein Korper, L|k eine Galoiserweiterung und K |k eine beliebige Er-
weiterung, beide enthalten in einer Erweiterung 2|k. Zeigen Sie, dass die Abbildung

Gal(LK|K) — Gal(L|ILN K), o~ 0|z,
ein topologischer Isomorphismus proendlicher Gruppen ist.

Aufgabe 4. Es sei p die Gruppe aller Einheitswurzeln in C.

(a) Fir a = (a,) € 7 = Jm Z/nZ und ¢ € p setze man ¢* := (%", wenn (" = 1. Zeigen
Sie: Diese Zuordnung ist wohldefiniert, und fiir beliebige a,b € 2, ¢, & € pgilt

(€)' =¢", ¢¢"=¢"" und ("= (CE)"

(b) Zeigen Sie: Ist K ein Zahlkorper, dann gibt es einen injektiven Homomorphismus
proendlicher Gruppen R
Xzykl * Gal(K(M”K) — ZX:

so dass fiir jede Einheitswurzel ¢ € p und jedes o € Gal(K (u)|K) gilt:
U(O — CXzykl(O').
Fiir K = Q ist X,y €in Isomorphismus proendlicher Gruppen.

Xzyk heiit der zyklotomische Charakter.



Aufgabe 5*. Fiir eine abelsche topologische Gruppe A setzen wir

A\/ — HOmStetig<A7 R/Z)

und nennen es das Pontryagin-Dual zu A. Hierbei sei R /Z tiber die kanonische Projektion
7 : R = R/Z mit der Quotiententopologie von R versehen. Zeigen Sie:

()

Ist (A;);er ein direktes System von diskreten endlichen abelschen Gruppen, und ver-
sieht man A = @Ai mit der diskreten Topologie, so gilt

AY = lim AY.

Folgern Sie: Das Pontryagin-Dual einer diskreten abelschen Torsionsgruppe kann als
abelsche proendliche Gruppe dargestellt werden.

Ist (A;)ier ein projektives System von diskreten endlichen abelschen Gruppen mit
surjektiven Ubergangsabbildungen, und betrachtet man A = @Ai als proendliche
Gruppe, so gilt

AV th;’

Folgern Sie: Das Pontryagin-Dual einer abelschen proendlichen Gruppe ist eine abel-
sche Torsionsgruppe, welche wir im Folgenden mit der diskreten Topologie versehen.

Hinweis. Zu beliebigem ¢ € AV betrachte man das Urbild ¢—!(V) der offenen Menge
V = 7((—3,3)) C R/Z. Dann enthélt ¢~'(V) eine offene Untergruppe von A der
Form U; = ker(A — A;) (warum?). Zeigen Sie, dass U; C ker(¢).

Die proendliche Gruppe Z und die diskrete Torsionsgruppe Q/Z sind Pontryagin-dual
zueinander.

Ist A eine diskrete abelsche Torsionsgruppe oder eine abelsche proendliche Gruppe,
SO ist
A— (A, a1, AY = R/Z, ¢ ¢(a),

ein (kanonischer) Isomorphismus topologischer Gruppen.

Hinweis. Man zeige dies zunéichst in dem Fall, dass A eine endliche abelsche Gruppe
mit diskreter Topologie ist, und verwende dann (a) bzw. (b).



