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1 Einfithrung

2 Eisensteinreihen und Diskriminante

Teilweise wiederholt dieser Vortrag bereits aus der Funktionentheorie bekanntest: Die (nor-
mierten) Eisensteinreihen Ej werden zundchst mit Hilfe Petersson-Operators (,,Strich-Operator*)
als Symmetrisierung der Operation einer Untergruppe von I'(1) auf der konstanten Funkti-

on 1 definiert:

Ex(@):= ), 1lly.
Y€l oo\I'(1)
(Dies ist ein Beispiel fiir eine deutlich allgemeineres Konstruktionsprinzip, welches zu Poincaré-
Reihen fiihrt.)
Eine weitere Definition, (10) aufS.14 in [123], ist wohl die in Funktionentheorie-Vorlesungen
geldufigere!: Sie fiihrt die Eisensteinreihen Gy, ein als

1 1
Gr(z):== > G dF fir k>2 und (ohne Einschrinkung) gerade. (1)
c,de”Z

(¢,d)#(0,0)

Aus dieser Definition ergibt sich, dass man einen Faktor {(k) ausklammern kann, wobei
hier { die Riemannsche Zeta-Funktion bezeichnet, diesen erkennt man als den Wert von
G (z) an der Spitze ioo und als Proportionalitidtsfaktor zwischen Gy und Ej. Auerdem wer-
den in [123] auch noch durch eine weitere Normierung die Eisensteinreihen Gy definiert.

Als wichtige Strukturaussage ergibt sich nun die Erkenntnis, dass der Ring .. (I'(1)) von
den Eisensteinreihen E; und Eg erzeugt wird. (Am Rande sei erwédhnt, dass man hieraus
mit der k/12-Formel einen Beweis der Dimensionsformel fiir . (I'(1)) folgern kann.?)

Nun gilt es, die Fourierentwicklung der Eisensteinreihen zu bestimmen, wie dies in [123],
S. 16 durchgefiihrt wird (man findet dies auch z.B. in [FB] und anderswo, man sollte jedoch
auf die Normierungskonventionen achten).

IMan beachte allerdings den abweichenden Vorfaktor 1/2, der z.B. in [FB] nicht auftritt.
2Im Gegensatz zu dem, was ich bei der Einfithrung leichtfertig behauptet habe.



Weiter ldsst sich nun, analog zur Situation fiir k > 2 auch die Eisensteinreihe E, defi-
nieren, wobei man hier von der Fourierentwicklung ausgeht. (Benutzt man hingegen (1)
kommt es auf die Reihenfolge der Summation an, siehe hierzu auch [FB].) Diese Eisen-
steinreihe ist jedoch keine Modulform mehr, sie liefert eine Beispiel fiir das, was man nach
Zagier als Quasimodulare Form bezeichnet.

Als Anwendung der Eisensteinreihen kann man die Diskriminantenfunktion A(z), wel-
che durch das unendliche Produkt

Az):=q []a-g"*
n=1

gegebene ist als (die eindeutige) Spitzenform vom Gewicht 12 identifizieren. Als Beispiel
fiir den obigen Struktursatz ldsst diese sich auch in der Form

1 3_ 2

A@) = 1=o2 (E; - E§)
schreiben.
Literatur: [123] 1.§2, [FB] VIL.1.
Wesentliche Inhalte: Definition der E}. und Gy, Struktursatz fiir .4, (I'(1)), Fourierentwick-
lung der E, Transformationsverhalten von E» und Einfithrung von A(z). (Es gilt hier, insbe-
sondere im Bezug auf §2.3 und §2.4 eine sinnvolle Auswahl zu treffen und eventuell Details
der Beweise zu verkiirzen.)

3 Theta-Funktionen

Allgemein lassen sich Theta-Funktionen so definieren, dass man einer positiv definiten
quadratischen Form 2 : 7" — Z die Reihe

Og(z):= Z qQ(xl,...,xm)

X1y XmZ

zuordnet, welche dann eine Funktion auf H definiert (siehe [123], S.31f). Wir wollen uns
hier auf den Fall m = 1 beschrdnken. Beispiele fiir Theta-Funktionen in einer Variable wer-
den in §3.1 behandelt. Das Grundbeispiel ist hier Jacobische Theta-Funktion

0(z)=) q”2:1+22 q”z.

nez n>0

Ihr Transformationsverhalten ldsst sich durch Poissonsummation untersuchen. Man stellt
fest, dass es fiir die Theta-Funktionen notwendig ist, die Definition von Modulformen et-
was zu erweitern: Man muss Multiplikatorsysteme einfithren, um Gewicht 1/2 (allgemei-
ner halbganzzahliges Gewicht) zuzulassen, aulerdem hat man es mit der Kongruenzunter-
gruppe I'g(4) zu tun.

Als klassische Anwendungen ergeben sich Sétze {iber die Darstellungsanzahlen von na-
tiirlichen Zahlen als Summen von zwei, vier und acht Quadraten.



Schlieflich kann man 6(z) nach Jacobi als sogenannten , Thetanullwert® einer Funktion
0(z, u) in zwei Variablen auffassen. Ahnlich lassen sich auch weitere Thetafunktionen 8, (z),
04(z) einfiihren. Der Isomorphismus I'g(4) = I'(2) erlaubt es aullerdem, Thetafunktionen
0y und O fiir die Hauptkongruenzuntergruppe I'(2) zu definieren.

Der gesamte Abschnitt ist in [123] relativ knapp gehalten, gleichzeitig werden viele mog-
liche Anwendungen skizziert, man kann hierzu aber noch [FB] zu Rate ziehen, andere Quel-
len wie [Do] §3 - §5 sind ebenfalls gut.

Literatur [123], §3.1; [FB], V1.4 (Theta-Funktionen nach Jacobi, Transformationsverhalten,
Thetanullwerte), VI.5 (bis 5.5 Multiplikatorsysteme), VIL.1 (zur Darstellungen von natiirli-
chen Zahlen als Summe von acht bzw. vier Quadraten)

Wesentliche Inhalte Transformationsverhalten der (Jacobischen) Thetafunktion (Multipli-
katorsysteme und Gewicht 1/2 zu I'y(4)), Satz von Lagrange. Die verwandten Thetafunktio-
nen oder das Thema Thetanullwerte sollten zumindest kurz erwdhnt werden.

(Es bieten sich hier einige Moglichkeiten, zu entscheiden, auf welche Details man mehr
oder weniger Wert legen will. Eventuell ist eine kurze Riicksprache mit mir sinnvoll.)

4 Hecke Theorie fur T'=T(Q)

Die ndchsten beiden Vortriage beziehen sich auf §4.1 in [123]. Leider ist die Darstellung hier
sehr kompakt und greift auch etwas zu kurz, da die Theorie der Petersson-Skalarprodukte
nur angedeutet wird.

Grob gesprochen fiihrt die Hecke-Theorie Operatoren auf dem Raum der Modulformen
ein, welche bestimmten algebraischen Relationen geniigen. Aufgrund dieser Relationen
zeigt sich, dass eine (simultane) Eigenform, das heif$t eine Modulform mit T'(n) f = Af, fiir
alle Hecke-Operatoren T'(n), eine Fourierentwicklung besitzt, deren Koeffizienten multi-
plikativ sind, d.h. f(z) =Y c(n)q"™ mit c(nm) = c(n)c(m) fiir ggT(m, n) = 1.

Mittels der Petersson-Theorie zeigt sich nun, dass der Raum der Modulformen iiber eine
Basis von simultanen Eigenformen verfiigt.

4.1 Hecke-Operatoren und Hecke-Algebra

Der strukturell klarste Einstieg in die Theorie der Hecke-Operatoren geschieht dariiber sie
als Korrespondenzen auf Gittern einzufiihren, hieraus erhilt man auch eine Beschreibung
durch Matrizen aus GL;(Z) und die Relationen, welche zwischen den Hecke-Operatoren
T'(n) und R, bestehen, ergeben sich zwanglos. Der Preis hierfiir ist es, den etwas abstrak-
ten, algebraischen Begriff der Korrespondenz als verniinftige Formalisierung der Idee einer
»,mehrdeutigen“ Abbildung in Kauf nehmen zu miissen.

Um nun zu einer Operation auf dem Raum der Modulformen zu gelangen, wird es not-
wendig, einen Aspekt in der Vordergrund zu riicken, der bislang nur von untergeordneter
Bedeutung war:

Jeder Punkt 7 der oberen Halbebene H ldsst sich mit einem Gitter Z + 17 < C identifizie-
ren, umgekehrt ldsst sich jedes Gitter w,Z + w,Z (mit z—; ¢R) in der Form Z+tZ mit 7 € H



schreiben. Dadurch lassen sich Modulformen als homogene Funktionen auf der Menge £
der Aquivlenzklassen von Gittern schreiben.

So erhdlt man eine Beschreibung der Hecke-Operatoren als Endomorphismen auf den
Rdumen ./ (I') und kann explizit angeben, wie ein Hecke-Operator auf der Fourier-Entwicklung
einer Modulform f € . (') wirkt. Hiermit ldsst sich nun aufzeigen, welche Eigenschaften
Eigenformen aufweisen miissen. als erste Beispiele hat man die normierten Eisensteinrei-
hen E;. und die Diskriminantenform A.

Literatur: Zu diesem Thema empfehle ich die [Do], §11 bis einschlieBlich Seite 115. Es ge-
niigt jedoch, den Begriff der Korrespondenz definieren und verniinftig motivieren zu kon-
nen, die Ausfithrungen auf S. 109-110 sind etwas zu ausfiihrlich. (Zum besseren Verstdand-
nis siehe auch [M] S.75f.)

Inhalte: Definition der Hecke-Korrespondenzen T(n) und R; Relationen in der Hecke-
Algebra; Beziehung zwischen .# und Funktionen auf Z; die Hecke-Operatoren T'(n) auf
(). Konsequenzen fiir die Fourierentwicklung von Eigenformen; E; und A als Eigen-
formen.

4.2 Petersson-Skalarprodukt

Dieses Thema riickt nun wieder die Analysis in den Vordergrund. Man fiihrt auf dem Raum
der Spitzenformen ein Skalarprodukt ein: Genauer definiert man das Petersson-Skalarprodukt
als

(f,8) = fg; f(2)g@)yrdv,

wobei z=x+iyeHund f, g € 4 ([T) und dv das invariante MafS dv = y~>dx dy bezeich-
net. Das Integral konvergiert, wenn f oder g € .%(I'). Das Skalarprodukt (:,-) ist hermi-
tesch und positiv definit. Dass die Heckeoperatoren T'(n) selbstadjungiert beziiglich dieses
Skalarprodukts sind, ist das wesentliche Ergebnis der Hecke-Petersson Theorie. Auf Grund
dessen verfiigt der Raum .#.(I') der Modulformen {iiber eine Basis von simultanen Eigen-
formen.

Literatur: Bei diesem Thema ist [Do] etwas knapp, es lohnt ndmlich einige technische Ge-
sichtspunkte, wie etwa die Eigenschaften des invarianten MaRes und die Technik der Inte-
gration iiber invariante Funktionen genauer zu betrachten. Darum ist hier [KK], IV.3 geeig-
neter.

Inhalte: Invariantes MaR, Definition des Petersson Produkts, orthogonale Zerlegung .4 (') =
CEy ® (D), Selbstadjungiertheit der Hecke-Operatoren und Algebraizitit der Fourier
-Koeffizienten.

Zur Aufteilung:

Die hier grob skizzierte Aufteilung in zwei Themen muss nicht 1:1 der Aufteilung in zwei
Vortrdge entsprechen. Auch lassem sich einige Beweise und Details auch etwas kiirzer fas-
sen, als hier angedeutet. Bitte sprechen Sie sich untereinander und mit mir noch einmal
hiertiber ab.



5 L-Reihen fiir Eigenformen

Unter einer Dirichlet-Reihe (oder L-Reihe) versteht man eine unendliche Reihe der Form
o an .
Y —, mit seC.
n=1 n?

Ist eine Dirichlet-Reihe fiir ein sy € C (absolut) konvergent, so gibt es ein C € R und eine
Halbebene {s € C; s > C}, auf welcher diese absolut konvergiert. Unter bestimmten Bedin-
gungen geniigt die durch eine solche Reihe definierte Funktion einer Funktionalgleichung,
durch welche sie meromorph auf ganz C fortgesetzt werden kann.

Sind die a, multiplikativ, kann man die Dirichlet-Reihe als Euler-Produkt schreiben, das
bekannteste Beispiel ist hier die Riemannsche Zeta-Funktion

S|
((S)ZZ—SZ H
n:ln

p prim 1-p~*

1

Ihre Konvergenzhalbebene ist durch Rs > 1 gegeben. Man ordnet nun einer normierten
(d.h. ¢(1) = 1) Hecke-Eigenform f(z) =} ,-0c(n)q" die L-Reihe

c(n)
)3

s
n>0 1

zu. Die multiplikativen Relationen zwischen den Fourierkoeffizenten einer Eigenform er-
lauben es, auch solche L-Reihen als Euler-Produkte zu schreiben.

Weiter besitzen diese Dirichlet-Reihen eine Funktionalgleichung und dadurch eine me-

romorphe Fortsetzung auf ganz C. Die fiir den Beweis eingesetzten Techniken (Mellin-
Transformation, Eigenschaften von I'- und Theta-Funktionen) treten dhnlich in der Theo-
rie der Zeta-Funktionen auf, haben jedoch auch weit tiber die analytische Zahlentheorie
hinausreichende Bedeutung.
Literatur [123] §4.2 enthdlt alles Notige, ist allerdings recht kompakt. Zu Dirichlet Reihen
allgemein siehe [FB], VII.§2, 3. Dirchlet-Reihen, speziell fiir Eigenformen (fiir I'(1)) werden
in [Do] §12, bis einschlieRlich 12.4 behandelt. (Alternativ kann man auch [KK] IV, §4 zu Rate
ziehen — ziemlich ausfiihrlich, aber alle Inhalte werden darin behandelt.)
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